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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçè-
ÿõ âðàùåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, à èìåííî, èññëåäîâàíèþ òîïîëîãèè ýòèõ ñèñòåì, êîòî-
ðîå âêëþ÷àåò â ñåáÿ èçó÷åíèå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì,
áèôóðêàöèîííûõ êîìïëåêñîâ è äðóãèõ èíâàðèàíòîâ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, õàðàêòåðèçóþùèõ
òîïîëîãèþ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ øèðîêèé êëàññ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ äâèæå-
íèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî äâóìåðíîé ñôåðå ñ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé
f(r) (â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ âêëàäûâàåòñÿ â R3, ýòà ôóíêöèÿ çàäàåò îá-
ðàçóþùóþ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ), â ïðîèçâîëüíîì ãëàäêîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå V (r).
Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå ñèñòåìû ïîëíû (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòîêè ïîëíû) è ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëèóâèëëþ, ïîýòîìó äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíèìà òåîðèÿ òîïîëî-
ãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè, ñîçäàííàÿ À.Ò. Ôîìåíêî è åãî øêîëîé. Íà îñíîâå ýòîé òåîðèè
ìû äàåì òîïîëîãè÷åñêóþ (ëèóâèëëåâó) êëàññèôèêàöèþ óêàçàííûõ ñèñòåì. Ñóòü òåîðèè
Ôîìåíêî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà
ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M4, îãðàíè÷åííîé íà òðåõìåðíîå íåîñîáîå êîìïàêòíîå
èçîýíåðãåòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ýôôåêòèâíûì îáðàçîì ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûé äèñ-
êðåòíûé èíâàðèàíò, èìåþùèé ñòðóêòóðó ãðàôà ñ ÷èñëîâûìè ìåòêàìè. Ýòîò èíâàðèàíò,
íàçûâàåìûé ìå÷åíîé ìîëåêóëîé, èëè èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî�Öèøàíãà, äà¼ò ïîëíîå îïè-
ñàíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè) ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ äàííîé ñèñòåìû íà
èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, îïðåäåëÿåìîãî çàìûêàíèÿìè òðàåêòîðèé îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ.

Ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà
ñèñòåì, ìû èññëåäóåì òèïû îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà è ñòðîèì áèôóðêàöèîííûå
êîìïëåêñû ñèñòåì, ââåäåííûå À.Ò.Ôîìåíêî.

Â íàøåé ðàáîòå ãëàâíûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñè-
ñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè câîáîäû íà òðåõìåðíûå íåîñîáûå (dH 6= 0 â êàæäîé òî÷êå) ñâÿçíûå
êîìïàêòíûå èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Q3

h = {x ∈M4 | H(x) = h}, íà êîòîðûõ äîïîë-
íèòåëüíûé èíòåãðàë K ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Áîòòà, ò.å. ìíîæåñòâî åãî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå íåâûðîæäåííûõ êðèòè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðà-
çèé. Ýòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü ëèáî îêðóæíîñòüþ, ëèáî äâóìåðíûì òîðîì, ëèáî
áóòûëêîé Êëåéíà. Â ðåàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà ïîñëåä-
íèõ äâóõ òèïîâ âñòðå÷àþòñÿ êðàéíå ðåäêî. Â èññëåäóåìûõ â íàøåé ðàáîòå ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ êðèòè÷åñêèå ìíîæåñòâà âñåãäà ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè.

Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíûé óðîâåíü ýíåðãèè H = h, êîòîðîìó â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ ìî-
ìåíòà ñîîòâåòñòâóåò îòðåçîê ïðÿìîé h = const. Íà ýòîì óðîâíå êàæäîìó ðåãóëÿðíîìó
çíà÷åíèþ èç îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà (ò.å. êàæäîé ðåãóëÿðíîé òî÷êå ýòîãî îòðåçêà)
îòâå÷àåò òîð èëè íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå òîðîâ Ëèóâèëëÿ, à òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé
h = const ñ äóãàìè áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû îòâå÷àåò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè ïî äàííîé ïðÿìîé â
ìîìåíò ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà òîðîâ
Ëèóâèëëÿ, èëè áèôóðêàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Äâå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñëîéíûé äèôôåîìîðôèçì èõ ôàçîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Íàðÿäó ñ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íà âñ¼ì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, ìû
áóäåì ãîâîðèòü î ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà îòäåëüíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ.
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Îïðåäåëåíèå 2. Êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé (ò.å. öå-
ëèêîì ñîñòîÿùåé èç ñëîåâ) îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â èçîýíåðãåòè÷å-
ñêîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ 3-àòîìîì.

Òàêèì îáðàçîì, 3-àòîìû êîäèðóþò áèôóðêàöèè òîðîâ Ëèóâèëëÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
åñëè ôèêñèðîâàòü ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé íà äàííîì îñîáîì ñëîå, òî â áîòòîâñêîì
ñëó÷àå èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ áèôóðêàöèé. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå,
åñëè äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë � ôóíêöèÿ Áîòòà, òî 3-àòîì ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì
Çåéôåðòà (ñì. îïðåäåëåíèå íèæå) ñ îñîáûìè ñëîÿìè òèïà (2, 1) íàä 2-àòîìîì.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññëîåííûì ïîëíîòîðèåì íàçûâàåòñÿ ïîëíîòîðèå, ðàññëîåííîå íà îêðóæ-
íîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçüìåì òðèâèàëüíî ðàññëîåííûé íà îòðåçêè öèëèíäð D2 ×
[0, 1] è ñêëåèì åãî îñíîâàíèÿ D2 × {0} è D2 × {1} ïî äèôôåîìîðôèçìó, ÿâëÿþùåìóñÿ
ïîâîðîòîì íà óãîë 2πα ãäå α � ðàöèîíàëüíî.

Îïðåäåëåíèå 3. Êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ìíî-
ãîîáðàçèåì Çåéôåðòà, åñëè íà íåì ìîæíî çàäàòü ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ Çåéôåðòà, ò.å.
ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîñòûå çàìêíóòûå êðèâûå (ñëîè) òàê, ÷òî êàæäûé ñëîé
èìååò öåëèêîì ñîñòîÿùóþ èç ñëîåâ îêðåñòíîñòü, ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíóþ ðàññëîåííîìó
ïîëíîòîðèþ.

3-àòîìû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì 2-àòîìû îáîçíà÷àþòñÿ çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâà-
ìè. Â íàøåé ðàáîòå âñòðå÷àþòñÿ àòîìû òðåõ òèïîâ: A, B è Vk. Óêàçàííûå àòîìû èçîáðà-
æåíû íà ðèñóíêå 1.

Ðèñ. 1: àòîìû A, B è Vk

Êàæäîé íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3
h ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ãðàô,

ÿâëÿþùèéñÿ áàçîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà Q3
h. Âíóòðåííèå òî÷êè ðåáåð ýòîãî ãðàôà îò-

âå÷àþò ðåãóëÿðíûì ñëîÿì ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, à âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò îñîáûì ñëîÿì.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2, êàæäîé âåðøèíå ãðàôà ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðûé àòîì.
Ïîëó÷åííûé îðèåíòèðóåìûé ãðàô ñ âåðøèíàìè-àòîìàìè íàçûâàåòñÿ ìîëåêóëîé.

Ìîëåêóëà ñîäåðæèò ìíîãî èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, îäíàêî ýòà
èíôîðìàöèÿ íå ïîëíà, â òîì ñìûñëå, ÷òî ìîëåêóëà íå îïðåäåëÿåò äèôôåîìîðôíûé òèï
ìíîãîîáðàçèÿ Q3

h, à òåì áîëåå, ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà íåì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëîéíîãî
äèôôåîìîðôèçìà). Íàïðèìåð, ìîëåêóëà âèäà A− A ñîîáùàåò íàì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Q3

h

ñêëååíî èç äâóõ ïîëíîòîðèé, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàññëîåííûõ íà êîíöåíòðè÷åñêèå òî-
ðû. Îäíàêî, êàêèì îáðàçîì ïðîèçâåäåíà ñêëåéêà, êàêîå â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî-
îáðàçèå è êàêîå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà íåì � ìîëåêóëà íå ñîîáùàåò. Ïîýòîìó ê ìîëåêóëå
íåîáõîäèìî äîáàâèòü èíôîðìàöèþ î ñêëåéêå îòäåëüíûõ àòîìîâ.

Ðàçðåæåì êàæäîå ðåáðî ìîëåêóëû ïîñåðåäèíå. Ìîëåêóëà ðàñïàäåòñÿ íà îòäåëüíûå 3-
àòîìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàçðåçàëè ìíîãîîáðàçèå ïî íåêîòîðûì òîðàì Ëèóâèëëÿ íà
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îòäåëüíûå àòîìû. Ïóñòü ìû õîòèì ïðîèçâåñòè îáðàòíóþ ñêëåéêó. Ìîëåêóëà ãîâîðèò íàì,
êàêèå ïàðû ãðàíè÷íûõ òîðîâ ìû äîëæíû ñêëåèâàòü ìåæäó ñîáîé. ×òîáû ïîíÿòü, êàê
èìåííî èõ íóæíî ñêëåèâàòü, ìû äîëæíû çàäàòü äëÿ êàæäîãî ðàçðåçàííîãî ðåáðà ìàòðè-
öó ñêëåéêè, îïðåäåëÿþùóþ èçîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ñêëåèâàþùèõñÿ òîðîâ.
Ýòà ìàòðèöà çàâèñèò îò âûáîðà äîïóñòèìûõ ñèñòåì êîîðäèíàò íà òîðàõ, îäíàêî, ñóùåñòâó-
þò èíâàðèàíòû, îïðåäåëÿåìûå ìàòðèöåé ñêëåéêè, íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà äîïóñòèìûõ
êîîðäèíàò � ÷èñëîâûå ìåòêè r, ε è n.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìîëåêóëà, ñíàáæåííàÿ ìåòêàìè r, ε è n, íàçûâàåòñÿ ìå÷åíîé ìîëåêóëîé,
èëè èíâàðèàíòîì Ôîìåíêî�Öèøàíãà.

Òåîðåìà 1. (À.Ò.Ôîìåíêî, Õ.Öèøàíã). Äâå íåâûðîæäåííûå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû v
íà Q3 è v′ íà Q′3 ëèâóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìå÷åíûå
ìîëåêóëû ñîâïàäàþò.

Â íàøåé ðàáîòå ìû èññëåäóåì òîïîëîãèþ ñèñòåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ äâèæåíèåì
òî÷êè ïî ìíîãîîáðàçèþ âðàùåíèÿ â ïîëå äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà. Ïîâòîðèì, ÷òî òàêèå ñè-
ñòåìû ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè Ýòà çàäà÷à âîçíèêëà êàê
îáîáùåíèå èçâåñòíîé çàäà÷è îá èçó÷åíèè òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòî-
êîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ (ò.å. ñèñòåì ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì). Òîïîëî-
ãèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ õîðîøî èçó÷åíà: âàæíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
â ðàáîòàõ À.Ò.Ôîìåíêî, À.Áåññå, Ì.Ýíãìàíà, À.Â.Áîëñèíîâà, Á.Éîâàíîâè÷à, Ò.Ç.Íãóåíà,
Ë.Ñ.Ïîëÿêîâîé, Í.Â.Êîðîâèíîé, Å.À.Êóäðÿâöåâîé, Ä.À.Ôåäîñååâà, Å.Î.Êàíòîíèñòîâîé è
Ì.Â.Íîâèêîâà.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó êëàññèôèêàöèè ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà ñôåðå, ïî-
ëó÷åííóþ Ò.Ç.Íãóåíîì è Ë.Ñ.Ïîëÿêîâîé. Â äàëüíåéøåì ñðàâíèì ïîëó÷åííûå íàìè ðå-
çóëüòàòû (äëÿ ñèñòåì ñ ïîòåíöèàëîì) ñ èõ ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 2. (Ò.Ç.Íãóåí, Ë.Ñ.Ïîëÿêîâà). Ðàññìîòðèì íà ñôåðå ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ðè-
ìàíîâîé ìåòðèêè âèäà

ds2 = dθ2 + f(θ)dϕ2,

ãäå θ, ϕ � ñòàíäàðòíûå ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.
1) Òîãäà îòâå÷àþùàÿ ýòîìó ãåîäåçè÷åñêîìó ïîòîêó ìîëåêóëà èìååò âèä, ïîêàçàííûé

íà ðèñóíêå (ìîëåêóëà íà ðèñóíêå ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñòåé W (f), è W̃ (f) =
W (f) \ ∪A). Â âåðøèíàõ ãðàôà ñòîÿò àòîìû A, B è Vk. Íà ðåáðàõ ìåæäó ñåäëîâûìè
àòîìàìè âíóòðè êàæäîé W (f) ìåòêè r ðàâíû∞, íà ðåáðàõ ìåæäó ñåäëîâûìè àòîìàìè
è àòîìàìè A r-ìåòêè ðàâíû íóëþ, âñå ε-ìåòêè ðàâíû +1.

2) Åñëè ìîëåêóëà îòëè÷íà îò A − A, òî íà åäèíñòâåííîì öåíòðàëüíîì ðåáðå (îíî
ñîåäèíÿåò äâà ñåäëîâûõ àòîìà) ìåòêà r ðàâíà ∞, à ε-ìåòêà ðàâíà −1. Ìåòêà n íà
åäèíñòâåííîé ñåìüå, ñîñòîÿùåé èç âñåõ ñåäëîâûõ àòîìîâ, ðàâíà 2.

3) Åñëè ìîëåêóëà èìååò âèä A− A, òî ìåòêè ñëåäóþùèå: r = 1/2, ε = +1.
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Ðèñ. 2: ìå÷åíûå ìîëåêóëû äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ñôåðå.

Â äèïëîìíîé ðàáîòå Ì.Â.Íîâèêîâà âïåðâûå ïîñòàâëåíà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ òîïîëî-
ãèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì
ïîëå. Ì.Â.Íîâèêîâ èññëåäóåò áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû òàêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòå ñäåëà-
íû çíà÷èòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ â ïîñòàâëåííîé çàäà÷å, à èìåííî, èññëåäîâàíû òèïû îñîáûõ
òî÷åê ðàíãà íîëü îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, íàéäåíû ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äóã áèôóð-
êàöèîííîé äèàãðàììû, â íåÿâíîì âèäå íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê âîçâðàòà
è èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå áèôóðêàöèîííûõ äóã â îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê. Òàêæå èññëå-
äîâàí òèï òî÷åê, ñîñòàâëÿþùèõ áèôóðêàöèîííûå äóãè (ýëëèïòè÷åñêàÿ, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ,
âûðîæäåííàÿ).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ñèñòåì íà
ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ, à òàêæå èçó÷åíà òîïîëîãèÿ äàííûõ ñèñòåì.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðè-
ðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå. Äëÿ
ýòîãî ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1) Ïîèñê óñëîâèé íà ìåòðèêó è ïîòåíöèàë, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî êðèâûõ áèôóðêàöèîí-
íîé äèàãðàììû êîíå÷íî.

2) Íàõîæäåíèå ÿâíûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê âîçâðàòà áèôóðêàöèîííûõ êðè-
âûõ, à òàêæå óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ êîíå÷íîñòü (èëè áåñêîíå÷íîñòü) ÷èñëà òî÷åê
âîçâðàòà.

3) Êëàññèôèêàöèÿ òèïîâ âñåõ áèôóðêàöèîííûõ äóã (ýëëèïòè÷åñêàÿ, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ).
4) Ïîèñê êðèòåðèåâ âûðîæäåííîñòè èëè íåâûðîæäåííîñòè òî÷åê áèôóðêàöèîííîé

äèàãðàììû.
5) Êëàññèôèêàöèÿ âñåâîçìîæíûõ òèïîâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ

äóã, âêëþ÷àÿ èõ ïåðåñå÷åíèå è ñàìîïåðåñå÷åíèå.
6) Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà.
7) Êëàññèôèêàöèÿ ñëîåíèé Ëèóâèëëÿ, âîçíèêàþùèõ â ñèñòåìàõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðà-

ùåíèÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóáîé ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
8) Âûâîä ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, ïîñòðîåíèå ïî íèì ðåøåòîê ïåðå-

ìåííûõ äåéñòâèÿ.
9) Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïî ðåøåòêàì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�

Öèøàíãà è ìàòðèö ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà 0.
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10) Êàê ïðèëîæåíèå ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî�Öèøàíãà è ìàòðèö
ìîíîäðîìèè ïî ðåøåòêàì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ ïðåäúÿâëåííî-
ãî àëãîðèòìà îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ïðè
àíàëèçå ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé èçó÷åííîãî â ðàáîòå êëàññà ñèñòåì.

Â ðàáîòå íàéäåí íîâûé êëàññ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòî-
íîâûõ ñèñòåì, êîòîðûé ïîïîëíÿåò ñïèñîê ðàíåå èçâåñòíûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî
äàåò âîçìîæíîñòü ïîèñêà èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíò-
íûõ èçó÷åííûì â äàííîé äèññåðòàöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Â äèñ-
ñåðòàöèè ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ëèóâèëëåâà êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñè-
ñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ, ãîìåîìîðôíûõ äâóìåðíîé ñôåðå, â ïîëå äåéñòâèÿ ïîòåí-
öèàëà. Òàêæå èçó÷åí è ïðèìåíåí ê êîíêðåòíûì ñèñòåìàì (ê ñèñòåìàì íà ìíîãîîáðàçèÿõ
âðàùåíèÿ, à òàêæå ê îáîáùåííîìó ñëó÷àþ Ëàãðàíæà) ýôôåêòèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ
èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà è ìàòðèö ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé
ðàíãà 0 � ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ëàãðàíæåâîé è ãà-
ìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè, òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà, à òàêæå èíñòðóìåíòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Â ðàáîòå ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ ñ ïî-
òåíöèàëîì íà èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-ìíîãîîáðàçèÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, êëàññèôèöèðîâàíû âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîåíèÿ Ëèóâèë-
ëÿ. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ ïîëó÷åíà íà îñíîâå âû÷èñëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà
(ìå÷åíûõ ìîëåêóë) èññëåäóåìûõ ñèñòåì (ïîäðîáíåå ñì.òåîðåìó 6 èç ïàðàãðàôà 1.8).

2. Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-ìíîãîîáðàçèé
âìåñòå ñî ñëîåíèÿìè Ëèóâèëëÿ íà íèõ (áîëåå ïîäðîáíî ñì.òåîðåìó 6 è ëåììó 22 èç ïà-
ðàãðàôà 1.8).

3. Äîêàçàíî, ÷òî èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ ñ
ãëàäêèì ïîòåíöèàëîì, îãðàíè÷åííûå íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû òðåõìåðíûõ èçîýíåðãåòè-
÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òîïîëîãè÷åñêè (ëèóâèëëåâî) ýêâèâàëåíòíû
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ðàçëè÷íûì êëàññè÷åñêèì èíòåãðèðóåìûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (ïîäðîáíåå ñì. ïàðà-
ãðàô 1.9).

Êîììåíòàðèé 3.1. Åñëè ìîëåêóëà èññëåäóåìîé ñèñòåìû èìååò òèï A − A, òî
ñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì Æóêîâñêîãî, Êîâàëåâ-
ñêîé, ñëó÷àþ äèíàìèêè øåðîõîâàòîãî ýëëèïñîèäà íà ïëîñêîñòè è íåêîòîðûì äðóãèì ñè-
ñòåìàì (äëÿ ïîäõîäÿùèõ çîí ýíåðãèè ýòèõ ñèñòåì).

Êîììåíòàðèé 3.2. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìîëåêóëà èìååò âèä äåðåâà (ñì.òåîðåìó
6), äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì, ò.å. èíòåãðèðó-
åìàÿ ñèñòåìà âèäà (f(r), V (r)), �ìîäåëèðóåòñÿ� íåêîòîðûì íàáîðîì ãåîäåçè÷åñêèõ ïî-
òîêîâ, à èìåííî, â êàæäîé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíå, ãðàíèöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îñîáûå
çíà÷åíèÿ ýíåðãèè (êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè hi, à òàêæå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè hj òî÷åê
âîçâðàòà è çíà÷åíèÿ ýíåðãèè hk òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ è ñàìîïåðåñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ
äóã íà áèôóðêàöèîííîì êîìïëåêñå), ñèñòåìà ìîäåëèðóåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì íåêî-
òîðîé ìåòðèêè âðàùåíèÿ (ïðè íóëåâîì ïîòåíöèàëå). Áîëåå òî÷íî, äëÿ êàæäîé òàêîé
çîíû ïî ïàðå (f(r), V (r)) àëãîðèòìè÷åñêè ñòðîèòñÿ íîâàÿ ìåòðèêà âðàùåíèÿ, çàäàâàå-
ìàÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé F (r), ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê êîòîðîé ïðè h > Vmax ëèóâèëëåâî
ýêâèâàëåíòåí, à ïðè ìàëåíüêèõ ýíåðãèÿõ h � ãðóáî ýêâèâàëåíòåí èñõîäíîé ñèñòåìå â âû-
áðàííîé çîíå. Â ýòîì ñìûñëå ëþáàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ
(f(r), V (r)) ÿâëÿåòñÿ �êîìïîçèöèåé� áîëåå ïðîñòûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ÿâëÿþùèõ-
ñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ïîòîêàìè (áåç ïîòåíöèàëà) íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ. Ïðè áîëüøèõ
ýíåðãèÿõ (h > Vmax) óòâåðæäåíèå âåðíî áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó Ìîïåðòþè. Îäíàêî, òàê êàê
ïîòîêè ñ ïîòåíöèàëîì ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ âåäóò ñåáÿ áîëåå ñëîæíî, ÷åì ãåîäåçè÷åñêèå
ïîòîêè, êëàññ ñèñòåì ñ ïîòåíöèàëîì íå âêëàäûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ â êëàññ ñèñòåì áåç
ïîòåíöèëà (áîëåå ïîäðîáíî ñì. ïàðàãðàô 1.9).

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷íî-
èñëëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ:

1) íà ñåìèíàðå �Ñîâðåìåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. À.Ò. Ôî-
ìåíêî, ïðîô. À.Ñ. Ìèùåíêî, ïðîô. À.Â. Áîëñèíîâà, ïðîô. À.À. Îøåìêîâà, äîö.
Å.À. Êóäðÿâöåâîé, äîö. È.Ì. Íèêîíîâà, àññ. À.Þ. Êîíÿåâà, àññ. À.Ì. Èçîñèìîâà;
2010 � 2015 ãã., íåîäíîêðàòíî;

2) íà êàôåäðàëüíîì ñåìèíàðå êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé;

3) íà ñåìèíàðå �Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà� ïîä ðóê. àêàä.
Â.Â. Êîçëîâà, ïðîô. Ñ.Â. Áîëîòèíà è ÷ë.-êîðð. Ä.Â. Òðåùåâà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæ-
äóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

1) Êîíôåðåíöèÿ �Ëîìîíîñîâ�, 2010 (äèïëîì çà ëó÷øèé äîêëàä), Ìîñêâà

2) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ èì.Ïåòðîâñêîãî, 2010, Ìîñêâà

3) Êîíôåðåíöèÿ �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ�, 2011, Ìîñêâà

4) Ìåæäóíàðîäíàÿ çèìíÿÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ èì.Êðåéíà, 2011, Âîðîíåæ
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5) Êîíôåðåíöèÿ �Ëîìîíîñîâ�, 2012, Ìîñêâà

6) Êîíôåðåíöèÿ �Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ�, ÌÃÓ, 2013.

7) Workshop �Probability, Analysis and Geometry�, Ulm, Germany, 2013

8) Ìåæäóíàðîäíàÿ çèìíÿÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ èì.Êðåéíà, 2014, Âîðîíåæ

9) Êîíôåðåíöèÿ �Ëîìîíîñîâ�, 2015, Ìîñêâà

10) Conference on Finite Dimensional Integrable Systems in Geometry and Mathematical
Physics, Bedlewo, Poland, 2015

11) Ìåæäóíàðîäíàÿ çèìíÿÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ èì.Êðåéíà, 2016, Âîðîíåæ

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû â 5 ðàáîòàõ [1�5], 5 èç êîòîðûõ èç ñïèñêà
ÂÀÊ, ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, äâóõ ãëàâ (ïåðâàÿ èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ââå-
äåíèå), ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 45 íàèìåíîâàíèé.
Íóìåðàöèÿ òåîðåì, ëåìì è ò.ï. ñêâîçíàÿ. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 135 ñòðàíèöàõ è ñíàáæåíà
39 ðèñóíêàìè.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû 1 (ââåäåíèå) îïèñûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû è èñòîðèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ âîïðîñîâ, îáîñíîâûâàåòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ñôîðìó-
ëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Êðîìå òîãî, ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðå-
äåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè, à òàêæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î
òîïîëîãèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ.

Â ïàðàãðàôàõ 2, 3 è 4 ãëàâû 1 èññëåäîâàíû îñîáûå òî÷êè è îñîáûå çíà÷åíèÿ îáðàçà
îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà, îïèñàíû âñåâîçìîæíûå òèïû äóã, ñîñòàâëÿþùèõ áèôóðêàöèîííóþ
äèàãðàììó è äîêàçàíà òåîðåìà êëàññèôèêàöèè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì äëÿ ñèñòåì íà
ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ (ãëàâà 1.3, òåîðåìà 4).

Òåîðåìà 4. (êëàññèôèêàöèÿ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðà-
ùåíèÿ).

Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ M , çà-
äàííóþ ïàðîé ôóíêöèé (f(r), V (r)), r ∈ [0, L]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

a) ôóíêöèÿ f(r) � ôóíêöèÿ Ìîðñà íà èíòåðâàëå (0, L), ôóíêöèÿ V (r) � ôóíêöèÿ
Ìîðñà íà îòðåçêå [0, L] (îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M èìååò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýêâàòîðîâ (ò.å. òî÷åê r, òàêèõ ÷òî f ′(r) = 0), ò.å. ôóíêöèÿ f ′(r)
èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà (0, L))

b) V ′(r)2 + f ′(r)2 > 0 íà (0, L)
Ïóñòü rij � âñå òàêèå òî÷êè, â êîòîðûõ ëèáî f ′(rij) = 0, ëèáî V ′(rij) = 0 (j = 1, 2),

ãäå r01 = 0 < r02 = r1 < r11 < r12 < r22 < . . . < ri1 < ri2 < · · · < rN1 = r2 < rN2 = L.
Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçîâàííóþ áèôóðêàöèîííóþ êðèâóþ, äóãè êîòîðîé îïðåäåëåíû

íà ïðîìåæóòêàõ
N⊔
i=0

(ri1, r
i
2), N ∈ N.

Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:
1) ïàðàìåòðèçîâàííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äóãà ðåãóëÿðíà â îêðåñòíîñòè ëþáîãî êîíöà

ëþáîãî èíòåðâàëà (ri1, r
i
2)

2) åñëè ôóíêöèÿ k(r) = ±
√

f3(r)V ′(r)
f ′(r)

íà Ii ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé, òî ïàðàìåòðèçîâàí-

íàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äóãà íå èìååò òî÷åê íàêîïëåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê (ò.å. ôóíêöèÿ
k(r) èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê), è êàæäàÿ åå íåðåãóëÿðíàÿ òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé òî÷êîé âîçâðàòà (îòñóòñòâèå òî÷åê íàêîïëåíèÿ îçíà÷àåò,
÷òî â êàæäîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïëîñêîñòè (h, k) áèôóðêàöèîííûå äóãè èìåþò êî-
íå÷íîå ÷èñëî òî÷åê âîçâðàòà);

3) åñëè k(r) � ôóíêöèÿ Ìîðñà íà (ri1, r
i
2), òî òî÷êè âîçâðàòà äåëÿò áèôóðêàöèîííóþ

äóãó íà �ðåãóëÿðíûå ó÷àñòêè� äâóõ òèïîâ (òèïà A � �ýëëèïòè÷åñêàÿ� è òèïà B � �ãè-
ïåðáîëè÷åñêàÿ�), êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì 1-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
ýëëèïòè÷åñêèõ èëè ãèïåðáîëè÷åñêèõ (ñîîòâåòñòâåííî) îêðóæíîñòåé ðàíãà 1 ïðè îòîá-
ðàæåíèè ìîìåíòà, ïðè÷åì òèïû ðåãóëÿðíûõ ó÷àñòêîâ (ïîääóã) ÷åðåäóþòñÿ âäîëü äóãè,
òàê ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè âîçâðàòà ëåâàÿ ïîääóãà, ïðèìûêàþùàÿ ê
ýòîé òî÷êå, èìååò òèï A, à ïðàâàÿ � òèï B; òèï äóãè ïîñòîÿíåí âäîëü âñåé ïîääóãè.

4) Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç äóã òðåõ òèïîâ: �ïàðàáîëà�, �êëþâ� èëè
�ëóíêà�:

a) åñëè f ′(ri1) = f ′(ri2) = 0, òî äóãà, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ èíòåðâàëîì Ii, èìååò òèï
�êëþâ�;
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b) åñëè f ′(ri1) = V ′(ri2) = 0 (èëè V ′(ri1) = f ′(ri2) = 0), òî äóãà, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
èíòåðâàëîì Ii, èìååò òèï �ïàðàáîëà�;

c) åñëè V ′(ri1) = V ′(ri2) = 0, òî äóãà, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ èíòåðâàëîì Ii, èìååò òèï
�ëóíêà�;

Â òî÷êàõ r, ãäå V ′(r) = 0 áèôóðêàöèîííûå äóãè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.
5) Ïàðàìåòð r íà áèôóðêàöèîííîé äóãå âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a) íà äóãå òèïà �êëþâ� ïðè óâåëè÷åíèè r îò ri1 äî ïåðâîé òî÷êè âîçâðàòà ïðè V

′(r) > 0
íà (ri1, r

i
2) ïàðàìåòð �ïðîáåãàåò� äóãó òèïà B, èäóùóþ èç áåñêîíå÷íîñòè, çàòåì âñå

îñòàâøèåñÿ äóãè; ïðè V ′(r) < 0 äâèæåíèå ïî äóãå ïðîèñõîäèò â ïðîòèâîïîëîæíîì íà-
ïðàâëåíèè;

b) íà äóãå òèïà �ïàðàáîëà� ïðè óâåëè÷åíèè r îò ri1 äî r
i
2, åñëè V

′(ri1) = 0, òî ïàðàìåòð
�ïðîáåãàåò� �ïàðàáîëó�, íà÷èíàÿ îò òî÷êè, ëåæàùåé íà îñè h, è óõîäÿ â áåñêîíå÷íîñòü
ïî áèôóðêàöèîííîé äóãå; åñëè V ′(ri2) = 0, òî äâèæåíèå ïî äóãå ïðîèñõîäèò â ïðîòèâîïî-
ëîæíîì íàïðàâëåíèè;

c) íà äóãå òèïà �ëóíêà� ïðè óâåëè÷åíèè r îò ri1 äî ïåðâîé òî÷êè âîçâðàòà ïàðàìåòð
�ïðîáåãàåò� ÷àñòü �ëóíêè�, íà÷èíàÿ îò òî÷êè ((V (ri1), 0)), ëåæàùåé íà îñè h. Ò.å. ïðè
V ′(r) > 0 íà (ri1, r

i
2) ïàðàìåòð ïðîáåãàåò �ëóíêó�, äâèãàÿñü îò òî÷êè (V (ri1), 0) ïî äóãå

òèïà A, çàòåì ïî äóãå òèïà B äî òî÷êè (V (ri2), 0); åñëè V
′(r) < 0, òî äâèæåíèå ïî äóãå

ïðîèñõîäèò â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.

Âñå âîçìîæíûå òèïû áèôóðêàöèîííûõ äóã èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 3.

aL bL cL

dL eL f L

h

k

h

k

h

k

h

k

h

k

h

k

Ðèñ. 3: òèïû áèôóðêàöèîííûõ äóã: �ïðîñòàÿ ïàðàáîëà�, �ïðîñòîé êëþâ�, �ïðîñòàÿ ëóíêà�,
�ñîñòàâíàÿ ïàðàáîëà�, �ñîñòàâíîé êëþâ�, �ñîñòàâíàÿ ëóíêà�.

Â ïàðàãðàôå 5 ïåðâîé ãëàâû îïèñàí ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, à â ïàðàãðàôå 6
ãëàâû 1 ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà.

Â ïàðàãðàôàõ 7 è 8 ãëàâû 1 èçó÷åíû èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà èíòåãðèðóå-
ìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå è äîêàçàíû
äâå îñíîâíûå òåîðåìû äèññåðòàöèè (òåîðåìà 5 èç ïàðàãðàôà 1.7 è òåîðåìà 6 èç ïà-
ðàãðàôà 1.8).

Òåîðåìà 5 (êëàññèôèêàöèÿ ìîëåêóë). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íà ìíîãîîáðàçèè âðàùå-
íèÿ, çàäàííóþ ïàðîé ôóíêöèé (f(r), V (r)). Ïóñòü Q ⊆ Q3

h � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà íåîñî-
áîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé k � ôóíêöèÿ Áîòòà. Òîãäà ìîëåêóëà
ñèñòåìû íà Q ñèììåòðè÷íà (áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè íà ðåáðàõ) îòíîñèòåëüíî îñè h,
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à îðèåíòàöèÿ íà ðåáðàõ çàäàåòñÿ â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ k. Ò.å. ìîëåêóëà èìååò âèä
W −W , ãäå êàæäàÿ W � ýòî ëèáî îäèí àòîì A, ëèáî äåðåâî. Âñå íåêîíöåâûå âåðøèíû
äåðåâà � ýòî ñåäëîâûå àòîìû Vl, à êîíöåâûå âåðøèíû èìåþò òèï A. Ïðè ýòîì ïðè
k > 0 âõîäÿùåå ðåáðî äëÿ êàæäîãî àòîìà Vl îäíî, à èñõîäÿùèõ l (ïðè k < 0 êàðòèíà àí-
òèñèììåòðè÷íà, ò.å. áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè íà ðåáðàõ ìîëåêóëà W −W ñèììåòðè÷íà
îòíîñèòåëüíî îñè h, îäíàêî îðèåíòàöèÿ íà êóñêàõ W+ = W (k > 0) è W− = W (k < 0)
ïðîòèâîïîëîæíà, ñì.ðèñ.4).

Ðèñ. 4: îáùèé âèä ãðóáûõ ìîëåêóë äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ (çäåñü W̃ �
ýòî W áåç êîíöåâûõ àòîìîâ A), ïóíêòèðíûì îâàëîì âûäåëåíà ñåìüÿ.

Òåîðåìà 6 (êëàññèôèêàöèÿ ìå÷åíûõ ìîëåêóë). Ïóñòü Q3 � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
íåîñîáîé èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Q3

h. Ïóñòü W − W � ìîëåêóëà ñèñòåìû íà
Q3.

a) Ìåòêè íà ðåáðàõ òèïà A− Vl ìîëåêóëû: r = 0, ε = +1.
b) Ìåòêè íà ðåáðàõ òèïà Vs − Vl, ãäå îáà ñåäëîâûõ àòîìà íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïîëó-

ïëîñêîñòè (k > 0 èëè k < 0): r =∞, ε = +1.
c) Ìåòêè íà öåíòðàëüíîì ðåáðå òèïà Vl − Vl (ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

k = 0): r =∞, ε = −1.
d) Åñëè ìîëåêóëà W − W èìååò âèä A − A, òî ìåòêà r îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ðàçðåæåì ìíîãîîáðàçèå M4 ïî ïîâåðõíîñòè Q3 íà äâà êóñêà M4
− è M4

+ (íàïîì-
íèì, ÷òî Q3 � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Q3

h). ÊóñîêM
4
−, êîòîðûé îòâå÷àåò ñòðîãî ìåíüøèì

çíà÷åíèÿì ýíåðãèè, ÷åì h, ìîæåò ñîäåðæàòü 2, 1 èëè 0 îñîáûõ òî÷åê ðàíãà íîëü. Òîãäà
ñîîòâåòñòâåííî r = 1

2
, r = 0 èëè r =∞. Âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ ε = +1.

e) Åñëè ìîëåêóëà W −W îòëè÷íà îò A−A, òî îíà ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ñåìüþ,
ïîëó÷àåìóþ îòáðàñûâàíèåì âñåõ àòîìîâ A. Ìåòêà n â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ÷èñëó îñîáûõ
òî÷åê ðàíãà íîëü íà ìíîãîîáðàçèè M4

− (ñì. ïóíêò d)).
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B

B

B

B

A

A

AA

AA

r=¥
¶=-1

r=¥
¶=1

r=¥
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

r=0
¶=1

n=2

Ðèñ. 5: ìå÷åíàÿ ìîëåêóëà äëÿ ìîäåëüíîãî ïðèìåðà ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 9 ïåðâîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíîñòü èññëåäóåìîãî
êëàññà ñèñòåì óæå èçâåñòíûì ðàíåå ñëó÷àÿì èíòåãðèðóåìîñòè. Â ñëó÷àå, åñëè ìîëåêó-
ëà èìååò âèä A − A, òî äëÿ ïî÷òè êàæäîé êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (áîëåå òî÷íî, äëÿ êàæäîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ìîëåêóëîé A− A) ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h, òàêèå ÷òî ñèñòåìà
íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîå 3-ìíîãîîáðàçèå áóäåò ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà äàííîé êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, îãðàíè÷åííîé íà Q3

h

(äëÿ êàæäîé êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû óðîâåíü ýíåðãèè h ñâîé). Íàïðèìåð,
â ñëó÷àå ìîëåêóëû A − A èññëåäóåìûì ñèñòåìàì ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû ñëó÷àé Æó-
êîâñêîãî, ñëó÷àé äèíàìèêè øåðîõîâàòîãî ýëëèïñîèäà íà ïëîñêîñòè, ñèñòåìà Êîâàëåâñêîé,
ñëó÷àé Ëàãðàíæà è äð. Â ñëó÷àå, åñëè ìîëåêóëà èìååò âèä äåðåâà, äîêàçàíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå (óòâåðæäåíèå 8 èç ïàðàãðàôà 9).

Óòâåðæäåíèå 8. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, çàäàííîé ïàðîé
ôóíêöèé (f(r), V (r)), äëÿ ëþáîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè H = h0 (êðîìå çíà÷åíèé
ýíåðãèè òî÷åê âîçâðàòà è òî÷åê òèïà Vl 6= B áèôóðêàöèîííûõ êðèâûõ) è äëÿ ëþáîé
ñâÿçíîé êîìïîíåíòû â Q ⊆ Q3

h0
ñóùåñòâóåò ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ìåòðèêè âðàùåíèÿ,

çàäàâàåìûé ôóíêöèåé F0(r), òàêîé, ÷òî ñèñòåìà (f(r), V (r)) íà Q è ñèñòåìà (F0(r), 0)
íà ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì óðîâíå ýíåðãèè ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû ïðè h0 > max V (r)
è ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû ïðè ìåíüøèõ ýíåðãèÿõ h0 (ò.å. èõ ìîëåêóëû áåç ìåòîê
ñîâïàäàþò).

Â ãëàâå 2 èçó÷àþòñÿ ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ. Â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû 2 ïðèâåäåíà ìîòèâàöèÿ äëÿ
èçó÷åíèÿ ðåøåòîê ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ. Â ïàðàãðàôå 2 ãëàâû 2 äàíî îïðåäåëåíèå ðå-
øåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ, à â òðåòüåì ïàðàãðàôå ãëàâû 2 îáñóæäàåòñÿ ìîíîäðîìèÿ.

Â ïàðàãðàôå 4 ãëàâû 2 âû÷èñëåíû ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçè-
ÿõ âðàùåíèÿ, à â ïàðàãðàôå 5 ãëàâû 2 ïðèâåäåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö ñêëåéêè
ïî ðåøåòêàì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ.

Â ïàðàãðàôå 6 âòîðîé ãëàâû ïî ðåøåòêàì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ âû÷èñëåíû ìåòêè
íà ðåáðàõ ìîëåêóëû.
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Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ðåøåòêà ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ ïðèìåðà èíòåãðèðóåìîé
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå. Ïî ýòîé ðå-
øåòêå, ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì èç ïàðàãðàôà 5 ãëàâû 2, âû÷èñëÿþòñÿ ìåòêè â èíâàðèàíòå
Ôîìåíêî-Öèøàíãà, à òàêæå ìàòðèöû ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà
íîëü.

Ðèñ. 6: ðåøåòêà ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ (ñ ïðîäëåííûìè ëèíèÿìè óðîâíÿ ïåðåìåííûõ äåé-
ñòâèÿ) äëÿ ìîäåëüíîãî ïðèìåðà ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 7 ãëàâû 2 ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ïîñòðîåíû äëÿ ñèñòåìû �îáîá-
ùåííûé âîë÷îê Ëàãðàíæà� è ïî ýòèì ðåøåòêàì âû÷èñëåíû ìåòêè è ìàòðèöû ìîíîäðîìèè
èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà 0 äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà.

Îäíà èç ðåøåòîê ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà ïîêàçàíà
íà ðèñóíêå. Òàêæå íà ðèñóíêå èçîáðàæåí áàçèñ ðåøåòêè, êîòîðûé îáíîñèòñÿ âîêðóã èçî-
ëèðîâàííîãî îñîáîãî çíà÷åíèÿ ðàíãà 0 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè.
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Ðèñ. 7: ðåøåòêà ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ äëÿ îáîáùåííîãî ñëó÷àÿ Ëàãðàíæà.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâåäåíû èòîãè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû: ïåðå÷èñëåíû ãëàâíûå ðå-
çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, à òàêæå ïðèâåäåí ñïèñîê íåðåøåííûõ çàäà÷, âîç-
íèêøèõ â ïðîöåññå ðàáîòû, è âîçìîæíûå èäåè ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ èñëåäîâàíà òîïîëîãèÿ ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðà-
çèÿõ âðàùåíèÿ M ≈ S2 â ïîëå äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà, à èìåííî, äîêàçàíà òåîðåìà êëàñ-
ñèôèêàöèè èíâàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà ñèñòåì. Êðîìå òîãî,
èçó÷åí îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà è áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû, âîçíèêàþùèå â äàí-
íîì êëàññå ñèñòåì, ïîëó÷åíà òåîðåìà êëàññèôèêàöèè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì.

Òàêæå â äèññåðòàöèè íàéäåíû ñëó÷àè ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè èññëåäóåìûì ñè-
ñòåìàì. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìîëåêóëà ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, îãðàíè÷åííîé
íà íåîñîáîå èçîýíåðãåòè÷åñêîå 3-ìíîãîîáðàçèå, èìååò âèä A−A, òî ïðàêòè÷åñêè äëÿ êàæ-
äîé êëàññè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (áîëåå òî÷íî, äëÿ êàæäîé èí-
òåãðèðóåìîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè ìîëåêóëîé A − A)
ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè h, òàêèå ÷òî ñèñòåìà íà ìíîãîîáðàçèè âðàùåíèÿ, îãðàíè-
÷åííàÿ íà èçîýíåðãåòè÷åñêîå 3-ìíîãîîáðàçèå áóäåò ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà äàííîé êëàñ-
ñè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, îãðàíè÷åííîé íà Q3

h (äëÿ êàæäîé êëàññè÷åñêîé èíòåãðè-
ðóåìîé ñèñòåìû óðîâåíü ýíåðãèè h ñâîé). Â ñëó÷àå, åñëè ìîëåêóëà èìååò âèä äåðåâà, òî
ñèñòåìà ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêàì íà ñôåðå (ïðè áîëüøèõ çíà÷å-
íèÿõ ýíåðãèè h) è ãðóáî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà èì ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè h.

Êðîìå òîãî, â äèññåðòàöèè èçó÷åíû ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à èìåííî, äàíî ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ðåøåòêè è äîêàçàíà åãî
êîððåêòíîñòü. Äëÿ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ âû÷èñëåíû ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ
è ïî íèì ïîñòðîåíû ðåøåòêè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ.

Òàêæå ïðèâåäåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïî ðåøåòêàì ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ìàòðèö ñêëå-
åê íà ðåáðàõ ìîëåêóëû è ìàòðèö ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà 0.
Ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíåí ê ñèñòåìàì íà ìíîãîîáðàçèÿõ âðàùåíèÿ è, êàê ïðèëîæåíèå, ê
îáîáùåííîìó âîë÷êó Ëàãðàíæà � äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåòîê â èíâàðèàíòå Ôîìåíêî-Öèøàíãà,
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à òàêæå ìàòðèö ìîíîäðîìèè èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ çíà÷åíèé ðàíãà 0.

Áëàãîäàðíîñòü

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À.Ò.Ôîìåíêî çà ïîñòàíîâ-
êó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, à òàêæå Å.À.Êóäðÿâöåâîé çà öåííûå íàó÷íûå
èäåè è ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ è À.À.Îøåìêîâó çà î÷åíü âàæíûå êîììåíòàðèè, ñó-
ùåñòâåííî óëó÷øèâøèå òåêñò ðàáîòû.
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