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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñêîïëåíèé ïûëåâûõ ÷àñòèö è

àñòåðîèäîâ â îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè. Ýòà ðàáîòà ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñòàòåé [47], [21] îá îáëàêàõ Êîðäûëåâñêîãî - ãèïîòå-

òè÷åñêèõ ñêîïëåíèé êîñìè÷åñêîé ïûëè â îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê

ëèáðàöèè Çåìëè è Ëóíû. Ðàññìîòðåíû ìîäåëè, ïîñòðîåííûå â òåðìèíàõ

êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû èìåþò ïðàêòè÷åñêîå çíà-

÷åíèå äëÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé è äëÿ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë äî-

ïóñêàþò ïÿòü ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ: êîëëèíåàðíûå

(L1, L2, L3) è òðåóãîëüíûå (L4, L5) òî÷êè ëèáðàöèè. Ëàãðàíæåì áûë

ïîñòàâëåí âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ýòèõ òî÷åê. L1, L2, L3 îêàçàëèñü

íåóñòîé÷èâûìè, äëÿ L4 è L5 âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè áûë ñëîæíåå. Áèðê-

ãîô ïîêàçàë, ÷òî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè

óñòîé÷èâû, êîãäà îòíîøåíèå ìàññ äâóõ ïðèòÿãèâàþùèõ òî÷åê óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ: µ(1 − µ) < 1
27 , ãäå µ = m1

m1+m2
(m1 < m2). Ëåîíòî-

âè÷ À.Ì. [14] â 1962 ãîäó äîêàçàë óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó, ïîëüçó-

ÿñü òåîðèåé ÊÀÌ. Ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü âûïîëíåíà ïî÷òè äëÿ âñåõ

îòíîøåíèé ìàññ µ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâî-

ìó ïðèáëèæåíèþ, êðîìå äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà. Ïîçäíåå â 1969 ãîäó

À.Ï.Ìàðêååâ [17] ïîêàçàë, ÷òî òàêîìó ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæàò òîëüêî

äâà çíà÷åíèÿ

µ1 =
15−

√
213

30
, µ2 =

45−
√
1833

90
.

Äëÿ ïëîñêîé ýëëèïòè÷åñêîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë òàêæå èìååò-
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ñÿ ìíîæåñòâî ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Â ýëëèïòè÷å-

ñêîé çàäà÷å äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìèãðèðóþùèõ òî÷åê ëèáðàöèè [17].

Ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ìîæíî íàéòè â òðóäå Ñåáåõåÿ [23]. Îáëàñòè

óñòîé÷èâîñòè â îêðåñòíîñòè L4 è L5 äëÿ êðóãîâîé è ýëëèïòè÷åñêîé çàäà-

÷è èññëåäîâàëèñü ÷èñëåííî. Ïîìåùåííûå â îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè òî÷êè

èìåëè òðàåêòîðèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíîé òî÷êè ëèáðà-

öèè [23].

Àñòåðîèäû, êîòîðûå ïåðâûìè áûëè îáíàðóæåíû â îêðåñòíîñòè òðå-

óãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè, ïðèíàäëåæàëè ñèñòåìå Ñîëíöå � Þïèòåð è

áûëè íàçâàíû òðîÿíñêèìè. Ïîèñêè ïåðâûõ òðîÿíñêèõ àñòåðîèäîâ óâåí-

÷àëèñü óñïåõîì òîëüêî ïîñëå 134 ëåò íàáëþäåíèé â 1906 ãîäó [53]. Íà

íà÷àëî 2016 ãîäà ïî äàííûì Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà

èçâåñòíî áîëåå ÷åì 6300 òðîÿíñêèõ àñòåðîèäîâ ñèñòåìû Ñîëíöå � Þïè-

òåð.

Äëÿ ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà òî÷êè Ëàãðàíæà óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíî-

âó. Ýòî ïîáóæäàëî ìíîãèõ ó÷åíûõ ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ è íàáëþäå-

íèÿ çà òðåóãîëüíûìè òî÷êàìè ëèáðàöèè, èñêàòü òàì âîçìîæíûå ñêîï-

ëåíèÿ ïûëè èëè íåáîëüøèå àñòåðîèäû, ïîäîáíûå ñêîïëåíèÿì íà îðáè-

òå Þïèòåðà. Âïåðâûå ñâåòÿùèåñÿ îáëàêà çàôèêñèðîâàë ïîëüñêèé àñò-

ðîíîì Ê.Êîðäûëåâñêèé, íàáëþäàÿ îêðåñòíîñòü L5 â 1956 ãîäó. Îáíà-

ðóæåíèå îáëàêîâ íå áûëî ñëó÷àéíûì, à ÿâëÿëîñü ñëåäñòâèåì äîëãîãî

è óïîðíîãî ñêàíèðîâàíèÿ îêðåñòíîñòè L4 è L5 ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà.

Íà÷àâ â 1951 ãîäó ïîèñêè îáúåêòîâ, ïîäîáíûõ àñòåðîèäàì, â 1956 ãî-

äó Êîðäûëåâñêèé ìåíÿåò ñòðàòåãèþ ïîèñêà, ïî ñîâåòó Äæ. Âèòêîâñêè

îí èùåò îñâåùåííûå ñêîïëåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ïûëåâûõ ÷àñòèö ðàçìåðîì
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ïîðÿäêà ìèêðîíà. Ýòè óñèëèÿ ïðèâîäÿò ê óñïåõó, êîòîðûì Êîðäûëåâ-

ñêèé íå ñðàçó äåëèòñÿ ñ ìèðîì, à ïðîäîëæàåò íàáëþäåíèÿ. Â 1961 ãîäó

Êîðäûëåâñêèé ïîëó÷àåò ôîòîãðàôè÷åñêîå ïîäòâåðæäåíèå è ïóáëèêóåò

ñòàòüþ [35]. Ïîñëå ýòîé ñòàòüè âîçíèê àæèîòàæ âîêðóã íîâûõ ïûëå-

âûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè. Ìíîãèå ïðîôåññèîíàëüíûå àñòðîíîìû è ëþáè-

òåëè òåðïÿò íåóäà÷è â íàáëþäåíèÿõ è, êàê ñëåäñòâèå, ñ÷èòàþò ñòàòüþ

îøèáî÷íîé [44], [45] [54]. Íåêîòîðûå àñòðîíîìû ïîäòâåðæäàþò åãî íà-

áëþäåíèÿ [53], [42], [55]. Äæ.Ñèìïñîíîì [53] â 1964 ãîäó áûëè ñäåëàíû

áîëåå òî÷íûå ñíèìêè îáëàêîâ ñî ñïåöèàëüíîãî ñàìîëåòà. Ïîçäíåå ïûëå-

âûå ëóíû ïûòàëèñü îáúÿñíèòü äîïëåðîâñêèì ñìåùåíèåì çîäèàêàëüíîãî

ñâå÷åíèÿ [43]. Â òî æå âðåìÿ èññëåäîâàíèå [55] ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâå÷å-

íèå èìååò äðóãîé âîëíîâîé äèàïàçîí, ñëåäîâàòåëüíî, ñêîïëåíèå ÷àñòèö

èìååò äðóãóþ ïðèðîäó. Áûëè ïðîâåäåíû ñúåìêè îáëàñòåé L4 è L5 ýêè-

ïàæàìè Gemini12 (1971), Apollo14 (1971), Apollo16 (1972), ðåçóëüòàòû

êîòîðûõ íå áûëè îïóáëèêîâàíû. Â 1991 ãîäó çîíä MUSES-A [32] ïðîëå-

òåë â îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà.

Óñòàíîâëåííûé íà íåì ñ÷åò÷èê ÷àñòèö íå âûÿâèë óâåëè÷åíèÿ ïëîòíî-

ñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîíîâîé. Ñóùåñòâîâàíèå ïûëåâûõ ñïóòíèêîâ Çåì-

ëè äî ñèõ ïîð ïîäâåðãàåòñÿ ñîìíåíèþ. Ìíîãèå àñòðîíîìû ñêëîíèëèñü ê

âåðñèè, ÷òî îáëàêà Êîðäûëåâñêîãî îáëàäàþò íåñòàáèëüíîñòüþ: ïîä äåé-

ñòâèåì âîçìóùàþùèõ ñèë ÷àñòü êîñìè÷åñêîé ïûëè óõîäèò, íà åå ìåñòî

ïðèõîäÿò íîâûå ÷àñòèöû. Âåäåòñÿ ðàçðàáîòêà êîñìè÷åñêèõ ìèññèé äëÿ

ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ ïûëåâûõ ñêîïëåíèé [37].

Ïðè äîáàâëåíèè âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðà-

öèè ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà ïåðåñòàþò áûòü òî÷êàìè ðàâíîâåñèÿ. Ýòî
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ÿâëÿëîñü îäíèì èç àðãóìåíòîâ, îïðîâåðãàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå ïûëåâûõ

îáëàêîâ [54]. Ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ íàèëó÷øèõ íà÷àëüíûõ çíà÷å-

íèé óãëîâ ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè Ñîëíöå � Çåìëÿ è Çåìëÿ � Ëóíà, ÷òî-

áû óìåíüøèòü âðåìÿ âûõîäà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà èëè àñòåðîèäà èç

îêðåñòíîñòè L4 [23], [17].

Â âîçìóùåííîé çàäà÷å ñóùåñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, îõâàòû-

âàþùèå L4, L5. Ïåðâûå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé ïîëó÷èëè Äæ.Êðîíèí è äð. [30] â 1964 ãîäó: ðàññìàòðèâàëàñü

ïëîñêàÿ áèöèðêóëÿðíàÿ çàäà÷à ÷åòûðåõ òåë. Ñàìîå èçâåñòíîå èññëåäî-

âàíèå ïðèíàäëåæèò Øåõòåðó [49] (â òðåõìåðíîé ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷å

àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åíà îäíà îðáèòà, îõâàòûâàþùàÿ L4), Êîëåíêåâè÷ó è

Êàðïåíòåðó [34] (÷èñëåííî ïîëó÷åíû áîëåå òî÷íûå ïàðàìåòðû îðáèòû,

áûëà íàéäåíà åùå îäíà ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, ñìåùåííàÿ ïî ôàçå

íà 180 ãðàäóñîâ îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ ïî ïåðâîé îðáèòå), Êýìåëó [33]

(àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïëîñêîé ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è, ðåçóëüòàòû

àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì [34]).

Äëÿ ïëîñêîé áèöèðêóëÿðíîé çàäà÷è ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû, îõâàòû-

âàþùèå L4 è äâå L5, ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó ïåðèîäè÷åñêè-

ìè òðàåêòîðèÿìè â îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè ñèñòåìû

Çåìëÿ � Ëóíà ñ ó÷åòîì ñîëíå÷íîãî âîçìóùåíèÿ. Â ðàáîòå Ñàëüíèêîâîé

Ò.Â. è Ñòåïàíîâà Ñ.ß [48], [21] ïîëó÷åíû ïîäîáíûå îðáèòû ÷èñëåííî ïðè

èñêëþ÷åíèè ìàëûõ ÷ëåíîâ âûñøåãî ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþ-

ùåãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Ñîëíöà. Óêàçàíî îïòèìàëüíîå âðåìÿ

íàáëþäåíèÿ îáëàêîâ Êîðäûëåâñêîãî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíè äâèæóò-

ñÿ ïî ïåðèîäè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì. Ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, Êîðäûëåâñêèé
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óâèäåë îáëàêà â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, íàõîäÿùèåñÿ â

ìîìåíò íàáëþäåíèÿ íà ëèíèè âèçèðîâàíèÿ òðåóãîëüíîé òî÷êè ëèáðà-

öèè. Èçâåñòíûå äàòû óñïåøíûõ íàáëþäåíèé ïûëåâûõ ëóí ñîãëàñóþòñÿ

ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ íàèëó÷øèõ ìîìåíòîâ íàáëþäåíèÿ â

ðàáîòå [48]. Â ðàáîòå [47] ïðèâåäåíû ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ñ ó÷åòîì

ñîëíå÷íîãî äàâëåíèÿ.

Îïèñàííûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû áóäóò óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèìè ïðè

ó÷åòå îòáðàñûâàåìûõ â èññëåäîâàíèÿõ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ è äðóãèõ

÷ëåíîâ ãàìèëüòîíèàíà.

Â ðàáîòàõ [52], [51] ðàññìîòðåíû è ïîäûòîæåíû âñå çíàíèÿ î ïåðèîäè-

÷åñêèõ îðáèòàõ â îêðåñòíîñòÿõ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè.

Åñëè ãîâîðèòü îá îáëàêå ìåëêèõ ÷àñòèö êîñìè÷åñêîé ïûëè, íå ñòî-

èò óïóñêàòü çíà÷åíèÿ ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ Ñîëíöà. Ñðåäè îòå÷åñòâåííûõ

ó÷åíûõ, çàíèìàþùèõñÿ ýòîé ïðîáëåìîé, èçâåñòíû: Ðàäçèåâñêèé Â.Â. -

îòêðûâàòåëü ýôôåêòà ßðêîâñêîãî-Ðàäçèåâñêîãî [39], Ïîëÿõîâà Å.Í. [18],

èññëåäîâàòåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ñ ñîëíå÷íûì ïàðóñîì, è äðóãèå.

Çàäà÷è îäíîâðåìåííîãî ïðèòÿãèâàíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ îäíèì èç ïåð-

âûõ îïèñàë Ðàäçèåâñêèé Â.Â. [41]. Îí ïîëîæèë íà÷àëî ôîòîãðàâèòàöè-

îííîé íåáåñíîé ìåõàíèêå.

Ñâåòîâîå äàâëåíèå íà êîñìè÷åñêèå ïûëåâûå ÷àñòèöû îòëè÷íî îïèñàíî

â ñòàòüå Áåðíñà è äð. [29]. Åñëè ÷àñòèöû ìàëû, òî ïîä äåéñòâèåì ñâåòîâî-

ãî äàâëåíèÿ èõ âûíîñèò èç Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ áîëåå

êðóïíûõ ÷àñòèö äåéñòâóåò ýôôåêò Ðîáåðòñîíà-Ïîèíòèíãà: óìåíüøåíèå

ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû è ìåäëåííîå ïðèáëèæåíèå ê Ñîëíöó. Â ñòàòüå

Áåðíñà îïèñàíû çàâèñèìîñòè ñèëû äàâëåíèÿ îò ðàçìåðîâ, ñîñòàâà ÷à-
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ñòèö, ïðèâåäåíû ññûëêè íà èññëåäîâàíèÿ î ïðîèñõîæäåíèè êîñìè÷åñêîé

ïûëè, åå ïëîòíîñòè.

Êóíèöûí À.Ë. è Ïåðåæîãèí À.À. ðàññìîòðåëè âëèÿíèå ñâåòîâîãî äàâ-

ëåíèÿ â îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë Ñîëíöå � ïëàíåòà � ÷àñòèöà [36].

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò

òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè, îáëàäàþùèå óñòîé÷èâîñòüþ ïî Ëÿïóíîâó.

Â ñòàòüå [38] ïîêàçàíà íåóñòîé÷èâîñòü òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè

ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà ñ ó÷åòîì ôîòîãðàâèòàöèîííîãî äåéñòâèÿ Ñîëíöà.

Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ [54] îá óñòîé÷èâîñòè òðå-

óãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè â ðåàëüíîé ñèñòåìå Çåìëÿ-Ëóíà. Ïîñòàíîâêà

çàäà÷è [38] ñõîæà ñ äàííîé â ãëàâå 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Ïàðàìåòðû ñîëíå÷íîãî äàâëåíèÿ çàâèñÿò îò îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíî-

ñòè ÷àñòèö è èõ ðàçìåðà. Äëÿ âû÷èñëåíèé àâòîðîì áûëà ðàññìîòðåíà

ôîðìóëà èç ñïðàâî÷íèêà [8], êîòîðàÿ ñîîòíîñèòñÿ ñ èññëåäîâàíèÿìè [29].

Â äèññåðòàöèè ðàçâèâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ äè-

íàìèêè ïûëåâûõ îáëàêîâ. Â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè àâòîð îïèðà-

åòñÿ íà òðóäû Äæ. Ãèááñà [6], Â.Â. Êîçëîâà [11,13], Ä.Â. Òðåùåâà [12].
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà

ëèòåðàòóðû.

Âî ââåäåíèè äàí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî èññëåäîâàíèþ ïûëåâûõ îáëàêîâ

è ïî òåîðèè îðáèò â îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè. Ïðèâåäå-

íî îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû è àïðîáàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ðàçäåëîâ, îáúåäèíåííûõ òåìàòèêîé âîç-

ìóùàþùèõ ýôôåêòîâ â ñèñòåìå Çåìëÿ � Ëóíà.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïëîñêîé êðóãîâîé

îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë íà ïðèìåðå ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà � òî÷å÷-

íàÿ ìàññà, ãäå ãðàâèòàöèîííûå ïîòåíöèàëû Çåìëè è Ëóíû çàäàíû êàê

ïîòåíöèàëû Êèñëèêà. Ïîòåíöèàë Êèñëèêà ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü âî âíèìà-

íèå ñïëþñíóòîñòü ó ïîëþñîâ ïðèòÿãèâàþùåãî òåëà. Íàéäåíû ïîëîæåíèÿ

îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ òî÷å÷íîé ìàññû è ïðîàíàëèçèðîâàíà èõ

óñòîé÷èâîñòü.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà îöåíêà âîçìóùåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòÿõ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè ïðè ó÷åòå ôàê-

òîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ íàêëîíîì îðáèòû, ýëëèïòè÷íîñòüþ òðàåêòîðèé. Ïî-

ñòðîåíû óòî÷íåííûå îðáèòû, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå

äàííûìè.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñòàòèñòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ ôîðìèðîâà-

íèÿ ñêîïëåíèé ÷àñòèö è àñòåðîèäîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ êðóãîâàÿ

îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à òðåõ òåë Çåìëÿ � Ëóíà � ×àñòèöà ñ ó÷åòîì ïåðèî-

äè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà. Â çàäà÷å äëÿ êàæäîé èç ëàãðàíæåâûõ

òî÷åê ëèáðàöèè ñóùåñòâóþò äâå îõâàòûâàþùèå èõ óñòîé÷èâûå ïåðèîäè-
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÷åñêèå îðáèòû. Èç óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé îò ïåðèîäè÷åñêîãî äâè-

æåíèÿ, ìîæíî ðàññìîòðåòü àíñàìáëü ÷àñòèö, êîòîðûå áóäóò îñòàâàòüñÿ

â îêðåñòíîñòè ýòîãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. ×òîáû îöåíèòü âåðîÿò-

íîñòü îáðàçîâàíèÿ êîñìè÷åñêèõ ïûëåâûõ îáëàêîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâ-

íåíèå Ëèóâèëëÿ, êîòîðîå äàåò âðåìåííóþ ýâîëþöèþ ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö, íå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ äðóãèìè òàêèìè æå ÷à-

ñòèöàìè, â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ïðîâåðêè àëãîðèòìà ïîñòðîåíû

ìîäåëè äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòåé â îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíîé òî÷êè ëèá-

ðàöèè êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë (àíàëîãèÿ ñ Òðîÿíñêèìè

àñòåðîèäàìè). Äëÿ îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîäñ÷èòàíà ãðóáàÿ

ýíòðîïèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â

îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè ñèñòåìû Çåìëÿ-Ëóíà-×àñòèöà

ïðè ó÷åòå ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ è ãðàâèòàöèîííîãî âîçìóùåíèÿ îò Ñîëí-

öà. Ñâåòîâîå äàâëåíèå çàäàåòñÿ ÷åðåç ïîíèæàþùèé êîýôôèöèåíò ïåðåä

ñèëîé ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà. Îïèñàíî çíà÷åíèå ïîíèæà-

þùåãî êîýôôèöèåíòà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ×àñòèöû. Ïîñòðîåíû

áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû çàâèñèìîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïåðèîäè-

÷åñêèõ òðàåêòîðèé ÷àñòèöû îò ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ñâåòîâîå

äàâëåíèå. Èññëåäîâàíà èõ óñòîé÷èâîñòü.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
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ÀÏÐÎÁÀÖÈß ÐÀÁÎÒÛ

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû äâå ñòàòüè [46], [25], òåçèñû è àí-

íîòàöèè ê äîêëàäàì [28], [27], [26]. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû

íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

� Íàó÷íûé ñåìèíàð îòäåëà ìåõàíèêè ÂÖ èì.À.À. Äîðîäíèöûíà

ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì çàâ.îòä. Ñ.ß. Ñòåïàíîâà, ì.í.ñ.

À.À.Áóðîâà (2015) ;

� Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïîä ðóêî-

âîäñòâîì àêàä. ÐÀÍ, ïðîô. Â.Â.Êîçëîâà, ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîô.

Ä.Â.Òðåùåâà, ïðîô. Ñ.Â.Áîëîòèíà (2015);

� Ñåìèíàð ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè

(èìåíè Â.Â.Ðóìÿíöåâà) ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîô.

Â.Â.Áåëåöêîãî, ïðîô. À.Â.Êàðàïåòÿíà (2016);

� Ìåõàíèêà êîñìè÷åñêîãî ïîëåòà (èìåíè Â.À.Åãîðîâà) ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ, ïðîô. Â.Â.Áåëåöêîãî, ïðîô. Â.Â.Ñàçîíîâà

(2016);

íà êîíôåðåíöèÿõ:

� IAU-Symposium: Complex Planetary Systems 07-11 July 2014, Namur,

Belgium, Namur, Belgium, Áåëüãèÿ, 2014;

� XI Âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî ôóíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òåîðåòè-

÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè (Êàçàíü, 20-24 àâãóñòà 2015 ã.);

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëå-

íèÿ è ìåõàíèêå (03�07 èþëÿ 2015 ã., ã. Ñóçäàëü, Âëàäèìèðñêàÿ îáë.);
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� Êîíôåðåíöèÿ-êîíêóðñ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ. 12-

13 îêòÿáðÿ 2015 ã., ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 12-14 îêòÿáðÿ 2015.

13



Ãëàâà 1

Èññëåäîâàíèå âîçìóùàþùèõ

ýôôåêòîâ

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è î äâèæåíèè â îêðåñòíîñòè

òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè. Â ïåðâîé çàäà÷å èññëåäóåòñÿ ÷àñòíûé ñëó-

÷àé ïëîñêîé êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë íà ïðèìåðå ñèñòå-

ìû Çåìëÿ � Ëóíà � òî÷å÷íàÿ ìàññà. Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë Çåìëè

çàäàí êàê ïîòåíöèàë Êèñëèêà, ó÷èòûâàþùèé ñïëþñíóòîñòü ïðèòÿãèâà-

þùåãî òåëà. Íàéäåíû ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ òî÷å÷-

íîé ìàññû è ïðîàíàëèçèðîâàíà èõ óñòîé÷èâîñòü. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåøåíèåì êëàññè÷åñêîé êðóãîâîé îãðàíè÷åí-

íîé çàäà÷è òðåõ òåë.

Âî âòîðîé çàäà÷å ðàññìîòðåíà ñèñòåìà Çåìëÿ � Ëóíà � ×àñòèöà ñ ó÷å-

òîì ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàâèòàöèîííîãî âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà. Ââåäåíû

ìàëûå ïàðàìåòðû: ýêñöåíòðèñèòåò îðáèò Çåìëè è Ëóíû, ýêñöåíòðèñè-

òåò îðáèòû áàðèöåíòðà ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà, óãîë íàêëîíà îðáèò ñè-

ñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ýêëèïòèêè. Èññëåäîâàíû

âîçìóùàþùèå ýôôåêòû, íàêëàäûâàþùèåñÿ íà ïåðèîäè÷åñêóþ íåâîçìó-
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ùåííóþ òðàåêòîðèþ.

1.1 Êðóãîâàÿ îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à òðåõ òåë ñ ïîòåí-

öèàëîì Êèñëèêà

1.1.1 Ìîäåëü ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Êèñëèêà

Â êëàññè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ äîñòàòî÷íî

ðàññìîòðåíèÿ ïîòåíöèàëà ïëàíåòû, êàê ïîòåíöèàëà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàçìåðû ïðèòÿãèâàþùèõ òåë îáû÷íî íåñîèçìåðè-

ìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè. Ñîâåðøåííî äðóãàÿ

ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â íåáåñíîé áàëëèñòèêå. Åñëè èñêóññòâåííûé ñïóò-

íèê ðàñïîëîæåí âáëèçè ïðèòÿãèâàþùåãî òåëà, òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü

ôîðìó ïðèòÿãèâàþùåãî òåëà.

Èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè ïîòåíöèàëà. Äëÿ âûòÿíóòûõ òåë

ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîòåíöèàë ïðèòÿãèâàþùåãî ñòåðæíÿ [9], äëÿ àñòå-

ðîèäîâ ñëîæíîé ôîðìû ðàññìàòðèâàþòñÿ òðèàíãóëÿöèè [31]. Íàèáîëåå

òî÷íîé îêàçûâàåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ïðè òðèàíãóëÿöèè ìàññà ðàñïîëî-

æåíà íå â âåðøèíàõ ïîëó÷èâøèõñÿ ïðè ðàçáèåíèè òåòðàýäðîâ, à íà èõ

ðåáðàõ. ×àñòíûé ñëó÷àé òàêîé ìîäåëè ðàññìîòðåí â ðàáîòå [5].

Äëÿ íåöåíòðàëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëàíåòû ñèñòåìà äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ çàïèñûâàþòñÿ â

âèäå:

ẍ− 2ωẏ − ω2x = U ′
x,

ÿ + 2ωẋ− ω2y = U ′
y, (1.1.1)

z̈ = U ′
z,
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U =
γm

r
+ χ(x, y, z, t, µ),

ãäå γ - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, r - ðàäèóñ-âåêòîð äâèæóùåéñÿ òî÷-

êè, ω - óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò, χ - ïåðòóáà-

öèîííàÿ ôóíêöèÿ, µ - ìàëûé ïàðàìåòð. Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå

U =
γm

r
+

∞∑
k=2

Jk(R/r)
kPk(z/r), (1.1.2)

ãäå Pk - ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè k, R - ñðåäíèé ýêâàòîðèàëüíûé ðà-

äèóñ ïëàíåòû, Jk - êîíñòàíòû. J2 õàðàêòåðèçóåò ñæàòîñòü ïëàíåòû, J3

õàðàêòåðèçóåò àññèìåòðèþ ïëàíåòû îòíîñèòåëüíî ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñ-

êîñòè (J2 ∼ −10−3, J3 ∼ 10−5 - ïîðÿäêè äëÿ ïëàíåò).

Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè,

÷òîáû ïîëó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå ðåøåíèå, óäîáíî ðàññìàòðèâàòü

íåêîòîðûå àïïðîêñèìèðóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ U . Åñëè îòáðîñèòü ÷ëåíû

ïîðÿäêà J2
2 è âûøå ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä

U =
γm

r

(
1 + J2(R/r)

2

(
3

2
(z/r)2 − 1

2

))
.

Ìîäåëè Øòåðíà, Ãàðôèíêåëÿ, Àêñíåñà [7], [8] âêëþ÷àþò íåêîòîðóþ

ôóíêöèþ Φ(z/r), ïîçâîëÿþùóþ ó÷åñòü J2, ïðè ýòîì îáùèé âèä ñèëîâîé

ôóíêöèè:

U =
γm

r
+

Φ(z/r)

r2
.

Çàäà÷à Áàððàðà äàåò ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê (1.1.2), îòëè÷àþùåãîñÿ îò

òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ÷ëåíàìè ïîðÿäêà J
3/2
2 :

U =
γm

ρ

(
1− δ(z − δ)

ρ2

)
,
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ãäå ρ =
√
x2 + y2 + (z − δ)2, δ = R

√
J2.

Çàäà÷à Âèíòè è Êèñëèêà óñòóïàåò çàäà÷å Áàððàðà, â íåé ó÷èòûâà-

åòñÿ òîëüêî ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ J2, íî îíà èìååò âàæíîå ïðèëîæåíèå äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îðáèò ñïóòíèêà:

U =
γm

r

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)n+1Jn
2 (R/r)

2nP2n(z/r)

)
.

Â 1961ã. Å.Ï.Àêñåíîâ, Å.À.Ãðåáåíèêîâ, Â.Ã.Äåìèí äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåî-

ðèè äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè ïðåäëîæèëè èñïîëüçî-

âàòü îáîáùåííóþ çàäà÷ó äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ [1]. Êàê èçâåñòíî,

Ë.Ýéëåð ñâåë ê êâàäðàòóðàì çàäà÷ó äâèæåíèÿ òî÷å÷íîé ìàññû â ãðàâè-

òàöèîííîì ïîëå äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê. Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäëî-

æåííàÿ Â.Ã.Äåìèíûì è äð., îïèñûâàåò ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ãðàâèòàöè-

îííîå ïîëå ïëàíåòû:

U =
γm

2
(
1 + iδ

r1
+

1− iδ

r2
), (1.1.3)

ãäå

r1,2 =
√
x2 + y2 + (z − c(δ ± i))2.

Êîíñòàíòû c è δ õàðàêòåðèçóþò ôîðìó ïëàíåòû. Åñëè íåáåñíîå òåëî

ñæàòî âäîëü îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, òî ãðàâèòàöèîííûé ïîòåí-

öèàë òåëà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì äâóõ ìàòå-

ðèàëüíûõ òî÷åê ñ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè ìàññàìè, íàõîäÿùèõñÿ íà

ìíèìîì ðàññòîÿíèè. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë èìååò äåéñòâèòåëüíîå çíà÷å-

íèå. Åñëè èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ïî-

ðÿäêà äëÿ îáùåãî âèäà ïîòåíöèàëà èç (1.1.2), òîãäà c è δ âûðàæàþòñÿ
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c =

√
−J2

3 − 4J3
2

2J2
R, δ =

J3√
−J2

3 − 4J3
2

. (1.1.4)

Â ðàáîòàõ [20], [19] ðàññìîòðåíà ìîäåëü ýòîãî ïîòåíöèàëà äëÿ àñòå-

ðîèäà è àíàëèòè÷åñêè íàéäåíû òî÷êè ëèáðàöèè äëÿ ñïóòíèêà â ïîëå

ïðåöåññèðóþùåãî àñòåðîèäà.

Ïðè δ = 0 ôîðìóëà (1.1.3) íå ó÷èòûâàåò àññèìåòðèþ ïëàíåòû îòíîñè-

òåëüíî ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (1.1.3) ñîâïà-

äàåò ñ ôîðìóëîé Ì.Ä. Êèñëèêà, êîòîðàÿ íå ó÷èòûâàåò âòîðóþ çîíàëü-

íóþ ãàðìîíèêó J3 [10]. Â òåðìèíàõ çàäà÷è Äåìèíà äàííûé ïîòåíöèàë

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë äâóõ íåïîäâèæíûõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

îäèíàêîâîé ìàññû íà ìíèìîì ðàññòîÿíèè

V = −U = −γm
2

(
1

r1
+

1

r2
), (1.1.5)

ãäå

r1,2 =
√
x2 + y2 + (z ± ci)2.

1.1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïëîñêîé êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ

òåë íà ïðèìåðå ñèñòåìû Çåìëÿ(E) � Ëóíà(M) � Òî÷å÷íàÿ ìàññà(Ð), ãäå

ãðàâèòàöèîííûå ïîòåíöèàëû Çåìëè è Ëóíû çàäàíû êàê ïîòåíöèàëû Êèñ-

ëèêà.

Ìàññà P ñ÷èòàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé. Çåìëÿ è Ëóíà èìåþò ìàññû

m è (m − µ) ñîîòâåòñòâåííî, öåíòðû ìàññ Çåìëè è Ëóíû äâèæóòñÿ ïî

îêðóæíîñòÿì âîêðóã èõ áàðèöåíòðà O. Ââåäåì âðàùàþùóþñÿ ñèñòåìó

êîîðäèíàò Oxyz: òî÷êà O - íà÷àëî êîîðäèíàò, îñü Ox ïðîõîäèò ÷åðåç
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òî÷êè E è Ì îò E ê Ì. Òî÷êè E, M è P äâèæóòñÿ â ïëîñêîñòè z = 0, ω⃗ =

ωe⃗z- óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñèëîâûå ôóíêöèè

äëÿ Çåìëè è Ëóíû â ìîäåëè Êèñëèêà ïðèíèìàþò âèä

UE =
γ(m− µ)√

(x+ xE)2 + y2 − c2
,

UM =
γµ√

(x− xM)2 + y2 − λ2c2
, (1.1.6)

ãäå λ - ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé îòíîøåíèå ñæàòèÿ

Ëóíû ê ñæàòèþ Çåìëè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîòåíöèàë Êèñëèêà â çàäà÷å

äâóõ òåë Çåìëÿ � Ëóíà, òî ω óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ω2 =
γ(m− µ)

((xE + xM)2 − c2)3/2
+

γµ

((xE + xM)2 − λ2c2)3/2
.

×òîáû óïðîñòèòü àíàëèòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêîå

ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë, ãäå

ω2 = γm/(xE + xM)3.

Äâèæåíèå òî÷êè Ð îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1.1.1). Êîíñòàí-

òà c äëÿ Çåìëè ðàâíà 209.9êì. Ýëëèïòè÷íîñòü Ëóíû â òðè ðàçà ìåíüøå,

÷åì ýëëèïòè÷íîñòü Çåìëè, ðàäèóñ Ëóíû îñòàâëÿåò 0.273 ðàäèóñà Çåìëè.

Ïðèâåäåííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ Ð èìååò âèä

Vω = −1

2
ω2(x2 + y2)− UE − UM . (1.1.7)

1.1.3 Òî÷êè ëèáðàöèè

Óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ èìåþò âèä

ω2x =
γ(x+ xE)(m− µ)

((x+ xE)2 + y2 − c2)3/2
+

γ(x− xM)µ

((x− xM)2 + y2 − λ2c2)3/2
, (1.1.8)

ω2y =
γy(m− µ)

((x+ xE)2 + y2 − c2)3/2
+

γyµ

((x− xM)2 + y2 − λ2c2)3/2
. (1.1.9)
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Åñëè y = 0, òî óðàâíåíèå (1.1.9) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Àáñöèññû

òî÷åê ðàâíîâåñèÿ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

ω2x =
γ(x+ xE)(m− µ)

((x+ xE)2 − c2)3/2
+

γ(x− xM)µ

((x− xM)2 − λ2c2)3/2
. (1.1.10)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò ÷åòûðå âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîòû

x = −xE ± c, x = xM ± λc

è ìîíîòîííî óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ ïî àíà-

ëîãèè ñ îáû÷íîé çàäà÷åé òðåõ òåë: êîëëèíåàðíûå òî÷êè ëèáðàöèè L1, L2

è L3. Ýòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâû. Åñëè y ̸= 0, òî êîîð-

äèíàòû òî÷åê ëèáðàöèè L4 è L5 ìîãóò áûòü íàéäåíû àíàëèòè÷åñêè èç

óðàâíåíèé

(x+ xE)
2 + y2 = (xE + xM)2 + c2, (x− xM)2 + y2 = (xE + xM)2 + λ2c2 :

x =
c2(1− λ2)

2(xE + xM)︸ ︷︷ ︸
îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

+(xM − xE)/2,

y2 = − c4(1− λ2)2

4(xE + xM)2
+
c2(1 + λ2)

2︸ ︷︷ ︸
îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

+
3

4
(xE + xM)2.

Â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å òðåõ òåë êîîðäèíàòû òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðà-

öèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

(x+ xE)
2 + y2 = (xE + xM)2, (x− xM)2 + y2 = (xE + xM)2.

Ïðèìåì xE + xM = 1, m = 1, µ = µ̃, òîãäà óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ L4 è L5 â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðèíèìàåò ôîðìó

1− 27µ̃+ 27µ̃2 + 9c4(1 + (−1 + λ4)µ̃)+

+6c2(−1− 2(1 + 2λ2)µ̃+ 3(1 + λ2)µ̃2) > 0.
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0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
c
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Μ

Stable

Unstable

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
c

0.038500

0.038505

0.038510

0.038515

0.038520

Μ

Ðèñ. 1.1: Íà ðèñóíêàõ ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü µ̃ îò c ïðè λ = 0. Åñëè c = 0, óñëîâèå

óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ L4 è L5 ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè â

êëàññè÷åñêîé çàäà÷å òðåõ òåë µ < 0, 0385209. Ñïðàâà - óâåëè÷åííàÿ ïî îñè µ̃ êàðòèíà

ïîãðàíè÷íîé çîíû.

y

x
O

E M

L1 L2L3

L4

L5

(-xE, 0) (xM , 0)

Ðèñ. 1.2: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñäâèãà òî÷åê ëèáðàöèè.

21



Íà ðèñ. 1.1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü µ̃ îò c, åñëè λ = 0.

Îòêëîíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îò êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðíî ðàâíî

0.05 êì. Íà ðèñ. 1.2 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíû íàïðàâëåíèÿ ñäâèãà òî÷åê

ëèáðàöèè îòíîñèòåëüíî ðåøåíèé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å ó÷åò ñæàòèÿ Çåìëè ìàëî ïî-

âëèÿåò íà ðåçóëüòàò.

Çåìëÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ñæàòîé ïëàíåòîé Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ïî-

ñòîÿííàÿ c äëÿ äðóãèõ ïëàíåò èìååò áîëüøèå çíà÷åíèÿ:

c, êì

Çåìëÿ 209.9

Ìàðñ 150.013

Þïèòåð 8461.57

Ñàòóðí 7547.368

Ïîëÿðíîå ñæàòèå Þïèòåðà ðàâíî 0.065 (äëÿ Çåìëè 0.0033 ), äëÿ Ñà-

òóðíà 0.1 . Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ñîãëàñíî âûøåîïèñàííîìó àëãî-

ðèòìó, äëÿ ýòèõ ïëàíåò ìîæíî îæèäàòü áîëåå çíà÷èòåëüíûé ýôôåêò.
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1.2 Î ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèòàõ ÷àñòèöû â ñèñòåìå

Çåìëÿ � Ëóíà � Ñîëíöå

Äëÿ ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà (E-M) òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè óñòîé÷è-

âû ïî Ëÿïóíîâó. Ïðè äîáàâëåíèè âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà (S) òðåóãîëüíûå

òî÷êè ëèáðàöèè ïåðåñòàþò áûòü òî÷êàìè ðàâíîâåñèÿ. Â âîçìóùåííîé

ïëîñêîé áèöèðêóëÿðíîé çàäà÷å â èõ îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâûå

ïî Ëÿïóíîâó ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ [52] [17]. Íàëè÷èå òàêèõ ðåøåíèé,

âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ îáúÿñíåíèåì ôåíîìåíà êàæóùåãîñÿ èñ÷åçíîâåíèÿ è

ïîÿâëåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ïûëåâûõ îáëàêîâ Êîðäûëåâñêîãî [48].

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ çàäà-

÷à î âîçìóùåííîì äâèæåíèè ÷àñòèöû â ñèñòåìå Çåìëÿ � Ëóíà � Ñîëíöå.

1.2.1 Ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè â ïëîñêîé áèöèðêóëÿðíîé çà-

äà÷å

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ êðóãîâóþ îãðàíè÷åííóþ çàäà÷ó òðåõ òåë Çåìëÿ �

Ëóíà � ×àñòèöà, ó÷èòûâàÿ ãðàâèòàöèîííîå ñîëíå÷íîå âîçìóùåíèå. Â êà-

÷åñòâå íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âûáåðåì ñèñòåìó ñ íà÷àëîì â

öåíòðå ìàññ Ñîëíöà è îñÿìè, íàïðàâëåííûìè íà íåïîäâèæíûå çâåçäû.

Ïóñòü öåíòð ìàññ ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå

âîêðóã Ñîëíöà. Çåìëÿ è Ëóíà ñîâåðøàþò êðóãîâîå äâèæåíèå âîêðóã èõ

îáùåãî öåíòðà ìàññ - òî÷êè Î. Äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåì â ïîäâèæíîé

âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå Î, îñü õ íàïðàâëåíà

îò Çåìëè ê Ëóíå. Ïåðèîä îáðàùåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ðàâíÿåò-

ñÿ îäíîìó ñèíîäè÷åñîìó ìåñÿöó (29 äíåé 12 ÷àñîâ 44 ìèíóòû).
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Çà åäèíèöó äëèíû âîçüìåì ðàññòîÿíèå ìåæäó Çåìëåé è Ëóíîé, çà

åäèíèöó ìàññû - ñóììó èõ ìàññ, çà åäèíèöó âðåìåíè âåëè÷èíó, ïðè êî-

òîðîé óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà ðàâíà åäèíèöå.

Ïóñòü ω - àáñîëþòíàÿ îðáèòàëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè Î

ïî îðáèòå. Çà íà÷àëüíîå âðåìÿ áåðåì ìîìåíò ïîëíîëóíèÿ, êîãäà Ñîëíöå,

Çåìëÿ è Ëóíà íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðèñ. 1.3: Áèöèðêóëÿðíàÿ çàäà÷à ÷åòûðåõ òåë: Oxy - ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, Î

ñîâåðøàåò êðóãîâîå äâèæåíèå âîêðóã S, E è M äâèæóòñÿ âîêðóã ñâîåãî áàðèöåíòðà Î.

Ïðîåêöèè àáñîëþòíîé ñêîðîñòè íà îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

èìåþò âèä

vx = Rω sin p− y + ẋ, vy = Rω cos p+ x+ ẏ,

ãäå µ = 0.0122 - ìàññà Ëóíû, p = (1 − ω)t - óãîë ïîâîðîòà ïîäâèæíîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé, ω = 1/13.36 - àáñîëþò-

íàÿ îðáèòàëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, R -

ðàññòîÿíèå îò Ñîëíöà äî Î. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ×àñòèöû, äåëåííàÿ
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íà åå ìàññó, èìååò âèä

T =
R2ω2

2
+Rω(ẋ sin p+ ẏ cos p+ x cos p− y sin p)+

+
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + x2 + y2) + xẏ − yẋ.

Ðàññòîÿíèÿ îò ×àñòèöû äî Çåìëè è Ëóíû èìåþò âèä

e =
√
(x+ µ)2 + y2, l =

√
(1− x− µ)2 + y2.

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ, äåëåííàÿ íà ìàññó ×àñòèöû, èìååò âèä

U =
1− µ

e
+
µ

l
+

ω2R3√
(R cos p+ x)2 + (−R sin p+ y)2

.

Ñèëîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì R. Åñëè îòáðîñèòü

÷ëåíû ïîðÿäêà R−1 è ìåíüøå, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ôîðìå

Ëàãðàíæà ñ ó÷åòîì ãðàâèòàöèîííîãî âîçäåéñòâèÿ ñèñòåìû Ñîëíöå � Çåì-

ëÿ � Ëóíà èìåþò âèä:

ẋ = u, ẏ = v,

u̇ = 2v + (1− ω2)x+ 3ω2 cos p(x cos p− y sin p)−

−(1− µ)(x+ µ)e−3 + µ(1− µ− x)l−3,

v̇ = −2u+ (1− ω2)y − 3ω2 sin p(x cos p− y sin p)− (1− µ)ye−3 + µyl−3.

Óðàâíåíèÿ èìåþò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ ïåðèîäîì T = 2π/(1 − ω),

îáëàäàþùèå óñòîé÷èâîñòüþ ïî Ëÿïóíîâó. Äâà èç íèõ îõâàòûâàþò òî÷êó

ëèáðàöèè L4 ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà, åùå äâà ðåøåíèÿ, ñèììåòðè÷íûå

îòíîñèòåëüíî îñè Îõ, îõâàòûâàþò òî÷êó ëèáðàöèè L5 [21]. Íà ðèñ. 1.4

ïðèâåäåíà òðàåêòîðèÿ äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé â îêðåñòíîñòè L4.
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Ðèñ. 1.4: Ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè êðóãîâîé çàäà÷è Çåìëÿ � Ëóíà �

×àñòèöà ñ ó÷åòîì ãðàâèòàöèîííîãî âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà, íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ (x0, y0, u0, v0) = (0.084845, 0.948269, −0.0513508, 0.173939),

(0.727404, 0.815038, 0.0742093, −0.211367).

1.2.2 Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ çàäà÷à

Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ S è

îñÿìè, íàïðàâëåííûìè íà íåïîäâèæíûå çâåçäû. Äâèæåíèå ÷àñòèöû ðàñ-

ñìàòðèâàåì îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, öåíòð Î êîòî-

ðîé íàõîäèòñÿ â áàðèöåíòðå ñèñòåìû E-M. Òî÷êà Î äâèæåòñÿ ïî ýëëèïòè-

÷åñêîé îðáèòå ñ ôîêóñîì â S. Îñü Ox ïðîõîäèò ÷åðåç E è M, íàïðàâëåíà â

ñòîðîíó M. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïëîñêîñòü îðáèòû ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà íàêëî-

íåíà ïîä óãëîì i = 0.089 ê ïëîñêîñòè îðáèòû òî÷êè Î. Å è Ì äâèæóòñÿ

ïî ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì ñ ôîêóñîì â Î. Ëèíèþ óçëîâ ñ÷èòàåì íåïî-

äâèæíîé â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Àðãóìåíò ïåðèöåíòðà ψ, ò.å.
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Ðèñ. 1.5: Ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåì S-Î è Å-Ì.

óãîë ìåæäó ëèíèåé âîñõîäÿùåãî óçëà è íàïðàâëåíèåì îò Î íà ïåðèöåíòð

îðáèòû Ì, ñ÷èòàåì ïîñòîÿííûì.

α = const - óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì îò S íà ïåðèãåëèé è ëèíèåé

âîñõîäÿùåãî óçëà
−→
OΩ.

Äâèæåíèå E, M. Ïóñòü r- ðàññòîÿíèå ìåæäó E è M,m1 - èõ ñóììàðíàÿ

ìàññà, pEM , eEM , φ1 -ïàðàìåòð, ýêñöåíòðèñèòåò, èñòèííàÿ àíîìàëèÿ äëÿ

èõ îðáèòû, ñ - êîíñòàíòà èíòåãðàëà ïëîùàäåé. Òîãäà

r =
pEM

1 + eEM cosφ1
,

φ̇1 = c/r2,

ãäå c =
√
γm1pEM , γ - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ

óãëîâîé ñêîðîñòè ïðèíèìàåò âèä

φ̇1 =
√
γm1pEM(1 + eEM cosφ1)

2/p2EM .

Â êà÷åñòâå åäèíèö ìàññû è äëèíû âîçüìåì m1 è pEM . Òîãäà p =

389.888 - ïàðàìåòð îðáèòû áàðèöåíòðà E-M, µ = 0.01215 - ìàññà M,

m = 328961 - ìàññà S. Çà åäèíèöó âðåìåíè âîçüìåì òàêóþ âåëè÷èíó,

÷òîáû γ = 1. eEM = 0.0549006, eSE = 0.01671123 - ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ
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ýêñöåíòðèñèòåòîâ îðáèò E-M, S-(E-M). φ- èñòèííàÿ àíîìàëèÿ îðáèòû áà-

ðèöåíòðà E-M. Tîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé ïåðåïèñûâàþòñÿ

â âèäå:

φ̇1 = (1 + eEM cosφ1)
2,

φ̇ =
√
mp(1 + eSE cosφ)2/p2.

Ïåðåéäåì ê âûâîäó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Ðàññìîòðèì ïðî-

åêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè è âåêòîðà SO = R íà ïîäâèæíûå îñè.

φ̇ = φ̇(sin i sin(φ1 + ψ); sin i cos(φ1 + ψ); cos i)T ,

R = R


(sin(φ− α) sin(φ1 + ψ) cos i+ cos(φ1 + ψ) cos(φ− α))

(sin(φ− α) cos(φ1 + ψ) cos i− sin(φ1 + ψ) cos(φ− α))

− sin i sin(φ− α)

 ,

ãäå

R =
p

1 + eSE cosφ

.

Àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è êè-

íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, äåëåííàÿ íà åå ìàññó èìåþò âèä:

V̄ =


ẋ− φ̇1y

ẏ + φ̇1x

ż

+ [φ̇;R]

,

T = 0.5V 2

Ðàññòîÿíèå îò E, M, S äî ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
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r1 =
√
(x+ µ/(1 + eEM cosφ1))2 + y2 + z2,

r2 =
√
(x− (1− µ)/(1 + eEM cosφ1))2 + y2 + z2,

r3 = [(x+R(sin(φ−α) sin(φ1+ψ) cos i+cos(φ1+ψ) cos(φ−α)))2+ (y+

R(sin(φ−α) cos(φ1+ψ) cos i−sin(φ1+ψ) cos(φ−α)))2+(z−R sin i sin(φ−

α))2]0.5.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, ðàçäåëåííàÿ íà åå ìàññó, èìååò âèä

V = −1− µ

r1
− µ

r2
− m

r3
.

Ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L=T-V ðàçëîæèì ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà,

ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà 10−5.

L = L0 + L1 + L2 + L3 + L̃,

ãäå Lj- ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñî ñòåïåíüþ j ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, L̃- ÷ëåíû

ïîðÿäêà 10−5 è ìåíüøå. Îáîçíà÷èì cos β = c, sin β = s, β = ϕ1−ϕ+α+ψ.

L0 = 1
2(ẋ

2 + ẏ2 + ż2 + x2 + y2) + ẏx − ẋy +
√
mp

p [ẏc + ẋs + xc − ys] +

1−µ
r01

+ µ
r02

− m
p2 (xc− ys) + 3m

2p3 (xc− ys)2 − m
2p3 (x

2 + y2 + z2).

L1 = [−3mz
p3 (xc− ys− p

3) sin (ϕ− α)− ż
√
mp

p cos (ϕ− α)]i+

+ [2(x2 + y2) + 2(ẏx − ẋy) + 2
√
mp

p (xc − ys) + (1−µ)µ(x+µ)
r301

−
(1−µ)µ(1−x−µ)

r302
] cosϕ1eEM +

+ [
√
mp

p (ẏc + ẋs + xc − ys) − 2m
p2 (xc − ys) − 3m

2p3 (x
2 + y2 + z2) + 9m

2p3 (xc −

ys)2] cosϕeSE.

L2 =
1
2 [

√
mp

p (−ẋ sin(ψ+ϕ1) cos(ϕ−α)−ẏ cos(ψ+ϕ1) cos(ϕ−α)−x cos(ψ+

ϕ1) cos(ϕ − α) + y sin(ψ + ϕ1) cos(ϕ − α)) + m
p2 (x sin(ψ + ϕ1) sin(ϕ − α) +

y cos(ψ + ϕ1) sin(ϕ− α))]i2 +

+ cos2 ϕ1

2 [6(x2 + y2) + 2(ẏx− ẋy) +
2
√
mp

p (xc− ys)− (1−µ)µ2

r301
− 2(1−µ)µ(x+µ)

r301
+
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3(1−µ)(x+µ)2µ2

r501
− (1−µ)2µ

r302
− 2(1−µ)µ(1−µ−x)

r023
+ 3(1−µ)2µ(1−x−µ)2

r502
]e2EM −

− m cos2 ϕ
p2 (xc − ys)e2SE +

2
√
mp

p (x cos β − y sin β) cosϕ cosϕ1eSEeEM +

[−
√
mp

p ż cos (ϕ− α) + 2mz
p2 sin (ϕ− α)] cosϕieSE.

L3 =
i3

6 [
√
mp

p ż cos (ϕ− α) + mz
p2 sin (ϕ− α)] +

+ 2e3EM cos3 ϕ1(x
2 + y2) +

+ i2eEM

√
mp

p cosϕ1[−x cos(ψ+ ϕ1) cos(ϕ− α) + y sin(ψ + ϕ1) cos(ϕ− α)] +

+ i2eES cosϕ[
√
mp

2p (−ẏ cos(ψ + ϕ1) cos(ϕ − α) + y sin(ψ + ϕ1) cos(ϕ − α) −

ẋ sin(ψ+ϕ1) cos(ϕ−α)−x cos(ψ+ϕ1) cos(ϕ−α))+ m
p2 (x sin(ψ+ϕ1) sin(ϕ−

α) + y cos(ψ + ϕ1) sin(ϕ− α))] +

+ e2SEimz
p2 cos2 ϕ sin(ϕ− α) +

+
e2EMeSE

√
mp

p cosϕ cos2 ϕ1(xc− ys).

Ãäå r01 =
√
(x+ µ)2 + y2 + z2,

r02 =
√
(x− 1 + µ)2 + y2 + z2.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ôîðìå Ëàãðàíæà ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä

ẍ = 2ẏ+(1−m
p3 )x+

3mc
p3 (xc−ys)+UEM

x −i3mzc
p3 sin(ϕ−α)+eEM [4 cosϕ1(x+

ẏ)− 2y sinϕ1)] + eSE
m
p2 [cos(ϕ1 − 2ϕ+ α+ ψ)− 3

p cosϕ(x− 3c(xc− ys))] +

e2EM cosϕ1[−6y sinϕ1 + 2ẏ cosϕ1 + 6x cosϕ1] + e2SE
2m
p2 cos(ϕ1 − 2ϕ + α +

ψ)+ e3EM cos2 ϕ1[−6y sinϕ1+4x cosϕ1]− i2eES
m
2p2 sin(ϕ1+ψ) sin(2ϕ−α)+

i2eSEeEM

√
mp

p cosϕ cosϕ1 cos(ϕ−α) cos(ϕ1+ψ)+ i
2e2EM

√
mp

2p cos2 ϕ1 cos(ϕ−

α) cos(ϕ1 + ψ),

ÿ = −2ẋ + (1 − m
p3 )y − 3ms

p3 (xc − ys) + UEM
y + i3mzs

p3 sin(ϕ − α) +

eEM [4 cosϕ1(y− ẋ)+2x sinϕ1)]+eSE
m
p2 [− sin(ϕ1−2ϕ+α+ψ)− 3

p cosϕ(y+

3s(xc− ys))]+ e2EM cosϕ1[6x sinϕ1−2ẋ cosϕ1+6y cosϕ1]− e2SE
2m
p2 sin(ϕ1−

2ϕ + α + ψ) + e3EM cos2 ϕ1[6x sinϕ1 + 4y cosϕ1] − i2eES
m
2p2 cos(ϕ1 +
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ψ) sin(2ϕ − α) − i2eSEeEM

√
mp

p cosϕ cosϕ1 cos(ϕ − α) sin(ϕ1 + ψ) −

i2e2EM

√
mp

2p cos2 ϕ1 cos(ϕ− α) sin(ϕ1 + ψ),

z̈ = −m
p3z+U

EM
z −i3mp3 (xc−ys) sin(ϕ−α)−eSE

3mz
p3 cosϕ−ieSE m

p2 sin(2ϕ−

α) + i3 m
3p2 sin(ϕ− α)− ie2ES

2m
p2 cosϕ sin(2ϕ− α),

ãäå UEM = 1−µ
r01

+ µ
r02

+ [ (1−µ)µ(x+µ)
r301

− (1−µ)µ(1−x−µ)
r302

] cosϕ1eEM + [− (1−µ)µ2

r301
−

2(1−µ)µ(x+µ)
r301

+ 3(1−µ)(x+µ)2µ2

r501
− (1−µ)2µ

r302
− 2(1−µ)µ(1−µ−x)

r023
+ 3(1−µ)2µ(1−x−µ)2

r502
]cosϕ1e

2
EM

2 .

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ çà ïåðèîä

ïðè ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îðáèò èìååò ïîðÿäîê 10−2, ÷òî ðàç-

ðóøàåò ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó íåâîçìóùåííîé çàäà÷è. Çàâèñèìîñòü îò

óãëà íàêëîíà èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê.

1.2.3 Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â îêðåñòíîñòè L4

Íà ðèñóíêàõ 1.6-1.9 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-

íèÿ òî÷íûõ óðàâíåíèé ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ðå-

àëüíîì çíà÷åíèè óãëà íàêëîíà i=0.089 òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû íàõîäèòñÿ

âáëèçè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ êðóãîâîé çàäà÷è.
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Ðèñ. 1.6: Ïðîåêöèÿ äâèæåíèÿ ñ íà÷àëîì èç òî÷êè ëèáðàöèè íà ïëîñêîñòè Oxy, Oxz,

i=0.089, eEM = 0, eSE = 0, α = 0, ψ = 0, t ∈ [0, 300].
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Ðèñ. 1.7: Äâèæåíèå â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè i=0.089, eEM = 0, eSE =

0, α = 0, ψ = 0. 1. t ∈ [0, 100]. 2. Ïðîåêöèÿ â ïëîñêîñòè Oxy, Oxz, t ∈ [0, 300].
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Ðèñ. 1.8: i=0.089, eEM = 0.003, eSE = 0, α = 0, ψ = 0, t ∈ [0, 100]. Ïðè äîáàâëåíèè

ýëëèïòè÷íîñòè îðáèòû Ëóíû òðàåêòîðèÿ îòäàëÿåòñÿ îò ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
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Ðèñ. 1.9: i=0.089, eEM = 0.005, eSE = 0.001, α = 0, ψ = 0, t ∈ [0, 50]. Ïðè ó÷åòå ýëëèï-

òè÷íîñòè îðáèòû áàðèöåíòðà ñèñòåìû Çåìëÿ-Ëóíà óõîä îò ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

ïðîèñõîäèò çàìåòíî èíòåíñèâíåå.
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Ãëàâà 2

Îá óðàâíåíèè Ëèóâèëëÿ äëÿ

ñêîïëåíèé àñòåðîèäîâ è ïûëåâûõ

÷àñòèö

Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû î ñîõðàíåíèè ôàçîâîãî îáú-

åìà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-

ìû ìîæíî ðàçáèòü íà ó÷àñòêè, ýëåìåíòû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, è ââå-

ñòè ôàçîâóþ ïëîòíîñòü â ýòèõ ó÷àñòêàõ [6]. Ôàçîâàÿ ïëîòíîñòü áóäåò

ïîñòîÿííà âäîëü òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ïðèíöèï, ïîñòàâèì çàäà÷ó âåðîÿòíîñòíîãî îïèñàíèÿ

ñêîïëåíèÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö è àñòåðîèäîâ. Ïðîñëåäèì ýâîëþöèþ âî âðå-

ìåíè ôàçîâîé ïëîòíîñòè êîñìè÷åñêèõ ÷àñòèö â ýëåìåíòàõ ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà. Ïåðâàÿ ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ñëóæèò äåìîíñòðàöèåé è ïðî-

âåðêîé àëãîðèòìà: ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ êðóãîâàÿ çàäà÷à òðåõ òåë

Ñîëíöå - Þïèòåð - Àñòåðîèä, âåäåòñÿ èññëåäîâàíèå â îêðåñòíîñòè óñòîé-

÷èâîãî îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Â êà÷åñòâå âòîðîé çàäà÷è ðàññìîòðå-

íà çàäà÷à èç ïåðâîé ãëàâû: äâèæåíèå ×àñòèöû â ïîëå òÿãîòåíèÿ ñèñòåìû
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Çåìëÿ - Ëóíà - Ñîëíöå, ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðåñòíîñòü óñòîé÷èâûõ ïåðè-

îäè÷åñêèõ äâèæåíèé.

2.1 Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÷àñòèö ñ îäèíàêîâûìè ìàññàìè, íå âçàèìîäåéñòâó-

þùèõ äðóã ñ äðóãîì. Ñèñòåìà âîçìóùàÿåòñÿ âíåøíèìè ñèëàìè. Ðàññìîò-

ðèì äâèæåíèå òåñòîâîé ÷àñòèöû P (x, y, u, v) è çàäàäèì ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ρ(x, y, u, v, t) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå x, y, u, v - ôàçîâûå

ïåðåìåííûå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

×òîáû îöåíèòü ïëîòíîñòü ñêîïëåíèÿ ÷àñòèö, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Ëèóâèëëÿ, êîòîðîå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ïëîò-

íîñòè âåðîÿòíîñòè) ñèñòåìû ÷àñòèö â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Óðàâíåíèå

Ëèóâèëëÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x, y, u, v, t) èìååò âèä:

∂ρ

∂t
+ ẋ

∂ρ

∂x
+ ẏ

∂ρ

∂y
+ u̇

∂ρ

∂u
+ v̇

∂ρ

∂v
= 0.

Ýòî îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà. Îáû÷íî òàêèå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííî âäîëü õàðàêòåðèñòèê, à óðàâíåíèÿ õàðàêòå-

ðèñòèê ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû:

ẋ = u, ẏ = v, u̇ = f(x, y, u, v, t), v̇ = g(x, y, u, v, t)

.
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2.2 Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà:

P (x, y, u, v)ϵ[x0 − 0.5wx;x0 + 0.5wx]× ...× [v0 − 0.5wv; v0 + 0.5wv],

ãäå wx, wy, wu, wv - äëèíû ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ïà-

ðàëëåïèïåäà, îãðàíè÷èâàþùåãî îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ öåí-

òðîì â òî÷êå (x0, y0 , u0, v0). Ðàçîáüåì îáëàñòü ðàâíîìåðíîé ïî êàæäîé

êîîðäèíàòå ñåòêîé. Êîîðäèíàòû óçëîâ ñåòêè çàïèñûâàþòñÿ â ÷åòûðåõ-

ìåðíûé ìàññèâ.

×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ îñíîâàíî íà èíòåãðèðîâàíèè

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ âñåõ óçëîâ ñåòêè íàçàä ïî âðåìåíè. Èíòåãðèðî-

âàíèå âåäåòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòà ñ òî÷íîñòüþ äî 10−12. Ðàññìîòðèì

àëãîðèòì äëÿ îäíîé ÷àñòèöû â óçëå P1(x1, y1, u1, v1) â çàäàííûé ìî-

ìåíò âðåìåíè t. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íàçàä ïî

âðåìåíè äî ìîìåíòà t0 è ïîëó÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè P2. Òî åñòü ìîæ-

íî ïðîñëåäèòü äâèæåíèå ÷àñòèöû çà âðåìÿ t − t0 èç òî÷êè P2 â òî÷êó

P1. Åñëè ñ÷èòàòü ìîìåíò âðåìåíè t0 íà÷àëîì äâèæåíèÿ âñåé ñèñòåìû

è çàäàòü â ýòîò ìîìåíò íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ρ0(x, y, u, v), òî â ìî-

ìåíò âðåìåíè t ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå P1 áóäåò ðàâíà ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå P2 â ìîìåíò t0 è ðàâíà ρ0(P2), òàê êàê ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííà âäîëü òðàåêòîðèè. Êîîðäèíàòû P2 ñîõðàíÿþò-

ñÿ â íîâûé ÷åòûðåõìåðíûé ìàññèâ. Äëÿ èçó÷åíèÿ ýâîëþöèè ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ çà áîëüøèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè äëÿ òî÷êè P1 âåäåòñÿ

èíòåãðèðîâàíèå íàçàä ïî âðåìåíè îò òî÷êè P2 â ìîìåíò âðåìåíè t0 äî
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ìîìåíòà t0−∆t. Ïîëó÷èëè äðóãîé ïðîîáðàç P3 òî÷êè P1 è ñ÷èòàåì òåïåðü

ìîìåíò âðåìåíè t0−∆t íà÷àëîì äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ãäå çàäàíà ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ρ0(x, y, u, v). Èíòåãðèðîâàíèå íàçàä ìîæåò áûòü ïðîäîë-

æåíî äàëåå, êîîðäèíàòû ïðîîáðàçîâ óçëîâ ñåòêè ñîõðàíÿþòñÿ â íîâîì,

ñîîòâåòñòâóþùåì íîâîìó ìîìåíòó âðåìåíè ìàññèâå.

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ â âèäå

ρ0(x, y, u, v) =
σ1σ2
π2

exp(−σ1((x−x0)2+(y−y0)2)−σ2((u−u0)2+(v−v0)2)),

ãäå σ1, σ2, x0, y0, u0, v0 - ïàðàìåòðû ìîäåëè. Äëÿ âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòà-

òîâ èíòåãðèðîâàíèÿ èçîáðàçèì ëèíèè óðîâíÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íà

ïëîñêîñòè Îõó ïîñëå åå îñðåäíåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì

ρ̃(xi, yj, t) =

∑
k,l

ρ(xi, yj, uk, vl, t)

NkNl
,

ãäå Nk, Nl- êîëè÷åñòâî óçëîâ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî u è v ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîõðàíÿÿ äàííûå î êîîðäèíàòàõ ïðîîáðàçîâ òî÷åê, ìîæíî ìåíÿòü ïà-

ðàìåòðû íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, èçáåãàÿ ïîâòîðíûõ âû÷èñëåíèé.

Â àëãîðèòìå âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå íàçàä, ò.ê. èíòåãðèðîâàíèå âïå-

ðåä ïî âðåìåíè äàåò ðàñïðåäåëåíèå â òî÷êàõ, êîòîðûå ìîãóò íå ïðèíàäëå-

æàòü ðàññìàòðèâàåìîìó îáúåìó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, òîãäà íåêîòîðûå

÷àñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îñòàíóòñÿ áåç çàäàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ.
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2.3 Ïðèëîæåíèå ê ñèñòåìå

Ñîëíöå � Þïèòåð � Àñòåðîèä

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ êðóãîâóþ îãðàíè÷åííóþ çàäà÷ó òðåõ òåë Ñîëíöå �

Þïèòåð � Àñòåðîèä (S � J � A). Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèÿ

Àñòåðîèäà âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ Ñîëíöåì è

Þïèòåðîì, ïðåäñòàâèìû â âèäå

ẋ = u, ẏ = v,

u̇ = 2v + x− (1− µ)(x+ µ)r−3 + µ(1− µ− x)l−3,

v̇ = −2u+ y − (1− µ)yr−3 + µyl−3,

r =
√
(x+ µ)2 + y2, l =

√
(1− x− µ)2 + y2,

ãäå µ - ìàññà J, r - ðàññòîÿíèå îò A äî J, l - ðàññòîÿíèå îò A äî S.

Ñèñòåìà èìååò äâà îòíîñèòåëüíûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îáëàäàþùèõ

óñòîé÷èâîñòüþ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè � òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè L4

è L5 [17].

Íà ðèñ. 2.1 èçîáðàæåíû äâà òèïà ñêîïëåíèé àñòåðîèäîâ, êîòîðûå íà-

áëþäàþòñÿ â îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè ñèñòåìû S � J:

òðîÿíñêèå àñòåðîèäû è ñåìåéñòâî Õèëüäû [50]. Ïðÿìîóãîëüíèêîì îòìå-

÷åíà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè L4:

−µ < x < 1− µ,
√
3/2− 0.4 < y <

√
3/2 + 0.4,

ãäå µ = 0.000953 - ìàññà J.

Íà ðèñ. 2.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî óêàçàííîìó àëãîðèòìó

â âûäåëåííîé îáëàñòè, äîïîëíåííîé ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòåé â ïðÿìî-

óãîëüíîé îáëàñòè −1.5 < u < 1.5, −1.5 < v < 1.5.
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Ðèñ. 2.1: Íàáëþäàåìîå ðàñïîëîæåíèå òðîÿíñêèõ àñòåðîèäîâ äëÿ ñèñòåìû Ñîëíöå �

Þïèòåð: ñåðûå ãðóïïû ñ öåíòðàìè â L4 (ãðåêè) è L5 (òðîÿíöû). Òàêæå â îêðåñòíî-

ñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè ìîæíî íàáëþäàòü ñåìåéñòâî Õèëüäû, íàõîäÿùååñÿ

ñ Þïèòåðîì â îðáèòàëüíîì ðåçîíàíñå 3:2 (÷åðíàÿ ãðóïïà, îáðàçóþùàÿ òðåóãîëüíèê

ñ âåðøèíàìè â L4, L5, L3). Äàííûå ïîëó÷åíû â ðàáîòå [50], ýëåìåíòû îðáèòû àñòåðî-

èäîâ âçÿòû èç áàçû Ìåæäóíàðîäíîãî Àñòðîíîìè÷åñêîãî Ñîþçà. Ïðÿìîóãîëüíèêîì

âûäåëåíà îáëàñòü â ïëîñêîñòè Îõó äëÿ ïîñëåäóþùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ

Ëèóâèëëÿ.

Ïëîòíîñòü â âûáðàííîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ ñî âðå-

ìåíåì, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ÷àñòèö, ôàçîâûå êîîðäèíàòû êîòîðûõ

ïðè èíòåãðèðîâàíèè íàçàä ïåðåõîäÿò â îáëàñòü ñ ïîíèæåííîé íà÷àëü-

íîé ïëîòíîñòüþ. Ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò ñ
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a b

c d

e f

Ðèñ. 2.2: Ëèíèè óðîâíÿ ρ̃(x, y) = iρ̃max(x, y)/5, i=1,..5, P (x0, y0, u0, v0) = (0.5 −

µ,
√
3/2, 0, 0), òî÷êà ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè ρ̃max îòìå÷åíà ÷åðíûì êðóæêîì. Áîëü-

øåé ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò áîëåå òåìíûé öâåò ëèíèé. (a)t0 = −249, σ1 = 1, σ2 =

30, ρ̃max(x, y) = 0.387; (b)t0 = −250, σ1 = σ2 = 10, ρ̃max(x, y) = 1.109; (c)t0 = −250, σ1 =

10, σ2 = 30, ρ̃max(x, y) = 2.205; (d)t0 = −251, σ1 = σ2 = 10, ρ̃max(x, y) = 1.466;

(e)t0 = −251, σ1 = 10, σ2 = 30, ρ̃max(x, y) = 3.169; (f)t0 = −251.5, σ1 = σ2 =

10, ρ̃max(x, y) = 2.208.
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íàáëþäàåìûì ðàñïîëîæåíèåì àñòåðîèäîâ (ðèñ. 2.1). Äëÿ îêðåñòíîñòè

L5 îæèäàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî îñè Îõ êàðòèíà, ò.ê. óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ íå èçìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå y → (−y). Òàêèì îáðàçîì,

â ðàññìîòðåííîé àâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ÷èñëåííûé àíàëèç

ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

â ñðåäíåì (ïî ×åçàðî), ïîäîáíî àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ â ðàáî-

òå [13].

2.4 Ïðèìåð îáðàçîâàíèÿ îáëàêîâ Êîðäûëåâñêîãî

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ ïûëåâûõ ÷àñòèö, ðàññìîòðèì ïëîñêóþ êðó-

ãîâóþ îãðàíè÷åííóþ çàäà÷ó òðåõ òåë Çåìëÿ � Ëóíà � ×àñòèöà, ó÷èòûâàÿ

ãðàâèòàöèîííîå ñîëíå÷íîå âîçìóùåíèå. Â êà÷åñòâå íåïîäâèæíîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò âûáåðåì ñèñòåìó ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ Ñîëíöà è îñÿìè

íàïðàâëåííûìè íà íåïîäâèæíûå çâåçäû. Ïóñòü öåíòð ìàññ ñèñòåìû Çåì-

ëÿ � Ëóíà äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå âîêðóã Ñîëíöà. Çåìëÿ è Ëóíà

ñîâåðøàþò êðóãîâîå äâèæåíèå âîêðóã èõ îáùåãî öåíòðà ìàññ - òî÷êè Î.

Äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåì â ïîäâèæíîé âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò

ñ öåíòðîì â òî÷êå Î, îñü õ íàïðàâëåíà îò Çåìëè ê Ëóíå. Ïåðèîä îáðàùå-

íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ðàâíÿåòñÿ îäíîìó ñèíîäè÷åñêîìó ìåñÿöó

(29 äíåé 12 ÷àñîâ 44 ìèíóòû).

Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è óæå îïèñàíû â ðàçäåëå 1.2.1. Óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ôîðìå Ëàãðàíæà ñ ó÷åòîì ãðàâèòàöèîííîãî

âîçäåéñòâèÿ Ñîëíöà, Çåìëè è Ëóíû èìåþò âèä

ẋ = u, ẏ = v,
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u̇ = 2v + (1− ω2)x+ 3ω2 cos p(x cos p− y sin p)− (1− µ)(x+ µ)r−3+

+µ(1− µ− x)l−3,

v̇ = −2u+ (1− ω2)y − 3ω2 sin p(x cos p− y sin p)− (1− µ)yr−3 + µyl−3,

(2.4.1)

r =
√
(x+ µ)2 + y2, l =

√
(1− x− µ)2 + y2.

ãäå µ = 0.0122 - ìàññà Ëóíû, p = (1 − ω)t - óãîë ïîâîðîòà ïîäâèæíîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé, ω = 1/13.36 - àáñîëþò-

íàÿ îðáèòàëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, r è

l - ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî Çåìëè è Ëóíû ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäñòàâ-

ëåííûé âèä óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò, ïðè îòáðàñûâàíèè ñëàãàåìûõ

ëàãðàíæèàíà ïîðÿäêà 1/R, ãäå R ðàññòîÿíèå îò Ñîëíöà äî Î [47]. Áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü óñòîé÷èâîå ïî Ëÿïóíîâó ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ

ïåðèîäîì T = 2π/(1 − ω), îõâàòûâàþùåå L4 (òðàåêòîðèÿ ïîêàçàíà íà

ðèñ. 1.3). Äëÿ äâèæåíèé, îõâàòûâàþùèõ L5, áóäåò ñèììåòðè÷íûå îòíî-

ñèòåëüíî îñè Îõ òðàåêòîðèè, ò.ê. óðàâíåíèÿ (2.4.1) ñîõðàíÿþòñÿ ïðè çà-

ìåíå y → (−y). Ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äâèæåíèå

ïðîèñõîäèò â îãðàíè÷åííîé îêðåñòíîñòè òðàåêòîðèè.

Ðàññìîòðèì òðè òî÷êè íà ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå:

P1(0.084845, 0.948269, −0.0513508, 0.173939) ïðè t = T/2,

P2(0.727404, 0.815038, 0.0742093, −0.211367) ïðè t = 0,

P3(0.399253, 0.712658, −0.333169, 0.14713) íàõîäèòñÿ íà ëèíèè

âèçèðîâàíèÿ, t = 0.3024T [21]. Âûáðàííûå òî÷êè P1 è P2 ðàñïîëàãàþòñÿ

äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíî íà ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè. P1 è P2

ñîâïàäàþò ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè t = 0 äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ
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äâèæåíèé, îõâàòûâàþùèõ L4.

Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà êîîðäèíàò âûäåëåíû íà

ðèñ.2.3: wxP1 = 0.4, wyP1 = 0.1, wxP2 = wyP2 = wxP3 = wyP3 = 0.3. Íà

ãîäîãðàôå âûáðàíû îêðåñòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñêîðîñòÿì ÷àñòèöû â

ýòèõ òî÷êàõ, äëÿ âñåõ òðåõ îáëàñòåé wu = wv = 0.2.

Íà ðèñ.2.3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ëè-

óâèëëÿ äëÿ ââåäåííûõ îêðåñòíîñòåé ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Ïðè

P (x0, y0, u0, v0) = P2 ìû íàáëþäàåì ýâîëþöèþ ñèñòåìû ÷àñòèö, êîòîðûå

áûëè ðàñïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè P2. Çäåñü è äàëåå, ãîâîðÿ îá âðå-

ìåííîé ýâîëþöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ðàññìîòðå-

íèå äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçíûì ïî äëèòåëüíîñòè èíòåðâàëàì âðåìåíè,

âñå ãðàôèêè ôóíêöèé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè - çàâèñèìîñòü îò èíòåðâà-

ëà âðåìåíè, â êîòîðîì ýâîëþöèîíèðóåò ôóíêöèÿ. Íà ðèñ.2.4 ïðèâåäåíû

ãðàôèêè çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòè ρ̃ îò âðåìåíè.

Íà ðèñ.2.5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ñóììàðíîé ïëîòíîñòè ρsum:

ρsum(t) =

wxwywuwv

∑
m,n,k,l

ρ(xm, yn, uk, vl, t)

(Nk − 1)(Nl − 1)(Nn − 1)(Nm − 1)
,

ãäå Nm, Nn, Nk, Nl - êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè ïî x, y, u, v ñîîòâåòñòâåííî.

Ïëîòíîñòü â âûáðàííûõ îáëàñòÿõ óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ âûáðî-

ñîì ÷àñòèö, ôàçîâûå êîîðäèíàòû êîòîðûõ íå áëèçêè ê ïåðèîäè÷åñêîìó

ðåøåíèþ.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü öåíòðàëüíóþ ÷àñòü îáëàêà, ïîëó÷èâøåãîñÿ íà ëè-

íèè âèçèðîâàíèÿ, ñ ρ̃ > ρ̃max3/2, òî øèðèíà îáëàêà ïðèáëèçèòåëüíî

ðàâíà 0.1 åäèíèöû äëèíû, óãëîâîé ðàçìåð îáëàêà áóäåò ðàâíÿòüñÿ 7o.

Ïîëó÷åííûé ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ íàáëþäåíèÿìè Êîðäû-
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ëåâñêîãî.

2.5 Ãðóáàÿ ýíòðîïèÿ

Ïîëó÷åííàÿ â óçëàõ ñåòêè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñ-

ëèòü ãðóáóþ ýíòðîïèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îáû÷íîé ýíòðîïèè

Ãèááñà [12], [11]. Ãðóáàÿ ýíòðîïèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

s(t) = −
∑

m,n,k,l

dµρ(xm, yn, uk, vl, t) ln ρ(xm, yn, uk, vl, t)

ãäå dµ - ìåðà ýëåìåíòà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,

dµ =
wxwywuwv

(Nk − 1)(Nl − 1)(Nn − 1)(Nm − 1)
,

Nm, Nn, Nk, Nl - êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè ïî x, y, u, v ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñ. 2.6 ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ýíòðîïèè â çàâèñèìîñòè îò

âðåìåíè. Ýíòðîïèÿ èìååò òåíäåíöèþ ê âîçðàñòàíèþ ñî âðåìåíåì.

2.6 Âûâîäû

Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòå-

ìû ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, îöåíèòü ðàçìåð îá-

ëàêà Êîðäûëåâñêîãî è åãî ôîðìó ïðè äîïóùåíèÿõ ìîäåëè. ×èñëåííîå èí-

òåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøå-

íèÿ ïîêàçûâàåò ôîðìèðîâàíèå ñïëî÷åííîãî ó÷àñòêà â òåêóùåì ïîëîæå-

íèè òî÷êè ïðè äâèæåíèè âäîëü ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè. ×èñëåííûé

àíàëèç äîêàçûâàåò âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ îáëàêîâ ïûëè. Ïëîòíîñòü,

ôîðìà ñêîïëåíèÿ íå ïîñòîÿííû âäîëü ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

46



Ðèñ. 2.3: Ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê

P1, P2, P3 ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ (P (x0, y0, u0, v0) = P2, σ1 = 10, σ2 = 80, t0 =

−150T ; îêðåñòíîñòè òî÷åê P2, P3, P1 ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòàì âðåìåíè: tP2 = 0,

tP3 = 0.3024T , tP1 = 0.5T , ãäå T - ïåðèîä. ρ̃max1 = 0.473706, ρ̃max2 = 0.861971,

ρ̃max3 = 0.498954).
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Ðèñ. 2.4: Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ρ̃ â îêðåñòíîñòè òî÷åê P1, P2, P3 â çàâèñèìîñòè îò

âðåìåíè tPi−t0
T

, i=1, 2, 3, ñîîòâåòñòâåííî. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñì. íà

ðèñ.2.3.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà îñíîâàíèè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ëè-

óâèëëÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè îáëàêà Êîðäûëåâñêîãî, ïî-

êàçàííûìè â ðàáîòå [21] ïóòåì òî÷å÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ìîäåëè îáðàçîâàíèÿ ñêîïëåíèé êîñìè÷å-

ñêèõ ÷àñòèö ïîêàçàëè êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ñ èçâåñòíûìè íàáëþäå-

íèÿìè ñêîïëåíèé òðîÿíñêèõ àñòåðîèäîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ.2.1.
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Ðèñ. 2.5: Çíà÷åíèÿ ρsum â îêðåñòíîñòè òî÷åê P1, P2, P3 â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
tPi−t0

T
,

i=1, 2,3, ïîñòðîåíèå ãðàôèêà âåäåòñÿ ñ ìîìåíòà tPi − t0 = 15T . Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

èíòåãðèðîâàíèÿ ñì. ðèñ.2.3.
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Ðèñ. 2.6: Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ãðóáîé ýíòðîïèè s â îêðåñòíîñòè òî÷åê P1, P2, P3 îò

âðåìåíè tPi−t0
T

(i=1, 2, 3, T - ïåðèîä), ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: P (x0, y0, u0, v0) = P2,

σ1 = 10, σ2 = 80, t0 = −150T ; îêðåñòíîñòè òî÷åê P2, P3, P1 ñîîòâåòñòâóþò ìîìåí-

òû âðåìåíè: tP2 = 0, tP3 = 0.3024T , tP1 = 0.5T . Ïîëó÷åííàÿ ãðóáàÿ ýíòðîïèÿ èìååò

òåíäåíöèþ ê âîçðàñòàíèþ äî íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî ðàññìîò-

ðåííîãî ó÷àñòêà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ãëàâà 3

Ñâåòîâîå äàâëåíèå â çàäà÷å

Ñîëíöå � Çåìëÿ � Ëóíà � ×àñòèöà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ îãðàíè÷åííàÿ êðóãîâàÿ çàäà÷à òðåõ òåë Çåì-

ëÿ � Ëóíà � ×àñòèöà, ïðè ó÷åòå âëèÿíèÿ íà ×àñòèöó ãðàâèòàöèîííîãî è

ñâåòîâîãî âîçäåéñòâèÿ Ñîëíöà. Íàçûâàåìîå ðàäèàöèîííûì äàâëåíèåì â

ðÿäå èíîñòðàííûõ èñòî÷íèêîâ [29], ñâåòîâîå äàâëåíèå îáóñëîâëåíî ñòîëê-

íîâåíèåì ïîòîêà ôîòîíîâ ñ ïîâåðõíîñòüþ òåëà è ïåðåäà÷å èìïóëüñà, ñî-

ãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñâåòîâîå äàâëå-

íèå ââîäèòñÿ ÷åðåç ïîíèæàþùèé êîýôôèöèåíò (1 − ε) ïåðåä ôóíêöèåé

ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Ñîëíöà. Â ïåðâîé è âòîðîé ãëàâå ðàññìàò-

ðèâàëàñü ïëîñêàÿ áèöèðêóëÿðíàÿ çàäà÷à ÷åòûðåõ òåë, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ε = 0. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ÷àñòèöû: ðàçìåðà,

ôîðìû, ïëîòíîñòè, îòðàæàþùåãî ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ìåëêèõ ïû-

ëåâûõ ÷àñòèö ñèëà ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà ñîèçìåðèìà ñ

ñèëîé ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ. Ýòî âûçâàëî ãèïîòåçó, ÷òî îáëàêà Êîðäûëåâ-

ñêîãî ñîñòîÿò èìåííî èç òàêèõ ÷àñòèö è íàõîäÿòñÿ â áëèçêîé îêðåñòíîñòè

òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè.
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Â ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ïîèñêà ïåðèîäè÷å-

ñêèõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè Çåìëÿ �

Ëóíà äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïîíèæàþùåãî êîýôôèöèåíòà è èññëåäî-

âàíà èõ óñòîé÷èâîñòü. Ïîñòðîåíà íåïîëíàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

çàâèñèìîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ îò êîýôôè-

öèåíòà.

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ×àñòèöû â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà, Çåìëè è Ëó-

íû, ñ ó÷åòîì ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ Ñîëíöà.

Fs

Ðèñ. 3.1: Áèöèðêóëÿðíàÿ çàäà÷à ÷åòûðåõ òåë: Oxy - ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, Î

ñîâåðøàåò êðóãîâîå äâèæåíèå âîêðóã S, E è M äâèæóòñÿ âîêðóã ñâîåãî áàðèöåíòðà

Î, Fs - ñèëà ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ.

Äâèæåíèå ×àñòèöû ðàññìàòðèâàåì âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäè-

íàò Îõó ñ öåíòðîì â òî÷êå Î - áàðèöåíòðå ñèñòåìû Çåìëÿ-Ëóíà, îñü õ

íàïðàâëåíà îò Çåìëè ê Ëóíå (ðèñ. 3.1). Ïåðèîä îáðàùåíèÿ ðàññìàòðèâà-
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åìîé ñèñòåìû ðàâíÿåòñÿ îäíîìó ñèíîäè÷åñêîìó ìåñÿöó (29äíåé 12÷àñîâ

44ìèíóò). Çà íà÷àëüíîå âðåìÿ t = 0 ïðèíÿò ìîìåíò ïîëíîëóíèÿ, òî åñòü

êîãäà Ñîëíöå, Çåìëÿ è Ëóíà íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé. Åñëè ïðèíÿòü

çà åäèíèöû ìàññû è äëèíû ñóììó ìàññ ñèñòåìû Çåìëè - Ëóíû è ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó íèìè, à çà åäèíèöó âðåìåíè - âåëè÷èíó, íîðìàëèçóþùóþ

ãðàâèòàöèîííóþ ïîñòîÿííóþ, òî ëàãðàíæèàí ×àñòèöû â ïîäâèæíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ëàãðàíæèàíà (1.2.1) ñîìíîæèòåëåì

(1− ε) ïåðåä ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì Ñîëíöà:

L = 1
2R

2ω2 + Rω(sẋ + cẏ) + Rω(cx − sy) + 1
2(ẋ

2 + ẏ2) + 1
2(x

2 + y2) +

(xẏ − yẋ) + (1− µ)e−1 + µl−1 + (1− ε)ω2R3r−1,

e = ((x+ µ)2 + y2)
1
2 ,

l = ((1− x− µ)2 + y2)
1
2 ,

r = ((Rc+ x)2 + (−Rs+ y)2)
1
2 ,

ãäå µ = 0.0122 - ìàññà Ëóíû, s = sin p, c = cos p, p = (1 − ω)t -

óãîë ïîâîðîòà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæ-

íîé, ω = 1/13.36 - àáñîëþòíàÿ îðáèòàëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîäâèæíîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò, e, l, r - ðàññòîÿíèÿ îò ÷àñòèöû äî Çåìëè, Ëóíû, Ñîëí-

öà, ñîîòâåòñòâåííî, R=389.18 - ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðîì ìàññ Ñîëíöà

è áàðèöåíòðîì ñèñòåìû Çåìëÿ-Ëóíà.

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ×àñòèöû â ôîðìå Ëàãðàíæà â áåçðàçìåð-

íûõ åäèíèöàõ èìåþò âèä

ẋ = u, ẏ = v,

u̇ = 2v + (1− (1− ε)ω2)x+ 3(1− ε)ω2 cos p(x cos p− y sin p)− (3.1.1)

−(1− µ)(x+ µ)r−3 + µ(1− µ− x)l−3 +Rεω2 cos p,
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v̇ = −2u+ (1− (1− ε)ω2)y − 3(1− ε)ω2 sin p(x cos p− y sin p)−

−(1− µ)yr−3 + µyl−3 −Rεω2 sin p,

Ïðåäñòàâëåííûé âèä óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò ïðè îòáðàñûâàíèè

ñëàãàåìûõ ëàãðàíæèàíà ïîðÿäêà 1/R. Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ïåðèî-

äè÷íû ñ ïåðèîäîì T = 2π/(1 − ω). Îòáðàñûâàåìàÿ ÷àñòü íà ÷èñëåííûå

ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðèîäè÷åñêèå

äâèæåíèÿ, îõâàòûâàþùèå òî÷êó L4. Äëÿ òî÷êè L5 îæèäàþòñÿ ñèììåò-

ðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îñè Îõ ðåçóëüòàòû.

3.2 Çàâèñèìîñòü ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ îò ôèçè÷åñêèõ

ïàðàìåòðîâ ÷àñòèöû

Äëÿ ñîîòíåñåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïûëåâûõ ÷àñòèö è çíà÷åíèÿ ïîíèæàþùåãî

êîýôôèöèåíòà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâåòîâîãî äàâëå-

íèÿ [8]:
Fñâ.äàâ.

mp
= kP0

S

mp

(
a′

r

)2

,

ãäåmp è S - ìàññà è ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâåííî, k=1 â ñëó-

÷àå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, k=1.44 â ñëó÷àå äèôôóçíîãî ðàññåèâàíèÿ,

P0 = 4.65 · 10−6 Í
ì2 , a

′ - ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îò Ñîëíöà äî Çåìëè.

Òîãäà ââåäåííûé ïàðàìåòð ε âûïèñûâàåòñÿ â âèäå

ε =
Fñâ.äàâ

Fs
=
kP0Sa

′2

γmpmS
,

ãäå FS - ñèëà ïðèòÿæåíèÿ äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû Ñîëíöà,

γ -ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, mS - ìàññà Ñîëíöà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

54



ïîíèæàþùèé êîýôôèöèåíò ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí îòíîøåíèþ ïëîñêî-

ñòè ñå÷åíèÿ ÷àñòèöû ê åå ìàññå, òî åñòü îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ðàçìåðó

÷àñòèöû. Åñëè ðàññìîòðåòü äîïóùåíèÿ

� ÷àñòèöà èìååò ôîðìó øàðà ðàäèóñà σ,

� ïëîòíîñòü ÷àñòèöû ðàâíà 2ã/ñì3,

� äèôôóçíîå ðàññåèâàíèå ñâåòà íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû, ò.å. k=1.44,

òî εσ = 4.23316 · 10−7ì.

Íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ε è ðàäèóñîâ ÷àñòèöû ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

ε σ

1 4.23316 · 10−7 ì

0.1 4.23316 · 10−6 ì

0.01 4.23316 · 10−5ì

0.001 4.23316 · 10−4 ì

0.0001 4.23316 · 10−3 ì

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [38]

â äâà ðàçà, îäíàêî â ýòîé ñòàòüå íå êîíêðåòèçèðóþòñÿ ïàðàìåòðû ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ÷àñòèöû. Òàêæå íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðàçìåðå ÷àñòè-

öû ìåíåå 10−7ì îïèñàííàÿ âûøå ôîðìóëà ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ íå âåðíà:

ïðîèñõîäèò ðýëååâñêîå ðàññåÿíèå - ðàññåÿíèå ñâåòà íà îáúåêòàõ, ðàçìåðû

êîòîðûõ ìåíüøå äëèíû âîëíû ñâåòà. Ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ε è ðà-

äèóñà ÷àñòèöû ïîêàçàíû â ðàáîòå [29], êðîìå òîãî, ïðèâåäåíû èçâåñòíûå

äàííûå î ôîðìå, ñîñòàâå è ïëîòíîñòÿõ êîñìè÷åñêèõ ïûëèíîê.
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3.3 Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòü

Ïóñòü ξ = (x, y, u, v)T , òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ×àñòèöû (3.1.1)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå

ξ̇(ξ0, t) = F (ξ(ξ0, t), t),

ãäå ξ0 = ξ(ξ0, 0) � íà÷àëüíîå óñëîâèå. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿ-

þòñÿ ÷èñëåííî ïî ìåòîäó Íüþòîíà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñîïðÿæåí-

íûõ óðàâíåíèé

Ȧ(t) =
∂F

∂ξ
A(t),

A(t) =
∂ξ(ξ0, t)

∂ξ0
, A(0) = E,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Óòî÷íåíèå δξ0 íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïåðè-

îäè÷åñêèõ äâèæåíèé ñ ïåðèîäîì Ò ïî ìåòîäó Íüþòîíà ïîëó÷àåòñÿ èç

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(A(T )− E)δξ0 = ξ0 − ξ(ξ0, T ).

Äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ξ0 ïðè ε = 0 âûáèðàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ èçâåñòíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ èç ðàçäåëà 1.2.1. Ïðîâîäèòñÿ

èòåðàöèÿ ìåòîäà Íüþòîíà äî äîñòèæåíèÿ æåëàåìîé òî÷íîñòè íà÷àëüíûõ

óñëîâèé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Ïîñëå ýòîãî ïàðàìåòð ε óâåëè÷èâà-

åòñÿ è îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ íîâîé îðáèòû, ñîîòâåòñòâó-

þùåé óâåëè÷åííîìó çíà÷åíèþ ε. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ξ0 äëÿ èòåðà-

öèè áåðåòñÿ èç ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ïîëó÷åííîé äëÿ ïðåäûäóùåãî

çíà÷åíèÿ ε.
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Ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå óñòîé÷èâî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, åñëè ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ìîíîäðîìèèA(T ) ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ

ðàâíû åäèíèöå.

3.4 Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû

Íà ðèñ. 3.3-3.6 ïîñòðîåíû äèàãðàììû, ïîêàçûâàþùèå çàâèñèìîñòü íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ñ ïåðèîäîì T (T- ñèíî-

äè÷åñêèé ìåñÿö) îò ïàðàìåòðà ε. Ýòè äèàãðàììû ïðåäñòàâëåíû íà ïëîñ-

êîñòÿõ Oεx, Oεy, Oεu, Oεv, ãäå x, y, u, v - íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïåðè-

îäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. ×èñëåííî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè áèôóðêàöèé.

Èç òî÷êè À ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ñòðîÿòñÿ äî F(0.504301, 0.456801,

-0.820447,-0.647266), ãäå ε=0.031225; èç òî÷êè B ïåðèîäè÷åñêèå îðáè-

òû ïðîäîëæåíèåì ïî ïàðàìåòðó ε ñòðîÿòñÿ äî E(0.272048, 0.919739, -

0.029723,0.111899), ãäå ε = 6.322 · 10−5.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ äàþò ïðåäñòàâëåíèå î ðàñïðåäåëåíèè è

ìèãðàöèè ïûëåâûõ ÷àñòèö â çàâèñèìîñòè îò èõ ðàçìåðà â îêðåñòíîñòè

ñèñòåìû Çåìëÿ-Ëóíà.
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Ðèñ. 3.2: Íåêîòîðûå òèïû îðáèò. Áóêâàìè À è Â îòìå÷åíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ óñòîé-

÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïðè ε = 0. Ñ - íåóñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåê-

òîðèÿ, îõâàòûâàþùàÿ L4 ïðè ε = 0.
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Ðèñ. 3.3: Çàâèñèìîñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ îò ε. Èç òî÷-

êè À ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ñòðîÿòñÿ äî F(0.504301, 0.456801, -0.820447,-0.647266),

ãäå ε=0.031225; èç òî÷êè B ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ïðîäîëæåíèåì ïî ε ñòðîÿòñÿ äî

E(0.272048, 0.919739, -0.029723,0.111899), ãäå ε = 6.322 · 10−5.
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Ðèñ. 3.4: Çàâèñèìîñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ îò ε.
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Ðèñ. 3.5: Çàâèñèìîñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ îò ε.

61



Ðèñ. 3.6: Çàâèñèìîñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ îò ε.
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Ðèñ. 3.7: 1. Îðáèòû ñ ïåðèîäîì â îäèí ìåñÿö ïðè ε = 0.0005, 0.002, 0.005, 0.01,

(σ ≈ 0.84 ∗ 10−3m, 2.11 ∗ 10−4m, 0.84 ∗ 10−4m, 4.23 ∗ 10−5m), ëèíèÿìè îäíîãî öâåòà

ïîìå÷åíû òî÷êè ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïðè ðàçíûõ ε, ñîîòâåòñòâåííî ïðè iT/8, i =

0, ..7. 2. Îðáèòà ñ ïåðèîäîì â äâà ìåñÿöà ïðè ε = 0.01.
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Çàêëþ÷åíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè îáëà-

ñòåé ñêîïëåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ïûëåâûõ ÷àñòèö è àñòåðîèäîâ â Ñîëíå÷íîé

ñèñòåìå.Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âîçìóùàþùèå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà

îòíîñèòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ÷àññòèö.

Â ïëîñêîé êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë Çåìëÿ-Ëóíà-

×àñòèöà âû÷èñëåíà âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè

ïðè ó÷åòå ñïëþñíóòîñòè ôîðìû Çåìëè è Ëóíû ñ çàäàíèåì èõ ãðàâè-

òàöèîííûõ ïîòåíöèàëîâ â ôîðìå ïîòåíöèàëà Êèñëèêà.

Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò è äèíàìèêà ÷àñòèö â èõ

îêðåñòíîñòè, îáóñëîâëåííûå ãðàâèòàöèîííûì ïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùå-

íèåì îò Ñîëíöà. Ïîëó÷åíû îöåíêè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïðè

ó÷åòå ïðîñòðàíñòâåííûõ âîçìóùåíèé îò íàêëîíåíèÿ è ýëëèïòè÷íîñòè îð-

áèò îñíîâíûõ òåë.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû îáëàñòåé ñêîïëåíèÿ ÷àñòèö ïðåäëîæåí ìå-

òîä, îñíîâàííûé íà ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ Ëèóâèëëÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íàõîæ-

äåíèÿ ÷àñòèö â çàäàííûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà. Íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà

îïðåäåëåíû ìåñòîïîëîæåíèå è ðàçìåðû òàêèõ ñêîïëåíèé.

Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â îêðåñòíîñòè òðåóãîëü-
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íûõ òî÷åê ëèáðàöèè â êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë Ñîëíöå-

Þïèòåð-×àñòèöà (Òðîÿíñêèå àñòåðîèäû), è â îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâîãî

ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë Çåì-

ëÿ � Ëóíà � ×àñòèöà ñ ó÷åòîì âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà (îáëàêà Êîðäû-

ëåâñêîãî).

Ïîñòðîåíû êàðòèíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ÷àñòèö. Âû÷èñëåíà ãðó-

áàÿ ýíòðîïèÿ, ñîãëàñóþùàÿñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ôèçè÷åñêèìè çàêîíà-

ìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò ñ àñòðîíîìè÷åñêèìè

íàáëþäàåìûìè. Äàíî îáúÿñíåíèå ïðèðîäû íåïîñòîÿíñòâà â íàáëþäåíèÿõ

îáëàêîâ Êîðäûëåâñêîãî.

×èñëåííî íàéäåíû îñíîâíûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû â îêðåñòíîñòè

òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè ñèñòåìû Çåìëÿ � Ëóíà � ×àñòèöà ïðè ó÷å-

òå ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ è ãðàâèòàöèîííîãî âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà. Îïðå-

äåëåíû óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïîñòðîåíû

áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû çàâèñèìîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ïåðè-

îäè÷åñêèõ äâèæåíèé îò ïàðàìåòðà ϵ, õàðàêòåðèçóþùåãî ñâåòîâîå äàâëå-

íèå. Äàíî îáîñíîâàíèå íåïîñòîÿíñòâà ñâå÷åíèÿ îáëàêîâ Êîðäûëåâñêîãî.

65



Ëèòåðàòóðà

[1] Àêñåíîâ Å. Ï., Ãðåáåíèêîâ Å. À., Äåìèí Â. Ã. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à

äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ è åå ïðèìåíåíèå â òåîðèè äâèæåíèÿ èñ-

êóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè // Àñòðîíîìè÷åñêèé æóðíàë. � 1963.

� Ò. 40, âûï. 2. � Ñ. 363-375.

[2] Áåëåöêèé Â.Â. Î÷åðêè î äâèæåíèè êîñìè÷åñêèõ òåë. � Ì.: Íàóêà,

1977. � Ñ. 432.

[3] Áåëåöêèé Â.Â., Ïîíîìàðåâà Î.Í. Ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç óñòîé÷è-

âîñòè îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå // Êîñìè÷.

èññëåäîâàíèÿ. � 1990. � Ò. 28, No 5. � Ñ. 664-675

[4] Áåëåöêèé Â. Â., Ðîäíèêîâ À. Â. Òî÷êè ëèáðàöèè îáîáùåííîé îãðà-

íè÷åííîé êðóãîâîé çàäà÷è òðåõ òåë â ñëó÷àå ìíèìîãî ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ïðèòÿãèâàþùèìè öåíòðàìè // Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. � 2012.

� Ò. 8, �5. � Ñ. 931�940.

[5] Áóðîâ À., Íèêîíîâ Â. Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ

êîíôèãóðàöèé â çàäà÷å î äâèæåíèè ïðîâîëî÷íîãî òðåóãîëüíèêà è

òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ñèë âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ // Òðóäû 12 Âñå-

ðîññèéñêîãî ñîâåùàíèÿ ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ (ýëåêòðîííûé ðå-

ñóðñ). � 2014. � Ñ. 1851�1862.

66



[6] Ãèááñ Äæ.Â. Îñíîâíûå ïðèíöèïû ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. � Ì.-Ë.:

ÃÈÒÒË, 1946. � Ñ. 204.

[7] Äåìèí Â.Ã. Äâèæåíèå èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà â íåöåíòðàëüíîì ïî-

ëå òÿãîòåíèÿ. � Ì.:Íàóêà, 1968. � Ñ. 240.

[8] Äóáîøèí Ã.Í. Ñïðàâî÷íîå ðóêîâîäñòâî ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå è àñò-

ðîäèíàìèêå. � Ì.: Íàóêà. Ãëàâ. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., 1976. � Ñ. 864.

[9] Êàðàïåòÿí À.Â., Ñàõîêèà È.Ä. Î áèôóðêàöèè è óñòîé÷èâîñòè ñòà-

öèîíàðíûõ äâèæåíèé äâóõ ãðàâèòèðóþùèõ òåë // Ïðèêë. ìàòåì. è

ìåõàí. � 1992. Ò. 56, Âûï. 6. � Ñ. 935-938.

[10] Êèñëèê Ì.Ä. Äâèæåíèå èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà â íîðìàëüíîì ãðà-

âèòàöèîííîì ïîëå Çåìëè // Ñá. Èñêóññòâåííûå ñïóòíèêè Çåìëè. �

1960, Âûï. 4. � Ñ. 13-17.

[11] Êîçëîâ Â.Â. Àíñàìáëè Ãèááñà è íåðàâíîâåñíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìå-

õàíèêà. � ÍÈÖ ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, Ì.�Èæåâñê,

2008. � Ñ. 203.

[12] Êîçëîâ Â.Â., Òðåùåâ Ä.Â. Òîíêàÿ è ãðóáàÿ ýíòðîïèÿ â çàäà÷àõ ñòà-

òèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè // ÒÌÔ. � 2007, Ò.151, �1. � Ñ. 120�137.

[13] Êîçëîâ Â.Â. Ôëóêòóàöèè àíñàìáëåé Ãèááñà //Äîêëàäû Àêàäåìèè

íàóê. � 2014. � Ò. 458, � 1. � Ñ. 22-26.

[14] Ëåîíòîâè÷ À.Ì. Îá óñòîé÷èâîñòè ëàãðàíæåâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë // ÄÀÍ ÑÑÑÐ. � 1962. � Ò.142,

�3.

67



[15] Ëèäîâ Ì.Ë., Îõîöèìñêèé Ä.Å., Òåñëåíêî Í.Ì. Èññëåäîâàíèå îäíîãî

êëàññà òðàåêòîðèé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë // Êîñìè÷. èññëå-

äîâàíèÿ. � 1964. � Ò.2, �6. � Ñ.843-852

[16] Ìàðêååâ À.Ï. Îá óñòîé÷èâîñòè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè â êðó-

ãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë // ÏÌÌ. � 1969. � Ò.33, �1. �

Ñ. 112-114.

[17] Ìàðêååâ À. Ï. Òî÷êè ëèáðàöèè â íåáåñíîé ìåõàíèêå è êîñìîäèíàìè-

êå. � Ì.: Íàóêà, 1978. � Ñ. 312.

[18] Ïîëÿõîâà Å. Í.,Êîñìè÷åñêèé ïîë¼ò ñîëíå÷íûì ïàðóñîì: ïðîáëåìû

è ïåðñïåêòèâû. � Ì.:Íàóêà, 1986. � Ñ. 304.

[19] Ðîäíèêîâ À. Â. Êîìïëàíàðíûå òî÷êè ëèáðàöèè îáîáùåííîé îãðàíè-

÷åííîé êðóãîâîé çàäà÷è òðåõ òåë â ñëó÷àå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ

ìàññ ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ // Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. � 2013. � Ò.

9, �4. � Ñ. 697�710.

[20] Ðîäíèêîâ À. Â. Òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè îáîáùåííîé îãðàíè-

÷åííîé êðóãîâîé çàäà÷è òðåõ òåë â ñëó÷àå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ

ìàññ ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ // Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. � 2014. � Ò.

10, � 2. � Ñ. 213�222.

[21] Ñàëüíèêîâà Ò.Â., Ñòåïàíîâ Ñ.ß. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáðàçîâà-

íèÿ êîñìè÷åñêèõ ïûëåâûõ îáëàêîâ Êîðäûëåâñêîãî // Äîêëàäû ÐÀÍ.

� 2015. � Ò. 463, � 2. � Ñ. 164�167.

68



[22] Ñàëüíèêîâà Ò.Â., Ñòåïàíîâ Ñ.ß., Øóâàëîâà À.È. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìî-

äåëü îáëàêîâ Êîðäûëåâñêîãî // Äîêëàäû ÐÀÍ. � 2016. � Ò.468, �3.

� Ñ. 24-29.

[23] Ñåáåõåé Â. Òåîðèÿ îðáèò, îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à òðåõ òåë. � Ì.:Íàóêà,

1982. � Ñ. 656.

[24] Òðåùåâ Ä.Â., Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ, çàâè-

ñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ // ÏÌÌ. � 1992. � Ò. 56, âûï. 4. � Ñ. 587-595.

[25] Øóâàëîâà À.È. Î âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè êîñìè÷åñêèõ ïûëåâûõ îáëà-

êîâ Êîðäûëåâñêîãî // Òåçèñû êîíôåðåíöèè-êîíêóðñà ìîëîäûõ ó÷å-

íûõ Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîãî èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. 12-14 îêòÿáðÿ 2015 ãîäà. � 2015. � Ñ.

[26] Øóâàëîâà À.È. Îá óðàâíåíèÿõ Ëèóâèëëÿ äëÿ êîñìè÷åñêèõ ïûëåâûõ

îáëàêîâ Êîðäûëåâñêîãî // Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìà-

òè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìåõàíèêå. Òåçèñû äîêëàäîâ. (03�07

èþëÿ 2015 ã., ã. Ñóçäàëü, Âëàäèìèðñêàÿ îáë.). Ì.: ÌÈÀÍ. � 2015. �

C. 152.

[27] Øóâàëîâà À.È. Î ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèòàõ ÷àñòèöû â ñèñòåìå Çåìëÿ-

Ëóíà-Ñîëíöå // XI Âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî ôóíäàìåíòàëüíûì ïðî-

áëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè. Àííîòàöèè äîêëà-

äîâ. (Êàçàíü, 20 - 24 àâãóñòà 2015 ã.). � Èçäàòåëüñòâî Êàçàíñêî-

ãî (Ïðèâîëæñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà Êàçàíü. � 2015. � Ñ.

312-312.

69



[28] Øóâàëîâà À.È. Î ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèòàõ ÷àñòèöû â ñèñòåìå Çåìëÿ-

Ëóíà-Ñîëíöå // Ñáîðíèê òðóäîâ XI Âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî ôóíäà-

ìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè (Êà-

çàíü, 20-24 àâãóñòà 2015 ã.). � Èçäàòåëüñòâî Êàçàíñêîãî (Ïðèâîëæ-

ñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà Êàçàíü. � 2015. � Ñ. 4262�4263.

[29] Burns J. A., Lamy P. L., Soter S. Radiation forces on small particles in

the Solar System // Icarus. � 1979. � Vol. 40. � P. 1-48.

[30] Cronin J., Richards P.B., Russell L.H. Some Periodic Solutions of a

Four-Body Problem // Icarus. � 1964. � Vol. 3. � P.423-428.

[31] Fahnestock E.G., Lee T., Leok M., McClamroch N.H., Scheeres D.J.

Polyhedral potential and variational integrator computation of the full

two body problem // Proc. AIAA/AAS Astrodynamics Specialist Conf.

AIAA. � 2006. � P.6289.

[32] Igenbergs, et al., The Munich Dust Counter -A cosmic dust experiment

on board of the MUSES-A Mission of Japan // proceedings of the 126th

IAU Colloquium, Kyoto, Japan, 1990.

[33] Kamel A.A. Perturbation theorybased on Lie transforms and its

application to the stability of motion near sun-perturbed Earth-Moon

triangular libration points // NASA, CR 1622. � 1970.

[34] Kolenkiewicz R., Carpenter L. Stable periodic orbits about the Sun

perturbed Earth-Moon triangular points // AIAA Journal. � 1968. �

Vol. 6, no. 7. � P. 1301-1304.

70



[35] Kordylewski K. Photographische Untersuchungen des Librationspunktes

im System Erde-Mond // Acta Astronomica. � 1961. � Vol. 11. � P. 165.

[36] Kunitsyn A.L., Perezhogin A.A. On the stability of triangular libration

points of the photogravitational restricted circular three-body problem

// Celestial Mechanics. � 1978. � Vol. 18, no. 4. � P. 395-408.

[37] Laufer R., et al. The Kordylewsky Clouds - an Example for a Cruise

Phase Observation During the Lunar Mission BW1 // 11th ISU Annual

International Symposium. � 2007.

[38] Mignard F. Stability of L4 and L5 against radiation pressure // Celestial

Mechanics. � 1984. � Vol. 34, no. 1. � P. 275-287.

[39] Radzievskii, V. V. ¾A mechanism for the disintegration of asteroids and

meteorites¿ // Doklady Akademii Nauk SSSR. � 1954. � P. 49�52.

[40] Radzievskii, V. V. Gravitational capture of cosmic dust by Sun and

planets and evolution of the circumterrestrial cloud. // Sov. Astron. AJ.

� Vol. 11. � 1967. � P. 128-136.

[41] Radzievskii, V.V. The Restricted Problem of Three Bodies Taking

Account of Light Pressure // Astronomical Journal. � 1950. � Vol. 27. �

P. 249.

[42] Roach J.R. Counterglow from the Earth-Moon libration points //

Planetary and Space Science. � 1975. � Vol. 23, no. 1. � P. 173-181.

[43] Roosen, R. G. Earth's Dust Cloud // Nature. � 1971. � Vol. 229. � P.

478-480.

71



[44] Roosen, R. G. A photographic investigation of the gegenschein and the

Earth-Moon libration point L5 // Icarus. � 1968. � Vol. 9. � P. 429-439.

[45] Roosen, R. G., Wol�, C. L. // Nature. � 1969. � Vol. 224. � P. 571.

[46] Salnikova T., Shuvalova A. The special case of the three body problem,

when gravitational potential is given as the Êislik potential // ISSN

1743-9213. Complex Planetary Systems. Proceedings of the International

Astronomical Union. Cambridge University Press. � 2014. � Vol. 9, no.

310. � P. 45�48.

[47] Salnikova T., Stepanov S. On the Kordylewski cosmic dust clouds

// Mechanics - Seventh Polyakhov's Reading, 2015 International

Conference on, pp.1-3, 2-6 Feb. 2015.

[48] Salnikova T., Stepanov S. On the lagrange libration points of

the perturbed earth-moon system // ISSN 1743-9213. Complex

Planetary Systems. Proceedings of the International Astronomical

Union. Cambrigge University Press. � 2014. � Vol. 9, no. 310. � P.

192�193.

[49] Schechter H.B. Three-dimensional nonlinear stability analysis of the sun-

perturbed earth-moon equilateral points // AIAA J. � 1968. � Vol. 6.

no. 7. � P. 1223-1228.

[50] Scheirich P. Asteroid (and Comet) Groups. 2005, URL:

http://sajri.astronomy.cz/asteroidgroups/groups.htm

72



[51] Simo C., Jorba A., Masdemont J., Gomez G. Dynamics and Mission

Design Near Libration Points. Vol. IV: Advanced Methods for Triangular

Points. � World Scienti�c Publishing Company. � 2001. � P. 263.

[52] Simo C., Libre J., Martinez R., Gomez G. Dynamics and Mission Design

Near Libration Points. Vol. II: Fundamentals: The Case of Triangular

Libration Points. � World Scienti�c Publishing Company. � 2001. � P.

159.

[53] Simpson J. Dust Cloud Moons of the Earth // Physics Today. � 1967. �

Vol. 20, no. 2, P.39-46.

[54] Valdes Fr. A Search for Objects near the Earth-Moon Lagrangian Points

// Icarus. � 1983. � Vol. 53, P.453-457.

[55] Winiarsky M., Photographic observations of the cloud in the

neighbourhood of the libration poin L5 of the Earth-Moon system //

Earth, Moon, and Planets. � 1989. � Vol. 47. � P. 193-215.

73


