
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè
ÓÄÊ 517.547.22

Ìûøàêîâ Ôåäîð Ñåðãååâè÷

Ðàçâèòèå òåîðåìû

Âàëèðîíà�Ãîëüäáåðãà

01.01.01 � âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà � 2016



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:
Ïîïîâ Àíòîí Þðüåâè÷
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà;
Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû:
Õàáèáóëëèí Áóëàò Íóðìèåâè÷,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð
çàâåäóþùèé êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû è ãåîìåòðèè
ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
Áàøêèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà;
Øåðñòþêîâ Âëàäèìèð Áîðèñîâè÷,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî ÿäåðíîãî óíèâåðñèòåòà ÌÈÔÈ;
Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ:
ÔÃÁÎÓ ÂÎ Ìîñêîâñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 21 îêòÿáðÿ 2016 ãîäà â 16 ÷àñîâ
45 ìèíóò íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.85 íà áàçå
Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
ïî àäðåñó: Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, 119991, Ìîñêâà, ÃÑÏ-1, Ëåíèíñêèå
ãîðû, ä. 1, ÌÃÓ, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16-24.
Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Ôóíäàìåíòàëüíîé áèáëèîòåêå
ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó ã. Ìîñêâà, Ëîìîíîñîâñêèé
ïðîñïåêò, ä. 27, ñåêòîð À è íà ñàéòå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà: http://mech.math.msu.su
Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ ñåíòÿáðÿ 2016 ã.

Ó÷¼íûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà
Ä 501.001.85 íà áàçå ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Âëàñîâ Âèêòîð Âàëåíòèíîâè÷

1



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü

Îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
èçó÷åíèå ñâÿçè ìåæäó ñêîðîñòüþ ðîñòà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ öåëîé
ôóíêöèè è ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè å¼ êîðíåé. Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû
öåëûå ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà. Äàííûé ïîäêëàññ
öåëûõ ôóíêöèé íàèáîëåå âîññòðåáîâàí â ïðèëîæåíèÿõ, â íåãî âõîäÿò
ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîëèíîìèàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèÿìè òàêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ
öåëûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, ôóíêöèè Áåññåëÿ (äîìíîæåííûå
íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòåïåíü z), ôóíêöèè Ýéðè, Âåáåðà.

Â êîíöå XIX âåêà ïîÿâèëèñü çíàìåíèòûå òåîðåìû Àäàìàðà1 è Áîðåëÿ2
î ôàêòîðèçàöèè öåëîé ôóíêöèè è ïîðÿäêå êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ýòè òåîðåìû ëåãëè â îñíîâó äàííîãî íàïðàâëåíèÿ.

Ñëåäóþùèé êðóïíûé âêëàä â ðàññìàòðèâàåìóþ òåìàòèêó áûë âíåñ¼í
Âàëèðîíîì3,4 â íà÷àëå XX âåêà. Âî-ïåðâûõ, îí ââ¼ë ïîíÿòèå óòî÷í¼ííîãî
ïîðÿäêà, êîòîðîå ïîçâîëèëî êëàññèôèöèðîâàòü âñå öåëûå ôóíêöèè
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïî ñêîðîñòè ðîñòà ëîãàðèôìà ìàêñèìóìà èõ ìîäóëÿ
â êðóãå. Âî-âòîðûõ, îí âûâåë íåóëó÷øàåìóþ äâóñòîðîííþþ îöåíêó òèïà
öåëîé ôóíêöèè ïðè ïðîèçâîëüíîì óòî÷í¼ííîì ïîðÿäêå ÷åðåç âåðõíþþ
ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà å¼ êîðíåé îòíîñèòåëüíî ýòîãî óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà.
Çàìåòèì, ÷òî â îöåíêå ñâåðõó òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîðÿäîê ôóíêöèè íå
áûë öåëûì ÷èñëîì. Íåóëó÷øàåìîñòü íèæíåé îöåíêè Âàëèðîíà áûëà
äîêàçàíà Ëåâèíûì5, à íåóëó÷øàåìîñòü âåðõíåé îöåíêè � Ãîëüäáåðãîì6.
Ãîëüäáåðã7 â ñëó÷àå, êîãäà âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü ìíîæåñòà êîðíåé öåëîé

1Hadamard J. Essai d` etude des fonctions donn ees par leur d ev eloppement de Taylor // J. Math.
Pure et Appl., 1892, v.8, p. 154��186.

2Borel E. Sur les zeros des fonctions entieres // Acta math., 1897, 20, c. 357�396.
3Valiron G. Sur les fonctions entieres d'or dr e nul et d'or dr e �ni et en particulier des fonctions a

correspondance reguliere //Annales de la fac. sci. de l'univ. Toulouse, 1913, V.5, ser. 3, p. 117�257.
4Valiron G. Lectures on the General Theory of Integral Functions // Privat Toulouse, 1923.
5Ëåâèí Á.ß. Ðàñïðåäåëåíèå êîðíåé öåëûõ ôóíêöèé. Ì., ÃÈÒÒË, 1956.
6Ãîëüäáåðã À.À. Èíòåãðàë ïî ïîëóàääèòèâíîé ìåðå è åãî ïðèëîæåíèå ê òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé.

I // Ìàòåì. ñáîðíèê, 1962, ò. 58, � 3, ñ. 289�334.
7Ãîëüäáåðã À.À. Èíòåãðàë ïî ïîëóàääèòèâíîé ìåðå è åãî ïðèëîæåíèå ê òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé.

III // Ìàòåì. ñáîðíèê, 1964, ò. 65, � 3, ñ. 414�-453.
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ôóíêöèè öåëîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà
êîíå÷íà, ïîñòðîèë íîâûé óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê è ïîëó÷èë íåóëó÷øàåìóþ
îöåíêó ñâåðõó òèïà öåëîé ôóíêöèè ïðè ýòîì íîâîì óòî÷í¼ííîì ïîðÿäêå.

Î÷åíü ìíîãî ðåçóëüòàòîâ â ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêå áûëî ñâÿçàíî ñ
ó÷¼òîì ðàñïðåäåëåíèÿ àðãóìåíòîâ êîðíåé. Óïîìÿíåì îñíîâîïîëàãàþùèå
ðàáîòû Ëåâèíà8, Ïôëþãåðà9,10, Ãîëüäáåðãà6,7,11. Íåìàëî èíòåðåñíûõ
çàäà÷ áûëî ðåøåíî äëÿ ôóíêöèé, âñå êîðíè êîòîðûõ ëåæàò íà
îäíîì ëó÷å. Ýòè âîïðîñû îñâåùåíû â îáçîðå Ëåâèíà, Ãîëüäáåðãà è
Îñòðîâñêîãî12, â í¼ì èìååòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ.

Â òî æå âðåìÿ, íåäàâíÿÿ ñòàòüÿ Ïîïîâà13 ïîêàçàëà, ÷òî è â
êëàññè÷åñêîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè
ñâåðõó ëîãàðèôìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ
çàäàííîé ìàæîðàíòîé ðàäèàëüíîé ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ìíîæåñòâà
êîðíåé îñòàþòñÿ åù¼ èíòåðåñíûå ïðîáëåìû. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå
ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ; èçó÷àþòñÿ êàê ôóíêöèè íåöåëîãî, òàê
è öåëîãî ïîðÿäêà.

Öåëü ðàáîòû

Öåëü íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ðåøåíèè ñëåäóþùèõ çàäà÷:
ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó ñâåðõó ëîãàðèôìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ
öåëîé ôóíêöèè íåöåëîãî ïîðÿäêà ÷åðåç ìàæîðàíòó óñðåäí¼ííîé
ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè å¼ êîðíåé;

íàéòè íåóëó÷øàåìîå âòîðîå ñëàãàåìîå â òåîðåìå Ãîëüäáåðãà îá
àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå ñâåðõó ëîãàðèôìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ öåëîé
ôóíêöèè öåëîãî ïîðÿäêà áåñêîíå÷íîãî òèïà.

8Ëåâèí Á.ß. Î ðîñòå öåëîé ôóíêöèè ïî ëó÷ó è î ðàñïðåäåëåíèè åå íóëåé ïî àðãóìåíòàì //
Ìàòåì. ñáîðíèê, 1937, ò. 2, � 6, ñ. 1097��1142.

9P�uger A. Die Wertverteilung und das Verhalten von Betrag und Argument einer speziellen Klasse
analytischer Functionen I // Comm. Math. Helv. No 11. 1938. P. 180�213.

10A. P�uger. Die Wertverteilung und das Verhalten von Betrag und Argument einer speziellen Klasse
analytischer Functionen II // Comm. Math. Helv. No 12. 1939. P. 25�69.

11Ãîëüäáåðã À.À. Èíòåãðàë ïî ïîëóàääèòèâíîé ìåðå è åãî ïðèëîæåíèå ê òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé.
II // Ìàòåì. ñáîðíèê, 1963, ò. 61, � 3, ñ. 334�349.

12Ãîëüäáåðã À.À., Ëåâèí Á.ß., Îñòðîâñêèé È.Â. Öåëûå è ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè // Èòîãè íàóêè
è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ïðîáë. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâëåíèÿ, 1991, � 85, ñ. 5��185.

13Ïîïîâ À.Þ. Íàèáîëüøèé âîçìîæíûé ðîñò ìàêñèìóìà ìîäóëÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ
íåöåëîãî ïîðÿäêà ñ çàäàííîé ìàæîðàíòîé ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè êîðíåé // Ìàòåì. ñáîðíèê, 2013,
ò. 204, �5, ñ. 67�108.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå
èç íèõ:

Ïîëó÷åí àíàëîã íåðàâåíñòâà Âàëèðîíà�Ãîëüäáåðãà ÷åðåç
óñðåäí¼ííóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà êîðíåé öåëîé ôóíêöèè.

Ïðè íåêîòîðîì óñëîâèè íà óñðåäí¼ííóþ ñ÷èòàþùóþ ôóíêöèþ
ìíîæåñòâà êîðíåé öåëîé ôóíêöèè äîêàçàíà â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå
íåóëó÷øàåìàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñâåðõó ëîãàðèôìà ìàêñèìóìà
ìîäóëÿ.

Äîïîëíåí ðåçóëüòàò Ãîëüäáåðãà äëÿ ñëó÷àÿ öåëîé ôóíêöèè öåëîãî
ïîðÿäêà áåñêîíå÷íîãî òèïà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáîñíîâàíû â âèäå ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
äîêàçàòåëüñòâ è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Òî÷íûå
ôîðìóëèðîâêè óñòàíîâëåííûõ àâòîðîì óòâåðæäåíèé ïðèâåäåíû íèæå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé è
ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé. Èñïîëüçîâàíû, â ÷àñòíîñòè, ìåòîä
Ãîëüäáåðãà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîðíåé êàíîíè÷åñêîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè
ïðèìåíåíèå â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé .

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ
ñåìèíàðàõ:

� Êàôåäðàëüíîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîä
ðóê. ïðîôåññîðà Ò.Ï.Ëóêàøåíêî (ìåõìàò ÌÃÓ, 2015 ã.):

� Ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîä ðóê. ïðîôåññîðà
À.Ì.Ñåäëåöêîãî (ìåõìàò ÌÃÓ, 2012 è 2013 ãã.).
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Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: ¾ÊÐÎÌØ�2013¿ (Êðûì, 2013),
¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàðàòîâ,
2014), ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿ (Êàçàíü,
2015).

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5 ðàáîòàõ àâòîðà (â òîì
÷èñëå 3 ñòàòüÿõ â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ), ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí
â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,
íàñ÷èòûâàþùåãî 22 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè
ñîñòàâëÿåò 83 ñòðàíèöû.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ óòî÷íí¼ííûì
ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Óòî÷í¼ííûì ïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ ρ(r), îïðåäåë¼ííàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà ëó÷å R0 < r < +∞
(÷èñëî R0 ñâî¼ äëÿ êàæäîé òàêîé ôóíêöèè) è îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

∃ lim
r→+∞

ρ(r) = ρ, 0 < ρ < +∞, lim
r→+∞

ρ′(r)r ln r = 0. (1)

Îïðåäåëåíèå 2. Òèïîì ôóíêöèè f ∈ A(C) ïðè óòî÷í¼ííîì ïîðÿäêå
ρ(r) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

σρ(r)(f) = lim sup
r→+∞

r−ρ(r) ln M(f, r). (2)
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Îïðåäåëåíèå 3. Âåðõíåé ïëîòíîñòüþ ìíîæåñòâà êîðíåé ôóíêöèè
f ∈ A(C) îòíîñèòåëüíî óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà ρ(r) íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

Dρ(r)(f) = lim sup
r→+∞

r−ρ(r)nf(r). (3)

Îïðåäåëåíèå 4. Óñðåäí¼ííîé âåðõíåé ïëîòíîñòüþ ìíîæåñòâà êîðíåé
ôóíêöèè f ∈ A(C) îòíîñèòåëüíî óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà ρ(r)

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

D∗
ρ(r)(f) = lim sup

r→+∞
r−ρ(r)Nf(r). (4)

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèÿ Âàëèðîíà:

S(ρ) =

+∞∫
0

r−ρdMp(r) = ρ

+∞∫
0

r−ρ−1Mp(r) dr, (5)

ρ ∈ (0, +∞)\N, p = [ρ], ãäå

Mp(r) = ln

(
max
|w|=r

|Ep(w)|
)

, E0(w) = 1− w, (6)

Ep(w) = (1− w) exp

(
p∑

k=1

wk

k

)
, p ∈ N.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïðàâîìåðíî íàçâàòü òåîðåìîé
Âàëèðîíà-Ãîëüäáåðãà, è ðàçâèòèþ êîòîðîãî ïîñâÿùåíà ðàáîòà, ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì:
Òåîðåìà A (Âàëèðîíà-Ãîëüäáåðãà). Ïóñòü ρ(r) � ïðîèçâîëüíûé

óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê,

lim
r→+∞

ρ(r) = ρ ∈ (0, +∞)\N,

f � ïðîèçâîëüíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà ρ, ìíîæåñòâî êîðíåé
êîòîðîé èìååò êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü îòíîñèòåëüíî ýòîãî
óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà. Òîãäà f èìååò êîíå÷íûé òèï ïðè ïîðÿäêå ρ(r),
è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
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σρ(r)(f) ≤ S(ρ)Dρ(r)(f). (7)
C äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíûé
òèï ïðè ïîðÿäêå ρ(r), äëÿ êîòîðîé íåðàâåíñòâî (7) îáðàùàåòñÿ â
ðàâåíñòâî.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ýòîò ðåçóëüòàò ïåðåíåñ¼í íà ñëó÷àé, êîãäà
çàäàíà óñðåäí¼ííàÿ âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà êîðíåé.
Òåîðåìà 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû À ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

σρ(r)(f) ≤ ρS(ρ)D∗
ρ(r)(f). (8)

è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé íåðàâåíñòâî (8) îáðàùàåòñÿ â
ðàâåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî (8) áûëî èçâåñòíî ðàíåå14 ïðè 0 < ρ < 1 è ëèøü
â ñëó÷àå ρ(r) ≡ r . Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ρ ôóíêöèÿ S(ρ) äîïóñêàåò
ïðîñòîå âûðàæåíèå: S(ρ) = π cosec(πρ), íî ïðè ρ > 1 ôóíêöèÿ S(ρ) íå
ýëåìåíòàðíà. Â îáùåì ñëó÷àå òåîðåìà 1, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ íîâîé.

Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ áîëåå äåòàëüíûé ðåçóëüòàò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî óñðåäí¼ííàÿ ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà êîðíåé (7) äîïóñêàåò
îöåíêó ñâåðõó

Nf(r) ≤ rρ(r) + O(ra), 0 ≤ a < ρ. (9)
è èç íå¼ âûâîäèòñÿ â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå íåóëó÷øàåìàÿ
àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñâåðõó ln M(f, r).

Ñïåðâà ðàññìîòðèì óòî÷í¼ííûå ïîðÿäêè ρ(r), îòëè÷àþùèåñÿ
"ïðàâèëüíîñòüþ" ïîâåäåíèÿ ïðè r → +∞. Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò,
÷òî åñëè ρ(r) � ïðîèçâîëüíûé óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê, lim

r→+∞
ρ(r) = ρ, òî

ôóíêöèÿ
l(r) = rρ(r)−ρ (10)

ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ15 è ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå
ñîîòíîøåíèå

lim
r→+∞

rl′(r)

l(r)
= 0. (11)

14Õàáèáóëëèí Á.Í. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåíèå
ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé. II. Öåëûå ôóíêöèè // Ìàòåì. ñáîðíèê, 2009, ò. 200, �2, ñ. 129�-158.

15Ñåíåòà Å. Ïðàâèëüíî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè. Ì.: Íàóêà, 1985.

6



Ïîòðåáóåì, ÷òîáû óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê óäîâëåòâîðÿë ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) ôóíêöèÿ l(r) ìîíîòîííà,
2) ôóíêöèÿ

wl(r) =
rl′(r)

l(r)
(12)

òàêæå ìîíîòîííà (îíà ìîæåò áûòü ëèáî ïîëîæèòåëüíîé, ëèáî
îòðèöàòåëüíîé) è ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 2. Äàí óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê ρ(r), lim
r→+∞

ρ(r) = ρ ∈ (0, +∞)\N,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâèÿì 1), 2).

Åñëè äëÿ óñðåäí¼ííîé ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ìíîæåñòâà êîðíåé öåëîé
ôóíêöèè f ïîðÿäêà ρ âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñâåðõó (9),
òî

ln M(f, R) ≤ Rρ(R)
(
ρS(ρ)+(ρS ′(ρ)+S(ρ))wl(R)+o(wl(R))

)
, R → +∞.

(13)
Åñëè äëÿ óñðåäí¼ííîé ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè N(r) âîçðàñòàþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {rn}n∈N, lim
n→+∞

rn = +∞,

âûïîëíÿåòñÿ äâóñòîðîííÿÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

rρ(r) + O(ra) ≤ N(r) = O(rτ), r → +∞,

â êîòîðîé τ < [ρ] + 1, òî íàéäóòñÿ ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕn ∈
[π, π) è Rk → +∞ òàêèå, ÷òî äëÿ ëîãàðèôìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà
îêðóæíîñòÿõ |z| = Rk ëþáîé öåëîé ôóíêöèè F , ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé
êîòîðîé åñòü {rne

iϕn}n∈N, ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñíèçó

ln M(F, Rk) ≥ R
ρ(Rk)
k

(
ρS(ρ)+(ρS ′(ρ)+S(ρ))wl(Rk)+o(wl(Rk))

)
, k → +∞.

(14)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê ρ(r). Â
ýòîì îáùåì ñëó÷àå îò ôóíêöèè l íè÷åãî íå òðåáóåòñÿ, êðîìå
âûïîëíåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (11). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ
ïîëîæèòåëüíóþ íåâîçðàñòàþùóþ íà íåêîòîðîì ëó÷å (r0, +∞) ôóíêöèþ
w(r), lim

r→+∞
w(r) = 0. Ââåä¼ì êëàññ L(w), ñîñòîÿùèé ïî îïðåäåëåíèþ
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èç âñåõ òàêèõ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ è äèôôåðåíöèðóåìûõ íà (r0, +∞)

ôóíêöèé l, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

|wl(r)| ≤ w(r).

Îáîçíà÷èì

S1(ρ) =

+∞∫
0

| ln r|r−ρdMp(r), S0(ρ) =

1∫
0

r−ρdMp(r)−
+∞∫
1

r−ρdMp(r), p = [ρ].

(15)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü w : (r0, +∞) → (0, +∞) � ïðîèçâîëüíàÿ
íåâîçðàñòàþùàÿ ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ,
lim

r→+∞
w(r) = 0, ρ(r) � ïðîèçâîëüíûé óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê òàêîé, ÷òî

lim
r→+∞

ρ(r) = ρ ∈ (0, +∞)/N, l(r) = rρ(r)−ρ ∈ L(w). Òîãäà äëÿ ëîãàðèôìà
ìàêñèìóìà ìîäóëÿ öåëîé ôóíêöèè ïîðÿäêà ρ, óñðåäí¼ííàÿ ñ÷èòàþùàÿ
ôóíêöèÿ êîðíåé êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ (9), ñïðàâåäëèâà
àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñâåðõó

ln M(f, R) ≤ Rρ(R)
(
ρS(ρ)+(ρS1(ρ)+S0(ρ))w(R)+o(w(R))

)
, R → +∞.

(16)

Âîïðîñ î íåóëó÷øàåìîñòè âòîðîãî ÷ëåíà â àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå
(16) ïîêà â ïîëíîì îáú¼ìå íå ðåø¼í. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îí íåóëó÷øàåì
ïî ïîðÿäêó ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ρ, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî áëèæàéøåãî
öåëîãî ÷èñëà íå áîëüøå 1/4.

Îáîçíà÷èì ||ρ|| ðàññòîÿíèå îò ρ äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà. Â ãëàâå
I, §4 äîêàçàíû íåðàâåíñòâà

0 < ρS1(ρ) + S0(ρ) <
4ρ

||ρ||2
∀ρ > 0, (17)

à åñëè ρ > 1, òî

ρS ′(ρ) + S(ρ) < −0.55ρ

||ρ||2
, ïðè 0 < {ρ} ≤ 1

4
,

ρS ′(ρ) + S(ρ) >
0.55ρ

||ρ||2
, ïðè 3

4
≤ {ρ} < 1. (18)
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Èç (17), (18) ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R

âåðíà îöåíêà

ln M(f, R) < Rρ(R)
(
ρS(ρ) +

4ρ

||ρ||2
w(R)

)
. (19)

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî åñëè âî âòîðîì ñëàãàåìîì, ñòîÿùåì â ñêîáêàõ â
ïðàâîé ÷àñòè (19), ìíîæèòåëü 4 íåëüçÿ çàìåíèòü íà 1/2, äàæå äîáàâèâ
îñòàòî÷íûé ÷ëåí. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè íàïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ
îöåíêó

ln M(f, R) ≤ Rρ(R)
(
ρS(ρ) +

ρ

2||ρ||2
w(R) + o(w(R))

)
, R → +∞,

òî îíà, âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò íåâåðíà. À èìåííî, â êëàññå L(w), êîãäà
ôóíêöèÿ w ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, äèôôåðåíöèðóåìà è
lim

r→+∞
rw′(r) = 0, íàéä¼òñÿ òàêàÿ ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ l, ÷òî

äëÿ îïðåäåëÿåìîãî åé óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà ρ(r) = ρ+ ln l(r)
ln r (ýòî ðàâåíñòâî

ðàâíîñèëüíî (10)) ïðè ρ > 1 è 0 < ||ρ|| ≤ 1/4 áóäåò ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {zn}n∈Z, |zn| ↑
+∞, óñðåäí¼ííàÿ ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé èìååò àñèìïòîòèêó
N(r) = rρ(r) + O(ra), öåëàÿ ôóíêöèÿ F ïîðÿäêà ρ, èìåþùàÿ ñâîèì
ìíîæåñòâîì êîðíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Rk → +∞ òàêèå, ÷òî

ln M(f, Rk) > R
ρ(Rk)
k

(
ρS(ρ) +

0.55ρ

||ρ||2
w(Rk)

)
. (20)

Âî âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
îöåíêè ñâåðõó ëîãàðèôìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ öåëûõ ôóíêöèé öåëîãî
ïîðÿäêà è áåñêîíå÷íîãî òèïà.

Ãîëüäáåðã7 îáíàðóæèë, ÷òî åñëè ρ(r)�óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê, èìåþùèé
ñâîèì ïðåäåëîì íà áåñêîíå÷íîñòè öåëîå ÷èñëî p, òî âñåãäà íàéä¼òñÿ
öåëàÿ ôóíêöèÿ öåëîãî ïîðÿäêà p, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé íîðìàëüíîãî
òèïà ïðè ïîðÿäêå p, âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü êîðíåé êîòîðîé ïðè óòî÷í¼ííîì
ïîðÿäêå ρ(r) êîíå÷íà, à σρ(r)(f) = +∞. Ïîýòîìó îí ïîñòàâèë è ðåøèë
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çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ïî óòî÷í¼ííîìó ïîðÿäêó ρ(r), lim
r→+∞

ρ(r) = p ∈ N, â
îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå îïòèìàëüíîãî íîâîãî óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà ρ̃(r),
òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè ïîðÿäêà p, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ
ôóíêöèåé íîðìàëüíîãî òèïà, ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ

Dρ(r)(f) < +∞⇒ σρ̃(r)(f) < +∞.

Óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê ρ̃ Ãîëüäáåðã îïðåäåëèë ôîðìóëîé

ρ̃(r) = p +
ln V (r)

ln r
, ãäå (21)

V (r) =

+∞∫
r

tρ(t)−p−1dt, åñëè
+∞∫
r0

tρ(t)−p−1 dt < +∞, (22)

V (r) =

r∫
r0

tρ(t)−p−1dt, åñëè
+∞∫
r0

tρ(t)−p−1 dt = +∞. (23)

Òåîðåìà B. (À.À. Ãîëüäáåðã) Ïóñòü p ∈ N, ρ(r)�ïðîèçâîëüíûé
óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê, lim

r→+∞
ρ(r) = p. Ïóñòü äàëåå f�ïðîèçâîëüíàÿ

öåëàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà p (ïðè óñëîâèè (22) ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå,
÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íîðìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå p),
Dρ(r)(f) < +∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

σρ̃(r)(f) ≤ Dρ(r)(f), (24)
è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íóþ è ïîëîæèòåëüíóþ
ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà êîðíåé îòíîñèòåëüíî ρ(r), äëÿ êîòîðîé ýòî
íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

Ãîëüäáåðã òàêæå äîêàçàë, ÷òî ïîñòðîåííûé óòî÷í¼ííûé ïîðÿäîê
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè:

lim
r→+∞

rρ(r)−ρ̃(r) = 0, (25)

lim
r→+∞

rρ̃(r)−p = 0 â ñëó÷àå(22), (26)

lim
r→+∞

rp−ρ̃(r) = 0 â ñëó÷àå(23). (27)
Â äèññåðòàöèè òåîðåìà B äîïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà óòî÷í¼ííûé

ïîðÿäîê ρ(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (23), lim
r→+∞

ρ(r) = p.
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Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (23),

rρ(r) = O(rp), r → +∞, (28)

è ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
+∞∫
r0

∆+(f, t)t−p−1dt,

òî âåðíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

ln M(f, r) ≤ Dρ(r)(f)rρ̃(r) + O(rp), r → +∞. (29)

C äðóãîé ñòîðîíû, êàêîâû áû íè áûëè ÷èñëî D ∈ (0, +∞), ôóíêöèÿ
H, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå

∆(r) ≡ H(r)−Drρ(r) = o(rρ(r)), r → +∞, (30)

è ñòðåìÿùàÿñÿ ê +∞ (âîîáùå ãîâîðÿ, ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî)
ôóíêöèÿ B, ñóùåñòâóþò öåëàÿ ôóíêöèÿ G ïîðÿäêà p è âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë Rk, lim

k→∞
Rk = +∞, òàêèå,

÷òî âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

nG(r) = H(r) + O(1), r → +∞, (31)

è
ln M(G, Rk) ≥ Dρ(r)(f)R

ρ̃(Rk)
k −B(Rk)R

p
k ∀k ∈ N. (32)

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ñäåëàòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí â (29) o(Rp) âðÿä ëè
âîçìîæíî. Ïîêà íåÿñíî, ìîæíî ëè â (32) âìåñòî ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî
ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè B âçÿòü êîíñòàíòó.

Ðåãóëÿðèçîâàííûì èíòåãðàëîì Âàëèðîíà íàçîâ¼ì ñëåäóþùóþ
âåëè÷èíó

S∞p =

1∫
0

r−pM′
p(r)dr +

+∞∫
1

(
r−pM′

p(r)−
1

r

)
dr. (33)

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

S∞1 = 2, S∞2 =
3

2
+ ln 4, (34)
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äâóñòîðîííèå îöåíêè

2 ln p < S∞p < 2 ln p + 2 ∀p ≥ 3 (35)

è àñèìïòîòèêà

S∞p = 2 ln p + A + O

(
1

p

)
, p → +∞, (36)

ãäå A = ln(4/π) + γ − ci(π), γ� ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, ci(x) =

−
+∞∫
x

cos t
t dt, A = 0, 7451...

Òåîðåìà 5. Ïðè óñëîâèÿõ (23),

lim
r→+∞

rρ(r)−p = +∞, (37)

è
r∫

r0

∆+(f, t)t−p−1dt = o(rρ(r)−p), r → +∞, (38)

âåðíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

ln M(f, r) ≤ Dρ(r)(f)rρ̃(r) + Dρ(r)(f)S∞p rρ(r) + o(rρ(r)), r → +∞. (39)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàêîâû áû íè áûëè ÷èñëî D ∈ (0, +∞) è
âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ H, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
îöåíêà

∆(r) ≡ H(r)−Drρ(r) = o(rρ(r)), r → +∞, (40)
ïðè óñëîâèè

r∫
r0

|∆(t)|t−p−1dt = o(rρ(r)−p), r → +∞, (41)

ñóùåñòâóþò öåëàÿ ôóíêöèÿ G áåñêîíå÷íîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå p

è âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {Rk}k∈N
òàêèå, ÷òî âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (31), lim

k→∞
Rk = +∞,

ln M(G, Rk) ≥ DR
ρ̃(Rk)
k + DS∞p R

ρ(Rk)
k + o(R

ρ(Rk)
k ), k →∞. (42)
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Çàêëþ÷åíèå

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû öåëûå ôóíêöèè, ïîðÿäîê
êîòîðûõ êîíå÷åí, ïîëîæèòåëåí è íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çàäàíà ìàæîðàíòà óñðåäí¼ííîé ñ÷èòàþùåé
ôóíêöèè ìíîæåñòâà êîðíåé òàêîé öåëîé ôóíêöèè f è ýòà ìàæîðàíòà
îáëàäàåò íà áåñêîíå÷íîñòè "äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûì" ïîâåäåíèåì,
àâòîðîì ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñâåðõó ln M(f, R)

ñ äâóìÿ íåóëó÷øàåìûìè ñëàãàåìûìè. Íåóëó÷øàåìîñòü îöåíêè
ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà ρ(r), ïðåäåë íà áåñêîíå÷íîñòè êîòîðîãî íå
ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ F , óñðåäí¼ííàÿ
ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà êîðíåé êîòîðîé èìååò çàäàííóþ
àñèìïòîòèêó NF (R) = Rρ(R) + O(ln R), R → +∞, è íà íåêîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêðóæíîñòåé ðàäèóñîâ Rm → +∞ îöåíêà
ñíèçó ln M(F, Rm) àñèìïòîòè÷åñêè òàêàÿ æå, êàê è îöåíêà ñâåðõó
ëîãàðèôìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ëþáîé öåëîé ôóíêöèè f ïðè óñëîâèè
Nf(R) ≤ Rρ(R) + O(Ra), 0 < a < ρ = lim

R→+∞
ρ(R).

Ïîäîáíàÿ îöåíêà ñâåðõó ln M(f, R) ñ äâóìÿ íåóëó÷øàåìûìè
ñëàãàåìûìè, êîãäà èçâåñòíà "ðåãóëÿðíàÿ" ìàæîðàíòà ñ÷èòàþùåé
ôóíêöèè ìíîæåñòâà êîðíåé f (îáû÷íîé, à íå óñðåäí¼ííîé) áûëà
ïîëó÷åíà â 2013 ãîäó À.Þ. Ïîïîâûì, à ðàíåå â îöåíêå ñâåðõó áûë
èçâåñòåí òîëüêî íåóëó÷øàåìûé ãëàâíûé ÷ëåí. Èíòåðåñíà àíàëîãèÿ
ìåæäó ðåçóëüòàòàìè À.Þ. Ïîïîâà è àâòîðà. Îöåíêà À.Þ. Ïîïîâà èìååò
âèä

ln M(f, R) ≤ Rρ(R)(S(ρ) + S ′(ρ)wl(R) + o(wl(R))), R → +∞, (43)

à â çàäà÷å, ðàññìàòðèâàåìîé â äèññåðòàöèè

ln M(f, R) ≤ Rρ(R)(S(ρ) + (ρS(ρ))′wl(R) + o(wl(R))), R → +∞. (44)

Ñòðóêòóðà ïðàâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (43) è (44) îäèíàêîâà è (44)
ïîëó÷àåòñÿ èç (43) çàìåíîé ôóíêöèè Âàëèðîíà S(ρ) íà ρS(ρ).

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè â ðóñëå èäåé ïåðâîé ãëàâû ïîëó÷åíî
óòî÷íåíèå òåîðåìû À.À. Ãîëüäáåðãà î òî÷íîé îöåíêå ñâåðõó òèïà
öåëîé ôóíêöèè ïðè óòî÷í¼ííîì ïîðÿäêå ñ äàííîé âåðõíåé ïëîòíîñòüþ
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ìíîæåñòâà å¼ êîðíåé îòíîñèòåëüíî äðóãîãî óòî÷í¼ííîãî ïîðÿäêà,
ñòðåìÿùåãîñÿ ê öåëîìó ÷èñëó. È â ýòîé ñèòóàöèè â îöåíêå ñâåðõó
ëîãàðèôìà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ öåëîé ôóíêöèè àâòîðîì íàéäåíî
íåóëó÷øàåìîå âòîðîå ñëàãàåìîå, õîòÿ ñàì âèä îöåíêè ñâåðõó
ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò (43) è (44).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîêàçûâàþò, ÷òî ëîãàðèôì ìàêñèìóìà
ìîäóëÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñ÷èòàþùàÿ èëè óñðåäí¼ííàÿ
ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà êîðíåé êîòîðîãî èìååò çàäàííóþ
ìàæîðàíòó, ìîæåò áûòü îöåíåí ñâåðõó çíà÷èòåëüíî òî÷íåå, ÷åì ýòî
äåëàëîñü â ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèÿõ. Â ýòîì, ïî-âèäèìîìó, è ñîñòîèò
îñíîâíîå äîñòèæåíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Îáðèñóåì ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïî òåìàòèêå
äèññåðòàöèè. Áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàþò çàäà÷è î öåëûõ ôóíêöèÿõ ñ
ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàñïîëîæåíèå êîðíåé. Íàïðèìåð,
â ïðèëîæåíèÿõ âåñüìà âîñòðåáîâàí êëàññ öåëûõ ôóíêöèé, âñå êîðíè
êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà îäíîì ëó÷å (ñêàæåì, íà R+) èëè, áîëåå
îáùî, â îáëàñòè D âèäà {z ∈ C

∣∣ |arg z| ≤ h(|z|)}, ãäå h�íåêîòîðàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà (0, +∞), lim

r→+∞
h(r) = 0.

Äëÿ ýòîãî êëàññà ôóíêöèé À.À. Ãîëüäáåðãîì16 â 1962 ãîäó ïîëó÷åíî
íåóëó÷øàåìîå íåðàâåíñòâî

σρ(r)(f) ≤ S0(ρ)Dρ(r)(f) (45)

â ñëó÷àå lim
r→+∞

ρ(r) = ρ∈N. Åñëè ρ ∈ (0, 1), òî

S0 ≡ S(ρ) = πcosec(πρ).

Íî ïðè ρ > 1 ôóíêöèÿ S0(ρ) óñòðîåíà íàìíîãî ñëîæíåå ôóíêöèè
Âàëèðîíà S(ρ) è å¼ ïîâåäåíèå ïîêà íå èññëåäîâàíî. Â êà÷åñòâå
áëèæàéøåé ïåðñïåêòèâû âèäèòñÿ èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ S0(ρ) è
ïîëó÷åíèÿ àíàëîãà íåðàâåíñòâà (45), â êîòîðîì âìåñòî âåðõíåé ïëîòíîñòè
ìíîæåñòâà êîðíåé f ïðè óòî÷í¼ííîì ïîðÿäêå ρ(r) ñòîÿëà áû óñðåäí¼ííàÿ
âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà êîðíåé ôóíêöèè f .

16Ãîëüäáåðã À.À. Ýêñòðåìàëüíûé èíäèêàòîð äëÿ öåëîé ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè íóëÿìè //
Ñèáèðñêèé ìàòåì. æóðíàë, 1962, ò. 3, � 2, c. 170��177.

14



Áëàãîäàðíîñòü

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Àíòîíó Þðüåâè÷ó Ïîïîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è,
öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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