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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ
âèäà ∑

k∈I

akϕk(x) (1)

ïî ðàçëè÷íûì ñèñòåìàì ôóíêöèé Φ = {ϕk(x)}k∈I , çàäàííûõ íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå X ïðè I = N èëè I = Z, ñîñòàâëÿþò êëàññè÷åñêóþ ÷àñòü
òåîðèè ôóíêöèé. Èññëåäîâàíèþ ýòèõ âîïðîñîâ ïîñâÿùåíû òðóäû ìíîãèõ
âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ íà÷èíàÿ ñ XIX âåêà. Ïîäðîáíî èñòîðèÿ ýòèõ èñ-
ñëåäîâàíèé èçëîæåíà â ìîíîãðàôèÿõ1,2,3,4,5,6.

Èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà (1) â ñëó÷àå, êîãäà I =
N, ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ìàæîðàíò ÷àñòíûõ ñóìì

S∗({ak}, x) = sup
16i<∞

∣∣∣∣∣
i∑

k=1

akϕk(x)

∣∣∣∣∣ . (2)

Íàïðèìåð, åñëè Φ � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, à X = (0, 1), òî ñõîäè-
ìîñòü ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå Ëåáåãà ðÿäà (1) äëÿ ëþáûõ {ak} ∈ l2 ýêâèâà-
ëåíòíà êîíå÷íîñòè ïî÷òè âñþäó ìàæîðàíòû (2) äëÿ ëþáûõ {ak} ∈ l2.

Óæå ïðè ðàññìîòðåíèè ñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ∑
~k∈I

a~kϕ~k(x), (3)

ãäå I ⊂ Zd, âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â îöåíêàõ ìàæîðàíò áîëåå îáùåãî âèäà

S∗Ω({a~k}, x) = sup
ω∈Ω

∣∣∣∣∣∣
∑
~k∈ω

a~kϕ~k(x)

∣∣∣∣∣∣ , (4)

ãäå Ω � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ I. Â òåîðèè êðàòíûõ ðÿäîâ ïðè
èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà (3) ðàññìàòðèâàþò ðàçëè÷íûå ñëó-
÷àè ñåìåéñòâ Ω. Ñðåäè îñíîâíûõ ñåìåéñòâ Ω, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçëè÷íûõ

1Êà÷ìàæ Ñ., Øòåéíãàóç Ã. Òåîðèÿ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. � Ìîñêâà: Ôèçìàòëèò, 1958.
2Áàðè Í. Ê. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. � Ìîñêâà: Ôèçìàòëèò, 1961.
3Àëåêñè÷ Ã. Ïðîáëåìû ñõîäèìîñòè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. � Ìîñêâà: ÈË, 1963.
4Çèãìóíä À. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ò.I-II. � Ìîñêâà: Ìèð, 1965.
5Olevskii A. M. Fourier Series with respect to general orthogonal systems. � Berlin: Springer-Verlag,

1975.
6Êàøèí Á. Ñ., Ñààêÿí À. À. Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû, 2-å èçä. � Ìîñêâà: Èçä-âî ÀÔÖ, 1999.
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îïðåäåëåíèÿõ ñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ, ìîæíî âûäåëèòü ñåìåéñòâà êó-
áîâ, ïàðàëëåëåïèïåäîâ, øàðîâ ñ öåíòðîì â íóëå, ãèïåðáîëè÷åñêèõ êðåñòîâ.

Â 1995 ãîäó Á.Ñ. Êàøèí è C.É. Øàðåê ïîëó÷èëè îöåíêè ìàæîðàíò (4),
çàâèñÿùèå îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñåìåéñòâà Ω. Äëÿ òî÷íîé ôîðìóëè-
ðîâêè íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå 1. k-ûì ïîïåðå÷íèêîì ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæåñòâà G â
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dk(G,X) = inf
E⊂Lk

max
x∈G

min
y∈E
‖x− y‖X , (5)

ãäå Lk � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â X ðàçìåðíîñòè íå âûøå
k.

Åñëè X = lN2 è G ⊂ X, òî äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì dk(G,X) = dk(G).

Ïðè çàäàííûõ I,Ω, #I <∞, îïðåäåëèì Ω̃ ⊂ RI , ïîëîæèâ

Ω̃ = {χω, ω ∈ Ω} ,

ãäå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî RI ðàçìåðíîñòè #I ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ ìíî-
æåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé íà I, à χω � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ìíîæåñòâà ω, òî åñòü

χω(x) =

{
1, åñëè x ∈ ω;

0, åñëè x /∈ ω.

Èìååò ìåñòî7

Òåîðåìà A (Á.Ñ. Êàøèí,C.É. Øàðåê). Ïóñòü {ϕk}k∈I � îðòîíîðìèðî-
âàííàÿ ñèñòåìà â RI è Ω � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ I. Òîãäà∥∥∥∥∥S∗Ω

(∑
k∈I

ϕk

)∥∥∥∥∥
l1

> c
∑
m>1

dm−1(Ω̃)√
m

,

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â 1989 ãîäó Á.Ñ. Êàøèí8 äîêàçàë àíàëîã êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ìåíü-
øîâà �îá èñïðàâëåíèè� äëÿ äèñêðåòíûõ îðòíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì. Ïðè

7Êàøèí Á. Ñ., Øàðåê Ñ. É. Ëîãàðèôìè÷åñêèé ðîñò L1-íîðìû ìàæîðàíòû ÷àñòíûõ ñóìì îðòî-

ãîíàëüíîãî ðÿäà // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1995 � Ò. 58, � 2. � Ñ. 218�230.
8Êàøèí Á. Ñ. Àíàëîã òåîðåìû Ìåíüøîâà �îá èñïðàâëåíèè� äëÿ äèñêðåòíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ

ñèñòåì // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1989 � Ò. 46, � 6 � Ñ. 67�74.
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ýòîì ââîäèëàñü íîðìà, ñâÿçàííàÿ ñ ìàæîðàíòîé ÷àñòíûõ ñóìì

‖g‖U ≡ ‖g‖U(Φ) ≡ max
16i6n

∥∥∥∥∥
i∑

k=1

(g, ϕk)ϕk

∥∥∥∥∥
ln∞

, (6)

ãäå Φ = {ϕk}nk=1 � íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn, à (g, ϕ) �
ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn:

Òåîðåìà B. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ Cε, ÷òî
ïðè n = 1, 2, . . . äëÿ ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà Φ â Rn è ëþáîãî
âåêòîðà g ∈ Rn, ‖g‖ln2 = 1, íàéä¼òñÿ âåêòîð g̃ ∈ Rn, äëÿ êîòîðîãî

1. #{j : (g)j 6= (g̃)j} 6 εn;

2. ‖g̃‖U(Φ) 6 Cεn
−1/2.

Â 1997 ãîäó Á.Ñ. Êàøèí9 ïîêàçàë, ÷òî Òåîðåìó B ìîæíî äîêàçàòü äëÿ
íîðì áîëåå îáùåãî âèäà, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííûõ ìàæîðàíò ÷àñò-
íûõ ñóìì ∥∥∥∥∥∑

α∈I

aαϕα

∥∥∥∥∥
X

= sup
ω∈Ω

∥∥∥∥∥∑
α∈ω

aαϕα

∥∥∥∥∥
lN∞

. (7)

Ïðè ýòîì â îïðåäåëåíèè íîðìû (7) íà ñåìåéñòâî Ω ïîäìíîæåñòâ çàäàííî-
ãî íàáîðà èíäåêñîâ I íàêëàäûâàëîñü óñëîâèå, îãðàíè÷èâàþùèå åãî �ñëîæ-
íîñòü�: ïðè íåêîòîðîì α < 1 íàéäóòñÿ ñåìåéñòâà ∆s,∅ ∈ ∆s, s = 0, . . . , s0,
ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ

#∆s 6 C0 exp exp sα, s = 0, . . . , s0, (8)

òàêèå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî ω ∈ Ω äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

ω =

s0⋃
s=0

Es, Es ∈ ∆s, #Es 6
#I

2s
, Es ∩ Es′ = ∅ ïðè s 6= s′. (9)

Îïðåäåëåíèå íîðìû (6) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íîðìû (7), åñëè â
(7) ïîëîæèòü I = {1, . . . , n} è

Ω =

{
{1}, {1, 2}, . . . , {1, . . . , i}, . . . , {1, . . . , n}

}
.

Íàïîìíèì èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ.
9Êàøèí Á. Ñ. Î âîçìîæíîñòè îáîáùåíèÿ òåîðåì �îá èñïðàâëåíèè� // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1997 �

Ò. 62, � 6 � Ñ. 931�939.
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Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ i = 1, 2, . . . i-îé ôóíêöèåé Ðàäåìàõåðà íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ íà (0, 1), êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì

εi(t) =

{
+1 ïðè t ∈

(
j−1
2i ,

j
2i

)
, j � íå÷¼òíîå;

−1 ïðè t ∈
(
j−1
2i ,

j
2i

)
, j � ÷¼òíîå,

j = 1, 2, . . . , 2i.

Ñèñòåìà ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà {εi}∞i=1 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íåçàâèñèìûõ
ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 3. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X ñ íîðìîé ‖ · ‖X íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì òèïà p, p ∈ [1, 2], ñ ïîñòîÿííîé Tp(X), åñëè äëÿ ëþáîãî
m = 1, . . . è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi}mi=1 ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi(t)xi

∥∥∥∥∥
X

≡
∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi(t)xi

∥∥∥∥∥
X

dt 6 Tp(X)

(
m∑
i=1

‖xi‖pX

)1/p

. (10)

Ïðè ýòîì íàèìåíüøàÿ êîíñòàíòà Tp(X), äëÿ êîòîðîé íåðàâåíñòâî (10)
âñåãäà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé òèïà p.

Íàïîìíèì åùå îïðåäåëåíèå, ââåä¼ííîå Ð.Ñ. Èñìàãèëîâûì10 â ñâÿçè ñ
âîïðîñîì ïðèáëèæåíèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ïîðîæä¼í-
íûìè k ýëåìåíòàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîïåðå÷íèêîì ïîðÿäêà n ìíîæå-
ñòâà F ⊂ L∞(−π, π) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dTn (F,L∞) = inf
Gn

sup
f∈F

distL∞(f,Gn),

ãäå inf áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòðàíñòâàì âèäà

Gn = span({eikt}k∈Λ), Λ ⊂ Z, |Λ| = n.

Àíàëîãè÷íî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîïåðå÷íèêàì,Æ. Áóðãåéí è Á.Ñ. Êà-
øèí ââåëè ïîíÿòèå Φ-ïîïåðå÷èêîâ â ïðîèçâîëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
X äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû Φ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà X.

10Èñìàãèëîâ Ð. Ñ. Ïîïåðå÷íèêè ìíîæåñòâ â ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ïðèáëè-

æåíèå ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè // ÓÌÍ. � 1974 � Ò. 29, � 3(177) � Ñ. 161�178.
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Îïðåäåëåíèå 5. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû
Φ = {ϕ} ⊂ X, Φ-ïîïåðå÷íèêîì ïîðÿäêà n ìíîæåñòâà F ⊂ X íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

dΦ
n (F,X) = inf

Gn

sup
f∈F

distX(f,Gn),

ãäå inf áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòðàíñòâàì âèäà

Gn = span({ϕk}k∈Λ), |Λ| = n.

Îáû÷íî çàäà÷à îá îöåíêå ïîïåðå÷íèêîâ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ, ëå-
æàùèõ â ïðîñòðàíñòâå Lp(−π, π), 1 6 p 6 ∞, ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ïîïåðå÷-
íèêîâ êîíå÷íîìåðíûõ ìíîæåñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíèå íàèáîëåå âàæ-
íîãî äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àÿ, êîãäà ïðèíàäëåæíîñòü ê ôóíêöèîíàëüíîìó
êëàññó (âëîæåííîìó â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) îïðåäåëÿåòñÿ
îãðàíè÷åíèåì íîðìû â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèâîäèò ê
çàäà÷å îá îöåíêàõ dn(BN

2 , l
N
∞), dTn (BN

2 , l
N
∞) (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàññìàòðè-

âàåòñÿ äèñêðåòíàÿ òðèãîíîìåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà).
Äîñòàòî÷íî òî÷íûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ dn(BN

2 , l
N
∞) áûëè óñòàíîâëåíû

Êàøèíûì â 1977 ãîäó11. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî øàð BN
2 ìîæåò áûòü õîðî-

øî ïðèáëèæåí â ìåòðèêå lN∞ ïîäïðîñòðàíñòâîì î÷åíü ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ
ñ N ðàçìåðíîñòè. Ïîëó÷åíèå îöåíîê dTn (BN

2 , l
N
∞) ïîòðåáîâàëî ñóùåñòâåííî

áîëåå ñëîæíîé òåõíèêè. Ïåðâûé ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè â CN ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, íàòÿíóòûõ íà n 6 (1 − δ)N ýëåìåíòîâ äèñêðåòíîé òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ñèñòåìû, ãäå δ > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, õîðîøî ïðèáëèæà-
þùèõ øàð BN

2 â ìåòðèêå lN∞ áûë ïîëó÷åí Æ. Áóðãåéíîì è óñîâåðøåíñòâî-
âàí Ì. Òàëàãðàíîì12. Ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ, äîñòàâëÿåìûé ýòèìè ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè, óõóäøàåòñÿ ëèøü íà ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ðåàëèçóþùèìè êîëìîãîðîâñêèé ïîïåðå÷íèê.
Òî÷íåå ãîâîðÿ, òåîðåìû Æ. Áóðãåéíà è Ì. Òàëàãðàíà ôîðìóëèðîâàëèñü â
äâîéñòâåííîé ôîðìå êàê óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïîäïðîñòðàíñòâ â
L1(−π, π) âèäà

span{eikt}k∈Λ, Λ ⊂ {1, . . . , N}, |Λ| > δN,

äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðûõ L1- è L2-íîðìû îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì ëîãàðèô-
ìè÷åñêèìè ìíîæèòåëÿìè.

11Êàøèí Á. Ñ. Ïîïåðå÷íèêè íåêîòîðûõ êîíå÷íîìåðíûõ ìíîæåñòâ è êëàññîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé //
Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. � 1977 � Ò. 41, � 2 � Ñ. 334�351.

12Talagrand M. Selecting a proportion of characters // Israel J. Math. � 1998 � Vol. 108, no. 1 � P. 173�
191.
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Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðèáëèæàþùåãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ïðèáëèæàåìîãî ìíîæå-
ñòâà. Ýòîò ñëó÷àé äëÿ Φ-ïîïåðå÷íèêîâ ïî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì îð-
òîíîðìèðîâàííûì â lN2 ñèñòåìàì Φ = {ϕi}i áûë ðàññìîòðåí â 2007 ãîäó
Î. Ãåäîíîì, Ñ. Ìåíäåëüñîíîì, À. Ïàæîðîì è Í. Òîì÷àê-ßãåðìàíí13. Îíè
ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà C (O. Guedon, S. Mendelson, A. Pajor, N. Tomczak-Jaegermann).
Ïóñòü {ϕj}Nj=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â lN2 , è ïóñòü ‖ϕj‖lN∞ 6 K,
j = 1, . . . , N .

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî m, 1 6 m 6 N , íàéä¼òñÿ íàáîð Λ ⊂ {1, . . . , N}
òàêîé, ÷òî |Λ| = N −m è äëÿ ëþáûõ êîýôôèöèåíòîâ {aj} ∈ CN

∑
j∈Λ

|aj|2
1/2

6 C ·K(logN)2

√
N

m
·

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Λ

ajϕj

∥∥∥∥∥∥
lN1

. (11)

Èç ñîîáðàæåíèé äâîéñòâåííîñòè è òåîðåìû C íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
îöåíêà Φ-ïîïåðå÷íèêà øàðà BN

2 ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà lN∞.
Òàêæå íàïîìíèì íåîáõîäèìûå íàì êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïðè-

áëèæåíèé

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü K � êîìïàêò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå E ñ
ìåòðèêîé ρ. Îáîçíà÷èì øàð ðàäèóñà ε c öåíòðîì â y ïî ìåòðèêå ρ êàê

Bρ(y, ε) = {z ∈ E : ρ(y, z) 6 ε}.

×èñëîì ïîêðûòèÿ Nρ(K, ε) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Nρ(K, ε) = inf

{
r : K ⊂

r⋃
j=1

B(yj, ε) äëÿ íåêîòîðûõ yj ∈ E, j = 1, . . . , r

}
,

à s-ûì ýíòðîïèéíûì ÷èñëîì ìíîæåñòâà K â ïðîñòðàíñòâå E íàçûâà-
åòñÿ âåëè÷èíà

es(K) = es(K, ρ) = inf {ε : N(K, ε) 6 2s} , s = 0, 1, . . . .

13Guedon O., Mendelson S., Pajor A. , Tomczak-Jaegermann N. Subspaces and orthogonal decompositions
generated by bounded orthogonal systems // Positivity. � 2007 � Vol. 11, no. 2 � P. 269�283.
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû C èñïîëüçîâàëèñü ñîâðåìåííûå âàðèàíòû
chaining-ìåòîäà Êîëìîãîðîâà è äîñòàòî÷íî òî÷íûå îöåíêè ε-ýíòðîïèè êî-
íå÷íîìåðíûõ êîìïàêòîâ. Â 2012 ãîäó Æ. Áóðãåéí è Á.Ñ. Êàøèí, ïîëó÷èëè
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò14

Òåîðåìà D (Æ. Áóðãåéí, Á.Ñ. Êàøèí). Ïóñòü çàäàí íàáîð ýëåìåíòîâ
{ϕi}ni=1 ⊂ lN2 , N > n, ïðè÷¼ì

‖ϕi‖lN∞ 6 K, i = 1, 2, . . . , n.

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 n, íàéä¼òñÿ ïîäìíîæåñòâî Λ íàáîðà
{1, . . . , n} òàêîå, ÷òî

|Λ| = k,

sup
{ai}ni=1,

∑n
i=1 |ai|261

distlN∞

(
n∑
i=1

aiϕi, span({ϕi, i ∈ Λ})

)
6 CK(logN)7/2

√
n

k
.

Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì òåîðåìû D îò òåîðåìû C ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò
òðåáîâàíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû {ϕi}ni=1.

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàíèå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, íîðìà â
êîòîðûõ çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîé ìàæîðàíòû ÷àñòíûõ ñóìì ïî
ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ ñ îïðåäåëåííîé ñëîæíîñòüþ. Ïîëó÷åíèå îöåíîê Φ-
ïîïåðå÷íèêîâ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îöåíêà ñëîæíîñòè ñåìåéñòâà äèñêðåò-
íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ñåìåéñòâà âûïóêëûõ ïîìíîæåñòâ êóáà [1, n]d.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Óñòàíîâëåíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ ïîñòîÿííîé òèïà 2 íîðìèðîâàí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, íîðìà â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ îáîáù¼ííîé ìàæîðàíòîé
÷àñòíûõ ñóìì ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ïî ñåìåéñòâó Ω ïîäìíîæåñòâ
çàäàííîãî íàáîðà èíäåêñîâ I, óäîâëåòâîðÿþùåìó îïðåäåë¼ííûì îãðà-
íè÷åíèÿì íà ñëîæíîñòü.

2. Äëÿ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ óñòàíîâëåíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ Φ-
ïîïåðå÷íèêîâ.

3. Äîêàçàíî, ÷òî ðàññìîòðåííûì â äèññåðòàöèè îãðàíè÷åíèÿì íà ñëîæ-
íîñòü ñåìåéñòâ Ω óäîâëåòâîðÿåò ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, õîðîøî ïðè-
áëèæàþùåå ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ êóáà [1, n]d ñ
öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêîé Zd.

14Áóðãåéí Æ., Êàøèí Á. Ñ. Î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè ÷àñòíîé ñóììû ðÿäà Äèðèõëå áîëåå

êîðîòêîé ñóììîé è Φ-ïîïåðå÷íèêàõ // Ìàòåì. ñá. � 2012 � Ò. 203, � 12 � Ñ. 57�80.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû
òåîðèè ïðèáëèæåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ è âûïóêëîé ãåîìåòðèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåîðèè
ïðèáëèæåíèé, ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è ãåîìåòðèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî òåìå äèññåðòà-
öèè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

� ñåìèíàð �Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû� íà Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôà-
êóëüòåòå ÔÃÁÎÓ ÂÎ �Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò
èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Á.Ñ. Êà-
øèíà è ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Ñ.Â. Êîíÿãèíà (íåîäíîêðàòíî,
2012�2015);

� ñïåöñåìèíàð ïî òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ
íà Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÔÃÁÎÓ ÂÎ �Ìîñêîâñêèé
Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà� ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ïðîôåññîðà Ì.Ê. Ïîòàïîâà, ïðîôåññîðà Â.À. Ñêâîðöîâà,
ïðîôåññîðà Ò.Ï. Ëóêàøåíêî è ïðîôåññîðà Ì.È. Äüÿ÷åíêî (2016);

� ñåìèíàð Êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÔÃÀÎÓ ÂÏÎ �Ìîñêîâñêèé
ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)� ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Å.Ñ. Ïîëîâèíêèíà (2016).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿ-
òåëüíî è îïóáëèêîâàíû (áåç ñîàâòîðîâ) â 2 ðàáîòàõ â æóðíàëàõ èç ñïèñêà,
ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ñïèñêà îáîçíà-
÷åíèé, ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 23 íàèìå-
íîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè � 68 ñòðàíèö.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè äàí èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî òåìàòèêå ðàáîòû, îáîñíîâàíà
àêòóàëüíîñòü è ñôîðìóëèðîâàíû öåëè èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå èçëîæåíû
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òèïà íîðìèðîâàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, íîðìà â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (7), ãäå ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ Ω çàäàííîãî íàáîðà èíäåêñîâ I, óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì
(8) è (9), à òàêæå åñëè ñåìåéñòâî Ω ïîäìíîæåñòâ çàäàííîãî íàáîðà èíäåê-
ñîâ I, óäîâëåòâîðÿåò áîëåå æ¼ñòêîìó, ÷åì (8) îãðàíè÷åíèþ: äëÿ íåêîòîðûõ
α > 1 è β > 0 íàéäóòñÿ ñåìåéñòâà ∆s,∅ ∈ ∆s, ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ

#∆s 6 C0N
β exp sα, s = 0, . . . , s0, (12)

òàêèå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî ω ∈ Ω äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (9).
Â ïåðâîé ãëàâå óñòàíàâëèâàþòñÿ âåðõíèå îöåíêè ïîñòîÿííûõ òèïà 2

ïðîñòðàíñòâ, íîðìà â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ìàæîðàíòû (7) ïî ñå-
ìåéñòâàì ìíîæåñòâ Ω, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèÿì (9) è (12).
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî Ω ïîäìíîæåñòâ I óäîâëåòâîðÿåò (9) è
(12) ïðè íåêîòîðûõ α > 1 è β > 0. Òîãäà ïîñòîÿííàÿ òèïà 2 ïðîñòðàí-
ñòâà X(Ω) äîïóñêàåò îöåíêó

T2(X) 6 K(C0, β, γ) · (logN)α/2+1+γ,

ãäå γ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî áîëüøå 0, à K(C0, β, γ) � ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ
çàâèñèò òîëüêî îò C0,β è γ.

Òàêæå â ãëàâå 1 äëÿ ïðîñòðàíñòâ, íîðìà â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ
(7) ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ Ω, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèÿì (8) è (9)
ñ íåêîòîðûì α < 1, óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ïîñòîÿííîé òèïà 2.
Êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð òàêîãî ïðîñòðàíñòâà, ó êîòîðîãî íèæíÿÿ
îöåíêà ïîñòîÿííîé òèïà 2 áëèçêà ïî ïîðÿäêó ê âåðõíåé. Òî÷íåå, äîêàçûâà-
åòñÿ
Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ > 0 ïðîñòðàíñòâî X(Ω), ãäå Ω óäîâëå-
òâîðÿåò (8) è (9), ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òèïà 2 ñ ïîñòîÿííîé T2(X),
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

T2(X) 6 C ′ exp

(
1

2
logαN

)
· log1+γ N,

ãäå C ′ > 0 � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò γ.
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Ïðè ýòîì íàéä¼òñÿ òàêîå ïðîñòðàíñòâî X(Ω), ãäå Ω óäîâëåòâîðÿ-
åò (8) è (9), ÷òî ïîñòîÿííàÿ T2(X) òèïà 2 ïðîñòðàñíòâà X(Ω) áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

1

2
exp

(
1

2
· logαN

2α

)
6 T2(X).

Â ãëàâå 2 äèññåðòàöèè, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ðàáîòû Á.Ñ. Êàøèíà è
Æ. Áóðãåéíà, àâòîð óñòàíîâèë âåðõíèå îöåíêè Φ-ïîïåðå÷íèêîâ ìíîæåñòâ

F =

{
n∑
i=1

aiϕi

∣∣∣∣ n∑
i=1

|ai|2 6 1

}

â ïðîñòðàíñòâå X, íîðìà â êîòîðîì çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ (7)
ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ Ω, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèÿì (9) è (12) ïðè
íåêîòîðûõ α > 1 è β > 0. Òî÷íåå äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü Φ = {ϕ}ni=1 � íàáîð ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé
â lN2 òàêèõ, ÷òî

‖ϕi‖∞ 6M, 1 6 i 6 n

è ìíîæåñòâî

F =

{
n∑
i=1

aiϕi

∣∣∣∣ n∑
i=1

|ai|2 6 1

}
.

Ïóñòü íîðìà â ïðîñòðàíñòâå X çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ìàæîðàíòû (7),
ãäå ñåìåéñòâî Ω óäîâëåòâîðÿåò (9) è (12) ñ íåêîòîðûìè α > 1 è β > 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 n, âåðíî íåðàâåíñòâî

dΦ
k (F,X) 6 K(C0, β, γ)M(logN)4+α/2+γ

√
n

k
,

ãäå γ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî áîëüøå 0, M � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à
K(C0, β, γ) � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò C0,β è γ.û

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ, êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò îãðàíè÷åíèÿì íà ñëîæíîñòü (9) è (12) ñ íåêîòîðûìè α > 1 è β > 0.
Âàæíûì ïðèìåðîì òàêîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü äèñêðåòíûõ
ïàðàëëåëåïèïåäîâ:
Óòâåðæäåíèå 3.1. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ äèñêðåòíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ âè-
äà

Πd =
{
{1, . . . ,m1} × · · · × {1, . . . ,md} ⊂ {1, . . . , n}d

}
ïðè d ∈ N óäîâëåòâîðÿåò (9) è (12) ïðè α = 1 è β = (d− 1)/d.
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Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà B ⊂ Rd è ðåø¼òêè Zd êàê BZ. Ìíî-
æåñòâà BZ, ïîëó÷åííûå êàê ïåðåñå÷åíèå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà B ñ öåëî-
÷èñëåííîé ðåø¼òêîé, ìîæíî íàçûâàòü âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè â Zd.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â òåîðèè êðàòíûõ ðÿäîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ
ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ â Zd, ñóììèðîâàíèå ïî êîòîðûì
çàäà¼ò ÷àñòíûå ñóììû, èññëåäóåìûå íà ñõîäèìîñòü. Ïðè ýòîì ÷àùå âñåãî
ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà êóáîâ, ïàðàëëåëåïèïåäîâ, øàðîâ, ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ êðåñòîâ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå ñëó÷àé, êîãäà ñåìåéñòâî ñîñòîèò
èç âñåõ �âûïóêëûõ ìíîæåñòâ�. Ïðè ýòîì âñòàåò âîïðîñ î �ñëîæíîñòè� ýòîãî
ñåìåéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, Ñ.Â. Êîíÿãèíûì áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ: óäîâëå-
òâîðÿåò ëè îãðàíè÷åíèÿì íà ñëîæíîñòü (9) è (12), ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Ω,
ïîëó÷åííîå êàê ïåðåñå÷åíèå âñåâîçìîæíûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ êóáà
[1, n]d c öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêîé Zd. Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé Ñ.Â. Êîíÿãèíà â
ãëàâå 3 äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîãî 0 < γ < 1 íàéä¼òñÿ ñåìåéñòâî Ω ïîäìíîæåñòâ
{1, . . . , n}d, óäîâëåòâîðÿþùåå (9) è (12) ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè α >
1 è β > 0, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò γ è d, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà B ⊂ [1, n]d íàéä¼òñÿ A ∈ Ω òàêîå, ÷òî A ⊂ BZ è

#(BZ \ A) 6 γ ·#BZ.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñèìïëåêñîâ ñ âåð-
øèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ, âïèñàííûõ â äàííîå âûïóêëîå òåëî. Íàïîìíèì,

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèìïëåêñîì â d-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íà-
çûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà d+ 1 àôôèííî-íåçàâèñèìûõ òî÷åê.

Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå Rd ìåðó, �ñ÷èòàþùóþ� êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê
â ìíîæåñòâå:

µZ(A) = |A ∩ Zd|, A ⊂ Rd.

Òîãäà èìååò ìåñòî
Ëåììà 3.1. Ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå òåëî K ⊂ Rd ñîäåðæèò ñèìïëåêñ S,
âîçìîæíî, ðàçìåðíîñòè ìåíüøå d, ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ öåëî÷èñëåí-
íûìè êîîðäèíàòàìè òàêîé, ÷òî

µZ(K) 6 d3d · µZ(S)

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íà-
ó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ àêàäåìèêó Áîðèñó Ñåðãååâè÷ó Êàøèíó çà ïîñòàâ-
íîâêó èíòåðåñíûõ çàäà÷, ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ, íåîöåíèìóþ ïîìîùü
è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå, à òàêæå ïðîôåññîðó Ñåðãåþ Âëàäèìèðîâè÷ó Êî-
íÿãèíó è äîöåíòó Êîíñòàíòèíó Ñåðãååâè÷ó Ðþòèíó çà öåííûå ñîâåòû è
çàìå÷àíèÿ.
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