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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

RN � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ ýëåìåíòàìè èç R äëèíû N ∈ N;

C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;

Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;

Zd � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ ýëåìåíòàìè èç Z äëèíû d ∈ N;

#A � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A;

Ā � äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó A;

∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî;

P(B) � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B;

Eξ � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ;

Dξ � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ;

dCe � ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå áîëüøå ëèáî ðàâíî C;

distX(f,G) ≡ infg∈G ‖f−g‖X � ðàññòîÿíèå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

X ìåæäó ýëåìåíòîì f ∈ X è ìíîæåñòâîì G ⊂ X;

span({ϕi}) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû âåêòîðîâ {ϕi};

(ϕ)j, 1 6 j 6 N, � j-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ϕ ∈ RN ;

lNp , 1 6 p 6 ∞ � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ èç RN ñ

íîðìîé

‖{ak}‖∞ ≡ sup
16k6N

|ak|, ‖{ak}‖p ≡

(
N∑
k=1

|ak|p
)1/p

, 1 6 p <∞.

BN
p � åäèíè÷íûé øàð â ïðîñòðàíñòâå lNp ;
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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âîïðîñû ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ

ðÿäîâ âèäà ∑
k∈I

akϕk(x) (0.1)

ïî ðàçëè÷íûì ñèñòåìàì ôóíêöèé Φ = {ϕk(x)}k∈I , çàäàííûõ íà íåêî-

òîðîì ìíîæåñòâå X ïðè I = N èëè I = Z, ñîñòàâëÿþò êëàññè÷åñêóþ

÷àñòü òåîðèè ôóíêöèé. Èññëåäîâàíèþ ýòèõ âîïðîñîâ ïîñâÿùåíû òðó-

äû ìíîãèõ âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ íà÷èíàÿ ñ XIX âåêà. Ïîäðîáíî

èñòîðèÿ ýòèõ èññëåäîâàíèé èçëîæåíà â ìîíîãðàôèÿõ [8], [2], [1], [6],

[21] è [12].

Èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà (0.1) â ñëó÷àå, êî-

ãäà I = N, ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ìàæîðàíò ÷àñòíûõ ñóìì

S∗({ak}, x) = sup
16i<∞

∣∣∣∣∣
i∑

k=1

akϕk(x)

∣∣∣∣∣ . (0.2)

Íàïðèìåð, åñëè Φ � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà, à X = (0, 1),

òî ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå Ëåáåãà ðÿäà (0.1) äëÿ ëþáûõ

{ak} ∈ l2 ýêâèâàëåíòíà êîíå÷íîñòè ïî÷òè âñþäó ìàæîðàíòû (0.2)

äëÿ ëþáûõ {ak} ∈ l2.
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Óæå ïðè ðàññìîòðåíèè ñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ∑
~k∈I

a~kϕ~k(x), (0.3)

ãäå I ⊂ Zd, âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â îöåíêàõ ìàæîðàíò áîëåå îáùåãî

âèäà

S∗Ω({a~k}, x) = sup
ω∈Ω

∣∣∣∣∣∣
∑
~k∈ω

a~kϕ~k(x)

∣∣∣∣∣∣ , (0.4)

ãäå Ω � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ I. Â òåîðèè êðàòíûõ ðÿ-

äîâ ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ âèäà (0.3) ðàññìàòðèâàþò

ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ñåìåéñòâ Ω. Ñðåäè îñíîâíûõ ñåìåéñòâ Ω, âîçíè-

êàþùèõ ïðè ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèÿõ ñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ,

ìîæíî âûäåëèòü ñåìåéñòâà êóáîâ, ïàðàëëåëåïèïåäîâ, øàðîâ ñ öåí-

òðîì â íóëå, ãèïåðáîëè÷åñêèõ êðåñòîâ.

Â 1995 ãîäó Á.Ñ. Êàøèí è C.É. Øàðåê ïîëó÷èëè îöåíêè ìàæî-

ðàíò (0.4), çàâèñÿùèå îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñåìåéñòâà Ω. Äëÿ

òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè íàì ïîíàäîáèòñÿ

Îïðåäåëåíèå 0.1. k-ûì ïîïåðå÷íèêîì ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæå-

ñòâà G â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dk(G,X) = inf
E⊂Lk

max
x∈G

min
y∈E
‖x− y‖X , (0.5)

ãäå Lk � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â X ðàçìåðíîñòè íå

âûøå k.

Åñëè X = lN2 è G ⊂ X, òî äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

dk(G,X) = dk(G).

Ïðè çàäàííûõ I,Ω, #I <∞, îïðåäåëèì Ω̃ ⊂ RI , ïîëîæèâ

Ω̃ = {χω, ω ∈ Ω} ,
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ãäå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî RI ðàçìåðíîñòè #I ìû îòîæäåñòâëÿåì

ñ ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé íà I, à χω � õàðàêòåðèñòè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ω, òî åñòü

χω(x) =


1, åñëè x ∈ ω;

0, åñëè x /∈ ω.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà A (Á.Ñ. Êàøèí, C.É. Øàðåê, [13]). Ïóñòü {ϕk}k∈I � îð-

òîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â RI è Ω � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ I.

Òîãäà ∥∥∥∥∥S∗Ω
(∑

k∈I

ϕk

)∥∥∥∥∥
l1

> c
∑
m>1

dm−1(Ω̃)√
m

, (0.6)

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â 1989 ãîäó Á.Ñ. Êàøèí [9] äîêàçàë àíàëîã êëàññè÷åñêîé òåîðåìû

Ìåíüøîâà �îá èñïðàâëåíèè� äëÿ äèñêðåòíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ

ñèñòåì. Ïðè ýòîì â [9] ââîäèëàñü íîðìà, ñâÿçàííàÿ ñ ìàæîðàíòîé

÷àñòíûõ ñóìì

‖g‖U ≡ ‖g‖U(Φ) ≡ max
16i6n

∥∥∥∥∥
i∑

k=1

(g, ϕk)ϕk

∥∥∥∥∥
ln∞

, (0.7)

ãäå Φ = {ϕk}nk=1 � íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn, à

(g, ϕ) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn:

Òåîðåìà B (Á.Ñ. Êàøèí, [9]). Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ Cε, ÷òî ïðè n = 1, 2, . . . äëÿ ëþáîãî îðòîíîð-

ìèðîâàííîãî áàçèñà Φ â Rn è ëþáîãî âåêòîðà g ∈ Rn, ‖g‖ln2 = 1,

íàéä¼òñÿ âåêòîð g̃ ∈ Rn, äëÿ êîòîðîãî
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1. #{j : (g)j 6= (g̃)j} 6 εn;

2. ‖g̃‖U(Φ) 6 Cεn
−1/2.

Â 1997 ãîäó â ðàáîòå [10] Á.Ñ. Êàøèí ïîêàçàë, ÷òî Òåîðåìó B

ìîæíî äîêàçàòü äëÿ íîðì áîëåå îáùåãî âèäà, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ

îáîáù¼ííûõ ìàæîðàíò ÷àñòíûõ ñóìì∥∥∥∥∥∑
α∈I

aαϕα

∥∥∥∥∥
X

= sup
ω∈Ω

∥∥∥∥∥∑
α∈ω

aαϕα

∥∥∥∥∥
lN∞

. (0.8)

Ïðè ýòîì â îïðåäåëåíèè íîðìû (0.8) íà ñåìåéñòâî Ω ïîäìíîæåñòâ

çàäàííîãî íàáîðà èíäåêñîâ I íàêëàäûâàëîñü óñëîâèå, îãðàíè÷èâà-

þùèå åãî �ñëîæíîñòü�: ïðè íåêîòîðîì α < 1 íàéäóòñÿ ñåìåéñòâà

∆s,∅ ∈ ∆s, s = 0, . . . , s0, ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ

#∆s 6 C0 exp exp sα, s = 0, . . . , s0, (0.9)

òàêèå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî ω ∈ Ω äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

ω =

s0⋃
s=0

Es, Es ∈ ∆s, #Es 6
#I

2s
, Es ∩ Es′ = ∅ ïðè s 6= s′. (0.10)

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå íîðìû (0.7) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

íîðìû (0.8), åñëè â (0.8) ïîëîæèòü I = {1, . . . , n} è

Ω =

{
{1}, {1, 2}, . . . , {1, . . . , i}, . . . , {1, . . . , n}

}
. (0.11)

Íàïîìíèì èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 0.2. Äëÿ i = 1, 2, . . . i-îé ôóíêöèåé Ðàäåìàõåðà

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ íà (0, 1), êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì

εi(t) =


+1 ïðè t ∈

(
j−1
2i ,

j
2i

)
, j � íå÷¼òíîå;

−1 ïðè t ∈
(
j−1
2i ,

j
2i

)
, j � ÷¼òíîå,

j = 1, 2, . . . , 2i.
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Ñèñòåìà ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà {εi}∞i=1 ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íåçàâè-

ñèìûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 0.3. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X ñ íîðìîé ‖ · ‖X íà-

çûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òèïà p, p ∈ [1, 2], ñ ïîñòîÿííîé Tp(X),

åñëè äëÿ ëþáîãî m = 1, . . . è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xi}mi=1 ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi(t)xi

∥∥∥∥∥
X

≡
∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi(t)xi

∥∥∥∥∥
X

dt 6 Tp(X)

(
m∑
i=1

‖xi‖pX

)1/p

.

(0.12)

Ïðè ýòîì íàèìåíüøàÿ êîíñòàíòà Tp(X), äëÿ êîòîðîé íåðàâåíñòâî

(0.12) âñåãäà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé òèïà p.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ òèïà 2 ïðîñòðàíñòâà lN1 ðàâ-

íà
√
N , à ïîñòîÿííàÿ òèïà 2 ïðîñòðàíñòâà lN∞ îöåíèâàåòñÿ ñâåð-

õó C(logN)1/2 äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé C > 0 è

N = 1, 2, . . ..

Íàïîìíèì åùå îïðåäåëåíèå, ââåä¼ííîå Ð.Ñ. Èñìàãèëîâûì â [7] â

ñâÿçè ñ âîïðîñîì ïðèáëèæåíèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé ïîäïðîñòðàíñòâà-

ìè, ïîðîæä¼ííûìè k ýëåìåíòàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 0.4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîïåðå÷íèêîì ïîðÿäêà

n ìíîæåñòâà F ⊂ L∞(−π, π) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dTn (F,L∞) = inf
Gn

sup
f∈F

distL∞(f,Gn),

ãäå inf áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòðàíñòâàì âèäà

Gn = span({eikt}k∈Λ), Λ ⊂ Z, |Λ| = n.

Àíàëîãè÷íî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîïåðå÷íèêàì, Æ. Áóðãåéí è
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Á.Ñ. Êàøèí ââåëè ïîíÿòèå Φ-ïîïåðå÷èêîâ â ïðîèçâîëüíîì áàíàõî-

âîì ïðîñòðàíñòâå X äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû Φ ýëåìåíòîâ ïðî-

ñòðàíñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 0.5. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X äëÿ çàäàííîé

ñèñòåìû Φ = {ϕ} ⊂ X, Φ-ïîïåðå÷íèêîì ïîðÿäêà n ìíîæåñòâà

F ⊂ X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dΦ
n (F,X) = inf

Gn
sup
f∈F

distX(f,Gn),

ãäå inf áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòðàíñòâàì âèäà

Gn = span({ϕk}k∈Λ), |Λ| = n.

Îáû÷íî çàäà÷à îá îöåíêå ïîïåðå÷íèêîâ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàñ-

ñîâ, ëåæàùèõ â ïðîñòðàíñòâå Lp(−π, π), 1 6 p 6 ∞, ñâîäèòñÿ ê

îöåíêå ïîïåðå÷íèêîâ êîíå÷íîìåðíûõ ìíîæåñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ðàñ-

ñìîòðåíèå íàèáîëåå âàæíîãî äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àÿ, êîãäà ïðèíàä-

ëåæíîñòü ê ôóíêöèîíàëüíîìó êëàññó (âëîæåííîìó â ïðîñòðàíñòâî

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íîðìû â íåêî-

òîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèâîäèò ê çàäà÷å îá îöåíêàõ

dn(B
N
2 , l

N
∞), dTn (BN

2 , l
N
∞) (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñ-

êðåòíàÿ òðèãîíîìåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà).

Äîñòàòî÷íî òî÷íûå îöåíêè ïîïåðå÷íèêîâ dn(BN
2 , l

N
∞) áûëè óñòà-

íîâëåíû â [11] (ñì. òàêæå [5]). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî øàð BN
2 ìîæåò

áûòü õîðîøî ïðèáëèæåí â ìåòðèêå lN∞ ïîäïðîñòðàíñòâîì î÷åíü ìà-

ëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ N ðàçìåðíîñòè. Ïîëó÷åíèå îöåíîê dTn (BN
2 , l

N
∞)

ïîòðåáîâàëî ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîé òåõíèêè. Ïåðâûé ðåçóëüòàò

î ñóùåñòâîâàíèè â CN ïîäïðîñòðàíñòâ, íàòÿíóòûõ íà n 6 (1− δ)N
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ýëåìåíòîâ äèñêðåòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ãäå δ > 0 � àá-

ñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, õîðîøî ïðèáëèæàþùèõ øàð BN
2 â ìåòðèêå

lN∞ áûë ïîëó÷åí Æ. Áóðãåéíîì è óñîâåðøåíñòâîâàí Ì. Òàëàãðà-

íîì (ñì. [22]). Ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ, äîñòàâëÿåìûé ýòèìè ïîä-

ïðîñòðàíñòâàìè, óõóäøàåòñÿ ëèøü íà ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü

ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäïðîñòðàíñòâàìè, ðåàëèçóþùèìè êîëìîãîðîâñêèé

ïîïåðå÷íèê. Òî÷íåå ãîâîðÿ, òåîðåìû Æ. Áóðãåéíà è Ì. Òàëàãðàíà

ôîðìóëèðîâàëèñü â äâîéñòâåííîé ôîðìå êàê óòâåðæäåíèå î ñóùå-

ñòâîâàíèè ïîäïðîñòðàíñòâ â L1(−π, π) âèäà

span{eikt}k∈Λ, Λ ⊂ {1, . . . , N}, |Λ| > δN,

äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðûõ L1- è L2-íîðìû îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì

ëîãàðèôìè÷åñêèìè ìíîæèòåëÿìè.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðèáëèæàþùå-

ãî ïîäïðîñòðàíñòâà ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ïðèáëèæàå-

ìîãî ìíîæåñòâà. Ýòîò ñëó÷àé äëÿ Φ-ïîïåðå÷íèêîâ ïî ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åííûì îðòîíîðìèðîâàííûì â lN2 ñèñòåìàì Φ = {ϕi}i áûë

ðàññìîòðåí â 2007 ãîäó Î. Ãåäîíîì, Ñ. Ìåíäåëüñîíîì, À. Ïàæîðîì

è Í. Òîì÷àê-ßãåðìàíí. Îíè ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà C (O. Guedon, S. Mendelson, A. Pajor, N. Tomczak�

Jaegermann, [19]). Ïóñòü {ϕj}Nj=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â lN2 ,

è ïóñòü ‖ϕj‖lN∞ 6 K, j = 1, . . . , N .

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî m, 1 6 m 6 N , íàéä¼òñÿ íàáîð

Λ ⊂ {1, . . . , N} òàêîé, ÷òî |Λ| = N − m è äëÿ ëþáûõ êîýôôè-
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öèåíòîâ {aj} ∈ CN∑
j∈Λ

|aj|2
1/2

6 C ·K(logN)2

√
N

m
·

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Λ

ajϕj

∥∥∥∥∥∥
lN1

. (0.13)

Èç ñîîáðàæåíèé äâîéñòâåííîñòè è òåîðåìû C íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàåò îöåíêà Φ-ïîïåðå÷íèêà øàðà BN
2 ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà lN∞.

Òàêæå íàïîìíèì íåîáõîäèìûå íàì êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ òåîðèè

ïðèáëèæåíèé

Îïðåäåëåíèå 0.6. Ïóñòü K � êîìïàêò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå E ñ ìåòðèêîé ρ. Îáîçíà÷èì øàð ðàäèóñà ε c öåíòðîì â y ïî

ìåòðèêå ρ êàê

Bρ(y, ε) = {z ∈ E : ρ(y, z) 6 ε}.

×èñëîì ïîêðûòèÿ Nρ(K, ε) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Nρ(K, ε) = inf

{
r : K ⊂

r⋃
j=1

B(yj, ε) äëÿ íåêîòîðûõ yj ∈ E, j = 1, . . . , r

}
,

à s-ûì ýíòðîïèéíûì ÷èñëîì ìíîæåñòâà K â ïðîñòðàíñòâå E íàçû-

âàåòñÿ âåëè÷èíà

es(K) = es(K, ρ) = inf {ε : N(K, ε) 6 2s} , s = 0, 1, . . . .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû C èñïîëüçîâàëèñü ñîâðåìåííûå âà-

ðèàíòû chaining-ìåòîäà Êîëìîãîðîâà è äîñòàòî÷íî òî÷íûå îöåíêè

ε-ýíòðîïèè êîíå÷íîìåðíûõ êîìïàêòîâ. Â 2012 ãîäó Æ. Áóðãåéí è

Á.Ñ. Êàøèí, ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà D (Æ. Áóðãåéí, Á.Ñ. Êàøèí, [4]). Ïóñòü çàäàí íàáîð ýëå-

ìåíòîâ {ϕi}ni=1 ⊂ lN2 , N > n, ïðè÷¼ì

‖ϕi‖lN∞ 6 K, i = 1, 2, . . . , n.
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Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 n, íàéä¼òñÿ ïîäìíîæåñòâî Λ

íàáîðà {1, . . . , n} òàêîå, ÷òî

|Λ| = k,

sup
{ai}ni=1,

∑n
i=1 |ai|261

distlN∞

(
n∑
i=1

aiϕi, span({ϕi, i ∈ Λ})

)
6 CK(logN)7/2

√
n

k
.

Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì òåîðåìû D îò òåîðåìû C ÿâëÿåòñÿ

îòêàç îò òðåáîâàíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû {ϕi}ni=1.

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàíèå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, íîð-

ìà â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîé ìàæîðàíòû ÷àñòíûõ

ñóìì ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ ñ îïðåäåëåííîé ñëîæíîñòüþ. Ïîëó÷å-

íèå îöåíîê Φ-ïîïåðå÷íèêîâ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îöåíêà ñëîæíî-

ñòè ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ñåìåéñòâà âûïóêëûõ

ïîìíîæåñòâ êóáà [1, n]d.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Óñòàíîâëåíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ ïîñòîÿííîé òèïà 2 íîðìèðî-

âàííûõ ïðîñòðàíñòâ, íîðìà â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ îáîáù¼ííîé ìà-

æîðàíòîé ÷àñòíûõ ñóìì ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ïî ñåìåéñòâó Ω

ïîäìíîæåñòâ çàäàííîãî íàáîðà èíäåêñîâ I, óäîâëåòâîðÿþùåìó

îïðåäåë¼ííûì îãðàíè÷åíèÿì íà ñëîæíîñòü.

2. Äëÿ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ óñòàíîâëåíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ

Φ-ïîïåðå÷íèêîâ.

3. Äîêàçàíî, ÷òî ðàññìîòðåííûì â äèññåðòàöèè îãðàíè÷åíèÿì íà

ñëîæíîñòü ñåìåéñòâ Ω óäîâëåòâîðÿåò ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, õî-
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ðîøî ïðèáëèæàþùåå ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ

êóáà [1, n]d ñ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêîé Zd.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìå-

òîäû òåîðèè ïðèáëèæåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ñëó-

÷àéíûõ ïðîöåññîâ è âûïóêëîé ãåîìåòðèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìå-

íåíèå â òåîðèè ïðèáëèæåíèé, ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è ãåîìåòðèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî òåìå äèñ-

ñåðòàöèè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

• ñåìèíàð �Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû� íà Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì

ôàêóëüòåòå ÔÃÁÎÓ ÂÎ �Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåð-

ñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà

ÐÀÍ Á.Ñ. Êàøèíà è ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Ñ.Â. Êîíÿãè-

íà (íåîäíîêðàòíî, 2012�2015);

• ñïåöñåìèíàð ïî òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è îðòîãîíàëüíûõ

ðÿäîâ íà Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÔÃÁÎÓ ÂÎ

�Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìî-

íîñîâà� ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ì.Ê. Ïîòàïîâà, ïðîôåñ-

ñîðà Â.À. Ñêâîðöîâà, ïðîôåññîðà Ò.Ï. Ëóêàøåíêî è ïðîôåññî-

ðà Ì.È. Äüÿ÷åíêî (2016);

• ñåìèíàð Êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÔÃÀÎÓ ÂÏÎ �Ìîñêîâ-

ñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-

ñèòåò)� ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Å.Ñ. Ïîëîâèíêèíà (2016).
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Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìî-

ñòîÿòåëüíî è îïóáëèêîâàíû (áåç ñîàâòîðîâ) â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ

àâòîðà â æóðíàëàõ èç ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ: [14], [15].

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ñïèñêà

îáîçíà÷åíèé, ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû

èç 23 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè � 68 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèè. Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé ñîâïàäàåò ñ èõ íóìåðàöèåé â

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâàõ.

Ãëàâà 1 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òèïà íîðìèðîâàííûõ

ïðîñòðàíñòâ, íîðìà â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (0.8),

ãäå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ Ω çàäàííîãî íàáîðà èíäåêñîâ I, óäîâëå-

òâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (0.9) è (0.10), à òàêæå åñëè ñåìåéñòâî Ω ïîä-

ìíîæåñòâ çàäàííîãî íàáîðà èíäåêñîâ I, óäîâëåòâîðÿåò áîëåå æ¼ñò-

êîìó, ÷åì (0.9) îãðàíè÷åíèþ: äëÿ íåêîòîðûõ α > 1 è β > 0 íàéäóòñÿ

ñåìåéñòâà ∆s,∅ ∈ ∆s, ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ

#∆s 6 C0N
β exp sα, s = 0, . . . , s0, (0.14)

òàêèå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî ω ∈ Ω äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âè-

äå (0.10).

Â ïåðâîé ãëàâå óñòàíàâëèâàþòñÿ âåðõíèå îöåíêè ïîñòîÿííûõ òè-

ïà 2 ïðîñòðàíñòâ, íîðìà â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ìàæîðàí-

òû (0.8) ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ Ω, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíè-

ÿì (0.10) è (0.14).

Òåîðåìà 1.1.(Â.Â. Ïåðíàé, [14]). Ïóñòü ñåìåéñòâî Ω ïîäìíî-

æåñòâ I óäîâëåòâîðÿåò (0.10) è (0.14) ïðè íåêîòîðûõ α > 1 è

14



β > 0. Òîãäà ïîñòîÿííàÿ òèïà 2 ïðîñòðàíñòâà X(Ω) äîïóñêàåò

îöåíêó

T2(X) 6 K(C0, β, γ) · (logN)α/2+1+γ,

ãäå γ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî áîëüøå 0, à K(C0, β, γ) � ïîñòîÿííàÿ,

êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò C0,β è γ.

Òàêæå â ãëàâå 1 äëÿ ïðîñòðàíñòâ, íîðìà â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ ñ

ïîìîùüþ (0.8) ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ Ω, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðà-

íè÷åíèÿì (0.9) è (0.10) ñ íåêîòîðûì α < 1, óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðõíÿÿ

îöåíêà ïîñòîÿííîé òèïà 2. Êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð òàêîãî

ïðîñòðàíñòâà, ó êîòîðîãî íèæíÿÿ îöåíêà ïîñòîÿííîé òèïà 2 áëèçêà

ïî ïîðÿäêó ê âåðõíåé. Òî÷íåå, äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1.2.(Â.Â. Ïåðíàé, [15]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ > 0 ïðî-

ñòðàíñòâî X(Ω), ãäå Ω óäîâëåòâîðÿåò (0.9) è (0.10), ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì òèïà 2 ñ ïîñòîÿííîé T2(X), êîòîðàÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò íåðàâåíñòâó

T2(X) 6 C ′ exp

(
1

2
logαN

)
· log1+γ N,

ãäå C ′ > 0 � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò γ.

Ïðè ýòîì íàéä¼òñÿ òàêîå ïðîñòðàíñòâî X(Ω), ãäå Ω óäî-

âëåòâîðÿåò (0.9) è (0.10), ÷òî ïîñòîÿííàÿ T2(X) òèïà 2 ïðî-

ñòðàñíòâà X(Ω) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

1

2
exp

(
1

2
· logαN

2α

)
6 T2(X).

Â ãëàâå 2 äèññåðòàöèè, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ðàáîòû [4], ìû óñòà-
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íàâëèâàåì âåðõíèå îöåíêè Φ-ïîïåðå÷íèêîâ ìíîæåñòâ

F =

{
n∑
i=1

aiϕi

∣∣∣∣ n∑
i=1

|ai|2 6 1

}
â ïðîñòðàíñòâå X, íîðìà â êîòîðîì çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëå-

íèÿ (0.8) ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ Ω, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíè-

ÿì (0.10) è (0.14) ïðè íåêîòîðûõ α > 1 è β > 0. Òî÷íåå äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2.1.(Â.Â. Ïåðíàé, [14]). Ïóñòü Φ = {ϕ}ni=1 � íàáîð

ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé â lN2 òàêèõ, ÷òî

‖ϕi‖∞ 6M, 1 6 i 6 n

è ìíîæåñòâî

F =

{
n∑
i=1

aiϕi

∣∣∣∣ n∑
i=1

|ai|2 6 1

}
.

Ïóñòü íîðìà â ïðîñòðàíñòâå X çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ìàæîðàí-

òû (0.8), ãäå ñåìåéñòâî Ω óäîâëåòâîðÿåò (0.10) è (0.14) ñ íåêîòî-

ðûìè α > 1 è β > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 n, âåðíî

íåðàâåíñòâî

dΦ
k (F,X) 6 K(C0, β, γ)M(logN)4+α/2+γ

√
n

k
,

ãäå γ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî áîëüøå 0, M � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

à K(C0, β, γ) � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò C0,β è γ.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ, êî-

òîðûå óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì íà ñëîæíîñòü (0.10) è (0.14) ñ

íåêîòîðûìè α > 1 è β > 0. Âàæíûì ïðèìåðîì òàêîãî ñåìåéñòâà

ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ �ïàðàëëåëåïèïåäîâ�

Π =
{
{1, . . . ,m1} × · · · × {1, . . . ,md} ⊂ {1, . . . , n}d

}
.
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Â ðàáîòå [14] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî äàííàÿ ñîâîêóïíîñòü óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì (0.10) è (0.14) ïðè α = 1 è β = (d − 1)/d. Òî÷íåå èìååò

ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ äèñêðåòíûõ ïàðàëëåëåïè-

ïåäîâ âèäà

Πd =
{
{1, . . . ,m1} × · · · × {1, . . . ,md} ⊂ {1, . . . , n}d

}
ïðè d ∈ N óäîâëåòâîðÿåò (0.10) è (0.14) ïðè α = 1 è β = (d−1)/d.

Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà B ⊂ Rd è ðåø¼òêè Zd êàê BZ.

Ìíîæåñòâà BZ, ïîëó÷åííûå êàê ïåðåñå÷åíèå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà

B ñ öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêîé, ìîæíî íàçûâàòü âûïóêëûìè ìíîæå-

ñòâàìè â Zd.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â òåîðèè êðàòíûõ ðÿäîâ ðàññìàòðèâà-

þòñÿ ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ â Zd, ñóììèðîâàíèå

ïî êîòîðûì çàäà¼ò ÷àñòíûå ñóììû, èññëåäóåìûå íà ñõîäèìîñòü. Ïðè

ýòîì ÷àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà êóáîâ, ïàðàëëåëåïèïå-

äîâ, øàðîâ, ãèïåðáîëè÷åñêèõ êðåñòîâ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå

ñëó÷àé, êîãäà ñåìåéñòâî ñîñòîèò èç âñåõ �âûïóêëûõ ìíîæåñòâ�. Ïðè

ýòîì âñòàåò âîïðîñ î �ñëîæíîñòè� ýòîãî ñåìåéñòâà. Â ÷àñòíîñòè,

Ñ.Â. Êîíÿãèíûì áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ: óäîâëåòâîðÿåò ëè îãðàíè-

÷åíèÿì íà ñëîæíîñòü (0.10) è (0.14), ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Ω, ïîëó-

÷åííîå êàê ïåðåñå÷åíèå âñåâîçìîæíûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ êóáà

[1, n]d c öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêîé Zd. Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé Ñ.Â. Êîíÿ-

ãèíà â ãëàâå 3 äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 3.1.(Â.Â. Ïåðíàé, [15]). Äëÿ ëþáîãî 0 < γ < 1 íàéä¼òñÿ

ñåìåéñòâî Ω ïîäìíîæåñòâ {1, . . . , n}d, óäîâëåòâîðÿþùåå (0.10) è
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(0.14) ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè α > 1 è β > 0, çàâèñÿùèìè

òîëüêî îò γ è d, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà

B ⊂ [1, n]d íàéä¼òñÿ A ∈ Ω òàêîå, ÷òî A ⊂ BZ è

#(BZ \ A) 6 γ ·#BZ.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñèìïëåêñîâ

ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ, âïèñàííûõ â äàííîå âûïóêëîå òåëî.

Íàïîìíèì,

Îïðåäåëåíèå 0.7. Ñèìïëåêñîì â d-ìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà d + 1 àôôèííî-

íåçàâèñèìûõ òî÷åê.

Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå Rd ìåðó, �ñ÷èòàþùóþ� êîëè÷åñòâî öåëûõ

òî÷åê â ìíîæåñòâå:

µZ(A) = |A ∩ Zd|, A ⊂ Rd.

Òîãäà èìååò ìåñòî

Ëåììà 3.3. Ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå òåëî K ⊂ Rd ñîäåðæèò ñèì-

ïëåêñ S, âîçìîæíî, ðàçìåðíîñòè ìåíüøå d, ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ

ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè òàêîé, ÷òî

µZ(K) 6 d3d · µZ(S)

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâî-

åìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ àêàäåìèêó Áîðèñó Ñåðãååâè÷ó Êàøèíó

çà ïîñòàâíîâêó èíòåðåñíûõ çàäà÷, ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ, íåîöå-

íèìóþ ïîìîùü è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå, à òàêæå ïðîôåññîðó Ñåðãåþ

Âëàäèìèðîâè÷ó Êîíÿãèíó è äîöåíòó Êîíñòàíòèíó Ñåðãååâè÷ó Ðþ-

òèíó çà öåííûå ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ.
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Ãëàâà 1

Òèï ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæä¼ííûõ

îáîáù¼ííîé ìàæîðàíòîé ÷àñòíûõ

ñóìì

Â äàííîé ãëàâå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî I � çàäàííûé íàáîð èíäåê-

ñîâ, Ω � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ I è Φ = {ϕk}k∈I ⊂ RN � ñèñòå-

ìà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Îáîçíà÷èì êàê X(Ω) ≡ X(Ω,Φ)

ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ âèäà∑
k∈I

akϕk, ãäå ak ∈ R,

ñ íîðìîé, çàäàííîé ñ ïîìîùüþ (0.8), â êîòîðîé sup áåð¼òñÿ ïî ñå-

ìåéñòâó Ω.

Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ

Òåîðåìà 1.1 ([14]). Ïóñòü ñåìåéñòâî Ω ïîäìíîæåñòâ I óäîâëå-

òâîðÿåò (0.10) è (0.14) ïðè íåêîòîðûõ α > 1 è β > 0. Òîãäà ïî-

ñòîÿííàÿ T2(X) òèïà 2 ïðîñòðàíñòâà X(Ω) äîïóñêàåò îöåíêó

T2(X) 6 K(C0, β, γ) · (logN)α/2+1+γ, (1.1)
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ãäå γ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî áîëüøå 0, à K(C0, β, γ) � ïîñòîÿííàÿ,

êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò C0,β è γ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 íàì ïîíàäîáèòñÿ òåõíè÷åñêàÿ

Ëåììà 1.1. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà Ω ïîäìíîæåñòâ I íàéäóòñÿ

òàêèå ñåìåéñòâà ∆s, ∅ ∈ ∆s, s = 0, . . . , s0,, ÷òî áóäåò âûïîëíå-

íî (0.10). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåòðèâèàëüíîãî íàáîðà ýëåìåí-

òîâ {xi}mi=1 ⊂ X(Ω) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

/(
m∑
i=1

‖xi‖2
X(Ω)

)1/2

6 A+N

s0∑
s=0

#∆s ·
s2(1+γ)

C2
γA
· exp

(
−

C2
γA

2

2s2(1+γ)

)
,

ãäå A, γ � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà áîëüøå 0, à

Cγ =

(
s0∑
s=0

1

(s+ 1)1+γ

)−1

. (1.2)

Íàïîìíèì êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî À.ß. Õèí÷èíà

Òåîðåìà E ([20], [12]). Åñëè {εi}mi=1 � ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà, òîãäà

äëÿ ëþáîãî t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

P


∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ciεi

∣∣∣∣∣ > t

(
m∑
i=1

c2
i

)1/2
 6 2e−

t2

2 . (1.3)

Òåïåðü ïðèâåä¼ì
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äëÿ

çàäàííîãî íàáîðà {xi}mi=1 ⊂ X(Ω), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

m∑
i=1

‖xi‖2
X(Ω) = 1.

Çàôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà

E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

=

∫ ∞
0

P


∥∥∥∥∥

m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

> y

 dy

=

∫ A

0

P


∥∥∥∥∥

m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

> y

 dy

+

∫ ∞
A

P


∥∥∥∥∥

m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

> y

 dy

6
∫ A

0

1 dy +

∫ ∞
A

P


∥∥∥∥∥

m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

> y

 dy

6A+

∫ ∞
A

P


∥∥∥∥∥

m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

> y

 dy.

(1.4)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Cγ =

(
s0∑
s=0

1

(s+ 1)1+γ

)−1

Òàê êàê íàéäóòñÿ òàêèå ∆s,∅ ∈ ∆s, s = 0, . . . , s0,, ÷òî áóäåò âû-

ïîëíåíî (0.10), âòîðîå ñëàãàåìîå â (1.4) ìîæíî îöåíèòü∫ ∞
A

P


∥∥∥∥∥

m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

> y

 dy

=

∫ ∞
A

P

sup
ω∈Ω

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈ω

(
m∑
i=1

εixi

)
j

ϕj

∥∥∥∥∥∥
lN∞

> y
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=

∫ ∞
A

P

sup
ω∈Ω

sup
16k6N

∣∣∣∣∣∣
∑

j∈ω

(
m∑
i=1

εixi

)
j

ϕj


k

∣∣∣∣∣∣ > y


6
∫ ∞
A

N∑
k=1

P

 sup⋃
Es∈Ω

∣∣∣∣∣∣
s0∑
s=0

∑
j∈Es

(
m∑
i=1

εi(xi)j

)
(ϕj)k

∣∣∣∣∣∣ > y


=

∫ ∞
A

N∑
k=1

P

 sup⋃
Es∈Ω

∣∣∣∣∣∣
s0∑
s=0

∑
j∈Es

(
m∑
i=1

εi(xi)j

)
(ϕj)k

∣∣∣∣∣∣ > yCγ

s0∑
s=0

1

(s+ 1)1+γ


6

N∑
k=1

∫ ∞
A

P


s0∑
s=0

sup
Es∈∆s

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈Es

(
m∑
i=1

εi(xi)j

)
(ϕj)k

∣∣∣∣∣∣ >
s0∑
s=0

Cγy

(s+ 1)1+γ


6

N∑
k=1

s0∑
s=0

∫ ∞
A

P

 sup
Es∈∆s

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈Es

(
m∑
i=1

εi(xi)j

)
(ϕj)k

∣∣∣∣∣∣ > Cγy

(s+ 1)1+γ


6

N∑
k=1

s0∑
s=0

∑
Es∈∆s

∫ ∞
A

P


∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

εi

∑
j∈Es

(xi)j(ϕj)k

∣∣∣∣∣∣ > Cγy

(s+ 1)1+γ

 = J1.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó E, ïîëó÷àåì

J1 6
N∑
k=1

s0∑
s=0

∑
Es∈∆s

∫ ∞
A

exp

(
−

C2
γy

2

2(s+ 1)2(1+γ) · Σ

)
dy,

ãäå Σ =

(∑m
i=1

(∑
j∈Es(xi)j(ϕj)k

)2
)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå X(Ω), äëÿ ïðîèçâîëüíî-

ãî Es ∈ ∆s

Σ ≡

 m∑
i=1

∑
j∈Es

(xi)j(ϕj)k

2
 6

 m∑
i=1

 sup
Es∈∆s

∑
j∈Es

(xi)j(ϕj)k

2


6

 m∑
i=1

(
sup
ω∈Ω

∑
j∈ω

(xi)j(ϕj)k

)2
 =

m∑
i=1

‖xi‖2
X(Ω) = 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

J1 6
N∑
k=1

s0∑
s=0

∑
Es∈∆s

∫ ∞
A

exp

(
−

C2
γy

2

2(s+ 1)2(1+γ)

)
dy

= N ·
s0∑
s=0

#∆s

∫ ∞
A

exp

(
−

C2
γy

2

2(s+ 1)2(1+γ)

)
dy.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî y/a > 1 ïðè y ∈ (a,∞), a > 0, ìîæíî ïîëó÷èòü

ñëåäóþùåå íåñëîæíîå íåðàâåíñòâî∫ ∞
a

exp

(
−y

2

2

)
dy <

∫ ∞
a

y

a
exp

(
−y

2

2

)
dy =

1

a
exp

(
−a

2

2

)
.

Èç íåãî ïðîñòîé çàìåíîé ïåðåìåíîé ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ b > 0 âåðíî∫ ∞
a

exp

(
−b

2y2

2

)
dy =

1

b

∫ ∞
ab

exp

(
−y

2

2

)
dy <

1

ab2
exp

(
−a

2b2

2

)
.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

äëÿ J1:

J1 6 N

s0∑
s=0

#∆s
(s+ 1)2(1+γ)

A · C2
γ

· exp

(
−

A2C2
γ

2(s+ 1)2(1+γ)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

6 A+N

s0∑
s=0

#∆s
(s+ 1)2(1+γ)

A · C2
γ

·exp

(
−

A2C2
γ

2(s+ 1)2(1+γ)

)
,

è ëåììà 1.1 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 1.1.

Çàäàäèì çíà÷åíèå A êàê

A = C1(logN)α/2+1+γ,

ãäå C1 � ïîñòîÿííàÿ áîëüøå 0, êîòîðóþ ìû îïðåäåëèì íèæå. Òîãäà,

ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ íà #∆s, s = 0, . . . , s0 èç óñëîâèÿ òåîðåìû, à
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òàêæå òî, ÷òî s 6 s0 6 logN ïîëó÷àåì

E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

/(
m∑
i=1

‖xi‖2
X(Ω)

)1/2

6 C1(logN)α/2+1+γ

+N

s0∑
s=0

#∆s ·
s2(1+γ)

C1C2
γ(logN)α/2+1+γ

· exp

(
−
C2

1C
2
γ(logN)α+2+2γ

2s2(1+γ)

)
6C1(logN)α/2+1+γ

+N

s0∑
s=0

C0N
β exp sα · s2(1+γ)

C1C2
γ(logN)α/2+1+γ

· exp

(
−
C2

1C
2
γ(logN)α+2+2γ

2s2(1+γ)

)
6C1(logN)α/2+1+γ

+Nβ+1
s0∑
s=0

C0s
2(1+γ)

C1C2
γ(logN)α/2+1+γ

· exp

(
sα −

C2
1C

2
γ(logN)α+2(1+γ)

2s2(1+γ)

)
6C1(logN)α/2+1+γ

+Nβ+1
s0∑
s=0

C0(logN)2(1+γ)

C1C2
γ(logN)α/2+1+γ

· exp

(
(logN)α −

C2
1C

2
γ(logN)α+2(1+γ)

2(logN)2(1+γ)

)
6C1(logN)α/2+1+γ

+ 2Nβ+1 logN · C0

C1C2
γ(logN)α/2−1−γ · exp

(
(logN)α −

C2
1C

2
γ

2
(logN)α

)
=C1(logN)α/2+1+γ

+
2C0

C1C2
γ

(logN)2−α/2+γ ·Nβ+1+(1−C2
1C

2
γ/2)·(logN)α−1. (1.5)

Ïî óñëîâèþ α > 1. Çíà÷èò

2− α/2 + γ 6 1 + α− α/2 + γ = α/2 + 1 + γ.

Âûáðàâ ïîñòîÿííóþ C1 â (1.5) äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ïîëó÷àåì

E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

/(
m∑
i=1

‖xi‖2
X(Ω)

)1/2

6 C1(logN)α/2+1+γ + C2(logN)α/2+1+γ
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6 K(C0, β, γ) · (logN)α/2+1+γ

ãäå K(C0, β, γ) � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò γ, β è C0. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïîñòîÿííàÿ òèïà 2 ïðîñòðàíñòâà X(Ω) áóäåò íå áîëüøå, ÷åì

K(C0, β, γ) · (logN)α/2+1+γ. Òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X(Ω) ïðè Ω óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè-

÷åíèÿì íà ñëîæíîñòü (0.9) è (0.10). Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1.2 ([15]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ > 0 ïðîñòðàíñòâî X(Ω),

ãäå Ω óäîâëåòâîðÿåò (0.9) è (0.10), ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òèïà

2 ñ ïîñòîÿííîé T2(X), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

T2(X) 6 C ′ exp

(
1

2
logαN

)
· log1+γ N, (1.6)

ãäå C ′ > 0 � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò γ.

Ïðè ýòîì íàéä¼òñÿ òàêîå ïðîñòðàíñòâî X(Ω), ãäå Ω óäî-

âëåòâîðÿåò (0.9) è (0.10), ÷òî ïîñòîÿííàÿ T2(X) òèïà 2 ïðî-

ñòðàñíòâà X(Ω) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

1

2
exp

(
1

2
· logαN

2α

)
6 T2(X). (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Â Ëåììå 1.1 ïîëîæèâ

A = C1 exp

(
1

2
logαN

)
· log1+γ N, (1.8)

ïîëó÷àåì

E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

/(
m∑
i=1

‖xi‖2
X(Ω)

)1/2

6 C1 exp

(
1

2
logαN

)
· log1+γ N
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+
N∑
k=1

s0∑
s=1

#∆s
s2(1+γ)

C1C2
γ exp

(
1
2 logαN

)
· log1+γ N

· exp

(
−
C2

1C
2
γ exp logαN · log2(1+γ)N

2s2(1+γ)

)
. (1.9)

Îáîçíà÷èì âòîðîå ñëàãàåìîå â (1.9) êàê S1. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû

ñåìåéñòâà ∆s, s = 0, . . . , s0, óäîëâåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ (0.9), òî

åñòü äëÿ íåêîòîðîãî α < 1

#∆s 6 exp exp sα.

Ñëåäîâàòåëüíî,

S1 6N
s0∑
s=1

C0s
2(1+γ)

C1C2
γ exp

(
1
2 logαN

)
· log1+γ N

·

· exp

(
exp sα −

C2
1C

2
γ exp logαN · log2(1+γ)N

2s2(1+γ)

)

6N
s0∑
s=1

C0 log2(1+γ)N

C1C2
γ exp

(
1
2 logαN

)
· log1+γ N

·

· exp

(
exp logαN −

C2
1C

2
γ exp logαN · log2(1+γ)N

2 log2(1+γ)N

)

6N logN · C0 log1+γ N

C1C2
γ exp

(
1
2 logαN

) ·
· exp

(
exp logαN −

C2
1C

2
γ exp logαN

2

)

=
C0

C1C2
γ

· exp

(
exp logαN + logN + (2 + γ) log logN −

−
C2

1C
2
γ exp logαN

2
− 1

2
logαN

)
.

Ïðè âûáîðå C1 äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ìû ïîëó÷èì, ÷òî

S1 6 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî C ′ > 0 áóäåì èìåòü

E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
X(Ω)

/(
m∑
i=1

‖xi‖2
X(Ω)

)1/2

6 C1 exp

(
1

2
logαN

)
· log1+γ N + 1

6 C ′ exp

(
1

2
logαN

)
· log1+γ N.

Òåïåðü ïîñòðîèì ñåìåéñòâî Ω ïîäìíîæåñòâ íàáîðà èíäåêñîâ

I = {1, . . . , N}, óäîâëåòâîðÿþùåå (0.9) è (0.10), òàêîå ÷òî ïîñòîÿí-

íàÿ 2-òèïà ïðîñòðàíñòâà X(Ω) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü (1.7). Äëÿ ýòîãî

ïîëîæèì, ÷òî N = 22ν äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ν, è ïîñòðîèì

ñåìåéñòâà ∆s, s = 0, . . . , 1
2 · log2N . Ïóñòü

E =

{
1, . . . , exp

(
logαN

2α

)}
,

ãäå α < 1. Òîãäà

∆s =


2E, åñëè s = 1

2 · log2N ;

{∅} , åñëè s < 1
2 · log2N ,

ãäå 2E � íàáîð âñåâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E. Òîãäà

#∆ 1
2 ·log2N

6 2exp( logα N
2α ),

#∆s = 1, ïðè s <
1

2
· log2N,

è íàáîð ñåìåéñòâ ∆s, s = 0, . . . , 1
2 · log2N, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (0.9). Åñëè îïðåäåëèòü Ω = ∆1
2 ·log2N

, òîãäà äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω

ω =

1
2 ·log2N⋃
s=0

Es, Es ∈ ∆s.
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Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâîG ∈ ∆ 1
2 ·log2N

áóäåò ïîäìíîæåñòâîì E. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N

#G 6 #E 6 exp

(
logαN

2α

)
= exp

(
lnαN

(2 ln 2)α

)
6 exp

(
lnαN · ln

1−αN

2

)
= exp

(
lnN

2

)
=
√
N =

N√
N

=
N

2
log2N

2

,

è ñèñòåìà Ω óäîâëåòâîðÿåò (0.10). Ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
G∈Ω

∥∥∥∥∥∑
k∈G

akϕk

∥∥∥∥∥
lN∞

= sup
G⊂E

∥∥∥∥∥∑
k∈G

akϕk

∥∥∥∥∥
lN∞

.

Îïðåäåëèì âåêòîðà ϕk ∈ RN , k ∈ I = {1, . . . , N}, êàê

ϕ1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , ϕk = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . . , 0), . . . , ϕN = (1, 1, . . . , 1),

à íàáîð {xi}mi=1 ⊂ RN , ãäå m = exp
(

logαN
2α

)
6
√
N , ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

(xi)k =


1, ïðè i = k;

0, ïðè i 6= k.

Òîãäà, åñëè {εi}mi=1 � ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà, òî åñòü íàáîð íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ±1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2,

îïðåäåëèì ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî

E0(ε1, . . . , εm) =


E+ = {i : εi = +1}, åñëè #E+ > #E/2;

E− = {i : εi = −1}, åñëè #E− > #E/2.
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Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé εi ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
G⊂E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi

(∑
k∈G

(xi)kϕk

)∥∥∥∥∥
lN∞

> sup
G⊂E

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

εi

(∑
k∈G

(xi)k(ϕk)1

)∣∣∣∣∣
>

∣∣∣∣∣∣
m∑
i=1

εi

 ∑
k∈E0(ε1,...,εm)

(xi)k

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈E0(ε1,...,εm)

εi(xi)i

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈E0(ε1,...,εm)

εi

∣∣∣∣∣∣ > #E/2 =
1

2
· exp

(
logαN

2α

)
.

Çíà÷èò,

E sup
G⊂E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi

(∑
k∈G

(xi)kϕk

)∥∥∥∥∥
lN∞

>
1

2
· exp

(
logαN

2α

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî xi

‖xi‖X(Ω) = sup
G⊂E

∥∥∥∥∥∑
k∈G

(xi)kϕk

∥∥∥∥∥
lN∞

= 1.

Ïîëó÷àåì, ÷òî(
m∑
i=1

‖xi‖2
X(Ω)

)1/2

6
√
m = exp

(
1

2
· logαN

2α

)
.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ýëåìåíòû xi òàêèå, ÷òî

E sup
G⊂E

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εi

(∑
k∈G

(xi)kϕk

)∥∥∥∥∥
ln∞

>
1

2
·exp

(
1

2
· logαN

2α

)( m∑
i=1

‖xi‖2
X(Ω)

)1/2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííàÿ 2-òèïà ïîñòðîåííîãî ïðîñòðàíñòâà

X(Ω) áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì 1
2 · exp

(
1
2 ·

logαN
2α

)
, è âûïîëíåíî (1.7).

Òåîðåìà 1.2 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2

Îöåíêè Φ-ïîïåðå÷íèêîâ

Â äàííîé ãëàâå òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ çàäàííîãî

íàáîðà èíäåêñîâ I, ñåìåéñòâî Ω ïîäìíîæåñòâ I óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-

ñòâàì (0.10) è (0.14) ñ íåêîòîðûìè α > 1 è β > 0, òî åñòü íàéäóòñÿ

ñåìåéñòâà ∆s,∅ ∈ ∆s, ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ

#∆s 6 C0N
β exp sα, s = 0, . . . , s0,

òàêèå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî ω ∈ Ω äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

ω =

s0⋃
s=0

Es, Es ∈ ∆s, #Es 6
#I

2s
, Es ∩ Es′ = ∅ ïðè s 6= s′.

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ Φ = {ϕk}k∈I ⊂ RN

îáîçíà÷èì êàê X(Ω) ≡ X(Ω,Φ) ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ âèäà∑
k∈I

akϕk, ãäå ak ∈ R,

ñ íîðìîé, çàäàííîé êàê∥∥∥∥∥∑
α∈I

aαϕα

∥∥∥∥∥
X

= sup
ω∈Ω

∥∥∥∥∥∑
α∈ω

aαϕα

∥∥∥∥∥
lN∞

.
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Â äàííîé ãëàâå óñòàíàâëèâàþòñÿ âåðõíèå îöåíêè Φ-ïîïåðå÷íèêîâ

â ïðîñòðàíñòâå X ìíîæåñòâ

F =

{
n∑
i=1

aiϕi

∣∣∣∣ n∑
i=1

|ai|2 6 1

}
.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ðåçóëüòàòû ãëàâû 1. Äî-

êàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2.1 ([14]). Ïóñòü Φ = {ϕ}ni=1 � íàáîð ëèíåéíî-

íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé â lN2 òàêèõ, ÷òî

‖ϕi‖∞ 6M, 1 6 i 6 n

è ìíîæåñòâî

F =

{
n∑
i=1

aiϕi

∣∣∣∣ n∑
i=1

|ai|2 6 1

}
. (2.1)

Ïóñòü íîðìà â ïðîñòðàíñòâå X çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (0.8), ãäå

ñåìåéñòâà Ω óäîâëåòâîðÿþò (0.10) è (0.14) ñ íåêîòîðûìè α > 1 è

β > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî k, 1 6 k 6 n, âåðíî íåðàâåíñòâî

dΦ
k (F,X) 6 K(C0, β, γ)M(logN)4+α/2+γ

√
n

k
, (2.2)

ãäå γ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî áîëüøå 0, M � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

à K(C0, β, γ) � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò C0,β è γ.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó, äàäèì

Îïðåäåëåíèå 2.8. Åñëè P � îïåðàòîð èç áàíàõîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà X ñ åäèíè÷íûì øàðîì BX â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y , òî ÷èñ-

ëîì ïîêðûòèÿ îïåðàòîðà P íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

NY (P, ε) ≡ N‖·‖Y (P (BX), ε).
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s-ûì ýíòðîïèéíûì ÷èñëîì îïåðàòîðà P íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

es(P ) = es(P (BX), ‖ · ‖Y ).

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà

äëÿ ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë è ÷èñåë ïîêðûòèÿ

Óòâåðæäåíèå 2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ c > 0, ε > 0, êîìïàêòà K è

ìåòðèêè ρ

es(K, cρ) = c · es(K, ρ), s = 0, 1, . . . .

Óòâåðæäåíèå 2.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ c > 0, ε > 0, êîìïàêòà K è

íîðìû ‖ · ‖ρ

N‖·‖ρ(cK, ε) = N‖·‖ρ

(
K,

ε

c

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.1. Äëÿ øàðîâ ñ öåíòðîì

â òî÷êå y áóäåò âåðíî

Bcρ(y, ε) ≡ {z : cρ(y, z) 6 ε} =
{
z : ρ(y, z) 6

ε

c

}
≡ Bρ

(
y,
ε

c

)
.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà K

Ncρ(K, ε) = Nρ

(
K,

ε

c

)
.

Ïîëó÷àåì äëÿ s = 0, 1, . . .

es(K, cρ) ≡ inf{ε : Ncρ(K, ε) 6 2s} = inf
{
ε : Nρ

(
K,

ε

c

)
6 2s

}
= inf

{
c · ε
c

: Nρ

(
K,

ε

c

)
6 2s

}
= inf {c · ε : Nρ (K, ε) 6 2s}

= c · inf {ε : Nρ (K, ε) 6 2s} = c · es(K, ρ).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ

íåêîòîðûõ êîìïàêòà K ⊂ Rn, ïîñòîÿííîé c > 0, íàòóðàëüíîãî r è
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òî÷åê x1, . . . , xr ∈ Rn áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

cK ⊂
r⋃
j=1

B‖·‖ρ(xj, ε),

òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ K è íåêîòîðîãî j, 1 6 j 6 n, áóäåò âåðíî

‖cy − xj‖ρ 6 ε.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî

‖y − 1

c
· xj‖ρ 6

ε

c
,

òî åñòü äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê y1, . . . , yr ∈ Rn

K ⊂
r⋃
j=1

B‖·‖ρ

(
yj,

ε

c

)
,

èëè â òåðìèíàõ ÷èñåë ïîêðûòèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

êîìïàêòà K ⊂ Rn, ïîñòîÿííîé c > 0 è ïðîèçâîëüíîãî ε > 0

N‖·‖ρ(cK, ε) ≡ inf

{
r : cK ⊂

r⋃
j=1

B‖·‖ρ(xj, ε) äëÿ íåêîòîðûõ x1, . . . , xr

}

= inf

{
r : K ⊂

r⋃
j=1

B‖·‖ρ

(
yj,

1

c
ε

)
äëÿ íåêîòîðûõ y1, . . . , yr

}

≡ N‖·‖ρ

(
K,

1

c
ε

)
.

Íàïîìíèì

Òåîðåìà F (Íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà, [3]). Ïóñòü ψ1, . . . , ψn �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òàêèõ ÷òî

Eψi = 0 è ψi 6 1(ñ âåðîÿòíîñòüþ 1) äëÿ i = 1, . . . , n. Ïîëîæèì

σ2 =
1

n

n∑
i=1

Dψi.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî

P

{
n∑
i=1

ψi > ε

}
6 exp

(
− ε2

2n(σ2 + ε/(3n))

)
.

Òåîðåìó 2.1 ìû ïîëó÷èì êàê ñëåäñòâèå ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà

äâîéñòâåííîãî õàðàêòåðà

Ëåììà 2.1. Ïóñòü {ϕ}ni=1 ⊂ lN2 � íàáîð ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ

ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åíèåì

‖ϕi‖∞ 6M, 1 6 i 6 n.

Ïóñòü íîðìà â ïðîñòðàíñòâå X çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

(0.8), ãäå ñåìåéñòâî Ω óäîâëåòâîðÿåò (0.10) è (0.14) ñ íåêîòîðûìè

α > 1 è β > 0. Äëÿ ëþáîãî òàêîãî öåëîãî k, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé

ïîñòîÿííîé C > 0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ C(logN)3/2 6 k 6 n/2,

íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî I ⊂ {1, . . . , n} òàêîå, ÷òî

|I| = n− k′, ãäå k′ óäîâëåòâîðÿåò |k − k′| 6 k

10
,

ëþáîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ a = {ai}ni=1 ∈ Rn ñ

supp a = {i : ai 6= 0} ⊂ I, (2.3)

ïðîèçâîëüíîãî γ > 0, àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé M , ïîñòîÿííîé

K(C0, β, γ), çàâèñÿùåé îò C0,β è γ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖a‖ln2 =

(∑
i∈I

|ai|2
)1/2

6 K(C0, β, γ)M(logN)4+α/2+γ

√
n

k
‖a‖∗, (2.4)

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ

‖a‖∗ = sup
b∈Rn

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣ :

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

biϕi

∥∥∥∥∥
X

6 1

}
(2.5)

34



Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1 áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîäû ðà-

áîò [19] è [4].

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, ââå-

äåì îáîçíà÷åíèå

A = K(C0, β, γ)M(logN)4+α/2+γ

√
n

k
, (2.6)

ãäå ïîñòîÿííàÿK(C0, β, γ), çàâèñÿùàÿ îò C0, β è γ, áóäåò îïðåäåëåíà

íèæå. Òàêæå îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

FA ≡ {a ∈ Rn : ‖a‖∗ 6 1, ‖a‖ln2 = A}.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî FA íå ïóñòî. Èíà÷å, óòâåðæäå-

íèå ëåììû áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî a. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî Λ = {i1, . . . , ik′} ⊂ {1, . . . , n} (iν1 6= iν2 ïðè

ν1 6= ν2), ÷òî

|k − k′| 6 k

10

è äëÿ ëþáîãî a ∈ FA áóäåò âåðíî∑
i∈Λ

(
A2

n
− |ai|2

)
6 0.4

k

n
A2.

Åñëè ìíîæåñòâî Λ áóäåò ïîñòðîåíî, òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

a ∈ FA áóäåò âûïîëíÿòüñÿ∑
i∈Λ

|ai|2 > |Λ|
A2

n
− 0.4

k

n
A2 >

A2

n
(k′ − 0.4k) >

A2

n

k

2
> 0,

à çíà÷èò, íå ñóùåñòâóåò âåêòîðîâ èç FA, íîñèòåëü êîòîðûõ ëåæèò â

ìíîæåñòâå I = {1, . . . , n} \ Λ. Òî åñòü

‖a‖∗ >
1

A
‖a‖ln2 , åñëè supp a ⊂ I,
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è óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.

Ïóñòü Θ,Θ′ � ñòàíäàðòíûå âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà è

{ηi(θ)}ni=1, {η′i(θ′)}ni=1 � äâà íàáîðà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

çàäàííûõ ñîîòâåòñòâåííî íà ïðîñòðàíñòâàõ Θ è Θ′, èìåþùèõ ðàñïðå-

äåëåíèå Áåðíóëëè, òî åñòü:

P(ηi = 1) = P(η′i = 1) =
k

n
,

P(ηi = 0) = P(η′i = 0) = 1− k

n
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ïðîèíäåêñèðîâàííûé ýëåìåíòàìè

ìíîæåñòâà FA:

ξa(θ) =
n∑
i=1

(
A2

n
− |ai|2

)
ηi(θ), a ∈ FA.

Ïîêàæåì, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

Eθ sup
a∈FA

ξa(θ) 6
k

3n
A2. (2.7)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ FA áóäåì èìåòü

Eθξa(θ) = Eθ

(
n∑
i=1

(
A2

n
− |ai|2

)
ηi(θ)

)

=
n∑
i=1

(
A2

n
− |ai|2

)
Eθηi(θ) =

n∑
i=1

(
A2

n
− |ai|2

)
k

n

=

(
n∑
i=1

A2

n
−

n∑
i=1

|ai|2
)
k

n
=
(
A2 − A2

) k
n

= 0.

Çàôèêñèðóåì a0 ∈ FA. Òîãäà

Eθ sup
a∈FA

ξa(θ) = Eθ

{
sup
a∈FA

ξa(θ)− ξa0(θ)
}

= Eθ sup
a∈FA
{ξa(θ)− ξa0(θ)}

6 Eθ sup
a,a′∈FA

{ξa(θ)− ξa′(θ)} 6 Eθ sup
a,a′∈FA

|ξa(θ)− ξa′(θ)|

= Eθ sup
a,a′∈FA

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

{
|a′i|2 − |ai|2

}
ηi(θ)

∣∣∣∣∣ ≡ J1.
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, a′ ∈ FA áóäåò âû-

ïîëíÿòüñÿ

0 =

(
n∑
i=1

|ai|2 −
n∑
i=1

|a′i|2
)
k

n
=

n∑
i=1

(
|ai|2 − |a′i|2

) k
n

=
n∑
i=1

(
|ai|2 − |a′i|2

)
Eθη

′
i(θ
′).

Çíà÷èò

J1 = Eθ sup
a,a′∈FA

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

{
|ai|2 − |a′i|2

}
ηi(θ)−

n∑
i=1

{
|a′i|2 − |ai|2

}
Eθη

′
i(θ)

∣∣∣∣∣
= Eθ sup

a,a′∈FA

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

{
|ai|2 − |a′i|2

}
(ηi(θ)− Eθ′η

′
i(θ
′))

∣∣∣∣∣
= Eθ sup

a,a′∈FA

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

{
|ai|2 − |a′i|2

}
Eθ′ (ηi(θ)− η′i(θ′))

∣∣∣∣∣
6 Eθ sup

a,a′∈FA
Eθ′

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

{
|ai|2 − |a′i|2

}
(ηi(θ)− η′i(θ′))

∣∣∣∣∣
6 EθEθ′ sup

a,a′∈FA

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

{
|ai|2 − |a′i|2

}
(ηi(θ)− η′i(θ′))

∣∣∣∣∣ ≡ J2.

Ïóñòü {εi(θ′′)}ni=1 � ñèñòåìà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí Ðàäåìàõåðà, çàäàííûõ íà ñòàíäàðòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Θ′′. Cëó÷àéíûå âåëè÷èíû ηi(θ) − η′i(θ
′), çàäàííûå íà

Θ × Θ′ èìåþò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû εi(θ
′′)(ηi(θ)− η′i(θ′)), çàäàííûå íà Θ×Θ′ ×Θ′′. Òîãäà, èñïîëüçóÿ

ñòàíäàðòíûé ïðèåì ñèììåòðèçàöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî

J2 = EθEθ′Eθ′′ sup
a,a′∈FA

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

{
|ai|2 − |a′i|2

}
εi(θ

′′) (ηi(θ)− η′i(θ′))

∣∣∣∣∣
6 2EθEθ′′ sup

a,a′∈FA

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

{
|ai|2 − |a′i|2

}
εi(θ

′′)ηi(θ)

∣∣∣∣∣ ≡ J3.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
∑n

i=1 |ai|2εi(θ′′)ηi(θ) ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷íûì, èñïîëüçóÿ [23, ëåììà 1.2.8], ïîëó÷àåì

J3 = 4EθEθ′′ sup
a∈FA

n∑
i=1

|ai|2εi(θ′′)ηi(θ)

Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû J3 âîñïîëüçóåìñÿ chaining-ìåòîäîì, èçëî-

æåííûì, â ÷àñòíîñòè, â [23]. Ðàññìîòðèì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî θ ∈ Θ

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

ζa(θ
′′) =

n∑
i=1

|ai|2εi(θ′′)ηi(θ).

Èç òåîðåìû E ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñóáãàóññîâñêèì

îòíîñèòåëüíî ïñåâäîìåòðèêè

ρ(a, b) = ρθ(a, b) =

(
n∑
i=1

ηi(θ)
(
|ai|2 − |bi|2

)2

)1/2

, a, b ∈ FA,

òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y > 0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

P {|ζa(θ′′)− ζb(θ′′)| > y} 6 2 exp

(
− y2

2ρ2(a, b)

)
.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Äàäëè (ñì. [23, íåðàâåíñòâî (1.16)]) äëÿ ïðî-

öåññà ζa(θ′′), ïîëó÷àåì

Eθ′′ sup
a∈FA

ζa(θ
′′) 6 C ′

∑
s>0

2s/2e2s(FA, ρθ).

Çíà÷èò

J3 6 CEθ

(∑
s>0

2s/2e2s(FA, ρθ)

)
. (2.8)
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Äëÿ θ ∈ Θ ïîëîæèì Hθ = {i : ηi(θ) = 1}. Òîãäà

ρθ(a, b) =

(∑
i∈Hθ

(|ai|2 − |bi|2)2

)1/2

=

(∑
i∈Hθ

(|ai| − |bi|)2(|ai|+ |bi|)2

)1/2

6 sup
i∈Hθ

∣∣|ai| − |bi|∣∣ ·(∑
i∈Hθ

(
|ai|+ |bi|

)2

)1/2

6 sup
i∈Hθ

∣∣ai − bi∣∣ ·( sup
a∈FA

∑
i∈Hθ

22|ai|2
)1/2

6 2‖a− b‖l∞(Hθ) ·

(
sup
a∈FA

∑
i∈Hθ

|ai|2
)1/2

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.1 ïîëó÷àåì

e2s(FA, ρθ) = e2s

FA, 2‖ · ‖l∞(Hθ) ·

(
sup
a∈FA

∑
i∈Hθ

|ai|2
)1/2


= 2

(
sup
a∈FA

∑
i∈Hθ

|ai|2
)1/2

· e2s
(
FA, ‖ · ‖l∞(Hθ)

)
6 2

(
sup
a∈FA

∑
i∈Hθ

|ai|2
)1/2

· e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

)
. (2.9)

Èç (2.8), (2.9) è íåðâåíñòâà Ã¼ëüäåðà

J3 6 CEθ

(∑
s>0

2s/2e2s(FA, ρθ)

)

6 CEθ

∑
s>0

2s/2 · 2

(
sup
a∈FA

∑
i∈Hθ

|ai|2
)1/2

e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

)
= 2C

(∑
s>0

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

))
Eθ

(
sup
a∈FA

∑
i∈Hθ

|ai|2
)1/2

= 2C

(∑
s>0

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

))
Eθ

(
sup
a∈FA

n∑
i=1

ηi(θ)|ai|2
)1/2
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= C ′

(∑
s>0

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

))(
Eθ sup

a∈FA

n∑
i=1

ηi(θ)|ai|2
)1/2

. (2.10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

J3 > J2 > J1 > Eθ

{
sup
a∈FA

ξa(θ)− ξa0(θ)
}

= Eθ sup
a∈FA

ξa(θ)− Eθξa0(θ)

= Eθ sup
a∈FA

n∑
i=1

ηi(θ)|ai|2 − Eθ

(
n∑
i=1

ηi(θ)|a0
i |2
)

= Eθ sup
a∈FA

n∑
i=1

ηi(θ)|ai|2 −
n∑
i=1

Eθηi(θ)|a0
i |2

= Eθ sup
a∈FA

n∑
i=1

ηi(θ)|ai|2 − A2k

n
. (2.11)

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.10) è (2.11) ïîëó÷àåì

Eθ sup
a∈FA

n∑
i=1

ηi(θ)|ai|2 − A2k

n

6 C ′

(∑
s>0

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

))
·

(
Eθ sup

a∈FA

n∑
i=1

ηi(θ)|ai|2
)1/2

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Eθ sup
a∈FA

n∑
i=1

ηi(θ)|ai|2

6 max

{
2A2k

n
, 2C ′

(∑
s>0

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

))
·

(
Eθ sup

a∈FA

n∑
i=1

ηi(θ)|ai|2
)1/2}

.

Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0

J1 6 C max

{(∑
s>0

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

))
A

√
k

n
,(∑

s>0

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

))2}
(2.12)
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Îöåíèì òåïåðü âåëè÷èíó(∑
s>0

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

))
. (2.13)

Òàê êàê FA ⊂ B∗, ãäå B∗ � åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà

(Rn, ‖ · ‖∗), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

eq(FA, l
n
∞) 6 eq(B∗, l

n
∞).

Ïóñòü a ∈ B∗, òî åñòü ‖a‖∗ 6 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i, 1 6 i 6 n,

sup
bi: ‖biϕi‖ln∞61

|aibi| 6 sup
bi: ‖biϕi‖X61

|aibi| 6 1.

Çíà÷èò,

sup
bi: |bi|61/‖ϕi‖ln∞

|ai| 6
1

|bi|
6

1

1/‖ϕi‖ln∞
6 ‖ϕi‖ln∞ 6M.

Ñëåäîâàòåëüíî,

B∗ ⊂MBln∞ (2.14)

è eq(B∗, ln∞) 6M , äëÿ âñåõ q = 0, 1, . . .. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè q > n

áóäåì èìåòü

eq(B
n
∞, l

n
∞) ≡ inf

{
ε : Nln∞(Bn

∞, ε) 6 2q
}

= inf

{
ε :

1

εn
6 2q

}
= inf

{
ε : ε >

1

2q/n

}
=

⌈
1

2s/n

⌉
6 C2−q/n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè q > n

eq(B∗, l
n
∞) 6 eq(MBn

∞, l
n
∞) 6 CM2−q/n. (2.15)

Äðóãóþ îöåíêó ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü èñïîëüçóÿ

ñâîéñòâà äâîéñòâåííîñòè. Ïóñòü P � òîæäåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå â Rn, ðàññìàòðèâàåìîå êàê îïåðàòîð

P : (Rn, ‖ · ‖∗)→ (Rn, ‖ · ‖ln∞).
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ßñíî, ÷òî òîãäà

eq(B∗, l
n
∞) = eq(P ), q = 0, 1 . . . . (2.16)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

P ∗ : (Rn, ‖ · ‖ln1 )→ (Rn, ‖ · ‖X).

Ó÷èòûâàÿ (2.14), íîðìó îïåðàòîðà P ìîæíî îöåíèòü êàê

‖P‖ = sup
a: ‖a‖∗61

‖Pa‖ln∞ 6 sup
a: ‖a‖ln∞6M

‖a‖ln∞ 6M.

Ïîýòîìó ‖P ∗‖ 6M . Ê ýíòðîïèéíûì ÷èñëàì îïåðàòîðà P ∗ ìîæíî

ïðèìåíèòü îöåíêó Êàðëà (ñì. [18, ïðåäëîæåíèå 1])

eq(P
∗) 6

C · 2−q/n · ‖P ∗‖ · T2(X)

q1/2

(
1 + ln

n

q

)1/2

, 1 6 q 6 C ′n,

ãäå T2(X) � ïîñòîÿííàÿ òèïà 2 ïðîñòðàíñòâà X. Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó

1.1, ïðè 1 6 q 6 C ′n äëÿ íåêîòîðîé C ′ > 0 ïîëó÷àåì

eq(P
∗) 6

C · ‖P ∗‖ ·K(C0, β, γ) · (logN)α/2+1+γ(log n)1/2

2q/n · q1/2
. (2.17)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà U òàêîãî, ÷òî ‖U‖ 6 1, rankU 6 n,

ïðè ε ∈ (0, 1) áóäåò âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ÷èñåë ïîêðûòèÿ

N(U, ε) (ñì. [17, òåîðåìà 6]):

logN(U, ε) 6 C
(

log
n

ε

)
· logN

(
U ∗,

C−1ε

log(n/ε)

)
,

ãäå C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Åñëè log 1/ε 6 C log n, òîãäà

logN(U,Cε log n) 6 C1 log n logN(U ∗, ε). (2.18)
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Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (2.18) ê îïåðàòîðó U = P/M , ïîëó÷àåì

logN(P/M,Cε logN) 6 C1 log n logN(P ∗/M, ε).

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.2

eq(P ) ≡ inf{ε : N(P, ε) 6 2q} = inf{CMε log n : N(P,CMε log n) 6 2q}

= inf{CMε log n : N(P/M,Cε log n) 6 2q}

= C log n · inf{Mε : logN(P/M,Cε log n) 6 q}

6 C log n · inf{Mε : C1 log n logN(P ∗/M, ε) 6 q}

= C log n · inf{Mε : C1 log n logN(P ∗,Mε) 6 q}

= C log n · inf{ε : C1 log n logN(P ∗, ε) 6 q}

= C log n · inf

{
ε : logN(P ∗, ε) 6

q

C1 log n

}
= C log n · inf{ε : N(P ∗, ε) 6 2q/(C1 log n)} = C log n · eq/(C1 log n).

Ó÷èòûâàÿ (2.17), íàõîäèì ïðè 1 6 q 6 C ′n äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿí-

íîé C ′ > 0

eq(P ) 6
log n · ‖P ∗‖ ·K(C0, β, γ) · (logN)α/2+1+γ log n

2q/(C1n log n) · q1/2

6
M ·K(C0, β, γ) · (logN)α/2+1+γ(log n)2

q1/2

6
CM ·K(C0, β, γ) · (logN)α/2+3+γ

q1/2
. (2.19)

Èñïîëüçóÿ (2.15), (2.16) è (2.19), îöåíèì âåëè÷èíó (2.13)∑
s>0

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

)
=

∑
s:2s6C ′n

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

)
+

∑
s:2s>C ′n

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

)
6

∑
s:2s6C ′n

2s/2e2s (P ) +
∑

s:2s>C ′n

2s/2e2s
(
FA, ‖ · ‖ln∞

)
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6
∑

s:2s6C ′n

2s/2
CM ·K(C0, β, γ) · (logN)α/2+3+γ

2s/2

+
∑

s:2s>C ′n

2s/2CM2−2s/n

6CM ·K(C0, β, γ) · (logN)α/2+4+γ + C2M

6CM ·K(C0, β, γ) · (logN)α/2+4+γ.

Ñëåäîâàòåëüíî, (ñì. (2.12))

J1 6 C max

{
MK(C0, β, γ) · (logN)α/2+4+γA

√
k

n
,

M 2K2(C0, β, γ) · (logN)α+8+2γ

}
.

Ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ A (ñì. (2.6)), ïðè ñîîòâåòñâóþùåì âûáîðå ïîñòî-

ÿííîé C, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî (2.7).

Ïóñòü ψi = ηi − k/n, i = 1, . . . , n è

G =

{
θ ∈ Θ : 0.9k 6

n∑
i=1

ηi(θ) 6 1.1k

}

=

{
θ ∈ Θ : −0.1k 6

n∑
i=1

ψi(θ) 6 0.1k

}
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ψi áóäóò âûïîëíÿòüñÿ òðåáîâàíèÿ òåîðåìû F è

áóäåò ñïðàâåäëèâî

P {Θ \G} = P

(
n∑
i=1

ψi(θ) > 0.1k

)

6 exp

(
− 0.01k2

2n(σ2 + 0.1k/(3n))

)
. (2.20)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ cëó÷àéíûõ âåëè÷èí ψi, i = 1, . . . , n

P

(
ψi = 1− k

n

)
=
k

n
, P

(
ψi = −k

n

)
= 1− k

n
,

Eψi = 0, Dψi = E(ψ2
i ) =

(
1− k

n

)
· k
n
,
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èç (2.20) ïîëó÷àåì

P {Θ \G} 6 exp

(
− 0.01k2

2n((1− k/n)k/n+ 0.1k/(3n))

)
= exp

(
− k

580/3− 200k/n

)
6 exp

(
− k

194

)
.

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ θ ∈ Θ è a ∈ FA

ξa(θ) > −A2.

Èç (2.7) ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî k > C(lnN)3/2 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå

÷èñëî, åñëè N > 1 è C äîñòàòî÷íî âåëèêà, âûòåêàåò∫
G

sup
a∈FA

ξa(θ) dθ 6 Eθ sup
a∈FA

ξa(θ)−
∫

Θ\G

sup
a∈FA

ξa(θ) dθ

6
k

3n
A2 −

∫
Θ\G

(−A2) dθ 6
k

3n
A2 + A2P {Θ \G}

6 A2

(
k

3n
+ e−k/194

)
6 0.35A2k

n
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

min
θ∈Θ

sup
a∈FA

ξa(θ) 6 0.35
k

n
A2(P{G})−1 6 0.4

k

n
A2. (2.21)

Èç íåðàâåíñòâà (2.21) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî θ0 ∈ Θ, ÷òî
sup
a∈FA

ξa(θ0) 6 0.4
k

n
A2,

|{i : ηi(θ0) = 1}| ≡ k′0 ∈ [0.9k, 1.1k].

Ïîëîæèâ

Λ = {i : ηi(θ0) = 1},

ìû ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû 2.1.

Ïðèâåä¼ì
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. Äîïóñòèì, ÷òî

k 6 C(logN)3/2 äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0. Åñëè F

èìååò âèä (2.1), òîãäà äëÿ ëþáîãî
∑n

i=1 aiϕi ∈ F áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

distX

(
n∑
i=1

aiϕi, 0

)
=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiϕi

∥∥∥∥∥
X

6M
n∑
i=1

|ai| 6M
√
n

6M ·
√
n ·
√
C(logN)3/2

k
= MC1/2(logN)3/4

√
n

k
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

dΦ
k (F,X) ≡ inf

Gk
sup
f∈F

distX(f,Gk) 6MC1/2(logN)3/4

√
n

k
,

è íåðàâåíñòâî (2.2) áóäåò âûïîëíåíî.

Ñëó÷àé, êîãäà k > n/2, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ñëó÷àÿ,

êîãäà k = n/2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.2) íàðóøàåòñÿ äëÿ íåêîòîðî-

ãî k, C(logN)3/2 6 k 6 n/2. Íàéä¼ì òàêîå I, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

k′, |k − k′| < k/10, |I| = n − k′, è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a, supp a ⊂ I,

áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî (2.4).

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.2) íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ,

ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ âåêòîð

n∑
i=1

aiϕi, ãäå
n∑
i=1

|ai|2 6 1,

äëÿ êîòîðîãî áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî

1∥∥∑
i∈I aiϕi

∥∥
X

<
1

K(C0, β, γ)M(logN)4+α/2+γ
√

n
k

. (2.22)

Cëåäñòâèåì òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêî-
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ãî ýëåìåíòà g ∈ X∗, ÷òî

g

(
n∑
i=1

aiϕi

)
=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiϕi

∥∥∥∥∥
X

,

‖g‖X∗ = 1,

g(ϕi) = 0, åñëè i /∈ I.

Çàäàäèì f ∈ X∗ êàê

f =
1

‖
∑n

i=1 aiϕi‖X
· g.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèîíàëà f ñ ó÷¼òîì (2.22) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

f

(
n∑
i=1

aiϕi

)
= 1,

f(ϕi) = 0, åñëè i /∈ I,

‖f‖X∗ =
1

‖
∑n

i=1 aiϕi‖X
< K−1(C0, β, γ)M−1(logN)−4−α/2−γ

√
k

n
.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è ëåììó 2.1, íàõîäèì

1 = f

(∑
i∈I

aiϕi

)
=
∑
i∈I

aif(ϕi)

6

(∑
i∈I

|ai|2
)1/2

·

(∑
i∈I

|f(ϕi)|2
)1/2

6

(∑
i∈I

|f(ϕi)|2
)1/2

6 K(C0, β, γ)M(logN)4+α/2+γ

√
n

k
· ‖{f(ϕi)}‖∗. (2.23)

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû ‖ · ‖∗ âûâîäèì

‖{f(ϕi)}‖∗ = sup

{∣∣∣∣∣∑
i∈I

bif(ϕi)

∣∣∣∣∣ :

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

biϕi

∥∥∥∥∥
X

6 1

}

= sup

{∣∣∣∣∣f
(

n∑
i=1

biϕi

)∣∣∣∣∣ :

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

biϕi

∥∥∥∥∥
X

6 1

}
= ‖f‖X∗,
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à èç (2.23) ïîëó÷àåì

‖f‖X∗ > K−1(C0, β, γ)M−1(logN)−4−α/2−γ
√
k

n
.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó 2.1.
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Ãëàâà 3

Ñëîæíîñòü ñåìåéñòâ

ïàðàëëåëåïèïåäîâ è âûïóêëûõ

ìíîæåñòâ â {1, . . . , n}d

Â äàííîé ãëàâå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð èíäåêñîâ I ñîâïàäàåò ñ

{1, . . . , n}d = {1, . . . , n} × . . .× {1, . . . , n}, nd 6 N .

Îïðåäåëåíèå 3.9. Äèñêðåòíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì â Nd áóäåì

íàçûâàòü ìíîæåñòâî âèäà

P =
{
n1, . . . ,m1

}
× · · · ×

{
nd, . . . ,md

}
,

ãäå äëÿ âñåõ i, 1 6 i 6 d, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ni,mi ∈ N , ni 6 mi.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ äèñêðåòíûõ ïàðàëëåëåïè-

ïåäîâ âèäà

Πd =
{
{1, . . . ,m1} × · · · × {1, . . . ,md} ⊂ {1, . . . , n}d

}
ïðè d ∈ N óäîâëåòâîðÿåò (0.10) è (0.14) ïðè α = 1 è β = d−1

d .

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3.1. Äëÿ ïðîñòîòû âûêëà-

äîê áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2ν äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ν ∈ N.
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Ïîñòðîèì ñåìåéñòâà ∆s, s = 0, . . . , ν.

Îïðåäåëèì ∆0 êàê ñîâîêóïíîñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅ è âñåãî

ïàðàëëåëåïèïåäà {1, . . . , n}d.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ ∆s, s = 1, . . . , ν, íàì ïîíà-

äîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

τ(i, k) ⊂ {1, . . . , n} ïðè i = 1, . . . , ν è k = 0, . . . , 2i−1 − 1 êàê

τ(i, k) =
{
k · n

2i−1
+ 1, . . . , k · n

2i−1
+
n

2i

}
=
{
k · 2ν−i+1 + 1, . . . , k · 2ν−i+1 + 2ν−i

}
.

Ìíîæåñòâà τ(i, k) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèñêðåòíûé èíòåðâàë ñ ÷èñ-

ëîì ýëåìåíòîâ ðàâíûì 2ν−i.

Îïðåäåëèì íàáîð ìíîæåñòâ

T (s) =

{
τ(s, k)

∣∣∣∣k = 0, . . . , 2s−1 − 1

}
, s = 1, . . . , ν.

Òîãäà ñåìåéñòâà ∆s, s = 1, . . . , ν, çàäàäèì êàê

∆s =


(T (s)× Πd−1)

⋃
{∅}, åñëè d > 2

T (s)
⋃
{∅}, åñëè d = 1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò P ñåìåéñòâà Πd. Äëÿ íåêî-

òîðûõ íàòóðàëüíûõ m1, . . . ,md, 1 6 mj 6 n, ìíîæåñòâî P ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê

P = {1, . . . ,m1} × {1, . . . ,m2} × · · · × {1, . . . ,md}. (3.1)

×èñëî m1 ìîæíî åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó

öåëûõ ñòåïåíåé äâîéêè:

m1 = 2k1 + 2k2+ . . .+ 2kr äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî r,

ν > k1 > k2 > . . . > kr > 0.
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Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
∑0

i=1 ≡ 0. Ìíîæåñòâî {1, . . . ,m1} ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê

{1, . . . ,m1} =
{

1, . . . , 2k1
}⋃{

2k1 + 1, . . . , 2k1 + 2k2
}⋃

. . .

. . .
⋃{

r−1∑
i=1

2ki + 1, . . . ,
r−1∑
i=1

2ki + 2kr

}

=
r⋃
t=1

{
t−1∑
i=1

2ki + 1, . . . ,
t−1∑
i=1

2ki + 2kt

}
.

Â òåðìèíàõ ìíîæåñòâ τ(i, k) èíòåðâàë {1, . . . ,m1} ìîæíî çàïè-

ñàòü êàê

{1, . . . ,m1} =
r⋃
t=1

{(
t−1∑
i=1

2ki−kt−1

)
· 2kt+1 + 1, . . .

. . . ,

(
t−1∑
i=1

2ki−kt−1

)
· 2kt+1 + 2kt

}

=
r⋃
t=1

τ

(
ν − kt,

t−1∑
i=1

2ki−kt−1

)
∈

r⋃
t=1

T (ν − kt) .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äèñêðåòíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P áóäåò âû-

ïîëíÿòüñÿ

P ∈

(
r⋃
t=1

T (ν − kt)

)
× Πd−1 =

r⋃
t=1

∆ν−kt, åñëè d > 2,

P ∈

(
r⋃
t=1

T (ν − kt)

)
=

r⋃
t=1

∆ν−kt, åñëè d = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèñêðåòíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

P íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà Es ∈ ∆s, s = 0, . . . , ν, ÷òî

P =
ν⋃
s=0

Es.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî Es ∈ ∆s, s = 1, . . . , ν,
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Es 6= ∅. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

Es =


τ(s, k)× {1, . . . ,m2} × · · · × {1, . . . ,md}, åñëè d > 2,

τ(s, k), åñëè d = 1,

äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {0, . . . , 2s−1 − 1}.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â Es ðàâíî

#Es =


#τ(s, k)×m2 × · · · ×md, åñëè d > 2;

#τ(s, k), åñëè d = 1.

(3.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

#τ(s, k) 6 2ν−s, mj 6 n,

ïîëó÷àåì

#Es 6 2ν−s · nd−1 =
n

2s
· nd−1 =

nd

2s
. (3.3)

Äëÿ E0 ∈ ∆0 îöåíêà êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ #E0 6 nd òðèâèàëüíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ∆s óäîâëåòâîðÿþò (0.10).

Îöåíêà æå #∆s, s = 1, . . . , ν, ñâîäèòñÿ ê îöåíêå #T (s). Äëÿ ïî-

ñëåäíåãî áóäåò âåðíî

#T (s) = #{0, . . . , 2s−1 − 1} = 2s−1.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

#Πd = nd,

ïîëó÷àåì

#∆s


#T (s)×#Πd−1 + 1 = 2s−1 · nd−1,+1 åñëè d > 2;

#T (s) + 1 = 2s−1 + 1, åñëè d = 1.
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Çàìåòèì, ÷òî #∆0 = 2. Îòñþäà

#∆s 6 max{·2s−1 · nd−1 + 1, 2} 6 2esnd−1 6 2esN (d−1)/d.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííûå ñåìåéñòâà ∆s óäîâëåòâîðÿþò (0.14) ïðè

α = 1 è β = d−1
d . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïåðåñå÷åíèå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà B ⊂ Rd è ðåø¼òêè Zd áó-

äåì îáîçíà÷àòü BZ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ, óäîâëåòâîðÿåò ëè

îãðàíè÷åíèÿì íà ñëîæíîñòü (0.10) è (0.14), ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Ω,

ïîëó÷åííîå êàê ïåðåñå÷åíèå âñåâîçìîæíûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ

êóáà [1, n]d c öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêîé Zd. Íèæå óñòàíàâëèâàåòñÿ,

÷òî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, ïðèáëèæàþùèõ âûïóêëûå, óäîâëåòâîðÿåò

ýòèì îãðàíè÷åíèÿì. Òî÷íåå äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 3.1 ([15]). Äëÿ ëþáîãî 0 < γ < 1 íàéä¼òñÿ ñåìåéñòâî Ω

ïîäìíîæåñòâ {1, . . . , n}d, óäîâëåòâîðÿþùåå (0.10) è (0.14) ñ íåêî-

òîðûìè ïîñòîÿííûìè α > 1 è β > 0, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò γ è

d, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà B ⊂ [1, n]d íàé-

ä¼òñÿ A ∈ Ω òàêîå, ÷òî A ⊂ BZ è

#(BZ \ A) 6 γ ·#BZ. (3.4)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëü-

íûå ðåçóëüòàòû. Çàìåòèì, ÷òî ïðè d > 1 êàæäàÿ d− 1-ìåðíàÿ ãðàíü

d-ìåðíîãî ñèìïëåêñà áóäåò (d−1)-ìåðíûì ñèìïëåêñîì. Äàëåå áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî d > 2.
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d-ìåðíûé ñèìïëåêñ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé òî-

÷åê a0, . . . , ad áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Sd(a0, . . . , ad). Çàôèêñèðóåì ñèì-

ïëåêñ Sd(a0, . . . , ad). Ïðè 1 6 i 6 d çàäàäèì òî÷êè

a′i = ai +
d∑
j=0

−−→aiaj. (3.5)

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàìêíóòûå ñèìïëåêñû, òî åñòü ñèìïëåê-

ñû ñîäåðæàùèå ñâîè ãðàíè. Ðàññìîòðèì ñèìïëåêñ Sd(a′0, . . . , a
′
d).

Ëåììà 3.1. Ñèìïëåêñ Sd(a
′
0, . . . , a

′
d) ñîäåðæèò ñèìïëåêñ

Sd(a0, . . . , ad) è ïîäîáåí åìó ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ d. Ïðè

ýòîì, åñëè a0, . . . , ad ∈ (dZ)d, òîãäà è a′0, . . . , a
′
d ∈ (dZ)d.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1. Ðàññìîòðèì âåêòî-

ðà
−−−→
a′i1a

′
i2
, i1 6= i2:

−−−→
a′i1a

′
i2

= ai2 +
d∑
j=0

−−→ai2aj − ai1 −
d∑
j=0

−−→ai1aj = −−−→ai1ai2 +
d∑
j=0

−−→ai2aj −
d∑
j=0

−−→ai1aj

=
d∑
j=0

(−−→ai2aj −
−−→ai1aj)−

−−−→ai2ai1 =
d∑
j=0

(−−→ai2aj +−−→ajai1)−
−−−→ai2ai1

=
d∑
j=0

−−−→ai2ai1 −
−−−→ai2ai1 = (d+ 1) · −−−→ai2ai1 −

−−−→ai2ai1

= d · −−−→ai2ai1 = −d · −−−→ai1ai2. (3.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèìïëåêñ Sd(a
′
0, . . . , a

′
d) ïîäîáåí ñèìïëåêñó

Sd(a0, . . . , ad) ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ d.

Ïîêàæåì, ÷òî ñèìïëåêñ Sd(a
′
0, . . . , a

′
d) ñîäåðæèò ñèìïëåêñ

Sd(a0, . . . , ad). Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî âñå âåðøèíû ñèìïëåêñà

Sd(a0, . . . , ad) ïðèíàäëåæàò ñèìïëåêñó Sd(a′0, . . . , a
′
d). Èç (3.5) è (3.6)
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a0 a1

a2
a′0a′1

a′2

Ðèñ. 3.1: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ îáúåìëþùåãî ñèìïëåêñà ïðè d = 2

ñëåäóåò, ÷òî

−→ai =
−→
a′i −

d∑
j=0

−−→aiaj =
−→
a′i −

d∑
j=0

(
−1

d

)−−→
a′ia
′
j

=
−→
a′i +

1

d
·

d∑
j=0

−−→
a′ia
′
j =
−→
a′i +

1

d
·

d∑
j=0

(−→
a′j −

−→
a′i

)
=
−→
a′i +

1

d
·

d∑
j=0

−→
a′j −

1

d
·

d∑
j=0

−→
a′i =

1

d
·

d∑
j=0

−→
a′j +

1

d
· d
−→
a′i −

1

d
· (d+ 1) ·

−→
a′i

=
1

d
·

d∑
j=0

−→
a′j −

1

d
·
−→
a′i =

1

d
·

d∑
j=0
j 6=i

−→
a′j ∈ Sd(a′0, . . . , a′d).

Èç ïðèíàäëåæíîñòè âåðøèí ñèìïëåêñà Sd(a0, . . . , ad) âûïóêëîìó

ìíîæåñòâó Sd(a′0, . . . , a
′
d) ñëåäóåò, ÷òî Sd(a0, . . . , ad) ⊂ Sd(a

′
0, . . . , a

′
d).

Åñëè a0, . . . , ad ∈ (dZ)d, òîãäà íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ

(3.5) ñëåäóåò, ÷òî a′0, . . . , a
′
d ∈ (dZ)d

Ñèìïëåêñ Sd(a′0, . . . , a
′
d) áóäåì íàçûâàòü îáúåìëþùèì ñèìïëåê-

ñîì ïî îòíîøåíèþ ê ñèìïëåêñó Sd(a0, . . . , ad). Çàìêíóòûé ïàðàëëå-

ëåïèïåä, íàòÿíóòûé íà âåêòîðà −→v0 , . . . ,
−→vk , îòëîæåííûå îò òî÷êè a

áóäåì îáîçíà÷àòü Pk(a;−→v0 , . . . ,
−→vk).

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçîâàííîå â ëåììå 3.1 ïîñòðîåíèå èìååò àíà-
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ëîãèþ ñ ïîñòðîåíèåì, èñïîëüçóåìûì ïî äðóãîìó ïîâîäó â [16].

Ëåììà 3.2. Ïóñòü âåðøèíû a0, . . . , ad ∈ (dZ)d è íå ëåæàò â îäíîé

ãèïåðïëîñêîñòè. Òîãäà

µZ (Sd(a
′
0, . . . , a

′
d)) 6 d2d · µZ (Sd(a0, . . . , ad)) ,

ãäå Sd(a
′
0, . . . , a

′
d) � îáúåìëþùèé ñèìïëåêñ äëÿ Sd(a0, . . . , ad).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2. Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä

Pd(a
′
0;

1

d2
·
−−→
a′0a

′
1, . . . ,

1

d2
·
−−→
a′0a

′
d). (3.7)

Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, çàäàþùèõ ïàðàëëåëåïèïåä, ÿâ-

ëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè, òàê êàê |(a′i − a′0)k| = d · |(ai − a0)k|,

k ∈ {1, . . . , d}, à |(ai − a0)k| äåëèòñÿ íàöåëî íà d. Òîãäà îáú-

åäèíåíèå âñåâîçìîæíûõ ñäâèãîâ ïàðàëëåëåïèïåäà (3.7) íà âåêòîðà∑d
i=1 li/d

2 ·
−−→
a′0a

′
i, ãäå li ∈ {0, . . . , d2− 1}, îáðàçóåò ïîêðûòèå ñèìïëåê-

ñà Sd(a′0, . . . , a
′
d). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ñäâèãîâ ðàâíî d

2d,

ïîëó÷àåì

µZ (Sd(a
′
0, . . . , a

′
d)) 6 d2d · µZ

(
Pd(a

′
0;

1

d2
·
−−→
a′0a

′
1, . . . ,

1

d2
·
−−→
a′0a

′
d)

)
. (3.8)

Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä

Pd(a0;
1

d
· −−→a0a1, . . . ,

1

d
· −−→a0ad). (3.9)

Çàìåòèì, ÷òî a0, a
′
0 ∈ (dZ)d è

1

d2
·
−−→
a′0a

′
1 = −1

d
· −−→a0a1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µZ

(
Pd

(
a0;

1

d
· −−→a0a1, . . . ,

1

d
−−→a0ad

))
= µZ

(
Pd(a

′
0;

1

d2
·
−−→
a′0a

′
1, . . . ,

1

d2
·
−−→
a′0a

′
d)

)
.

(3.10)
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Ïî ïîñòðîåíèþ ïàðàëëåëåïèïåä (3.9) ëåæèò â ñèìïëåêñå

Sd(a0, . . . , ad). Çíà÷èò

µZ

(
Pd(a0;

1

d
· −−→a0a1, . . . ,

1

d
· −−→a0ad)

)
6 µZ (Sd(a0, . . . , ad)) . (3.11)

Èç (3.8), (3.10) è (3.11) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåì-

ìû.

Ëåììà 3.3. Ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå òåëî K ⊂ Rd ñîäåðæèò ñèì-

ïëåêñ S, âîçìîæíî, ðàçìåðíîñòè ìåíüøå d, ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ

ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè òàêîé, ÷òî

µZ(K) 6 d3d · µZ(S) (3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.3. Íàéä¼òñÿ ~c ∈ {0, . . . , d − 1}d

òàêîå, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà

Kc = conv
[
K ∩

(
~c+ (dZ)d

)]
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

µZ(Kc) >
1

dd
µZ(K). (3.13)

Ïóñòü íåðàâåíñòâî (3.13) âûïîëíÿåòñÿ ïðè c = (0, . . . , 0). Ïðè ýòîì

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåì K0 áîëüøå íóëÿ. Åñëè îáúåì K0 ðàâåí

íóëþ, òîãäà K0 ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè è ðàññìîòðåíèå ñâîäèòñÿ ê

(d− 1)-ìåðíîìó ñëó÷àþ.

Ìíîæåñòâî K0 ñîäåðæèò d-ìåðíûé ñèìïëåêñ, âåðøèíû êîòîðî-

ãî ëåæàò â (dZ)d. Ïóñòü Sd(a0, . . . , ad) � ñèìïëåêñ ìàêñèìàëüíî-

ãî îáúåìà ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ, ñîäåðæàùèéñÿ â K0, è
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S = Sd(a
′
0, . . . , a

′
d) � åãî îáúåìëþùèé ñèìïëåêñ. Çàìåòèì èç òî-

ãî, ÷òî âåðøèíû ìíîãðàííèêà K0 ëåæàò â (dZ)d ñëåäóåò, ÷òî è

a0, . . . , ad ∈ (dZ)d.

K
a0 a1

a2

a0 a1

a2
a′0a′1

a′2

Ðèñ. 3.2: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ S2(a0, a1, a2) è S2(a
′
0, a

′
1, a

′
2)

Ñèìïëåêñ Sd(a′0, . . . , a
′
d) ñîäåðæèò òåëî K0. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ Zd òàêàÿ, ÷òî a ∈ K0 è

a /∈ Sd(a
′
0, . . . , a

′
d). Òîãäà, åñëè Sd−1(a

′
0, . . . , a

′
i−1, a

′
i+1, . . . , a

′
d) áëè-

æàéøàÿ ê a ãðàíü ñèìïëåêñà Sd(a
′
0, . . . , a

′
d), òî îáúåì ñèìïëåê-

ñà Sd(a0, . . . , ai−1, a, ai+1, . . . , ad) ⊂ K0 áîëüøå, ÷åì ñèìïëåêñà

Sd(a0, . . . , ad). Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, K0 ⊂ Sd(a
′
0, . . . , a

′
d) è, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.2, ïîëó-

÷àåì

µZ(K0) 6 µZ (Sd(a
′
0, . . . , a

′
d)) 6 d2dµZ(Sd(a0, . . . , ad)).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Sd(a0, . . . , ad) ⊂ K0 ⊂ K è (3.13) ïîëó÷àåì, ÷òî

µZ(K) 6 ddµZ(K0) 6 d3dµZ(S).

Åñëè íåðàâåíñòâî (3.13) âûïîëíÿåòñÿ ïðè íåêîòîðîì

c 6= (0, . . . , 0), òîãäà ðàññìîòðèì K ′ = K − c. Èç ïðèâåäåííî-
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ãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî â ìíîæåñòâå K ′ íàéä¼òñÿ

ñèìïëåêñ S ′ òàêîé, ÷òî

µZ(K) = µZ(K ′) 6 d3dµZ(S ′).

Òîãäà ñèìïëåêñ S = S ′ + c áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ëåììû.

Òåïåðü ïðèâåäåì

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñèì-

ïëåêñîâ âñåõ ðàçìåðíîñòåé ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ öåëî÷èñëåííûìè

êîîðäèíàòàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â êóáå {1, . . . , n}d îãðàíè÷åíî ñâåðõó

÷èñëîì (
nd

d+ 1

)
6 nd(d+1).

Èç ëåììû (3.3) ñëåäóåò, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì âûïóêëîì òåëå K

íàéä¼òñÿ ñèìïëåêñ S0 ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ, êîòîðûé áóäåò

ñîäåðæàòü íå ìåíåå, ÷åì µZ(K)/(d3d) öåëûõ òî÷åê. Ðàññìîòðèì íà-

áîð ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíûì îòñå÷åíèåì îò K \ S0

ãèïåðïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ïî ñòîðîíàì ñèìïëåêñà S0. Òàêèì

îáðàçîì ïîëó÷åíî íå áîëåå, ÷åì d + 1 âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ê êàæ-

äîìó èç íèõ ìîæíî âíîâü ïðèìåíèòü ëåììó (3.3). Îáúåäèíåíèå ïî-

ëó÷èâøèõñÿ ñèìïëåêñîâ îáîçíà÷èì êàê S1. Èòåðàöèîííî ïðèìåíÿÿ

ëåììó (3.3) ê K \
⋃k−1
i=0 Si, ìû ïîëó÷àåì Sk, k = 1, . . .. Ïðè ýòîì Sk

ñîñòîèò èç íå áîëåå, ÷åì (d+ 1)k ñèìïëåêñîâ è

µZ(Sk) >
1

d3d
µZ

(
K \

k−1⋃
i=0

Si

)
,

µZ

(
K \

k⋃
i=0

Si

)
6

(
1− 1

d3d

)k+1

µZ(K),
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µZ

(
k⋃
i=0

Si

)
>

(
1−

(
1− 1

d3d

)k+1
)
µZ(K). (3.14)

Ïîñòðîèì ñèñòåìó ∆0. Îïðåäåëèì ÷èñëî k0 êàê

k0 =

⌈
1

log2(d
3d)− log2(d

3d − 1)

⌉
.

Òîãäà (
1− 1

d3d

)k0
6

1

2
,

µZ

(
k0−1⋃
i=0

Si

)
>

(
1−

(
1− 1

d3d

)k0)
µZ(K) >

1

2
µZ(K).

Ìíîæåñòâî
⋃k0−1
i=0 Si ñîäåðæèò íå ìåíåå ïîëîâèíû âñåõ öåëûõ òî÷åê

K. Ïðè ýòîì
⋃k0−1
i=0 Si ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç

1 + . . .+ (d+ 1)k0−1 =
(d+ 1)k0 − 1

d

ñèìïëåêñîâ. Ïóñòü ∆0 ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé íå áî-

ëåå, ÷åì ((d + 1)k0 − 1)/d ñèìïëåêñîâ ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî K â ∆0 íàéä¼òñÿ ýëåìåíò, ñîäåðæàùèé íå ìåíåå

ïîëîâèíû âñåõ öåëûõ òî÷åê K è

#∆0 6
(
nd(d+1)

) (d+1)k0−1
d

6 n(d+1)k0+1

.

Ïóñòü ïîñòðîåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ki è ∆i ïðè i 6 s − 1. Ïî-

ñòðîèì ks è ∆s. Çàìåòèì, ÷òî èç (3.14) ñëåäóåò, ÷òî

µZ

(
K \

i2⋃
i=0

Si

)
6

(
1− 1

d3d

)i2−i1
· µZ

(
K \

i1⋃
i=0

Si

)
,
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ãäå 0 6 i1 6 i2. Çíà÷èò, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ 0 6 i1 < i2

µZ

(
i2⋃

i=i1+1

Si

)
>

(
1−

(
1− 1

d3d

)i2−i1)
µZ

(
K \

i1⋃
i=0

Si

)
.

Ïóñòü ks òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî

µZ

 ks−1⋃
i=ks−1

Si

 >

(
1−

(
1− 1

d3d

)ks−ks−1)
µZ

(
K \

ks−1−1⋃
i=0

Si

)

>
1

2
µZ

(
K \

ks−1−1⋃
i=0

Si

)
.

Òîãäà (
1− 1

d3d

)ks−ks−1
6

1

2
,

ks > ks−1 +
1

log2(d
3d)− log2(d

3d − 1)
> (s+ 1) · 1

log2(d
3d)− log2(d

3d − 1)
,

è îïðåäåëèì

ks = (s+ 1) ·
⌈

1

log2(d
3d)− log2(d

3d − 1)

⌉
= (s+ 1)k0.

Ìíîæåñòâî
⋃ks−1
i=ks−1

Si ñîäåðæèò íå ìåíåå ïîëîâèíû âñåõ öåëûõ òî÷åê⋃ks−1−1
i=0 Si. Ïðè ýòîì

⋃ks−1
i=ks−1

Si ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç

(d+ 1)ks−1 + . . .+ (d+ 1)ks−1 = (d+ 1)ks−1 · (d+ 1)ks−ks−1 − 1

d

ñèìïëåêñîâ. Ïóñòü ∆s ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé íå áî-

ëåå, ÷åì (d+ 1)ks−1 · ((d+ 1)ks−ks−1 − 1)/d ñèìïëåêñîâ ñ âåðøèíàìè â

öåëûõ òî÷êàõ. Òîãäà

#∆s 6
(
nd(d+1)

)(d+1)ks−1 · (d+1)
ks−ks−1−1
d

6 n(d+1)ks+1

.

Ïóñòü ïîñòðîåíû ∆s ïðè s 6 s0, ãäå s0 îïðåäåëèì íèæå. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî K íàéäóòñÿ ýëåìåíòû Es ∈ ∆s òàêèå, ÷òî

µZ

(
s0⋃
i=0

Es

)
>

s0∑
i=0

1

2i+1
µZ(K) =

2s0+1 − 1

2s0+1
µZ(K). (3.15)
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Óñòàíîâèì çíà÷åíèå s0 ìèíèìàëüíûì öåëûì, óäîâëåòâîðÿþùèì

íåðàâåíñòâó

µZ

(
K \

s0⋃
i=0

Es

)
6

1

2s0+1
µZ(K) 6 γ · µZ(K).

Òî åñòü
1

2s0+1
6 γ.

Ïîëîæèì

s0 = d− log2 γe − 1

Îïðåäåëèì ∆s = ∅ ïðè s > s0. Òîãäà ïðè s 6 s0 ïîëó÷àåì, ÷òî

#∆s 6 n(d+1)ks+1

6 N
(d+1)ks+1

d 6 N
(d+1)(s+1)·k0+1

d

6 N
(d+1)(s0+1)·k0+1

d

= N
(d+1)d− log2 γe·k0+1

d .

(3.16)

Îïðåäåëèì ñèñòåìó Ω, êàê íàáîð âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé⋃
s>0

Es, Es ∈ ∆s.

Ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà Ω óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (0.10) è (0.14)

ïðè

α = 1,

β =
(d+ 1)

d− log2 γe·
⌈

1

log2(d
3d)−log2(d3d−1)

⌉
+1

d
.

Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.

Åñëè âìåñòî îãðàíè÷åíèÿ (0.14) ðàññìîòðåòü ìåíåå æåñòêîå óñëî-

âèå íà ñåìåéñòâî Ω: äëÿ íåêîòîðîãî α > 1 íàéäóòñÿ ñåìåéñòâà

∆s, ∅ ∈ ∆s, ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ

#∆s 6 C0 exp(logN)α, s = 1, . . . , s0, (3.17)
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òàêèå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî ω ∈ Ω äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

(0.10). Òîãäà áóäåò âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.2. Íàéä¼òñÿ ñåìåéñòâî Ω ïîäìíîæåñòâ {1, . . . , n}d,

óäîâëåòâîðÿþùåå (0.10) è (3.17) äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé α > 1,

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà B ⊂ [1, n]d, íàéä¼òñÿ

A ∈ Ω òàêîå, ÷òî A ⊂ BZ è

#(BZ \ A) 6
1

logN
·#BZ. (3.18)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Âîçüìåì

γ =
1

logcN
,

ãäå c îïðåäåëèì íèæå. Íåðàâåíñòâî (3.16) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

#∆s 6 N (d+1)dlog logc Ne·k0+1/d

= 22
log(d+1)·dlog logNe·

⌈
1

log(d3d)−log(d3d−1)

⌉
+1
·logN/d

6 2(logN)
2 log(d+1) 1

log(d3d)−log(d3d−1) /d.

(3.19)

Òîãäà èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 è íåðàâåíñòâà (3.19) ñëåäóåò,

÷òî íàéä¼òñÿ ñèñòåìà Ω, òàêàÿ ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî

ïîäìíîæåñòâà êóáà B íàéä¼òñÿ A ∈ Ω òàêîå, ÷òî

µZ(B \ A) 6
1

logN
· µZ(B).

Ïðè ýòîì Ω áóäåò óäîâëåòâîðÿòü (0.10) è (3.17) ïðè

α = 2 log(d+ 1) · 1

log(d3d)− log(d3d − 1)
.

Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíû ïðîñòðàíñòâà, íîðìà â êîòîðûõ çàäà-

¼òñÿ îáîáù¼ííîé ìàæîðàíòîé ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäà äèñêðåòíûõ ôóíê-

öèé ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ ñ îïðåäåë¼ííîé ñëîæíîñòüþ. Ïðèâëå÷å-

íèå ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè,

íà îñíîâå åäèíîãî ïîäõîäà èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ñõî-

äèìîñòè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, óñòàíîâëåííûå â äàííîé ðàáîòå:

1. Óñòàíîâëåíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ ïîñòîÿííîé òèïà 2 íîðìèðî-

âàííûõ ïðîñòðàíñòâ, íîðìà â êîòîðûõ çàäà¼òñÿ îáîáù¼ííîé ìà-

æîðàíòîé ÷àñòíûõ ñóìì ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ïî ñåìåéñòâó Ω

ïîäìíîæåñòâ çàäàííîãî íàáîðà èíäåêñîâ I, óäîâëåòâîðÿþùåìó

îïðåäåë¼ííûì îãðàíè÷åíèÿì íà ñëîæíîñòü.

2. Äëÿ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ óñòàíîâëåíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ

Φ-ïîïåðå÷íèêîâ.

3. Äîêàçàíî, ÷òî ðàññìîòðåííûì â äèññåðòàöèè îãðàíè÷åíèÿì íà

ñëîæíîñòü ñåìåéñòâ Ω óäîâëåòâîðÿåò ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, õî-

ðîøî ïðèáëèæàþùåå ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ

êóáà [1, n]d ñ öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêîé Zd.
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Ïî ìíåíèþ àâòîðà, â ïåðñïåêòèâå ñôåðà ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ, èñ-

ïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè ñåìåéñòâ ìíî-

æåñòâ (êàê çàèìñòâîâàííûå èç äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, òàê è åñòå-

ñòâåííî âîçíèêàþùèå â òåîðèè ôóíêöèé), áóäåò çàìåòíî ðàñøèðåíà.
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