
ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà¿

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Êóäðÿâöåâà Åëåíà Àëåêñàíäðîâíà

Òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâ

ôóíêöèé Ìîðñà

è èíâàðèàíòû áåçäèâåðãåíòíûõ ïîëåé

01.01.04 � ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà, 2016



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-

íûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà¿.

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: Ëàíäî Ñåðãåé Êîíñòàíòèíîâè÷, äîêòîð ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ÍÈÓ ¾Âûñøàÿ øêîëà

ýêîíîìèêè¿, ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ïðîôåññîð

Ìàòâååâ Ñåðãåé Âëàäèìèðîâè÷, äîêòîð ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ, ÔÃÁÎÓ

ÂÏÎ ¾×åëÃÓ¿, ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, êàôåäðà

êîìïüþòåðíîé òîïîëîãèè è àëãåáðû, çàâåäóþùèé

Ùåïèí Åâãåíèé Âèòàëüåâè÷, äîêòîð ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ, Ìàòåìàòè-

÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, îòäåë

ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè, ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: ÔÃÀÎÓ ÂÏÎ ¾Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåí-

íûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî¿

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 21 îêòÿáðÿ 2016 ã. â 16 ÷. 45 ì. íà çàñåäàíèè

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.84 íà áàçå ÔÃÁÎÓ ÂÎ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëî-

ìîíîñîâà ïî àäðåñó: Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, 119991, ÃÑÏ-1, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå

ãîðû, ä. 1, ÌÃÓ, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 14�08.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Ôóíäàìåíòàëüíîé áèáëèîòåêå ÔÃÁÎÓ

ÂÎÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ïî àäðåñó: ã. Ìîñêâà, Ëîìîíîñîâñêèé ïðîñïåêò,

ä. 27, ñåêòîð À, 8é ýòàæ, è íà ñàéòå http://mech.math.msu.su/∼ snark/index.cgi,
http://istina.msu.ru/dissertations/20806880.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 21 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.

Çàì. ïðåäñåäàòåëÿ

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà

Ä 501.001.84 íà áàçå

ÔÃÁÎÓ ÂÎ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

ïðîôåññîð

Èâàíîâ Àëåêñàíäð Îëåãîâè÷



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ â îáëàñòè òîïîëîãèè ôóíêöèîíàëüíûõ

ïðîñòðàíñòâ è òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ 3-ìåðíûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé è

èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ 1 è 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â íåé ðàçðàáàòûâàþòñÿ íî-

âûå ìåòîäû èçó÷åíèÿ ãëîáàëüíîãî ñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîðñîâñêèõ ôóíêöèé è

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ýòè ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ

äëÿ èçó÷åíèÿ òîïîëîãèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâ

ôóíêöèé íà êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè è ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ

ïðîñòðàíñòâ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà êëàññû C0 -ñîïðÿæåííîñòè, à òàêæå äëÿ

èññëåäîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ 3-

ìåðíûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé è ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ìîðñîâñêîé ôóíêöèè. Ïóñòü f � ãëàäêàÿ äåéñòâèòåëü-

íàÿ ôóíêöèÿ íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M . Òî÷êà p ∈ M íàçûâàåòñÿ êðèòè-

÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè f , åñëè df(p) = 0 . Åñëè ìû âûáåðåì â îêðåñòíîñòè U

òî÷êè p ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) , òî ýòî óñëîâèå ïðèìåò âèä

∂f

∂x1
(p) = · · · = ∂f

∂xn
(p) = 0,

ãäå n = dimM . Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà p íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé èëè ìîðñîâ-

ñêîé, åñëè ìàòðèöà âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ(
∂2f

∂xi∂xj
(p)

)
íåâûðîæäåíà. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò ñè-

ñòåìû êîîðäèíàò. Ãëàäêàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f íà ìíîãîîáðàçèè M íà-

çûâàåòñÿ ìîðñîâñêîé, åñëè âñå åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè íåâûðîæäåíû. Ñîãëàñíî

ëåììå Ìîðñà äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ôóíêöèè f â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êî-

îðäèíàò (y1, . . . , yn) , ÷òî yi(p) = 0 ïðè âñåõ i è â U ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

f = f(p)− (y1)2 − · · · − (yλ)2 + (yλ+1)2 + · · ·+ (yn)2.

×èñëî λ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ôóíêöèè f â êðèòè÷åñêîé òî÷êå p .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ñòðîåíèå ëþáîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ M îïðåäåëÿåòñÿ ìîðñîâñêèìè ôóíêöèÿìè íà íåì. Äåëî â òîì, ÷òî (ñîãëàñ-

íî òåîðèè Ìîðñà) ëþáàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà f íà M îïðåäåëÿåò (íåîäíîçíà÷íûì
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îáðàçîì) êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M , ïðè÷åì êîëè÷åñòâî êëåòîê ðàç-

ìåðíîñòè λ ýòîãî ðàçáèåíèÿ ðàâíî ÷èñëó êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà λ ôóíê-

öèè f . Ýòîò ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ó ôóíêöèè Ìîðñà íà ìíîãîîáðàçèè M �íå

ñëèøêîì ìíîãî� êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, òî ìíîãîîáðàçèå M óñòðîåíî �íå ñëèøêîì

ñëîæíî�. Íàïðèìåð, îòñþäà ñëåäóåò èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ðèáà (cì. òåîðåìó 4.1

ðàáîòû1), ñîãëàñíî êîòîðîé ìíîãîîáðàçèå Mn , íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

Ìîðñà ñ ðîâíî äâóìÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè, îáÿçàòåëüíî ãîìåîìîðôíî ñòàí-

äàðòíîé ñôåðå Sn (â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòà òåîðåìà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è

òîãäà, êîãäà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìîðñîâñêîé2, 3). Âàæíûì ïðèëîæåíè-

åì óêàçàííîãî ôàêòà ÿâëÿþòñÿ ñëàáûå íåðàâåíñòâà Ìîðñà:

βλ(M) ≤ µλ(f), 0 ≤ λ ≤ dimM,

ãäå βλ(M) := dimHλ(M ;R) � λ -îå ÷èñëî Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ M , µλ(f) �

÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èíäåêñà λ ôóíêöèè f . Ì. Ìîðñ4 óñòàíîâèë áîëåå

ñèëüíûå íåðàâåíñòâà:

Nλ := rank (Hλ(M)) + rank (Tors(Hλ−1(M))) ≤ µλ(f), 0 ≤ λ ≤ dimM,

ãäå ðàíã ãðóïïû åñòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ.

Ôóíêöèè Ìîðñà, äëÿ êîòîðûõ ñèëüíûå (ñîîòâåòñòâåííî ñëàáûå) íåðàâåíñòâà

Ìîðñà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, íàçûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûìè (ñîîòâåòñòâåííî

ñîâåðøåííûìè). Ñ. Ñìåéë5 óñòàíîâèë, ÷òî íà ëþáîì îäíîñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè

ðàçìåðíîñòè > 5 ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà. Ôóíêöèè Ìîðñà íà

çàäàííîì ìíîãîîáðàçèè M , èìåþùèå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî minf{µλ(f)} êðèòè-

÷åñêèõ òî÷åê êàæäîãî èíäåêñà λ , íàçûâàþòñÿ òî÷íûìè. Â.Â. Øàðêî6 óòî÷íèë

íåðàâåíñòâà Ìîðñà è ïîëó÷èë óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ è òî÷íûõ

ôóíêöèé Ìîðñà íà íåîäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè > 5 .

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñëåäóþùèå ïÿòü îñíîâíûõ âîïðîñîâ, êàæäîìó

èç êîòîðûõ ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ãëàâà.

I) Ðåàëèçóåìà ëè çàäàííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè

M â âèäå ôóíêöèè âûñîòû ïðè êàêîì-ëèáî ïîãðóæåíèè α : M # Rn+1 , ãäå

n = dimM ? Áîëåå îáùàÿ ïðîáëåìà: îïèñàòü ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâà

Immf(M,Rn+1) âñåõ ïîãðóæåíèé, ðåàëèçóþùèõ f â âèäå ôóíêöèè âûñîòû.

1J. Milnor. Morse Theory // Princeton, New Jersey: Princeton Univ. Press, 1963. Ïåðåâîä ñ àíãë.: Äæ. Ìèëíîð.

Òåîðèÿ Ìîðñà. Ì.: Ìèð, 1971.
2J. Milnor. Sommes de vari�et�es di��erentiables et structures di��erentiables des sph�eres // Bull. Soc. Math. de

France, 87 (1959), 439�444.
3R. Rosen. A weak form of the star conjecture for manifolds // Abstract 570�28, Notices Amer. Math. Soc., 7

(1960), p. 380.
4M. Morse. The calculus of variations in the large // N.Y., 1934 (352 p.).
5S. Smale. On structure of manifolds // Amer. J. Math. 84:3 (1962), 387�399.
6Â.Â. Øàðêî. Ôóíêöèè íà ìíîãîîáðàçèÿõ // Êèåâ, Íàóêîâà Äóìêà, 1990.
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II) Êàêèå áûâàþò ãëàäêèå ôóíêöèè íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êàê êëàñ-

ñèôèöèðîâàòü òàêèå ôóíêöèè ñ òî÷íîñòüþ äî ðàçíûõ òèïîâ (òîïîëîãè÷åñêîé) ýê-

âèâàëåíòíîñòè? Êîãäà äâå ìîðñîâñêèå ôóíêöèè èçîòîïíû, ò.å. êîãäà èõ ìîæíî

ïðîäåôîðìèðîâàòü äðóã â äðóãà â ïðîñòðàíñòâå ìîðñîâñêèõ ôóíêöèé?

III) Êàê îïèñàòü ñòðóêòóðó è òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà F(M) ãëàäêèõ ôóíê-

öèé ñ çàäàííûìè ëîêàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M ?

IV) Êàê îïèñàòü íåïðåðûâíûå òðàåêòîðíûå èíâàðèàíòû íà ïðîñòðàíñòâå

IBnondeg(Q) íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé íà êîìïàêò-

íîì 3-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè Q ?

V) Îïèñàòü äèôôåðåíöèðóåìûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû íà ïðîñòðàíñòâå

Bexact(Q) òî÷íûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé íà êîìïàêòíîì 3-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè

Q , îáëàäàþùèå �äîñòàòî÷íî õîðîøåé� ïðîèçâîäíîé.

Èñòîðè÷åñêèé îáçîð

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó îïèñàíèþ èñòîðèè âîïðîñîâ, çàòðîíóòûõ â äèñ-

ñåðòàöèè.

I. Ôóíêöèè âûñîòû íà ïîãðóæåííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ â RN

Èçâåñòíî, ÷òî íà ëþáîì ãëàäêîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ Ìîðñà (ñì. ñëåäñòâèå 6.7 ðàáîòû1 ). Áîëåå òîãî, ôóíêöèè Ìîðñà îá-

ðàçóþò îòêðûòîå è ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå C∞(M) âñåõ ãëàäêèõ

ôóíêöèé íà M (ñì. ñëåäñòâèå 6.8 ðàáîòû1 , ñð.7). Äðóãèìè ñëîâàìè, �ïî÷òè âñå�

ãëàäêèå ôóíêöèè íà ãëàäêîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M ÿâëÿþòñÿ ôóíê-

öèÿìè Ìîðñà. Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà (è ïîñòðîåíèÿ

ôóíêöèé Ìîðñà) îñíîâàí íà ïîíÿòèè ôóíêöèè âûñîòû è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå M è åãî ïðîèç-

âîëüíîå ïîãðóæåíèå α : M # RN â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (òàêîå ïîãðóæåíèå

ñóùåñòâóåò ïðè N = 2n ïî òåîðåìå Óèòíè8, ãäå n = dimM ). Íà RN ðàññìîò-

ðèì ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé Lq , ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòàìè ðàññòîÿíèé äî

ôèêñèðîâàííîé òî÷êè q ∈ RN : Lq(x) = |x − q|2 . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (â ñèëó òåî-
ðåìû Ñàðäà) äëÿ òî÷êè q îáùåãî ïîëîæåíèÿ ôóíêöèÿ Lq ◦ α áóäåò ìîðñîâñêîé

ôóíêöèåé íà M (ñì. òåîðåìó 6.6 ðàáîòû1 ). Ôóíêöèè âèäà Lq ◦ α ïðè |q| → ∞
òåñíî ñâÿçàíû ñ ôóíêöèÿìè âûñîòû ïðè ïîãðóæåíèè α , ò.å. ñ ôóíêöèÿìè âèäà

pe ◦ α , ãäå pe(x) = 〈x, e〉 , e � âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû â RN . Èç óêàçàííîãî

íàáëþäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M ÿâëÿåòñÿ

7M. Morse. The critical points of a function of n variables // Trans. Amer. Math. Soc., 33 (1931), 71�91.
8Õ. Óèòíè. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ // Ì.: ÈË, 1960.
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ôóíêöèåé âûñîòû ïðè íåêîòîðîì ïîãðóæåíèè α : M # RN+1 è ìîæåò áûòü

ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðîâàíà ìîðñîâñêîé ôóíêöèåé (òåîðåìà 6.8 ðàáîòû1 ).

R. Bott è H. Samelson9 îáíàðóæèëè áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïîäìíîãîîáðàçèé åâ-

êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðûõ ïî÷òè âñå ôóíêöèè âûñîòû ÿâëÿþòñÿ ñîâåð-

øåííûìè, íàïðèìåð êðóãëàÿ ñôåðà Sn ⊂ Rn+1 è åå îáîáùåíèÿ � îðáèòû ïðè-

ñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ êîìïàêòíûõ àëãåáð Ëè (ñì. ðàáîòó10 è ññûëêè â íåé).

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè äàííîé ãëàäêîé ôóíêöèè f íà ìíîãî-

îáðàçèè M â âèäå ôóíêöèè âûñîòû ïðè êàêîì-ëèáî ïîãðóæåíèè èëè âëîæåíèè

α : M → RN â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè N .

Â ñëó÷àå N = dimM + 1 âåêòîðû íîðìàëåé ê äàííîìó ïîãðóæåííîìó ìíîãîîá-

ðàçèþ α(M) âî âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ôóíêöèè âûñîòû pe ◦α ñîíàïðàâëåíû

ñ âåêòîðîì ±e . Ïîýòîìó âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè ìîæíî óòî÷íèòü òàê: ðåàëè-

çóåìà ëè äàííàÿ ôóíêöèÿ f íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M â âèäå ôóíêöèè

âûñîòû ïðè ïîãðóæåíèè α : M # Rn+1 ñ çàäàííûìè íàïðàâëåíèÿìè íîðìàëåé

±e â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ? Áîëåå îáùàÿ ïðîáëåìà: îïèñàòü ñâÿçíûå êîìïîíåíòû

ïðîñòðàíñòâà Immf,+(M,R3) ⊂ Immf(M,R3) âñåõ ïîãðóæåíèé, ðåàëèçóþùèõ

ôóíêöèþ f ñ çàäàííûìè íàïðàâëåíèÿìè íîðìàëåé ±e â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ.

O. Burlet è V. Haab11 ïîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà íà ëþáîé çàìêíó-

òîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè M ðåàëèçóåìà â âèäå ôóíêöèè âûñîòû äëÿ íåêî-

òîðîãî ïîãðóæåíèÿ ïîâåðõíîñòè â R3 . Îäíàêî îíè îáíàðóæèëè äàëåêî íå âñå

èñêîìûå ïîãðóæåíèÿ, è óòî÷íåííûé âîïðîñ î ðåàëèçóåìîñòè ôóíêöèè ñ çàäàí-

íûìè íàïðàâëåíèÿìè íîðìàëåé â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ, à òàêæå âîïðîñ îïèñàíèÿ

ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâà âñåõ ðåàëèçàöèé îñòàâàëèñü íåðåøåííûìè.

Ãëàäêèå ôóíêöèè íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè M , ðåàëèçóåìûå â âèäå ôóíê-

öèè âûñîòû pe ◦ α ïðè íåêîòîðîì âëîæåíèè α : M ↪→ R3 , íàçûâàþòñÿ âûñîò-

íûìè. Íåòðóäíî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ òèïè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà íà ëþáîé

çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ âûñîòíîé. Íàïîìíèì, ÷òî 2-

àòîìîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà f : P → R ñ ðîâíî îäíèì êðèòè÷åñêèì

çíà÷åíèåì c ∈ R íà êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè P , ïîñòîÿííàÿ íà êàæäîé

ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè. Â.Î. Ìàíòóðîâ12 ïîëó÷èë êðèòåðèé âûñîòíîñòè 2-àòîìà.

Í.Â. Âîë÷àíåöêèé è È.Ì. Íèêîíîâ13 êëàññèôèöèðîâàëè âñå âûñîòíûå îðèåíòè-

ðóåìûå àòîìû â êëàññå ìàêñèìàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ, ò.å. àòîìîâ, ãðóïïà

9R. Bott, H. Samelson. Application of the theory of Morse to symmetric spaces // Amer. J. Math., 80 (1958),

964�1029.
10Â.À. Øìàðîâ. Ìèíèìàëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèè Ìîðñà íà îðáèòàõ â àëãåáðàõ Ëè // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà,

Ñåð.1, 2015, No. 2, 9�16.
11O. Burlet, V. Haab. Realisations de fonctions de Morse sur des surfaces, par des immersions et plongements

dans l'espace R3 // C.R. Acad. Sc. Paris, 300, Serie 1, No. 12 (1985), 401�406.
12V.O. Manturov. Chord diagrams, d -diagrams, and knots // Zap. Nauchn. Sem. POMI, 267 (2000), 170�194.
13Í.Â. Âîë÷àíåöêèé, È.Ì. Íèêîíîâ. Ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íûå âûñîòíûå àòîìû // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà.

Ñåð. 1: Ìàòåì. Ìåõàí. 2013. No. 2. 3�6.
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ñîáñòâåííûõ ñèììåòðèé êîòîðûõ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ðåáðàõ ãðàôà f−1(c) .

II. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ è èçîòîïíîñòü ôóíêöèé Ìîðñà íà

ïîâåðõíîñòÿõ

Äâå ãëàäêèå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàþò

ýêâèâàëåíòíûìè14, åñëè èõ ìîæíî ïîëó÷èòü äðóã èç äðóãà ïðåîáðàçîâàíèÿìè

ìíîãîîáðàçèÿ M è âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R . Åñëè óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

èçîòîïíû òîæäåñòâåííûì, òî ôóíêöèè íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíò-

íûìè14 . Äâå ôóíêöèè Ìîðñà íà ìíîãîîáðàçèè M íàçîâåì èçîòîïíûìè, åñëè

èõ ìîæíî ïðîäåôîðìèðîâàòü äðóã â äðóãà â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé Ìîðñà.

Ïóñòü Fp,q,r(M) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Ìîðñà, èìåþùèõ p, r, q êðèòè÷å-

ñêèõ òî÷åê ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ìàêñèìóìîâ è ñåäåë íà çàìêíóòîé ïîâåðõíî-

ñòè M . ßñíî, ÷òî èçîòîïíûå ôóíêöèè Ìîðñà ïðèíàäëåæàò îäíîìó Fp,q,r(M) .

Êðîìå ýêâèâàëåíòíîñòè åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïîõîæåå îòíîøåíèå � ïîñëîé-

íàÿ ýêâèâàëåííîñòü. Ïîñëîéíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé Ìîðñà íà ïîâåðõíî-

ñòÿõ èçó÷àë À.Ò. Ôîìåíêî â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ëèóâèëëåâîé15 è òðàåêòîðíîé16, 17

ýêâèâàëåíòíîñòåé èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

À.Ò. Ôîìåíêî îïèñàë18, 19, 20, 15, 16, 21 ïîëíûé èíâàðèàíò ïîñëîéíîé ýêâèâàëåíòíî-

ñòè â ïðîñòðàíñòâå Fp,q,r(M) ôóíêöèé Ìîðñà íà ïîâåðõíîñòÿõ â òåðìèíàõ êîìáè-

íàòîðíûõ îáúåêòîâ � �àòîìîâ� è �ìîëåêóë� (ñì. òåîðåìó 2.16 ðàáîòû22). Òî÷íåå,

â ðàáîòàõ15, 16 áûëè êëàññèôèöèðîâàíû îñîáåííîñòè áîòòîâñêèõ èíòåãðàëîâ íà

èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ 2 ñòå-

ïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîçæå áûëî äàíî äîñòàòî÷íî óäîáíîå è ôîðìàëüíîå îïèñàíèå

ýòîé êëàññèôèêàöèè â ðàáîòå21 , ãäå áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ àòîìîâ è ìîëåêóë.

14V.I. Arnold. Topological classi�cation of Morse functions and generalisations of Hilbert's 16-th problem // Math.

Phys. Anal. Geom. 10:3 (2007), 227�236.
15À.Ò. Ôîìåíêî, Õ. Öèøàíã. Òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò è êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. 1990. 54, No. 3. 546�575.
16À.Â. Áîëñèíîâ, À.Ò. Ôîìåíêî. Òðàåêòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâó-

ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òåîðåìà êëàññèôèêàöèè, I // Ìàòåì. ñá. 1994. 185, No. 4. 27�80; II // Òàì æå. 1994.

185, No. 5. 27�78.
17À.Â. Áîëñèíîâ, À.Ò. Ôîìåíêî. Ââåäåíèå â òîïîëîãèþ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì // Ì.: Íàóêà,

1997.
18À.Ò. Ôîìåíêî. Òîïîëîãèÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ýíåðãèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ïðå-

ïÿòñòâèÿ ê èíòåãðèðóåìîñòè // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ, 50, No. 6 (1986), 1276�1307.
19À.Ò. Ôîìåíêî. Òåîðèÿ Ìîðñà èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì // ÄÀÍ ÑÑÑÐ 287, No. 5 (1986),

1071�1075.
20À.Ò. Ôîìåíêî, Ä.Á. Ôóêñ. Êóðñ ãîìîòîïè÷åñêîé òîïîëîãèè // Ì.: Íàóêà, 1989.
21À.Â. Áîëñèíîâ, Ñ.Â. Ìàòâååâ, À.Ò. Ôîìåíêî. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíî-

âûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñïèñîê ñèñòåì ìàëîé ñëîæíîñòè // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. 1990. 45,

No. 2. 49�77.
22A.V. Bolsinov, A.T. Fomenko. Integrable Hamiltonian systems. Geometry, topology, classi�cation // Boca Raton,

London, NY, Washington, D.C.: Chapman & Hall/CRC, 2004.
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Â.È. Àðíîëüä èññëåäîâàë êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè òèïè÷íûõ

ôóíêöèé Ìîðñà íà ïðÿìîé23 è íà ïîâåðõíîñòè24, 25, 14, 26. Â ÷àñòíîñòè, Àðíîëüä14

èçó÷èë àñèìïòîòèêó êîëè÷åñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (= òîïîëîãè÷åñêîé

ýêâèâàëåíòíîñòè) òèïè÷íûõ ôóíêöèé Ìîðñà â ïðîñòðàíñòâàõ Fp,p+r−2,r(S
2)

ôóíêöèé Ìîðñà íà ñôåðå, â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà q = p + r − 2 ñåäåë,

ïðè q →∞ . Å.Â. Êóëèíè÷27 âû÷èñëèë êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè òè-

ïè÷íûõ ôóíêöèé Ìîðñà íà çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g ≤ 6 ,

èìåþùèõ ðîâíî äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.

J. Harer è D. Zagier28 âû÷èñëèëè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ êîëè÷åñòâà

εg(q) êëåòî÷íûõ ðàçáèåíèé çàìêíóòîé ñâÿçíîé îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè

ðîäà g ñ r = q + 1 − 2g âåðøèíàìè, r ðåáðàìè, îäíî èç êîòîðûõ îòìå÷åíî è

îðèåíòèðîâàíî, è îäíîé äâóìåðíîé êëåòêîé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿþùèõ îðèåí-

òàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî êîìáèíàòîðíîãî ðåçóëü-

òàòà îíè ïîëó÷èëè âàæíûé òîïîëîãè÷åñêèé ðåçóëüòàò (ñì. ðàçäåë III). Çàìåòèì,

÷òî ÷èñëî εg(q) ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì êëàññîâ ïîñëîéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè

ïðàâèëüíûõ (ò.å. èìåþùèõ ëèøü îäíî ñåäëîâîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå) ôóíêöèé

Ìîðñà f íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M ðîäà g , ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó

F′1,q,r(M) (ò.å. èìåþùèõ ðîâíî îäíó òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è q ñåäëîâûõ

òî÷åê, ïðè÷åì îäíà ñåäëîâàÿ òî÷êà îñíàùåíà). Îòñþäà â ñëåäñòâèè 3.3.6 (C) ìû

ïîëó÷àåì åùå îäíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Õàðåðà�Çàãüå.

Ïîëíûé èíâàðèàíò èçîòîïíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé áåç êðèòè-

÷åñêèõ òî÷åê íà îòêðûòîé ïîâåðõíîñòè (ñ êðàåì) îïèñàí Þ.Ì. Áóðìàíîì29, 30.

Â 1997 ã. À.Ò. Ôîìåíêî ïîñòàâèë âîïðîñ î ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâ

Fp,q,r(M) . Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò áûë ïîëó÷åí àâòîðîì [1] äëÿ M = S2 è RP 2 ,

à â îáùåì ñëó÷àå Ñ.Â. Ìàòâååâûì [1, òåîðåìû 8 è 8'] è Õ. Öèøàíãîì â 1998 ã.,

à òàêæå Â.Â. Øàðêî31 è Ñ.È. Ìàêñèìåíêî32. Áîëåå òîãî, Ñ.Â. Ìàòâååâ äîêàçàë

23Â.È. Àðíîëüä. Èñ÷èñëåíèå çìåé è êîìáèíàòîðèêà ÷èñåë Áåðíóëëè, Ýéëåðà è Ñïðèíãåðà ãðóïï Êîêñòåðà

// ÓÌÍ, 47:1(283) (1992), 3�45.
24Â.È. Àðíîëüä. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîìïëåêñíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ è êîìáè-

íàòîðèêà ãðàôîâ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì âåðøèí è ðåáåð // Ôóíêö. Àíàë. Ïðèë. 30:1 (1996), 1�17.
25V.I. Arnold. Smooth functions statistics // Funct. Anal. Other Math. 1:2 (2006), 111�118.
26Â.È. Àðíîëüä. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ìîðñà. Äèôô. óðàâí. òîïîë. I // Ñáîðíèê

ñòàòåé. Ê 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ëüâà Ñåìåíîâè÷à Ïîíòðÿãèíà, Òð. ÌÈÀÍ 268, ÌÀÈÊ, Ì.,

2010, 40�55.
27E.V. Kulinich. On topologically equivalent Morse functions on surfaces // Methods of Funct. Anal. Topology.

1998. 4, N 1. 59�64.
28J. Harer, D. Zagier. The Euler characteristic of the moduli space of curves // Invent. Math. 85 (1986), 457�485.
29Þ.Ì. Áóðìàí. Òåîðèÿ Ìîðñà äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê // Ôóíêö. äèôô. óð.

1995. 3, No. 1, 2. 31�31.
30Yu.M. Burman. Triangulation of surfaces with boundary and the homotopy principle for functions without

critical points // Annals of Global Analysis and Geometry 1999. 17, N 3. 221�238.
31Â.Â. Øàðêî. Ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòÿõ. I // Íåêîòîðûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè: Òð. Ìàòåì.

èí-òà Óêð. ÍÀÍ / Ïîä ðåä. Â.Â. Øàðêî. 25. Êèåâ: Íàóêîâà Äóìêà, 1998. 408�434.
32S.I. Maksymenko. Path-components of Morse mappings spaces on surfaces // Comment. Math. Helv. 2005. 80.

6



ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâ Fp,q,r(M)extr ⊂ Fp,q,r(M) ôóíêöèé ñ ôèêñèðî-

âàíûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íà ïîâåðõíîñòè M .

III. Òîïîëîãèÿ è ñòðàòèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ñ çàäàííûìè

îñîáåííîñòÿìè

Ãðóïïû ãîìîëîãèé è ãîìîòîïèé ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé ñ óìåðåííûìè îñîáåííî-

ñòÿìè (ñ äîïóùåíèåì íå-ìîðñîâñêèõ îñîáåííîñòåé) íà îêðóæíîñòè èçó÷àë Â.È.

Àðíîëüä33. Ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî h -ïðèíöèïà Â.À. Âàñèëüåâ34 èçó÷èë

êîëüöà êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ Rn -çíà÷íûõ ôóíêöèé ñ óìåðåííûìè îñîáåííî-

ñòÿìè (ñ äîïóùåíèåì íå-ìîðñîâñêèõ îñîáåííîñòåé) íà ëþáîì ãëàäêîì ìíîãîîá-

ðàçèè. Îäíàêî 1-ïàðàìåòðè÷åñêèé h -ïðèíöèï íåâûïîëíåí35, 36 äëÿ ïðîñòðàíñòâ

ôóíêöèé Ìîðñà íà íåêîòîðûõ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè > 5 .

Ñ.È. Ìàêñèìåíêî37 èçó÷àë òîïîëîãèþ îòäåëüíî âçÿòîãî êëàññà òîïîëîãè÷å-

ñêîé ñîïðÿæåííîñòè (ò.å. ñòðàòà Ìàêñâåëëà) èç ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé Ìîðñà

íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M 6= S2, T 2 . Â ÷àñòíîñòè, Ìàêñèìåíêî37 äîêàçàë

àñôåðè÷íîñòü ëþáîãî êëàññà òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.

Êàê îòìå÷åíî âûøå, J. Harer è D. Zagier28 ñ ïîìîùüþ ñâîåãî êîìáèíàòîðíîãî

ðåçóëüòàòà ïîëó÷èëè òîïîëîãè÷åñêèé ðåçóëüòàò � âû÷èñëèëè ýéëåðîâó õàðàêòå-

ðèñòèêó �êîìïëåêñà ëåíòî÷íûõ ãðàôîâ� Gs
g , è ââèäó

38 ïîëó÷èëè ôîðìóëó

χ(Ms
g) = χ(Gs

g) = (−1)s
(2g + s− 3)!

2g(2g − 2)!
B2g, s > 2− 2g,

ãäå Ms
g � ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g ñ

s ïðîíóìåðîâàííûìè ïðîêîëàìè, à Bg åñòü g -îå ÷èñëî Áåðíóëëè, îïðåäåëÿåìîå

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé
∑

n≥0Bn
zn

n! = z
ez−1 . Ïîçäíåå àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû

39 è

ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ íèõ40, 41 áûëè ïîëó÷åíû êàê äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòå-

ðèñòèêè, òàê è äëÿ îðáèîáðàçíîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà Ms
g

è åãî êîìïàêòèôèêàöèè Ms
g Äåëèíÿ-Ìàìôîðäà42.

655�690.
33Â.È. Àðíîëüä. Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñ óìåðåííûìè îñîáåííîñòÿìè // Ôóíê. Àí. Ïðèë. 23:3 (1989), 1�10.
34Â.À. Âàñèëüåâ. Òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé áåç ñëîæíûõ îñîáåííîñòåé // Ôóíê. Àí. Ïðèë. 23:4 (1989),

24�36.
35A. Chenciner, F. Laudenbach. Morse 2-jet space and h -principle // Bull. Brazil. Math. Soc. 40:4 (2009), 455�

463.
36A. Hatcher. Higher simple homotopy theory // Annals of Math. (2) 102 (1975), 101�137.
37S.I. Maksymenko. Homotopy types of stabilizers and orbits of Morse functions on surfaces // Annals of Global

Analysis and Geometry. 2006. 29, N 3. 241�285. arXiv:math.GT/0310067.
38K. Strebel. Quadratic Di�erentials // Ergebnisse der Math. 3:5, Springer-Verlag, Heidelberg (1984).
39I.P. Goulden, J.L. Harer, D.M. Jackson. A geometric parametrization for the virtual Euler characteristic for the

moduli spaces of real and complex algebriac curves // arXiv:math/9902044.
40G. Bini, G. Gai�, M. Polito. A formula for the Euler characteristic of M2,n // Math. Z. 236 (2001), 491�523.
41G. Bini, J. Harer. Euler characteristics of moduli spaces of curves // arxiv:0506083 (2005, 2008).
42P. Deligne and D. Mumford. Irreducibility of the space of curves of a given genus // Publ. IHES 36 (1979),
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IV. Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû èíòåãðèðóåìûõ 3-ìåðíûõ íåñæèìàå-

ìûõ òå÷åíèé

Ôóíêöèè Ìîðñà íà ïîâåðõíîñòÿõ èçó÷àëè À.Ò. Ôîìåíêî18 è Ôîìåíêî ñ ñîàâòîðà-

ìè43, 44, 45, 15, 16, 17 â ñâÿçè ñ çàäà÷åé êëàññèôèêàöèè (ëèóâèëëåâîé, òðàåêòîðíîé)

íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâî-

áîäû íà íåîñîáûõ êîìïàêòíûõ 3-ìåðíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ôîìåíêî è Öèøàíã15 ïîñòðîèëè ïîëíûé èíâàðèàíò ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíò-

íîñòè òàêèõ ñèñòåì. Ôîìåíêî è Áîëñèíîâ16, 17 ïîñòðîèëè ïîëíûé èíâàðèàíò

òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ ñèñòåì. Âàæíûì èíñòðóìåíòîì îáåèõ òåî-

ðèé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå êëàññîâ ïîñëîéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé Ìîðñà íà

çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ, â òåðìèíàõ êîìáèíàòîðíîãî îáúåêòà � ¾ìîëåêóëû¿

ôóíêöèè Ìîðñà. Èç íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2 ñëåäóåò, ÷òî ðàçáèåíèå ïðî-

ñòðàíñòâà F(M) ôóíêöèé Ìîðñà íà ïîâåðõíîñòè M íà êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé

ïîñëîéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèêàöèåé, ãäå ñòðàòû (íàçûâàåìûå

ñòðàòàìè Ìàêñâåëëà) îòâå÷àþò íåêîòîðûì ãðàôàì � ¾ìîëåêóëàì¿ Ôîìåíêî.

Ïîýòîìó ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà IB(Q) èíòåãðèðóåìûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé

íà 3-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè Q íà êëàññû ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè òîæå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñòðàòèôèêàöèåé, ãäå ñòðàòû (òîæå íàçûâàåìûå ñòðàòàìè Ìàêñâåëëà)

õàðàêòåðèçóþòñÿ íåêîòîðûìè ãðàôàìè � ¾ìå÷åíûìè ìîëåêóëàìè¿ Ôîìåíêî-

Öèøàíãà15 . Òðàåêòîðíûå èíâàðèàíòû Áîëñèíîâà-Ôîìåíêî16, 17 íà ïðîñòðàíñòâå

IBnondeg(Q) íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ òå÷åíèé îïðåäåëÿëèñü ïî-ðàçíîìó

íà ðàçíûõ ñòðàòàõ Ìàêñâåëëà � êëàññàõ ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì.

Âîçíèêàåò âîïðîñ. Ñóùåñòâóþò ëè ¾ïðîäîëæèìûå¿ òðàåêòîðíûå èíâàðèàíòû

íà òîì èëè èíîì ñòðàòå Ìàêñâåëëà, ò.å. (íåïîñòîÿííûå) èíâàðèàíòû Áîëñèíîâà-

Ôîìåíêî, êîòîðûå ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü äàí-

íîãî ñòðàòà Ìàêñâåëëà äî èíâàðèàíòà òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè?

V. Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû 3-ìåðíûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå òîïîëîãè÷åñêèõ èíâà-

ðèàíòîâ áåçäèâåðãåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé (íàçûâàåìûõ òàêæå íåñæèìàåìûìè

òå÷åíèÿìè) íà êîìïàêòíîì 3-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè Q . Èíòåãðàëüíûå ëèíèè òà-

êîãî ïîëÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è çàïîëíÿþò âñþ îáëàñòü, êàñàÿñü åå ãðàíè-

75�110.
43Ñ.Â. Ìàòâååâ, À.Ò. Ôîìåíêî. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ïåðå÷èñëåíèå òðåõ-

ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ ñëîæíîñòè è âû÷èñëåíèå îáúåìîâ çàìêíóòûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèé // Óñï. Ìàòåì. Íàóê 43, âûï. 1 (259) (1988), 5�22.
44Ñ.Â. Ìàòâååâ, À.Ò. Ôîìåíêî. Òåîðèÿ òèïà Ìîðñà äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ ðó÷íûìè

èíòåãðàëàìè // Ìàòåì. Çàì. 43, No. 5 (1988), 663�671.
45Ñ.Â. Ìàòâååâ, À.Ò. Ôîìåíêî, Â.Â. Øàðêî. Êðóãëûå ôóíêöèè Ìîðñà è èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì // Ìàòåì. Ñá. 135(177), No. 3 (1988), 325�345.
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öû, è òåì ñàìûì îáðàçóþò ¾ðàñïðåäåëåííûé óçåë¿ â äàííîé îáëàñòè. Õîðîøî

èçâåñòåí èíâàðèàíò Õîïôà � ¾ñïèðàëüíîñòü¿ íåñæèìàåìîãî òå÷åíèÿ, ðàâíûé

óñðåäíåííîìó êîýôôèöèåíòó çàöåïëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé46.

Ïîíÿòèå ñïèðàëüíîñòè âîñõîäèò ê Ãåëüìãîëüöó è Êåëüâèíó47. Ñâîèì âòîðûì

ðîæäåíèåì â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå ýòî ïîíÿòèå îáÿçàíî Âîëòüåðó48, à â èäå-

àëüíîé ãèäðîäèíàìèêå � Ìîôôàòó49, êîòîðûé îáíàðóæèë åãî òîïîëîãè÷åñêèé

õàðàêòåð (ñì. òàêæå50). Ñëîâî ¾ñïèðàëüíîñòü¿ áûëî âïåðâûå ââåäåíî â49 è ñ òåõ

ïîð øèðîêî èñïîëüçîâàëîñü â ìåõàíèêå æèäêîñòè è ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå.

Âàæíåéøåå ñâîéñòâî ýòîé âåëè÷èíû ñîñòîèò â åå òîïîëîãè÷åñêîé èíâàðèàíòíî-

ñòè: ñïèðàëüíîñòü

H(B) :=

∫
Q

B ∧ d−1B

áåçäèâåðãåíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ B â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Q ⊂ R3 , êàñàþùå-

ãîñÿ åãî ãðàíèöû, ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äåéñòâèè íà B ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî îáúåìû

äèôôåîìîðôèçìà îáëàñòè Q (ñì. òåîðåìó 1.4 ðàáîòû51). Çäåñü B := iBµ � 2-

ôîðìà, îòâå÷àþùàÿ âåêòîðíîìó ïîëþ B , µ � ýëåìåíò îáúåìà.

Ïóñòü D0(Q) � ãðóïïà èçîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìîâ ìíî-

ãîîáðàçèÿ Q , D0
µ(Q) � ïîäãðóïïà ñîõðàíÿþùèõ îáúåìû äèôôåîìîðôèçìîâ.

Èòàê, ñïèðàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ D0(Q) -èíâàðèàíòíûì (à ïîòîìó è D0
µ(Q) -èíâà-

ðèàíòíûì) ôóíêöèîíàëîì H : Bexact(Q)→ R íà ïðîñòðàíñòâå

Bexact(Q) := {B ∈ Ω2(Q) | B òî÷íà è íå èìååò íóëåé, j∗∂QB = 0}

òî÷íûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé áåç íóëåé íà îäíîñâÿçíîì êîìïàêòíîì 3-ìåðíîì

ìíîãîîáðàçèè Q , ãäå j∂Q : ∂Q ↪→ Q � îòîáðàæåíèå âêëþ÷åíèÿ.

Âîçíèêàþò âîïðîñû: ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå D0(Q) -èíâàðèàíòíûå (ñîîòâåò-

ñòâåííî D0
µ(Q) -èíâàðèàíòíûå) ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå Bexact(Q) , îáëà-

äàþùèå òåìè èëè èíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, ïðåäñòàâè-

ìûå â èíòåãðàëüíîì âèäå èëè â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà çàöåïëåíèÿ)?

Ä. Ñåððå52 äîêàçàë, ÷òî ëþáîé èíâàðèàíò �ïåðâîãî ïîðÿäêà� óðàâíåíèÿ Ýéëå-

46Â.È. Àðíîëüä. Àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò Õîïôà è åãî ïðèëîæåíèÿ // Â êí.: Ìàòåðèàëû Âñåñîþçíîé

øêîëû ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è ïî äèíàìè÷å-

ñêèì ñèñòåìàì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû (Äèëèæàí, 21 ìàÿ � 3 èþíÿ 1973 ã.). Åðåâàí: ÀÍ Àðì.

ÑÑÐ, 1974. 229-255. [Ñì. òàêæå Â.È. Àðíîëüä. Èçáðàííîå-50. Ì.: Ôàçèñ, 1997. 215�235.]
47L. Êålvin. On vortex motion // Òrans. Roy. Soc. Edin. 1869. 25. 217�260; Maximum and minimum energy in

vortex motion // Mathematical and Physical Papers, 4. Cambridge Univ. Press. 172�183.
48L. Wîltjår. À theorem în force-free magïetic �elds // Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 1958. 44. 489�491.
49H.K. Ìî�àtt. The degree of knottedness of tangled vortex Iines // J. Fluid. Mech. 1969. 106. 117�129.
50J.-J. Ìîråàu. Constantes d'un �ilot tourbillonnaire en �uid parfait barotrope // C.R. Acad. Sci. Paris. 1961. 252.

2810�2812.
51Â.È. Àðíîëüä, Á. Õåñèí. Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â ãèäðîäèíàìèêå. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2007.
52D. Serre. Les invariants du premier ordre de l'�equation d'Euler en dimension trois // C. R. Acad. Sci. Paris S�er.

A�B. 289:4 (1979), A267-A270. Physica D. 13:1-2 (1984), 105�136.
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ðà èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â R3 âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ýíåðãèþ è ñïèðàëüíîñòü. Ï.Ì. Àõìåòüåâ53 îáíàðóæèë íåñêîëüêî D0
µ(Q) -

èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ìíîæåñòâå Bexact(Q) òî÷íûõ íåñæèìàåìûõ òå-

÷åíèé â Q , íàçâàííûå èì âûñøèìè ìîìåíòàìè ñïèðàëüíîñòè, ïðåäñòàâèìûå

â âèäå àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ çàöåïëåíèé. Ìîìåíòû ñïèðàëüíîñòè k -ãî

ïîðÿäêà Àõìåòüåâà êîäèðóþòñÿ íåêîòîðûìè ãðàôàìè ñ k âåðøèíàìè.

Öåëü ðàáîòû

Ïîëó÷åíèå êðèòåðèÿ ðåàëèçóåìîñòè ãëàäêîé ôóíêöèè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì êðè-

òè÷åñêèõ òî÷åê íà çàìêíóòîé ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè â âèäå ôóíêöèè âûñîòû ïðè

íåêîòîðîì ïîãðóæåíèè ýòîé ïîâåðõíîñòè â 3-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Íàõîæäåíèå è îïèñàíèå êîíå÷íîìåðíîãî ïîëèýäðà, èìåþùåãî ãîìîòîïè÷åñêèé

òèï ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé Ìîðñà ñ çàäàííûì ÷èñëîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ëî-

êàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ìàêñèìóìîâ è ñåäåë íà êîìïàêòíîé ñâÿçíîé îðèåíòèðóåìîé

ïîâåðõíîñòè. Âûÿñíåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî-ïðîäîëæèìûõ èíâàðèàí-

òîâ C0 -ñîïðÿæåííîñòè íà çàäàííîì ñòðàòå Ìàêñâåëëà â ïðîñòðàíñòâå íåâûðîæ-

äåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîëó÷åíèå êëàññè-

ôèêàöèè äèôôåðåíöèðóåìûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ òî÷íûõ íåñæèìàå-

ìûõ òå÷åíèé íà êîìïàêòíîì ñâÿçíîì 3-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, èìåþùèõ ðåãó-

ëÿðíóþ è C1 -íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñà-

ìîñòîÿòåëüíî è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1) ïîëó÷åí êðèòåðèé òîãî, êîãäà ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà ñâÿçíîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M ðåàëèçóåìà â âèäå

ôóíêöèè âûñîòû ïðè íåêîòîðîì ïîãðóæåíèè ïîâåðõíîñòè â 3-ìåðíîå åâêëèäî-

âî ïðîñòðàíñòâî R3 ; îïèñàíî ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâà âñåõ

ïîãðóæåíèé ïîâåðõíîñòè â R3 ñ äàííîé ôóíêöèåé âûñîòû; äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî ïîãðóæåíèÿ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè â R3 , èìåþùåãî ìîðñîâñêóþ ôóíêöèþ

âûñîòû, ëþáàÿ ãëàäêàÿ äåôîðìàöèÿ ýòîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ìîðñîâñêèõ

ôóíêöèé ðåàëèçóåòñÿ â âèäå äåôîðìàöèè ôóíêöèè âûñîòû ïðè íåêîòîðîé ãëàä-

êîé äåôîðìàöèè çàäàííîãî ïîãðóæåíèÿ, ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ äåôîð-

ìàöèé â ïðîñòðàíñòâå ïîãðóæåíèé ëèíåéíî ñâÿçíî; ïîëó÷åíî íîâîå äîêàçàòåëü-

ñòâî èçâåñòíîãî �ïàðàäîêñà Ñìåéëà�, ÷òî äâóìåðíóþ ñôåðó ìîæíî �âûâåðíóòü

íàèçíàíêó� â R3 ;

53P.M. Akhmet'ev. Quadratic magnetic helicity and magnetic energy // Proc. Steklov Math. Inst. 278 (2012),

16�28.
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2) ââåäåíî ïîíÿòèå êîñîãî öèëèíäðè÷åñêè-ïîëèýäðàëüíîãî êîìïëåêñà; äëÿ

ïðîñòðàíñòâ F ôóíêöèé Ìîðñà íà êîìïàêòíîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè M ,

èìåþùèõ íå ìåíåå χ(M) + 1 ïðîíóìåðîâàííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, îïèñàíî ïî-

ñòðîåíèå êîñîãî öèëèíäðè÷åñêè-ïîëèýäðàëüíîãî êîìïëåêñà K̃ (�êîìïëåêñà îñíà-

ùåííûõ ôóíêöèé Ìîðñà�), àññîöèèðîâàííîãî ñ ïðîñòðàíñòâîì F ; äîêàçàíà ãîìî-

òîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äàííîãî ïðîñòðàíñòâà F ôóíêöèé Ìîðñà ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ R × K̃ , ãäå R � îäíî èç ÷åòûðåõ ìíîãîîáðàçèé: òî÷êà, îêðóæ-

íîñòü, äâóìåðíûé òîð è RP 3 ; ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ ãîìîëîãè÷åñêîé

ðàçìåðíîñòè è ÷èñåë Áåòòè ïðîñòðàíñòâà F ; äîêàçàíà áåñêîíå÷íîñòü êîëè÷å-

ñòâà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Ffix ôóíêöèé Ìîðñà íà êîìïàêò-

íîé ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè ñ çàêðåïëåííûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè, åñëè ÷èñëî

ñåäåë ïîëîæèòåëüíî;

3) îáíàðóæåíû îòíîñèòåëüíî-ïðîäîëæèìûå èíâàðèàíòû C0 -ñîïðÿæåííîñòè

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà íåêîòîðûõ ñòðàòàõ Ìàêñâåëëà (íàçûâàåìûõ �áèöèê-

ëè÷åñêèìè�) â ïðîñòðàíñòâå Hnondeg(P ) íåâûðîæäåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

íà êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòÿõ P , ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðûì ïðèìû-

êàþùèì îòêðûòûì ñòðàòàì Ìàêñâåëëà (ñîñòîÿùèì èç �áèöèêëè÷åñêèõ âîçìó-

ùåíèé�); áèöèêëè÷åñêèå ñòðàòû Ìàêñâåëëà îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ è ñî-

ñòîÿò èç ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ãàìèëüòîíèàíû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè

Ìîðñà ñ ðîâíî îäíèì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì, ãäå ðîä ïîâåðõíîñòè P íå ôèêñè-

ðîâàí; ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî-óñòîé÷èâîé

C0 -íåñîïðÿæåííîñòè ïàðû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì èç ïðîèçâîëüíîãî áèöèêëè÷å-

ñêîãî ñòðàòà Ìàêñâåëëà ïî îòíîøåíèþ ê êëàññó áèöèêëè÷åñêèõ âîçìóùåíèé;

ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò ïî÷òè âñå ïàðû ñèñòåì èç ýòîãî ñòðàòà; äëÿ áåñ-

êîíå÷íîé ïîäñåðèè â ñåðèè áèöèêëè÷åñêèõ ñòðàòîâ Ìàêñâåëëà (ñîñòîÿùåé èç

�âïîëíå áèöèêëè÷åñêèõ� ñòðàòîâ Ìàêñâåëëà) ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîé C0 -íåñîïðÿæåííîñòè ïàðû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì èç

òàêîãî ñòðàòà Ìàêñâåëëà; ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò ïî÷òè âñå ïàðû ñèñòåì

èç òàêîãî ñòðàòà;

4) äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé èíâàðèàíò ñîïðÿæåííîñòè íà óíèâåðñàëüíîé íàêðû-

âàþùåé D̃ω(D2) ãðóïïû ñèìïëåêòîìîðôèçìîâ êðóãà, èìåþùèé ðåãóëÿðíóþ è

íåïðåðûâíóþ îòíîñèòåëüíî C1 -òîïîëîãèè ïðîèçâîäíóþ, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èí-

âàðèàíò Êàëàáè; äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé D0(Q)�èíâàðèàíòíûé ôóíêöèîíàë íà

ïðîñòðàíñòâå Bexact(Q) òî÷íûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé áåç íóëåé íà êîìïàêò-

íîì ñâÿçíîì îðèåíòèðóåìîì 3�ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè Q , èìåþùèé ðåãóëÿðíóþ

è íåïðåðûâíóþ îòíîñèòåëüíî C1 -òîïîëîãèè ïðîèçâîäíóþ, ëîêàëüíî íà Bexact(Q)

(à â ñëó÷àå Q = M ×S1 ñ íåïóñòîé ãðàíèöåé � ãëîáàëüíî íà ìíîæåñòâå âñåõ 2�

ôîðì B ∈ Bexact(Q) , äîïóñêàþùèõ ñåêóùóþ ïîâåðõíîñòü, èçîòîïíóþ M ×{∗} )
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàë ñïèðàëüíîñòè.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîäû è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì òåîðèè ïîãðóæåíèé, òåîðèè îñî-

áåííîñòåé, ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè è ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè, òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è òåîðèè íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé.

Çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ñîèñêàòåëåì ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðàêòèêè ïîäòâåðæäàåò-

ñÿ òåì, ÷òî ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè öèòèðóþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ â íàó÷íûõ ñòà-

òüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ, à òàêæå îáñóæäàþòñÿ íà Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ

è ñèìïîçèóìàõ, êàê òåîðåìû Êóäðÿâöåâîé. Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 5.3.9 èç òåêñòà

äèññåðòàöèè óïîìèíàëàñü êàê �òåîðåìà Êóäðÿâöåâîé� â íåñêîëüêèõ äîêëàäàõ íà

Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå â Âåíåöèè �IUTAM Symposium: Helicity, Structures

and Singularity in Fluid and Plasma Dynamics� (11�15 àïðåëÿ 2016 ã.), è íà Ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè â Ìîñêâå �Knots and links in �uid �ows: from helicity to

knot energy� (àïðåëü 2015 ã.). Ñëåäóþùèå àâòîðû òàêæå öèòèðóþò ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè: S.I. Maksymenko, L.I. Nicolaescu, Ya. Masumoto, O.

Saeki, F. Morishita, B.G. Feshchenko, F. Cagliari, B. Di Fabio, C. Landi, A. Enciso,

D. Peralta-Salas, F.T. de Lizaur, A. Rechtman, P. Dehornoy è äðóãèå.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò-

ðèè, àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè, ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåî-

ìåòðèè, êà÷åñòâåííîé òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ è îáùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â

÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïèðàþòñÿ íà ðåçóëüòàò C.J. Earle è J. Eells

(ìë.) î ãîìîòîïè÷åñêîì òèïå êîìïîíåíòû åäèíèöû ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ

êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè, íà ðåçóëüòàò C. Bonatti è S. Crovisier54 î òî-

ïîëîãè÷åñêîé òðàíçèòèâíîñòè C1 -îáùèõ ñèìïëåêòîìîðôèçìîâ êîìïàêòíîé ïî-

âåðõíîñòè, è íà àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò M. Bessa55. Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ è ðàç-

âèâàåòñÿ ìåòîä ¾ìå÷åíîé ìîëåêóëû¿ Áîëñèíîâà-Ôîìåíêî, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî

Áîëñèíîâ è Ôîìåíêî18 ïîëó÷èëè ïîëíóþ òðàåêòîðíóþ êëàññèôèêàöèþ íåâû-

ðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé íà 3-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä îñíàùåííûõ ôóíê-

öèé Ìîðñà, îðèåíòèðîâàííûé íà èçó÷åíèå òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâ ìîðñîâñêèõ

ôóíêöèé è ââåäåííûé Ä.À. Ïåðìÿêîâûì è äèññåðòàíòîì, à òàêæå íîâîå ïî-

íÿòèå êîñûõ öèëèíäðè÷åñêè-ïîëèýäðàëüíûõ êîìïëåêñîâ, ââåäåííîå äèññåðòàí-

òîì è îáîáùàþùåå ïîíÿòèå êîñûõ öèëèíäðè÷åñêè-ïîëèýäðàëüíûõ êîìïëåêñîâ.

Îñîáóþ ðîëü èãðàåò íîâûé ìåòîä êîìïëåêñîâ ôóíêöèé Ìîðñà, ðàçðàáîòàííûé

54C. Bonatti, S. Crovisier. R�ecurrence et g�en�ericit�e // Invent. Math. 158 (2004), 33�104.
55M. Bessa. A generic incompressible �ow is topological mixing // C. R. Math. Sci. Paris 346 (2008), 1169�1174.
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äèññåðòàíòîì è ñîñòîÿùèé â ñâåäåíèè èçó÷åíèÿ òîïîëîãèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâ ìîðñîâñêèõ ôóíêöèé ê èçó÷åíèþ êîíå÷íîìåðíîãî êîìáèíàòîðíîãî

îáúåêòà � êîìïëåêñà îñíàùåííûõ ôóíêöèé Ìîðñà (ïî ñóòè ÿâëÿþùåãîñÿ ¾êîì-

ïëåêñîì ìîðñîâñêèõ êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ¿), ò.å. ê êîìáèíàòîðíûì ïðîáëåìàì

êîñûõ öèëèíäðè÷åñêè-ïîëèýäðàëüíûõ êîìïëåêñîâ; ýòîò ìåòîä ïîçâîëèë ïîëó-

÷èòü èíôîðìàöèþ î ãîìîëîãèÿõ èçó÷àåìûõ ïðîñòðàíñòâ ìîðñîâñêèõ ôóíêöèé.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî èçëàãàëèñü íà ñåìèíàðå �Ñîâðåìåííûå

ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû� è Êàôåäðàëüíîì ñåìèíàðå êàôåäðû äèôôåðåíöè-

àëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ

(1997, 2001, 2012, 2015, 2016), íà ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè ïîä ðó-

êîâîäñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Å.Â. Ùåïèíà (1998, 2011 è 2012, ÌÈÀÍ

èì. Â.À. Ñòåêëîâà), íà ñåìèíàðå ïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè ïîä ðóêîâîäñòâîì

Ì.Ì. Ïîñòíèêîâà (1998 è 2012, ÌÃÓ), íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà

ÐÀÍ Â.È. Àðíîëüäà (2007, ÌÃÓ), íà ñåìèíàðå �Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, àëãåáðû

Ëè è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñ.Ì. Íàòàíçîíà, Î.Â. Øâàðö-

ìàíà è Î.Ê. Øåéíìàíà (2012 è 2016, ÍÌÓ), íà ñåìèíàðå �Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

êëàññû è òåîðèÿ ïåðåñå÷åíèé� ïîä ðóêîâîäñòâîì Ì.Ý. Êàçàðÿíà è Ñ.Ê. Ëàíäî

(2016, ÂØÝ), íà ñåìèíàðå ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ïîä ðóêîâîäñòâîì àêà-

äåìèêà ÐÀÍ Ä.Â. Àíîñîâà è À.Ì. Ñòåïèíà (2003, ÌÈÀÍ èì. Â.À. Ñòåêëîâà),

íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ â óíèâåðñèòåòàõ Ãåðìàíèè (Áîõóì 1999, Äîðòìóíä 2000,

Ôðàéáóðã 2001). Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

� International conference �New Techniques in Topological Quantum Field

Theory� (Calgary, Canada, 08.2001),

� International conference �Di�erential equations and related topics� dedicated

to Ivan G. Petrovskii (Moscow, Russia, 05-06.2011),

� International conference �XVII Geometrical Seminar� (Serbia, Zlatibor, 09.2012),

� International conference �Analysis and singularities� dedicated to the 75th anni-

versary of Vladimir Igorevich Arnold (Moscow, Russia, 12.2012),

� International conference in honour of Lev Pontriagin (Moscow, Russia, 09.1998),

� International conference �Braid Groups and their Applications� (Ban� Inter-

national Research Station, Canada, 11.2004),

� International topological conference �Alexandro� readings � 2012� (MSU,

Moscow, 05.2012),
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� International conference �Knots and links in �uid �ows: from helicity to knot

energy� (IUM, Moscow, Russia, April 27�30, 2015),

� International topological conference �Alexandro� readings � 2016� (MSU,

Moscow, 05.2016).

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, çàêëþ-

÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 341 ñòðàíèöå è ñíàáæåíà 38

ðèñóíêàìè. Îáùèé ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 151 íàèìåíîâàíèå.

Ïóáëèêàöèè

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è îïóá-

ëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1]�[12], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà,

âêëþ÷àÿ 11 ñòàòåé â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ äëÿ ïóáëèêàöèè ðå-

çóëüòàòîâ äîêòîðñêèõ äèññåðòàöèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà âîïðîñó î ðåàëèçóåìîñòè äàííîé ãëàäêîé ôóíêöèè f íà äâó-

ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M â âèäå ôóíêöèè âûñîòû ïðè êàêîì-ëèáî ïîãðóæåíèè

α : M # R3 â 3-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà (1.1.4 [1, 2, 3]). (à) Ïóñòü f � ãëàäêàÿ (íåîáÿçàòåëüíî ìîðñîâñêàÿ)

ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê x1, . . . , xN íà ñâÿçíîì

çàìêíóòîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M . Åñëè M îðèåíòèðóåìî, òî ðàâåíñòâî

N∑
k=1

εkindxk(grad f) = 0, ãäå εk = ±1, 1 ≤ k ≤ N,

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî ôóíêöèþ f ìîæ-

íî ðåàëèçîâàòü êàê ôóíêöèþ âûñîòû ïðè íåêîòîðîì ïîãðóæåíèè ïîâåðõíîñòè

M â R3 , òàêîì, ÷òî â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå xk (ãäå 1 ≤ k ≤ N) ïî-

ëîæèòåëüíàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè M èìååò âèä εke , ãäå e � åäèíè÷íûé

áàçèñíûé âåðòèêàëüíûé âåêòîð åâêëèäîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â R3 . Åñëè

M íåîðèåíòèðóåìî, òî ëþáîå âëîæåíèå â R3 äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíî-

ñòåé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ðåàëèçóþùåå ôóíêöèþ f êàê ôóíêöèþ âûñîòû (òà-

êèå âëîæåíèÿ âñåãäà ñóùåñòâóþò), ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ïîãðóæåíèÿ âñåé

ïîâåðõíîñòè M â R3 , ðåàëèçóþùåãî ôóíêöèþ f êàê ôóíêöèþ âûñîòû.
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Åñëè ôèêñèðîâàíî ïîãðóæåíèå α0 ∈ Immf,+(M,R3) , ðåàëèçóþùåå f êàê

ôóíêöèþ âûñîòû ñ çàäàííûìè íàïðàâëåíèÿìè íîðìàëåé â êðèòè÷åñêèõ òî÷-

êàõ, òî èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ π0(Immf,+(M,R3)) ∼= H1(M ;Z) .

(á) Ïóñòü ft : M → R , 0 ≤ t ≤ 1 , � ãëàäêèé ïóòü â ïðîñòðàíñòâå

âñåõ ôóíêöèé Ìîðñà íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M . Ïóñòü α0 ∈ Immf0(M,R3)

� íåêîòîðîå ïîãðóæåíèå M â R3 , ðåàëèçóþùåå ïðîñòóþ ôóíêöèþ Ìîðñà f0

êàê ôóíêöèþ âûñîòû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêèé ïóòü αt ∈ Immft(M,R3) ,

0 ≤ t ≤ 1 , â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïîãðóæåíèé M â R3 . Ïðîñòðàíñòâî âñåõ

òàêèõ ïóòåé αt ∈ Immft(M,R3) , 0 ≤ t ≤ 1 , ëèíåéíî ñâÿçíî.

(â) Â ñëó÷àå äâóìåðíîé ñôåðû M = S2 ïðîñòðàíñòâî Imm(S2,R3) ñâÿçíî.

Áîëåå òîãî, äâà ñòàíäàðòíûõ âëîæåíèÿ α0 è α1 ñôåðû â R3 , èìåþùèå îäèí

è òîò æå îáðàç, íî ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå ïîëîæèòåëüíûå íîðìàëè,

ìîæíî ñîåäèíèòü òàêèì ïóòåì αt , 0 ≤ t ≤ 1 , â ïðîñòðàíñòâå ïîãðóæåíèé,

÷òî ôóíêöèè âûñîòû ft ïîãðóæåíèé αt îáðàçóþò ïóòü îáùåãî ïîëîæåíèÿ,

îïèñàííûé â �1.7.1 è çàìå÷àíèè 1.7.11.

Ãëàâà 2 èìååò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé ïîëó÷åí êðèòåðèé òîïî-

ëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé Ìîðñà íà ïðîèçâîëüíîé êîìïàêòíîé ïî-

âåðõíîñòè (òåîðåìà 2.3.4), äîêàçàíà áåñêîíå÷íîñòü êîëè÷åñòâà ñâÿçíûõ êîìïî-

íåíò ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà Ffix ôóíêöèé Ìîðñà íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè ñ

ôèêñèðîâàííûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè, åñëè åñòü ñåäëà (òåîðåìà 2.7.2).

Â ãëàâå 3 äàåòñÿ îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ. Êàê îïèñàòü ñòðóêòóðó è

òîïîëîãèþ (ñâÿçíûõ êîìïîíåíò) ïðîñòðàíñòâ ìîðñîâñêèõ ôóíêöèé íà äâóìåð-

íûõ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ? Óëîâèòü ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà F(M) ìîð-

ñîâñêèõ ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè M êàçàëîñü çàäà÷åé î÷åíü òðóäíîé, èáî ýòî

ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîìåðíî. Îäíàêî àâòîðó óäàëîñü ïðèäóìàòü íåêèé êîíå÷-

íîìåðíûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò ñ ïîíÿòíîé ñòðóêòóðîé è äîêàçàòü åãî ãîìîòî-

ïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîñòðàíñòâó F(M) , ñíàáæåííîìó C∞ -òîïîëîãèåé.

Òåîðåìà (3.1.2, [6, 7, 8]). Ïóñòü M � ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïî-

âåðõíîñòü ñ ðàçáèåíèåì êðàÿ ∂M = ∂+M t ∂−M íà d+ ïîëîæèòåëüíûõ è d−

îòðèöàòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé,

F = Fp,q,r;p̂,q̂,r̂;p∗,q∗,r∗(M,∂+M,∂−M)

� ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Ìîðñà íà M , èìåþùèõ p, q, r êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ñåäëîâûõ òî÷åê è òî÷åê ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, â òîì

÷èñëå p̂, q̂, r̂ ïðîíóìåðîâàííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, âêëþ÷àÿ p∗, q∗, r∗ çàêðåï-

ëåííûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü F1 ⊂ F � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ÷üè

ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ðàâíû ±1 . Ïóñòü F1 ⊂ F � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðî-

ñòðàíñòâà îñíàùåííûõ ôóíêöèé Ìîðñà (îïðåäåëåíèå 3.2.2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

êîëè÷åñòâî ïðîíóìåðîâàííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê p̂+ q̂ + r̂ > χ(M) . Òîãäà:
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(A) Ñóùåñòâóåò êîñîé öèëèíäðè÷åñêè-ïîëèýäðàëüíûé êîìïëåêñ

K̃ = K̃p+d−,q,r+d+;p̂+d−,q̂,r̂+d+;p∗+d−,q∗,r∗+d+, dim K̃ =

{
3q − 2, q ≥ 2,

0, q = 1

ðàíãà q − 1 (íàçûâàåìûé êîìïëåêñîì îñíàùåííûõ ôóíêöèé Ìîðñà), êîñûå öè-

ëèíäðè÷åñêèå ðó÷êè êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-

ñòâèè ñ êëàññàìè òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè [f ]top ôóíêöèé Ìîðñà

f ∈ F1 . Èíäåêñ ðó÷êè D[f ]top ⊂ K̃ , îòâå÷àþùåé êëàññó [f ]top ⊂ F1 , ðàâåí

q−s(f) , ãäå s(f) � êîëè÷åñòâî ñåäëîâûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f . Ïîäîøâà ∂D[f ]top

ðó÷êè D[f ]top ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ðó÷åê D[g]top , òàêèõ ÷òî [f ]top ≺ [g]top .

(B) Ãðóïïà êëàññîâ îòîáðàæåíèé D±/D0 ïîâåðõíîñòè M ñ p∗ + q∗ + r∗

ïðîêîëàìè êîêîìïàêòíî äåéñòâóåò íà K̃ àâòîìîðôèçìàìè êîñîãî öèëèíäðè-

÷åñêè-ïîëèýäðàëüíîãî êîìïëåêñà, ïðè÷åì èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå íà ìíîæå-

ñòâå ðó÷åê ñîãëàñîâàíî ñ åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì íà ìíîæåñòâå F1/ ∼top

êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáî-

ãî êëàññà òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè [f ]top âñå ðó÷êè D[fh]top , h ∈ D± ,

ãîìåîìîðôíû îäíîé è òîé æå ñòàíäàðòíîé êîñîé öèëèíäðè÷åñêîé ðó÷êå:

D[fh]top ≈
(
D[f ] × S[f ]

)
/Γ[f ] =

(
D[f ] × Rc([f ]) × (S1)d([f ]) × P[f ]

)
/Γ[f ] ∼ (S1)d([f ])/Γ[f ],

ãäå [f ] � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèè f ∈ F1 , D[f ] è P[f ] � âûïóêëûå

ìíîãîãðàííèêè, dimD[f ] = q−s(f) , S[f ] � ñòàíäàðòíûé óòîëùåííûé öèëèíäð,

Γ[f ] � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà D[f ]×S[f ] , ïðè÷åì ýòà ãðóïïà

äåéñòâóåò íà èíâàðèàíòíîì òîðå (S1)d([f ]) ⊆ S[f ] ⊆ D[f ] × S[f ] êîìïîçèöèÿìè

ñäâèãîâ è ïåðåñòàíîâîê ñîìíîæèòåëåé S1 â ïðîèçâåäåíèè (S1)d([f ]) .

(C) Ñóùåñòâóþò ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè

F ∼ F1 ∼ F ∼ F1 ∼ RD0 × K̃,

[f ]top ∼ Forg−1
1 ([f ]top) ∼ RD0 × D[f ]top ∼ RD0 ×

(
(S1)d([f ])/Γ[f ]

)
, f ∈ F1,

ãäå Forg1 : F1 → F1 � çàáûâàþùåå îòîáðàæåíèå, RD0 � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé

RP 3 , S1 , S1 × S1 è òî÷êà (ñì. (3.2)), D[f ]top � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðó÷êà.

(D) βj(F) = 0 ïðè ëþáîì j ≥ 3q + 2 ; βj(K̃) = 0 ïðè ëþáîì j ≥ 3q − 1 .

Ïóñòü M̄ = S2 (îáîçíà÷åíèå 3.1.4) è p∗+ q∗+ r∗ ≤ χ(M) + 1 ≤ p̂+ q̂+ r̂ . Òîãäà

ïîëèýäð K̃ = K êîìïàêòåí, ñâÿçåí è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì êîñûì òîðè÷åñêè-

ïîëèýäðàëüíûì êîìïëåêñîì; ïîëèíîì Ïóàíêàðå ïîëèýäðà K èìååò âèä

P (K; t) =
∑

[f ]∈F1/∼

tq−s(f)P (D[f ]; t)−(1+t)R1(t) =
∑

[f ]∈F1/∼

tq−s(f)(1+t)d([f ])−(1+t)R(t)

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ R1(t) è R2(t) ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè, R(t) = R1(t)+R2(t) ; χ(K) = (−1)q−1#
{

[f ] ∈ F1/ ∼ | s(f) = 1
}
.
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Â ãëàâå 4 èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ñóùåñòâóþò ëè ïðîäîëæèìûå òðà-

åêòîðíûå èíâàðèàíòû íà çàäàííîì ñòðàòå Ìàêñâåëëà â ïðîñòðàíñòâå IBnondeg(Q)

íåâûðîæäåííûõ èíòåãðèðóåìûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé íà êîìïàêòíîì 3-ìåðíîì

ìíîãîîáðàçèè Q (ò.å. èíâàðèàíòû Áîëñèíîâà-Ôîìåíêî íà ïðîñòðàíñòâå ñèñòåì

íà ñîîòâåòñòâóþùåì 3-àòîìå, êîòîðûå ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü â íåêîòî-

ðóþ îêðåñòíîñòü äàííîãî ñòðàòà äî èíâàðèàíòà òðàåêòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè)?

Ïóñòü H(M) � ïðîñòðàíñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà ïîâåðõíîñòè M ,

ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Ìîðñà F1 ∈ Fnum,fr(M)

ñ îñíàùåííî-íóìåðîâàííûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè (ñì. (4.10) è îïðåäåëåíèå

2.2.2 (B)). Ïóñòü F ∈ Fnum,fr(P ) � ôóíêöèÿ Ìîðñà ñ ðîâíî îäíèì êðèòè÷åñêèì

çíà÷åíèåì c ∈ R íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè P ñ êðàåì, K = F−1(c) . Ïóñòü

H(F ) = H(P,K) ⊆ H(P ) � ïðîñòðàíñòâî ñèñòåì, ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà êîòî-

ðûõ òîïîëîãè÷åñêè ïîñëîéíî ýêâèâàëåíòíû ôóíêöèè F (îïðåäåëåíèÿ 2.2.4 (C)

è 4.1.18). Ïóñòü n � ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè F è

Λ : H(F )→ C0(K;R) ∼= Rn, v 7→ Λ(v) = (Λ1(v), . . . ,Λn(v)),

[m] : H(F )→ H1(K;R) ∼= Rn+1, v 7→ [m(v)],

� ãðóáûå Λ - è m -èíâàðèàíòû Áîëñèíîâà-Ôîìåíêî (îïðåäåëåíèå 4.2.9) ñèìïëåê-

òè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì v ∈ H(F ) íà äàííîì àòîìå.

Òåîðåìà (4.1.2, [9, 12]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðîä ïîâåðõíîñòè P ïîëîæèòå-

ëåí, à òîïîëîãè÷åñêàÿ ïàðà (P,K) èìååò ìàêñèìàëüíóþ è àáåëåâó äèñêðåò-

íóþ ãðóïïó ñèììåòðèé, ò.å. ïðèíàäëåæèò ñåðèè V (îïðåäåëåíèÿ 4.5.11, 4.5.12

è òåîðåìà 4.5.13), ò.å. ÿâëÿåòñÿ âïîëíå áèöèêëè÷åñêèì àòîìîì (ñì. òåîðåìó

4.5.15). Ïóñòü O1, . . . , Oν � àòîìíûå îêðóæíîñòè àòîìà (P,K) , ò.å. ðåãó-

ëÿðíûå ïîãðóæåííûå çàìêíóòûå êðèâûå â ãðàôå K ⊂ P , ñ ïðîèçâîëüíî ôèê-

ñèðîâàííîé îðèåíòàöèåé. Òîãäà:

(A) Åñëè ïàðà ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì v1, v2 ∈ H(F ) íà ýòîì àòîìå óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Λj(v1) : Λj′(v1) 6= Λj(v2) : Λj′(v2) äëÿ ëþáûõ j 6= j′ è

B(v1) 6= B(v2) äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà B = B(v) âèäà B(v) = 〈[m(v)], [O1] ±
· · · ± [Oν]〉 (äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíàêîâ â ñóììå), òî ñèñòåìû v1 è v2 óñòîé-

÷èâî C0 �íåñîïðÿæåíû (îïðåäåëåíèå 4.1.19), ò.å. îíè èçíà÷àëüíî íå áûëè C0 �

ñîïðÿæåíû, è îñòàþòñÿ C0 �íåñîïðÿæåííûìè (â ëþáûõ èíâàðèàíòíûõ ñâÿç-

íûõ îêðåñòíîñòÿõ ìíîæåñòâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãàìèëüòîíèàíîâ) ïðè ëþ-

áûõ Cr -ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ýòèõ ñèñòåì, ãäå r ≥ 5 .

(B) Ïàðû (v1, v2) ∈ H(F )×H(F ) óñòîé÷èâî C0 -íåñîïðÿæåííûõ ãàìèëüòî-

íîâûõ ñèñòåì íà ýòîì àòîìå îáðàçóþò ìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû â ïðîñòðàí-

ñòâå H(F )×H(F ) (ñì. êîììåíòàðèé 4.5.3).

Îòìåòèì, ÷òî îáíàðóæåííûé íàìè îòíîñèòåëüíî-ïðîäîëæèìûé m -èíâàðèàíò

B = B(v) íà ñòðàòå H(F ) èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: åãî çíà÷åíèå
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íà ëþáîé ñèñòåìå v ∈ H(F ) ðàâíî ñóììå B(v) = A1(v) + . . . + Aν(v) ãëàâ-

íûõ çíà÷åíèé Ai(v) = 〈[m(v)], [Oi]〉 (îïðåäåëåíèå 4.3.7) ïåðèîäà ñèñòåìû v íà

àòîìíûõ îêðóæíîñòÿõ Oi äàííîãî àòîìà, âçÿòûõ ñ ïîäõîäÿùèìè îðèåíòàöèÿìè.

Â ãëàâå 5 èçó÷àþòñÿ D0(Q)�èíâàðèàíòíûå ôóíêöèîíàëû (ò.å. òîïîëîãè÷å-

ñêèå èíâàðèàíòû) íà ïðîñòðàíñòâå Bexact(Q) òî÷íûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé áåç

íóëåé íà êîìïàêòíîì 3-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè Q . Õîðîøî èçâåñòåí èíâàðèàíò

Õîïôà � ôóíêöèîíàë ñïèðàëüíîñòè, ãäå ñïèðàëüíîñòü íåñæèìàåìîãî òå÷åíèÿ

ðàâíà óñðåäíåííîìó êîýôôèöèåíòó çàöåïëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé46 . Êà-

çàëîñü âïîëíå ïðàâäîïîäîáíûì, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äðóãèå (íå ñâîäÿùèåñÿ

ê ñïèðàëüíîñòè) èíâàðèàíòû íà ïðîñòðàíñòâå Bexact(Q) , êîòîðûå áû îòâå÷àëè

êàêèì-ëèáî èíâàðèàíòàì óçëîâ, îòëè÷íûì îò êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ.

Òåîðåìà (5.1.1 (B), [11]). Ïóñòü Q � êîìïàêòíîå ãëàäêîå 3-ìåðíîå ìíîãî-

îáðàçèå, è κ⊥ ⊆ H1(∂Q;Q) � òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ÷òî H1(∂Q;Q) =

κ⊥ ⊕ ker (j∂Q)∗ è κ⊥ ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì (îïðåäåëåíèå 5.3.1 (B)). Ïóñòü ôóí-

êöèîíàë I : Bexact(Q) → R íà ïðîñòðàíñòâå Bexact(Q) âñåõ òî÷íûõ íåñæè-

ìàåìûõ òå÷åíèé áåç íóëåé íà Q ÿâëÿåòñÿ D0(Q)�èíâàðèàíòíûì, äèôôå-

ðåíöèðóåì (ïî îòíîøåíèþ ê Aκ⊥ -êàëèáðîâêå) íà C1 �îòêðûòîì ïîäìíîæå-

ñòâå U ⊆ Bexact(Q) è èìååò ðåãóëÿðíóþ è íåïðåðûâíóþ îòíîñèòåëüíî C1 �

òîïîëîãèè ïðîèçâîäíóþ íà U .

Òîãäà C1 -ëîêàëüíî íà U \ {Hκ⊥ = 0} ôóíêöèîíàë I âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ôóíêöèîíàë ñïèðàëüíîñòè Hκ⊥ . Áîëåå òî÷íî, ôóíêöèîíàë I âûðàæàåòñÿ ÷å-

ðåç ôóíêöèîíàë Hκ⊥ íà ëþáîì ïîäìíîæåñòâå U ′ ⊆ U \{Hκ⊥ = 0} òàêîì, ÷òî
äëÿ ëþáîé ïàðû B0, B1 ∈ U ′ ñî ñâîéñòâîì Hκ⊥(B0) = Hκ⊥(B1) =: c âûïîëíåíî

Hκ⊥((1− t)B0 + tB1) 6= 0 è
√
c/Hκ⊥((1− t)B0 + tB1)((1− t)B0 + tB1) ∈ U ïðè

âñåõ t ∈ [0, 1] , ò.å. I|U ′ = h ◦ Hκ⊥|U ′ äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè h : R→ R .

Åñëè ïðè ýòîì Q = M × S1 è U ñîñòîèò èç âñåõ òî÷íûõ 2�ôîðì áåç

íóëåé íà Q , êîòîðûå îáëàäàþò ñå÷åíèåì, èçîòîïíûì ïîâåðõíîñòè M × {0}
(ò.å. èìåþò âèä ψ∗B , ãäå ψ ∈ D0(Q) , B ∈ Bexact(Q) è B|M×{0} çàäàåò ïîëî-

æèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ), òî ôóíêöèîíàë I|U âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàë

ñïèðàëüíîñòè, ò.å. I|U = h ◦ Hκ⊥|U äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè h : R→ R .

Çàêëþ÷åíèå

Äèññåðòàöèÿ âíîñèò ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä â èçó÷åíèå òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâ

ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ çàäàííûìè îñîáåííîñòÿìè íà ïîâåðõíîñòÿõ, à òàêæå òîïî-

ëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ 3-ìåðíûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé è òîïîëîãè÷åñêèõ èí-

âàðèàíòîâ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ 1 è 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â íåé ðàçðàáàòû-

âàþòñÿ íîâûå ìåòîäû èçó÷åíèÿ ãëîáàëüíîãî ñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîðñîâñêèõ

ôóíêöèé è ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ýòè ìåòîäû
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ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ òîïîëîãèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ

ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé íà êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè è ñòðóêòóðû

ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà êëàññû C0 -ñîïðÿæåííîñòè,

à òàêæå äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ íà ïðî-

ñòðàíñòâàõ (èíòåãðèðóåìûõ èëè ïðîèçâîëüíûõ) 3-ìåðíûõ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé

è ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Â êà÷åñòâå ïåðñïåêòèâ äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåìû äèññåðòàöèè (â ÷àñòè

òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé Ìîðñà íà ïîâåðõíîñòÿõ) ìîæíî ïðåäëîæèòü

äàëüíåéøåå èçó÷åíèå òîïîëîãèè è ñòðàòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâ ãëàäêèõ ôóíê-

öèé ñ çàäàííûìè ëîêàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè íà áîëåå îáùèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ïåðñïåêòèâû èññëåäîâàíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ áåçäèâåðãåíòíûõ ïîëåé

ñîñòîÿò â äàëüíåéøåì èçó÷åíèè äèôôåðåíöèðóåìûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàí-

òîâ ïðè ðàññìîòðåíèè áîëåå øèðîêîãî ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè, à â èíòå-

ãðèðóåìîì ñëó÷àå � â ïîëó÷åíèè ýôôåêòèâíûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîñè-

òåëüíî-ïðîäîëæèìûõ òðàåêòîðíûõ èíâàðèàíòîâ íà äàííîì ñòðàòå Ìàêñâåëëà.
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