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Введение

Настоящая диссертация посвящена вопросам теории дизъюнктивных кодов.
В ней рассматриваются задачи, лежащие на стыке теории вероятностей, тео-
рии информации и комбинаторной теории кодирования.

Актуальность и история вопроса

Пусть X — множество из N элементов, |X | = N , а F — некоторое множество
его подмножеств (семейство множеств), |F| = t. Матрица инцидентности се-
мейства множеств — это двоичная матрица, в которой строки соответствуют
элементам множества X , а столбцы —– подмножествам из F , причем единицы
стоят на пересечении со строками, помеченными элементами подмножества,
соответствующего столбцу.

Двоичный код называется дизъюнктивным s-кодом, если он являет-
ся матрицей инцидентности семейства множеств, для которого никакое
множество не содержится в объединении s любых других множеств дан-
ного семейства.

Число N назовем длиной кода, а мощность t такого семейства — объемом
кода. Определим скорость кода R = log2 t/N . Столбцы соответствующей
матрицы инцидентности будем называть кодовыми словами.

Дизъюнктивные коды были введены У. Каутсом и Р. Синглтоном в 1964
году в основополагающей статье [28], где был описан ряд прикладных за-
дач и построены некоторые важные конструкции таких кодов. Отметим, что
многие авторы изучали вопросы, относящиеся к дизъюнктивным кодам, с
принципиально разных точек зрения и зачастую проводили свои исследова-
ния независимо от других ученых. Именно поэтому многие результаты были
сперва найдены в теории информации, а позднее были переоткрыты в комби-
наторике или в теории группового тестирования, и наоборот. В подтвержде-
ние вышесказанного можно выделить статью [23], написанную в 1982 году
П. Эрдешем и др., в которой вводится определение дизъюнктивного 2-кода,
а в 1985 году в своей следующей работе [24] авторы обобщили его уже для
произвольного значения s.
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Определим асимптотическую скорость дизъюнктивных s-кодов:

R(s, 1) = lim
t→∞

log2 t

N(t, s, 1)
, (1)

где число N(t, s, 1) равно минимальной длине дизъюнктивного s-кода объ-
ема t. Использованная в обозначении асимптотической скорости пара чисел
(s, 1) соответствует тому, что никакое отдельное множество семейства не со-
держится в объединении s других. Из определения сразу следует (см. [28])
теоретико-информационная верхняя граница скорости R(s, 1) 6 1/s. В 1982
году П. Эрдеш доказал [23] оценки, из которых следует, что

0.183 6 R(2, 1) 6 0.322. (2)

В том же году А.Г. Дьячковым и В.В. Рыковым независимо была построе-
на [3] верхняя граница скорости R(s, 1), которая к настоящему моменту яв-
ляется наилучшей. Следует сказать, что они использовали собственную тех-
нику при выводе оценки. Эта граница при s = 2 совпадает с (2), а в случае
произвольного s ими было доказано, что верна следующая граница

R(s, 1) 6
2 log2[e(s+ 1)/2]

s2
. (3)

Отметим, что в 1994 году М. Ружинко сумел привести [35] более простое
доказательство этого факта, но уже в ослабленной форме

R(s, 1) 6
8 log2 s

s2
. (4)

Нижняя граница скорости R(s, 1) была получена А.Г. Дьячковым и В.В. Ры-
ковым в 1983 году в работе [15], в которой с помощью метода случайного ко-
дирования на ансамбле двоичных кодов с независимыми компонентами было
показано, что асимптотика границы имеет вид

R(s, 1) >
log2 e

s2e
(1 + o(1)) =

0.531

s2
(1 + o(1)), s→∞. (5)

Определенный интерес представляют собой работы, написанные независимо
П. Эрдешом [24] в 1985 году и Ф. Хуонгом [27] в 1987 году, которые, в част-
ности, содержат следующую оценку

R(s, 1) >
log2 e

4s2
(1 + o(1)) =

0.361

s2
(1 + o(1)), s→∞. (6)

В дальнейшем была построена более точная граница снизу для R(s, 1). В 1989
году в работе [16] методом случайного кодирования на ансамбле двоичных
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равновесных кодов А.Г. Дьячков и др. показали, что асимптотика нижней
границы имеет вид

R(s, 1) >
1

s2 log2 e
(1 + o(1)) =

0.693

s2
(1 + o(1)), s→∞. (7)

В частности, при s = 2 полученная авторами оценка совпадает с (2).
Одним из естественных и важных обобщений понятия дизъюнктивного

кода является следующее определение.
Двоичный код называется свободным от перекрытий (s, `)-кодом

(СП (s, `)-кодом), если он является матрицей инцидентности семейства
множеств, для которого пересечение любых ` множеств не покрывается
объединением s любых других множеств данного семейства.

Очевидно, что данное определение симметрично относительно s и ` в том
смысле, что любому свободному от перекрытий (s, `)-коду соответствует сво-
бодный от перекрытий (`, s)-код того же объема и длины. Для этого вместо
семейства множеств F достаточно рассмотреть семейство F , состоящее из
дополнений множеств: F = {A : A = X \B, B ∈ F}.

Свободные от перекрытий коды были введены К. Митчеллом и Ф. Пай-
пером в 1988 году в работе [33] в связи с криптографической задачей рас-
пределения ключей, описание которой можно также найти в [5,8]. Основные
конструкции свободных от перекрытий кодов, построенные на укороченных
кодах Рида-Соломона, были описаны А.Г. Дьячковым и др. в [19]. Для малых
значений параметров s и ` Ш.Х. Ким и В.С. Лебедев в работах [4,29,30] при-
вели некоторые оптимальные конструкции свободных от перекрытий (s, `)-
кодов. В 2009 году была найдена [8] скорость конструкций свободных от пе-
рекрытий кодов, основанных на алгебро-геометрических кодах.

Аналогичным образом определим асимптотическую скорость свободных
от перекрытий (s, `)-кодов:

R(s, `) = lim
t→∞

log2 t

N(t, s, `)
, (8)

где число N(t, s, `) равно минимальной длине дизъюнктивного свободного
от перекрытий (s, `)-кода объема t. Первые результаты исследования верх-
них границ скорости R(s, `) для СП (s, `)-кодов, 2 6 ` 6 s, были получены
в 2000 году в работе [36] Д. Стинсона и др., а также в 2002 году в работе [19]
А.Г. Дьячкова и др. В [36] авторы показали, что выполнена оценка

R(s, `) 6
20 log2

(
s+`
s

)
7
(
s+`
s

)
(s+ `)

,

а также верно рекуррентное неравенство
1

R(s, `)
>

1

R(s, `− 1)
+

1

R(s− 1, `)
. (9)
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В 2003 году В.С. Лебедев доказал [5] неравенство

R(s, `) 6
R(s− i, `− j)

R(s− i, `− j) + (i+j)i+j

ii·jj
, i ∈ [s− 1], j ∈ [`− 1], (10)

которое представляет собой уточнение неравенства

R(s, `) 6 R(s− i, `− j) ii · jj

(i+ j)i+j
, i ∈ [s− 1], j ∈ [`− 1], (11)

ранее установленного [22] П. Энгелом в 1996 году. Рекуррентное неравен-
ство (10) и верхняя граница (3) для R(s, 1) дают [20] для скорости R(s, `),
2 6 ` 6 s, наилучшую известную верхнюю границу для R(s, `), асимптоти-
ческое поведение которой при фиксированном ` > 2 и s → ∞ описывается
следующим неравенством

R(s, `) 6
(`+ 1)`+1

2 e`−1

log2 s

s`+1
(1 + o(1)). (12)

Нижняя граница скорости R(s, `), 2 6 ` 6 s, была получена в 2002 го-
ду в уже упомянутой статье [19] с помощью метода случайного кодирования
на ансамбле с независимыми двоичными компонентами кодовых слов и на
некотором специальном ансамбле с независимыми двоичными равновесными
словами, предложенном [34] ранее Н. Куонгом и Т. Зейселем. При фиксиро-
ванном ` > 2 и s→∞ асимптотика этой границы имеет вид

R(s, `) >
`` log2 e

e`
1

s`+1
(1 + o(1)). (13)

Одним из следующих важных понятий в теории дизъюнктивных кодов
стало определение почти дизъюнктивного кода. Впервые термин почти дизъ-
юнктивного кода был использован в 2004 году в работе [32] Э. Макула и др.
В недавней статье [38] было дано формальное определение почти дизъюнк-
тивного кода со списочным декодированием, а также были получены первые
теоретические результаты. Дадим основное определение.

Под плохим событием будем понимать следующее: «дизъюнктивная сум-
ма некоторых s кодовых слов покрывает некоторое другое кодовое слово»
(подмножество из s кодовых слов выбирается равновероятно). Тогда про-
пускной способностью C(s, 1) почти дизъюнктивных кодов будем называть
точную верхнюю грань для скорости кодов, для которых вероятность плохо-
го события убывает экспоненциально с ростом длины кода. Для пропускной
способности почти дизъюнктивных кодов И. Воробьевым была доказана [38]
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следующая граница

C(s, 1) >
ln 2

s
(1 + o(1)), s→∞. (14)

Отметим, что еще в 2000 году для некоторых конструкций [18] дизъюнктив-
ных s-кодов, основанных на укороченных кодах Рида-Соломона, была под-
считана вероятность плохого события (конструкции рассматривались как по-
чти дизъюнктивные s′-коды, причем параметр s′ брался больше s). В недав-
ней работе [1] было найдено асимптотическое поведение параметров соответ-
ствующих кодовых конструкций.

Дадим определение почти свободного от перекрытий (s, `)-кода. В данном
случае под плохим событием будем подразумевать следующее: «дизъюнктив-
ная сумма некоторых s кодовых слов покрывает конъюнкцию некоторых дру-
гих ` кодовых слов» (подмножество из s кодовых слов выбирается равнове-
роятно). Тогда аналогичным образом (см. случай ` = 1) определим пропуск-
ную способность C(s, `) почти свободных от перекрытий кодов. Отметим, что
всякий код X является почти свободным от перекрытий (s, `, ε)-кодом (ПСП
(s, `, ε)-кодом), где параметр ε = ε(X) равен вероятности плохого события.

Одним из важных приложений свободных от перекрытий кодов являет-
ся [11] задача поиска скрытого гиперграфа из семейства локализованных ги-
перграфов. Предположим, что задан скрытый гиперграф Hun = (V,E). При
этом известно, что этот гиперграф Hun принадлежит некоторому семейству
гиперграфов, имеющих особую структуру. Например, в качестве такого се-
мейства можно рассмотреть всевозможные гамильтоновы циклы на множе-
стве вершин V . Наша цель — обнаружить ребра E этого гиперграфа Hun,
задав N вопросов Q(S), где множество S — это некоторое подмножество V .
Ответ на вопрос положительный, т.е. Q(S) = 1, в случае, если множество S
содержит полностью хотя бы одно ребро из E. В остальных случаях ответ на
вопрос отрицательный, т.е. Q(S) = 0. Будем называть поиск неадаптивным,
если все вопросы определяются заранее и не меняются в зависимости от ре-
зультатов уже заданных к этому моменту вопросов. Таким образом, можно
считать, что все вопросы при неадаптивном поиске задаются одновременно.
Если же вопросы задаются последовательно, и последующие вопросы зави-
сят от ответов на предыдущие, то поиск называют адаптивным. Рассмотрим
семейство гиперграфов F(t, s, `), которое будет состоять из таких гипергра-
фов H = (V,E), что множество вершин V = {1, 2, . . . , t}, множество ребер
E = {e1, e2, . . . , es′}, 1 6 s′ 6 s, и размер каждого ребра 1 6 |ei| 6 `, причем
никакое ребро не содержится ни в каком другом. Итак, пусть задан скрытый
гиперграф Hun = (V,E), и известно, что Hun ∈ F(t, s, `). Будем говорить,
что алгоритм A является алгоритмом поиска скрытого гиперграфа из семей-
ства F(t, s, `), если он находит Hun, т.е. существует ровно один гиперграф из
семейства F(t, s, `), который удовлетворяет всем заданным вопросам.
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Обозначим через N(A) максимальное количество вопросов алгоритма A,
необходимых для поиска скрытого гиперграфа из семейства F(t, s, `). Опре-
делим асимптотическую скорость алгоритмов поиска скрытого гиперграфа
из семейства F(t, s, `):

Rh(s, `) = lim
t→∞

log2 t

Nh(t, s, `)
, (15)

где число Nh(t, s, `) равно минимальному числу вопросов N(A) среди всех
алгоритмов A поиска скрытого гиперграфа из семейства F(t, s, `). Будем
приписывать к величине Rh(s, `) верхний индекс a и na в зависимости от
адаптивности или неадаптивности алгоритма поиска.

В 2002 году в работе [19] А.Г. Дьячков и др. показали, что задача неадап-
тивного поиска скрытого гиперграфа и свободные от перекрытия коды сильно
связаны между собой. В частности, выполнены следующие неравенства

Rna
h (s, `) 6 R(s, `) 6 min (Rna

h (s− 1, `), Rna
h (s, `− 1)) . (16)

Естественной теоретико-информационной границей для скорости адаптивно-
го поиска служит следующее неравенство

Ra
h(s, `) 6

1

s`
.

Отметим, что при ` = 1 данная задача вырождается в довольно известную
задачу поиска дефектов. Известно [14], что адаптивный поиск дефектов до-
стигает теоретико-информационной границы, т.е.

Ra
h(s, 1) =

1

s
. (17)

Для задачи поиска скрытого графа, т.е. при ` = 2, в 2008 году Д. Англуин
и Ж. Чен привели [12] близкий к оптимальному алгоритм поиска скрытого
графа, из которого следует, что

Ra
h(s, 2) > 1/(12s).

Для произвольных значений s и ` в 2014 году Х. Абаси и др. показали [10],
что

Ra
h(s, `) > 1/(2s`).

Рассмотрим следующее вероятностное обобщение. Под плохим событием бу-
дем понимать следующее: «алгоритм поиска скрытого гиперграфа не нахо-
дит скрытый гиперграф» (скрытый гиперграф выбирается равновероятно в
семействе F(t, s, `)). Тогда пропускной способностью Ch(s, `) будем называть
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точную верхнюю грань для скорости алгоритмов поиска скрытого гипергра-
фа из семейства F(t, s, `), для которых вероятность плохого события стре-
миться к нулю с ростом числа вершин t. Также будем приписывать к ве-
личине Ch(s, `) верхний индекс a и na в зависимости от адаптивности или
неадаптивности алгоритма поиска.

Классическим результатом для теории планирования экспериментов яв-
ляется следующее равенство, доказанное [6] М.Б. Малютовым и В.Л Фрей-
длиной

Ca
h(s, 1) = Cna

h (s, 1) =
1

s
.

Цели работы

Целью диссертационной работы являются:

• построение более точных оценок снизу для асимптотической скорости
свободных от перекрытий кодов,

• построение оценок снизу и сверху для пропускной способности почти
свободных от перекрытий кодов,

• исследование алгоритмов поиска скрытого гиперграфа из семейства ло-
кализованных гиперграфов.

Научная новизна

Все результаты работы являются новыми. В работе впервые рассматривается
понятие почти свободного от перекрытий кода, определение которого дано по
аналогии с уже общепринятым в литературе определением почти дизъюнк-
тивного кода. Также в диссертации впервые рассматриваются многошаговые
алгоритмы поиска скрытого гиперграфа с вероятностью ошибки.

Основные результаты работы

В диссертации получены следующие основные результаты.

1. Доказаны новые границы снизу для асимптотической скорости R(s, `)
свободных от перекрытий кодов при ` > 2, улучшающие наилучшие
ранее известные границы, установленные [19] А.Г. Дьячковым и др. См.
ниже теорему 1.2.2 и таблицу 1.1.
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2. Предложена конструкция свободных от перекрытия кодов, обобщаю-
щая ранее известную конструкцию дизъюнктивных кодов, полученную
Э. Макулой в работе [31]. См. ниже раздел 1.5.

3. Впервые получены границы снизу для пропускной способности C(s, `)
почти свободных от перекрытий кодов при ` > 2. См. ниже теорему 2.2.2
и таблицу 2.1.

4. Впервые получены границы сверху для пропускной способности C(s, `)
почти свободных от перекрытий кодов при ` > 2. См. ниже теорему 2.3.1
и таблицу 2.1.

5. Найдена в точности асимптотическая скорость Ra
h(s, `) адаптивного по-

иска скрытого гиперграфа. Полученное равенство улучшает результат
работы Х. Абаси и др. [10]. См. ниже теорему 3.2.2.

6. Найдена в точности пропускная способность C2-st
h (s, `) двухступенчатой

процедуры поиска скрытого гиперграфа. См. ниже теорему 3.3.3.

Методы исследования

В работе используются классические теоретико-вероятностные методы для
вычисления асимптотики важных теоретико-информационных характери-
стик, в частности, при оценивании вероятностей больших уклонений в методе
случайного кодирования для ансамбля равновесных кодов. Также применя-
ются методы выпуклого анализа, аналитические методы и методы комбина-
торной теории кодирования.

Теоретическая и практическая ценность работы

Результаты диссертации носят теоретический характер. Они могут быть по-
лезны специалистам, работающим в теории информации и комбинаторной
теории кодирования.

Содержание диссертации

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и списка литерату-
ры. Далее нумерация утверждений совпадает с их нумерацией в соответству-
ющих главах.

Во введении сформулированы основные объекты исследования, дан
краткий исторический обзор предыдущих результатов, а также приведено
основное содержание работы и ее апробация.
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Первая глава состоит из пяти разделов, посвященных вопросам свобод-
ных от перекрытий кодов.

В первом разделе первой главы даны основные определения, используе-
мые в следующих разделах.

Во втором разделе первой главы для доказательства нижних границ ско-
рости R(s, `) рассматривается ансамбль E(N, t,Q) двоичных (N × t)-матриц
X с N строками и t столбцами, где столбцы выбираются независимо и рав-
новероятно из множества столбцов фиксированного веса bQNc, 0 6 Q 6 1.
Исследуется вероятность P0(N,Q, s, `) плохого события: «пара (x (S), x (L))
является (s, `)-плохой», т.е. для непересекающихся наборов столбцов с номе-
рами S и L не выполнено условие: существует строка i ∈ [N ] такая, что
xi(j) = 0 для j ∈ S и xi(j) = 1 для j ∈ L. Далее показано, что

R(s, `) > R(s, `) ,
1

s+ `− 1
max

0<Q<1
A(s, `, Q), 2 6 ` 6 s,

где

A(s, `, Q) , lim
N→∞

− log2 P0(N,Q, s, `)

N
, 0 < Q < 1.

После этого исследуется величина A(s, `, Q). Используя терминологию типов
последовательностей, удается свести задачу к поиску минимума функциона-
ла

F = F (τ, υ,Q) ,
∑

a∈{0,1}s
τ(a) log2 [τ(a)] +

∑
b∈{0,1}`

υ(b) log2 [υ(b)]

− (1− τ (0 ))h

(
υ (1 )

1− τ (0 )

)
+ (s+ `)h(Q) + h(υ (1 ))

в области с линейными ограничениями на распределения τ и υ. Применяя
стандартный метод множителей Лагранжа и используя выпуклость функции
F в рассматриваемой задаче с ограничениями, можно представить распреде-
ления τ и υ, на которых достигается минимум в задаче, как функции пере-
менных z и u. Используя полученные результаты, доказывается следующая
теорема.

Теорема 1.2.2. (Граница случайного кодирования R(s, `).) Имеют
место следующие три утверждения.
1. Пусть 2 6 ` 6 s. Тогда скорость СП (s, `)-кодов удовлетворяет нера-
венству

R(s, `) > R(s, `) ,
1

s+ `− 1
max
(20)

0<z, u<1

T (z, u, s, `), (18)
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где функция T (z, u, s, `) определена следующим образом

T (z, u, s, `) ,
su

1− (z − u)
log2

[z
u

]
+

`(1− z)

1− (z − u)
log2

[
1− u
1− z

]
+ (s+ `− 1) log2 [1− (z − u)] , (19)

а параметры z и u, 0 < z, u < 1, связаны между собой посредством следу-
ющего равенства

z − u = zs(1− u)`. (20)

2. Если s → ∞ и ` > 2 фиксировано, то для нижней границы R(s, `)
справедливо асимптотическое равенство

R(s, `) > R(s, `) =
e−``` log2 e

s`+1
(1 + o(1)), ` = 2, 3, . . . , s→∞. (21)

3. Если s → ∞, то для скорости R(s, s) справедливо асимптотическое
неравенство

R(s, s) >
log2 e

s22s+1
(1 + o(1)), s→∞. (22)

В третьем разделе первой главы описаны наилучшие на сегодняшний день
верхние границы скорости R(s, `).

В четвертом разделе первой главы приведена сводная таблица с числен-
ными значениями для полученных нижних границ скорости R(s, `), а также
ранее известных верхних границ.

В пятом разделе первой главы предложена новая конструкция свободных
от перекрытий кодов, которая описана как матрица инцидентности некото-
рой системы множеств. Данное семейство свободных от перекрытий кодов
является обобщением ранее известной конструкции дизъюнктивных кодов из
работы [31] Э. Макулы. Также в этом разделе можно ознакомиться с ра-
нее известной конструкцией свободных от перекрытий кодов, основанной на
укороченных кодах Рида-Соломона. В конце раздела для некоторых малых
значений s и ` приведены таблицы с конструктивными верхними оценками
для N(t, s, `).

Вторая глава состоит из пяти разделов, посвященных вопросам почти
свободных от перекрытий кодов.

В первом разделе второй главы даны основные определения, используе-
мые в следующих разделах.

Во втором разделе второй главы для доказательства нижних границ про-
пускной способности C(s, `) рассматривается ансамбль E(N, t,Q) двоичных
(N×t)-матриц X с N строками и t столбцами, где столбцы выбираются неза-
висимо и равновероятно из множества столбцов фиксированного веса bQNc,
0 6 Q 6 1. Рассматриваются вероятности двух событий.
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1. Условная вероятность события «дизъюнктивная сумма s кодовых слов
покрывает конъюнкцию некоторых других ` кодовых слов» при усло-
вии, что «вес дизъюнктивной суммы s кодовых слов равен k»

P (N)
1 (`,Q, k) , Pr

∨
i∈S

x (i) <
∧
j∈L

x (j)

/∣∣∣∣∣∨
i∈S

x (i)

∣∣∣∣∣ = k

 .

2. Вероятность события «вес дизъюнктивной суммы s кодовых слов равен
k»

P (N)
2 (s,Q, k) , Pr

{∣∣∣∣∣∨
i∈S

x (i)

∣∣∣∣∣ = k

}
, bQNc 6 k 6 min{N, sbQNc}.

Далее показано, что пропускная способность C(s, `) удовлетворяет неравен-
ству

C(s, `) > C(s, `) , sup
(24),

06Q61

R, (23)

где точная верхняя грань взята по таким R, что

min
Q<q<min{1,sQ}

{
A(s,Q, q) + [D(`,Q, q)− `R]+

}
> 0, (24)

a функции A(s,Q, q) и D(`,Q, q) являются логарифмическими асимптотика-
ми соответствующих вероятностей

D(`,Q, q) , lim
N→∞

− log2

[
P (N)

1 (`,Q, k)
]

N
, k = bqNc,

и

A(s,Q, q) , lim
N→∞

− log2

[
P (N)

2 (s,Q, k)
]

N
, k = bqNc.

Будем говорить, что функция f(x) является ∪-выпуклой, если для любых
двух значений аргумента x, y и для любого числа t ∈ [0, 1] выполняется
неравенство

f(tx+ (1− t)y) 6 tf(x) + (1− t)f(y).

Пусть q̂ , 1−(1−Q)s. Используя аналогичные соображения, что и при выводе
нижней границы скорости R(s, `) в главе 1, доказываются следующие леммы.

Лемма 2.2.1. Функция A(s,Q, q) параметра q, Q < q < min{1, sQ},
может быть записана в параметрической форме

A(s,Q, q) , (1− q) log2(1− q) + q log2

[
Qys

1− y

]
+ sQ log2

1− y
y

+ sh(Q),
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q = Q
1− ys

1− y
, 0 < y < 1.

Более того, функция A(s,Q, q) является ∪-выпуклой, монотонно убываю-
щей в интервале (Q, 1 − (1 − Q)s), монотонно возрастающей в интервале
(1− (1−Q)s,min{1, sQ}) и свой единственный минимум, равный 0, дости-
гает в точке q = q̂, т.е.

min
Q<q<min{1,sQ}

A(s,Q, q) = A(s,Q, q̂) = 0, 0 < Q < 1.

Лемма 2.2.2. Для ` > 2 значение функции D(`,Q, q) в точке q = q̂
равно

D(`,Q, q̂) , (1−Q)` log2 z − (1− q̂) log2[1− (1− z)`] (25)

+`

(
(1−Q)

z
(1− z)−

(
(1−Q)

z
− q̂
)

(1− z)`
)

log2[1− z] + `h(Q),

где z единственным образом определяется из следующего уравнения

Q =
(1− z)(1− (1− z)`)− (1− q̂)z(1− z)`

1− (1− z)`
,

а h(x) является функцией двоичной энтропии.
Используя утверждения лемм 2.2.1 и 2.2.2, а также установленное равен-

ство (23), доказывается следующая теорема.
Теорема 2.2.2. (Граница случайного кодирования C(s, `)). Имеют

место следующие два утверждения.
1. Для ` > 2 пропускная способность C(s, `) ПСП (s, `)-кодов удовлетво-
ряет неравенству

C(s, `) > C(s, `) ,
1

`
max

06Q61
D(`,Q, q̂), (26)

где функция D(`,Q, q̂) задана посредством (25).
2. Для фиксированного параметра ` > 2 и при s → ∞ нижняя асимпто-
тическая граница для C(s, `) имеет вид

C(s, `) >
``−1

e`
log2 e

s`
(1 + o(1)). (27)

В третьем разделе второй главы для вывода верхней границы пропускной
способности C(s, `) сначала получена граница типа Плоткина. Пусть X —
произвольный код объема t и длины N , а U , |U| = u, и V , |V| = v, — два
непересекающихся подмножества множества [t]. Для X, U и V определим
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множество строк кода, для которых выполнено следующее условие: xi(j) = 0
для любого j ∈ U и xi(k) = 1 для любого k ∈ V . Через Du,v(U ,V , X) ⊂ [N ]
обозначим это множество. Далее рассматривается средняя (по всевозможным
выборам упорядоченной пары U и V) мощность величины Du,v(U ,V , X) и
исследуется максимальная средняя мощность по всем кодам X объема t и
длины N

Du,v(t, N) , max
X

∑
U∈Pu(t),V∈Pv(t),

U∩V=∅

|Du,v(U ,V , X)|(
t

u+v

)
·
(
u+v
u

) .

Лемма 2.3.1. (Граница Плоткина). Выполнено следующее асимпто-
тическое неравенство

lim
t→∞

Du,v(t, N(t))

N(t)
6 max

06z61
{zu(1− z)v} =

uuvv

(u+ v)u+v
,

где N(t) — произвольная целочисленная функция.
Определим минимальную длину почти свободных от перекрытий (s, `, ε)-

кодов, имеющих объем t, и обозначим ее через Nε(s, `, t). Далее доказывается
вспомогательная лемма.

Лемма 2.3.2. Для любого фиксированного δ > 0 и t > t(δ) длина ПСП
(s, `, ε)-кода

Nε′(s− u, `− v, t− u− v) 6 (1 + δ) ·Nε(s, `, t) ·
uuvv

(u+ v)u+v
,

где ε′ < C(δ) · ε.
Верхняя теоретико-информационная граница пропускной способности

C(s, 1) представлена в следующей лемме.
Лемма 2.3.3. Для любого фиксированного s выполнено неравенство

C(s, 1) 6
1

s
. (28)

Используя леммы 2.3.1, 2.3.2 и 2.3.3, устанавливается справедливость сле-
дующей теоремы.

Теорема 2.3.1. (Верхняя граница C(s, `)). Имеют место следую-
щие два утверждения.
1. Для любого s и ` пропускная способность C(s, `) ПСП (s, `)-кодов удо-
влетворяет неравенству

C(s, `) 6 C(s, `), (29)

где C(s, `) определяется из начального условия

C(s, 1) ,
1

s
(30)
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и рекуррентного уравнения

C(s, `) = min
i∈[s−1]
j∈[`−1]

{
C(s− i, `− j) iijj

(i+ j)i+j

}
. (31)

2. Для фиксированного параметра ` > 1 и при s → ∞ верхняя асимпто-
тическая граница для C(s, `) имеет вид

C(s, `) 6
``

e`−1
· 1

s`
(1 + o(1)). (32)

В четвертом разделе второй главы приведена сводная таблица с числен-
ными значениями для полученных нижних и верхних границ границ C(s, `).

В пятом разделе второй главы приводится сравнительный анализ асимп-
тотической скорости R(s, `) свободных от перекрытий кодов и пропускной
способности C(s, `) почти свободных от перекрытий кодов.

Третья глава состоит из трех разделов, посвященных алгоритмам поис-
ка скрытого гиперграфа из семейства F(t, s, `).

В первом разделе третьей главы даны основные определения, используе-
мые в следующих разделах.

Во втором разделе третьей главы приведен детерминированный алгоритм
адаптивного поиска скрытого гиперграфа из семейства F(t, s, `). Приведен-
ный алгоритм использует три следующих алгоритма.

1. Бинарный поиск новой вершины, входящей в какое-либо ребро скрыто-
го гиперграфа.

2. Исчерпывающий поиск ребер по вершинам, входящим в какие-либо реб-
ра скрытого гиперграфа.

3. Исчерпывающий поиск вопроса по найденным ребрам скрытого гипер-
графа.

Используя полученные результаты, устанавливается справедливость следую-
щей теоремы.

Теорема 3.2.2. Для скорости адаптивного поиска скрытого гипергра-
фа выполнено следующее равенство

Ra
h(s, `) =

1

s`
.
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В третьем разделе третьей главы доказывается существование двухсту-
пенчатой процедуры поиска скрытого гиперграфа из семейства F(t, s, `), яв-
ляющейся оптимальной в терминах пропускной способности. В качестве пер-
вого шага предложенной стратегии используется такой неадаптивный алго-
ритм (матрица поиска), с помощью которого для почти всех гиперграфов
H = (V,E) из семейства F(t, s, `) можно получить разбиение множества вер-
шин V на непересекающиеся доли V1, . . . , Vs такие, что ei ∈ Vi, i ∈ [s].
При этом число вопросов (число строк в соответствующей матрице поиска)
на первом шаге является незначительным по сравнению с log2 t. Несложно
проверить, что существует двойственность между задачами поиска скрытого
гиперграфа из семейств F(t, s, 1) и F(t, 1, s). Пользуясь этим фактом и клас-
сическим результатом Cna

h (s, 1) = 1/s, на втором шаге предложенного алго-
ритма производится поиск скрытого ребра ei в каждой доле Vi. Используя
полученные результаты, устанавливается справедливость следующей теоре-
мы.

Теорема 3.3.3. Для пропускной способности двухступенчатой проце-
дуры поиска скрытого гиперграфа выполнено следующее равенство

C2-st
h (s, `) =

1

s`
.

В заключении сформулированы основные результаты диссертационной
работы и возможные направления дальнейших исследований.
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Глава 1

Свободные от перекрытий коды

В этой главе будет рассмотрено определение свободных от перекрытий кодов.
Используя метод случайного кодирования на ансамбле двоичных равновес-
ных кодов, будет установлена нижняя граница для асимптотической скорости
свободных от перекрытий кодов. Также будут приведены ранее известная
верхняя граница и сводная таблица наилучших на сегодняшний день оце-
нок для асимптотической скорости. В последнем разделе данной главы будут
рассмотрены некоторые конструкции свободных от перекрытий кодов. Далее
перейдем к формальному описанию задачи.

1.1 Основные определения

Пусть N , t, s и ` — целые числа, 1 6 s < t, 1 6 ` 6 t−s, символ , обозначает
равенство по определению, |A| — объем множества A, а [N ] , {1, 2, . . . , N}
— множество целых чисел от 1 до N . Введем двоичную (N × t)-матрицу с N
строками x 1, . . . , xN и t столбцами x (1), . . . , x (t) (кодовыми словами)

X = ‖xi(j)‖, xi(j) = 0, 1,

x i , (xi(1), . . . , xi(t)), x (j) , (x1(j), . . . , xN(j)), i ∈ [N ], j ∈ [t], (1.1.1)

которую далее будем называть кодом длины N и объема t. Число единиц в

столбце x(j), т.е. |x (j)| ,
N∑
i=1

xi(j), будем называть весом столбца x (j), j ∈ [t].

Будем говорить, что код X является равновесным, если каждое его кодовое
слово содержит одинаковое число w, 1 6 w < N , единиц, т.е. вес |x (j)| = w
для любого j ∈ [t]. Символ

∨
обозначает операцию дизъюнктивной (булевой)

суммы двух двоичных чисел

0
∨

0 = 0, 0
∨

1 = 1
∨

0 = 1
∨

1 = 1,

а также покомпонентную дизъюнктивную сумму двух двоичных столбцов.
Будем говорить, что столбец u покрывает столбец v (u < v), если u

∨
v =
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u. Через bac (dae) будем обозначать наибольшее (наименьшее) целое число
6 a (> a).

Определение 1.1.1. [33]. Код X называется дизъюнктивным свободным
от перекрытий (s, `)-кодом (кратко, СП (s, `)-кодом), если для любых двух
непересекающихся множеств S, L ⊂ [t], |S| = s, |L| = `, S ∩ L = ∅, суще-
ствует строка x i, i ∈ [N ], для которой выполнено

xi(j) = 0 для любого j ∈ S, и xi(k) = 1 для любого k ∈ L.

Учитывая очевидную симметрию по s и `, обозначим через t(N, s, `) =
t(N, `, s) максимальный объем СП (s, `)-кодов длины N , а через N(t, s, `) =
N(t, `, s) обозначим минимальное число строк СП (s, `)-кодов объема t и опре-
делим скорость СП (s, `)-кодов:

R(s, `) = R(`, s) , lim
N→∞

log2 t(N, s, `)

N
= lim

t→∞

log2 t

N(t, s, `)
. (1.1.2)

Пример 1.1.1. Пусть En — единичная (n× n)-матрица

En =

 1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1

 .
Тогда несложно проверить, что для любого s, 2 6 s 6 n−1, двоичный код En

является СП (s, 1)-кодом (дизъюнктивным s-кодом), но при этом для любого
`, ` > 2, En не является СП (s, `)-кодом.

Пример 1.1.2. Пусть X — двоичная матрица, заданная следующим образом

X =


1 0 1 0
1 1 0 0
0 1 0 1
0 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0

 .

Очевидно, что двоичный код X является СП (2, 2)-кодом.

1.2 Нижние оценки R(s, `)

Наилучшая к настоящему времени нижняя граница скорости R(s, 1) была
получена в работе [16], в которой с помощью метода случайного кодирования
на ансамбле двоичных равновесных кодов доказана следующая теорема.
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Теорема 1.2.1. [16]. Имеют место следующие два утверждения.
1. Скорость СП (s, 1)-кодов удовлетворяет неравенству

R(s, 1) > R(s, 1) , s−1 · max
0<Q<1

A(s,Q), s = 1, 2, . . . , (1.2.1)

A(s,Q) , log2

Q

1− y
− sK(Q, 1− y)− K

(
Q,

1− y
1− ys

)
, (1.2.2)

где используется стандартное обозначение расстояния Кульбака

K(a, b) , a · log2

a

b
+ (1− a) · log2

1− a
1− b

, 0 < a, b < 1, (1.2.3)

а y = y(s,Q), 1−Q 6 y < 1, — единственный корень уравнения

y = 1 − Q + Qys · 1− y
1− ys

, 1−Q 6 y < 1. (1.2.4)

2. Если s→∞, то асимптотика границы (1.2.1)-(1.2.4) имеет вид

R(s, 1) > R(s, 1) =
1

s2 log2 e
(1 + o(1)) =

0.693

s2
(1 + o(1)). (1.2.5)

При доказательстве следующей теоремы будет развит метод, ранее ис-
пользуемый в [16]. Будем получена граница случайного кодирования для
R(s, `) при ` > 2, численные значения которой при малых значениях па-
раметров s и ` указаны в таблице 1.4 и улучшают ранее известные границы.
Также в теореме произведен анализ асимптотики полученной границы при
фиксированном ` и s→∞, а также s = ` и s→∞.

Теорема 1.2.2. (Граница случайного кодирования R(s, `).) Имеют место
следующие три утверждения.
1. Пусть 2 6 ` 6 s. Тогда скорость СП (s, `)-кодов удовлетворяет нера-
венству

R(s, `) > R(s, `) ,
1

s+ `− 1
max
(1.2.8)

0<z, u<1

T (z, u, s, `), (1.2.6)

где функция T (z, u, s, `) определена следующим образом

T (z, u, s, `) ,
su

1− (z − u)
log2

[z
u

]
+

`(1− z)

1− (z − u)
log2

[
1− u
1− z

]
+ (s+ `− 1) log2 [1− (z − u)] , (1.2.7)

а параметры z и u, 0 < z, u < 1, связаны между собой посредством следу-
ющего равенства

z − u = zs(1− u)`. (1.2.8)

21



2. Если s → ∞ и ` > 2 фиксировано, то для нижней границы R(s, `)
справедливо асимптотическое равенство

R(s, `) > R(s, `) =
e−``` log2 e

s`+1
(1 + o(1)), ` = 2, 3, . . . , s→∞. (1.2.9)

3. Если s → ∞, то для скорости R(s, s) справедливо асимптотическое
неравенство

R(s, s) >
log2 e

s22s+1
(1 + o(1)), s→∞. (1.2.10)

Обозначим через Q(s, `) долю оптимального веса кодовых слов для ан-
самбля равновесных двоичных кодов в границе случайного кодирования из
теоремы 1.2.2. При доказательстве утверждения 2 теоремы 1.2.2 для Q(s, `)
будет установлено асимптотическое равенство

Q(s, `) =
`

s
(1 + o(1)), s→∞, ` = 2, 3, . . . . (1.2.11)

Доказательство. Сначала докажем утверждение 1. При выводе теоре-
мы 1.2.2 будет использован метод случайного кодирования для ансамбля
двоичных равновесных кодов, который является обобщением метода, разра-
ботанного в [16] для классического случая дизъюнктивных s-кодов. Зафикси-
руем параметр Q, 0 < Q < 1. Будем использовать обозначения (1.1.1)-(1.1.2),
введенные для определения СП (s, `)-кода X длины N и объема t. Для про-
извольного кода X и произвольного множества S ⊂ [t] через x (S) , { x (j) :
j ∈ S} обозначим соответствующее подмножество кодовых слов кода X. Для
любых непересекающихся множеств S, L ⊂ [t], |S| = s, |L| = `, S∩L = ∅, со-
ответствующую пару (x (S), x (L)) подмножеств кодовых слов кода X будем
называть (s, `)-хорошей парой, если существует строка x i, i ∈ [N ], в которой
выполнено

xi(j) = 0 для любого j ∈ S, и xi(k) = 1 для любого k ∈ L.

В противном случае пару (x (S), x (L)) будем называть (s, `)-плохой парой.
Столбец x (j) назовем (s, `)-плохим столбцом в коде X, если в X найдется
(s, `)-плохая пара (x (S), x (L)) и столбец x (j) ∈ x (L).

Определим E(N, t,Q) — ансамбль двоичных (N × t)-матриц X с N стро-
ками и t столбцами, где столбцы выбираются независимо и равновероятно
из множества, состоящего из

(
N
bQNc

)
столбцов фиксированного веса bQNc.

Пусть множества S и L зафиксированы. Для ансамбля E(N, t,Q) через
P0(N,Q, s, `) обозначим вероятность события «пара (x (S), x (L)) является
(s, `)-плохой». Очевидно, что P0(N,Q, s, `) не зависит от выбора S и L. Для
ансамбля E(N, t,Q) через P1(N, t,Q, s, `) обозначим не зависящую от j ∈ [t]
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вероятность события: «столбец x (j) является (s, `)-плохим в кодеX». Нетруд-
но видеть, что

P1(N, t,Q, s, `) 6

(
t− 1

s+ `− 1

)(
s+ `− 1

s

)
P0(N,Q, s, `)

6
ts+`−1

s!(`− 1)!
P0(N,Q, s, `).

Отсюда вытекает, что математическое ожидание случайной величины, опре-
деляемой как: «число (s, `)-плохих столбцов в коде X», не превосходит

t · P1(N, t,Q, s, `) < t
ts+`−1

s!(`− 1)!
P0(N,Q, s, `).

Поэтому при

t <

[
s!(`− 1)!

2P0(N,Q, s, `)

]1/(s+`−1)

существует (N × t/2)-матрица X, которая является СП (s, `)-кодом. Следо-
вательно, для любого Q, 0 < Q < 1, максимальный объем СП (s, `)-кодов

tcf(N, s, `) >

⌊
1

2

[
s!(`− 1)!

2P0(N,Q, s, `)

]1/(s+`−1)
⌋
, 0 < Q < 1.

Тогда, согласно определению (1.1.2) скорости R(s, `), приходим к неравенству

R(s, `) > R(s, `) ,
1

s+ `− 1
max

0<Q<1
A(s, `, Q), 2 6 ` 6 s,

A(s, `, Q) , lim
N→∞

− log2 P0(N,Q, s, `)

N
, 0 < Q < 1. (1.2.12)

Для завершения вывода утверждения 1 остается вычислить в явном виде
функцию A(s, `, Q) и показать, что правая часть (1.2.12) задается (1.2.6).

Будем использовать терминологию типов последовательностей из [9].
Рассмотрим 2 фиксированных набора, состоящих из двоичных равновесных
столбцов длины N :

{x (1), x (2), . . . , x (s)} и {y(1), y(2), . . . , y(`)}, где x (i), y(j) ∈ {0, 1}N ,

и вес столбца |x (i)| = |y(j)| = bQNc для любых i ∈ [s], j ∈ [`]. Первый
набор образует двоичную (N × s)-матрицу Xs, а второй набор — (N × `)-
матрицу Y`. Сопоставим данным матрицам их типы, т.е. наборы целых чисел
{n(a)}, a , (a1, a2, . . . , as) ∈ {0, 1}s, и {m(b)}, b , (b1, b2, . . . , b`) ∈ {0, 1}`,
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где элемент набора n(a), 0 6 n(a) 6 N , (m(b), 0 6 m(b) 6 N) определяется
как количество строк в матрице Xs (Y`), совпадающих с a (b). Очевидно,
что для любых двоичных матриц Xs и Y` выполнено∑

a

n(a) =
∑
b

m(b) = N.

Через n (0 ) (m (1 )) будем обозначать число нулевых (единичных) строк
в Xs (Y`). Заметим, что если N − n(0 ) < m(1 ), то соответствующая
пара (Xs, Y`) является (s, `)-хорошей. В остальных случаях, число раз-
личных пар матриц (Xs, Y`), которым сопоставлены фиксированные типы
({n(a)}, {m(b)}), равно N !∏

a n(a)!
N !∏

bm(b)! , а доля (s, `)-плохих пар из общего чис-

ла составляет (N−n(0)
m(1) )

( N
m(1))

. Таким образом,

P0(N,Q, s, `) =
∑
{n(a)}

∑
{m(b)}

N !∏
a n(a)!

N !∏
bm(b)!

(
N−n(0 )
m(1 )

)(
N

m(1 )

) ( N

bQNc

)−s−`
,

(1.2.13)
где суммирование идет по всевозможным типам {n(a)} и {m(b)}, для кото-
рых

n(0 ) +m(1 ) 6 N ;

0 6 n(a) 6 N ; 0 6 m(b) 6 N ;∑
a
n(a) =

∑
b

m(b) = N ;

|x (i)| =
∑

a: ai=1
n(a) = |y(j)| =

∑
b: yj=1

m(b) = bQNc, i ∈ [s], j ∈ [`].

(1.2.14)
Пусть N → ∞ и n(a) , N [τ(a) + o(1)], m(b) , N [υ(b) + o(1)],

где фиксированные распределения вероятностей τ , {τ(a)}, a ∈ {0, 1}s и
υ , {υ(b)}, y ∈ {0, 1}`, обладают свойствами, индуцированными условиями
(1.2.14), т.е.

∑
a∈{0,1}s

τ(a) = 1,
∑

b∈{0,1}`
υ(b) = 1, τ(0 ) + υ(1 ) 6 1,∑

a: ai=1
τ(a) = Q,

∑
b: bj=1

υ(b) = Q для любых i ∈ [s], j ∈ [`].
(1.2.15)

С помощью формулы Стирлинга для типов, соответствующих этим распре-
делениям, находим логарифмическую асимптотику слагаемого в (1.2.13):

− log2

{
N !∏
a n(a)!

N !∏
bm(b)!

(
N−n(0 )
m(1 )

)(
N

m(1 )

) ( N

bQNc

)−s−`}
= N [F (τ, υ,Q) + o(1)],
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где

F = F (τ, υ,Q) ,
∑
a

τ(a) log2 [τ(a)] +
∑
b

υ(b) log2 [υ(b)]

− (1− τ (0 ))h

(
υ (1 )

1− τ (0 )

)
+ (s+ `)h(Q) + h(υ (1 )).

Пусть τQ , {τQ(a)} и υQ , {υQ(b)} — распределения со свойства-
ми (1.2.15), на которых достигается минимум функции F (τ, υ,Q) для дан-
ного Q. Тогда главным членом логарифмической асимптотики суммы слага-
емых (1.2.13) является

A(s, `, Q) , lim
N→∞

− log2 P0(N,Q, s, `)

N
= min

(τ,υ)∈(1.2.15)
F (τ, υ,Q)

= F (τQ, υQ, Q). (1.2.16)

Будем искать минимум функции F , F (τ, υ,Q) при ограничениях (1.2.15).
Поскольку функция F непрерывна в рассматриваемой области допустимых
значений аргумента (τ, υ), в том числе и на ее границе, то достаточно най-
ти минимум F при условиях (1.2.15) с исключенными границами. Запишем
соответствующую задачу минимизации: F → min.

Основная функция: F (τ, υ,Q) : X→ R.

Ограничения:



∑
a∈{0,1}s

τ(a) = 1,∑
b∈{0,1}`

υ(b) = 1,∑
a: ai=1

τ(a) = Q для любого i ∈ [s],∑
b: bj=1

υ(b) = Q для любого j ∈ [`];

(1.2.17)

Область поиска X :


0 < τ(a) < 1 для любого a ∈ {0, 1}s,
0 < υ(b) < 1 для любого b ∈ {0, 1}`,
τ(0 ) + υ(1 ) < 1.

Для вычисления точки минимума (τQ, υQ) применим стандартный метод
множителей Лагранжа. Рассмотрим лагранжиан

Λ , F (τ, υ,Q) + λ0

(∑
a

τ(a)− 1

)
+ λ1

(∑
b

υ(b)− 1

)

+
s∑
i=1

µi

( ∑
a: ai=1

τ(a)−Q

)
+
∑̀
i=1

νi

( ∑
b: bi=1

υ(b)−Q

)
.
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Необходимые условия экстремального распределения (τQ, υQ) имеют вид

∂Λ
∂(τ(a)) = log2 [τ(a)] + log2 e+ λ0 +

∑
i: ai=1

µi = 0 для любого a 6= 0 ,

∂Λ
∂(τ(0 ) = log2 [τ(0 )] + log2 e+ λ0 + log2

[
1−τ(0 )

1−τ(0 )−υ(1 )

]
= 0,

∂Λ
∂(υ(b)) = log2 [υ(b)] + log2 e+ λ1 +

∑
i: bi=1

νi = 0 для любого b 6= 1 ,

∂Λ
∂(υ(1 )) = log2 [υ (1 )] + log2 e+ λ1 +

∑̀
i=1

νi + log2

[
1−υ(1 )

1−τ(0 )−υ(1 )

]
= 0.

(1.2.18)
Покажем, что матрица, составленная из вторых производных лагранжиана,
является положительно определенной. Действительно, опишем эту матрицу:

∂2Λ

∂2(τ(a))
=

log2 e

τ(a)
> 0 для любого a 6= 0 ,

∂2Λ

∂2(υ(b))
=

log2 e

υ(b)
> 0 для любого b 6= 1 ,

a′ ,
∂2Λ

∂(τ (0 ))2
=

log2 e

τ (0 )
+

log2 e · υ (1 )

(1− τ (0 ))(1− τ (0 )− υ (1 ))
> 0,

b′ ,
∂2Λ

∂(τ (0 ))∂(υ (1 ))
=

log2 e

1− τ (0 )− υ (1 )
> 0,

c′ ,
∂2Λ

∂(υ (1 ))2
=

log2 e

υ (1 )
+

log2 e · τ (0 )

(1− υ (1 ))(1− τ (0 )− υ (1 ))
> 0,

а остальные элементы нулевые. Поэтому, достаточно проверить, что a′c′ −
b′2 > 0. Имеем

a′c′ − b′2

(log2 e)
2

=
1

τ (0 ) υ (1 )
+

1

(1− τ (0 ))(1− τ (0 )− υ (1 ))
+

1

(1− υ((1 ))(1− τ (0 )− υ (1 ))

+
τ (0 ) υ (1 )

(1− τ (0 ))(1− υ (1 ))(1− τ (0 )− υ (1 ))2
− 1

(1− τ (0 )− υ (1 ))2

=
1

τ (0 ) υ (1 )
+

1

(1− τ (0 ))(1− τ (0 )− υ (1 ))
+

1

(1− υ (1 ))(1− τ (0 )− υ (1 ))

− 1

(1− τ (0 ))(1− υ (1 ))(1− τ (0 )− υ (1 ))
>

1− τ (0 ) υ (1 )

1− τ (0 )− υ (1 )
> 0.

Матрица вторых производных функции F совпадает с вышеописанной мат-
рицей, и следовательно [2], функция F строго выпукла в области X.
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Заметим, что уравнения ограничений (1.2.17) образуют аффинное под-
пространство G в R2s+2` размерности

(
2s + 2` − (s+ `+ 2)

)
. Откуда выте-

кает, что функция F строго выпукла и в G ∩ X, что в свою очередь озна-
чает, что в G ∩ X локальный минимум функции F является глобальным
и единственным. Далее воспользуемся теоремой Каруша-Куна-Таккера [2],
утверждающей, что всякое решение, удовлетворяющее системе (1.2.18), огра-
ничениям (1.2.17) и имеющее положительно определенную матрицу вторых
производных лагранжиана в этой точке, является локальным минимумом
функции F . Таким образом, если есть решение системы (1.2.18) и (1.2.17) в
области X, то оно единственно, и эта точка является минимумом функции F
на X.

Докажем, что из симметрии задачи следует равенство: µ , µ1 = µ2 =
. . . = µs. Достаточно показать, что µi = µj для i 6= j. Пусть āi ,
(0, . . . , 1, . . . , 0) обозначает s-строку, в которой на i-м месте стоит 1. При пе-
рестановке индексов i и j получается задача минимизации, эквивалентная
исходной. Следовательно, если (τ 1

Q, υQ) — решение, то решением будет также
и (τ 2

Q, υQ), для которого вероятнорсть τ 2
Q(a) = τ 1

Q(ã), где ã — строка, получен-
ная перестановкой индексов i и j из строки a. Из единственности решения
τQ следует, что распределения (τ 1

Q, υQ) и (τ 2
Q, υQ) совпадают. В частности,

вероятность τ 1
Q(āi) = τ 1

Q(āj). Равенство множителей Лагранжа вытекает из
первого уравнения в системе (1.2.18). Используя те же рассуждения, можно
доказать, что ν , ν1 = ν2 = . . . = ν`.

Для краткости введем параметры µ̂ , log2 e + λ0, ν̂ , log2 e + λ1. Тогда
уравнения (1.2.18) принимают вид

µ̂+ µ
∑s

i=1 ai + log2 [τ(a)] = 0 при a 6= 0 ,

µ̂+ log2 [τ (0 )] + log2

[
1−τ(0 )

1−τ(0 )−υ(1 )

]
= 0,

ν̂ + ν
∑`

i=1 bi + log2 [υ(b)] = 0 при b 6= 1 ,

ν̂ + ν`+ log2 [υ (1 )] + log2

[
1−υ(1 )

1−τ(0 )−υ(1 )

]
= 0.

(1.2.19)

Из первого уравнения системы (1.2.19) следует, что

τ(a) = 2−µ̂2−µ
∑
ai =

2−µ̂

zs

s∏
i=1

P̃1(ai) при a 6= 0 ,

где

P̃1(0) ,
1

1 + 2−µ
, z, P̃1(1) ,

2−µ

1 + 2−µ
, 1− z.

Из условий (1.2.17) получаем

Q =
2−µ̂

zs

s−1∑
k=0

(
s− 1

k

)
zs−k−1(1− z)k+1 =

1− z
2µ̂zs

⇔ µ̂ = log2

[
1− z
Qzs

]
.
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Далее, так как τ = {τ(a)}, a ∈ {0, 1}s, является распределением вероятно-
стей, то

1− τ (0 ) =
∑
a>0

τ(a) =
2−µ̂

zs

s∑
k=1

(
s

k

)
zs−k(1− z)k =

Q(1− zs)
1− z

.

Поэтому все вероятности экстремального распределения τQ = {τQ(a)} могут
быть представлены как функции независимой переменной z, 0 < z < 1:

τQ(a) =
Q

1− z
zs−

∑s
i=1 ai(1− z)

∑s
i=1 ai при a 6= 0 ;

τQ (0 ) = 1− Q(1− zs)
1− z

. (1.2.20)

Аналогичным образом, из третьего уравнения системы (1.2.19) следует, что
вероятность

υ(b) = 2−ν̂2−ν
∑
bi =

2−ν̂

u`

∏̀
i=1

P̃2(bi) при b 6= 1 ,

где

P̃2(0) ,
1

1 + 2−ν
, u, P̃2(1) ,

2−ν

1 + 2−ν
, 1− u.

Далее, так как υ = {υ(b)}, b ∈ {0, 1}`, является распределением вероятно-
стей, то

1− υ (1 ) =
∑
b<1

υ(b) =
2−ν̂

u`

`−1∑
k=0

(
`

k

)
u`−k(1− u)k =

2−ν̂

u`
(1− (1− u)`).

Из условий (1.2.17) и предыдущего уравнения получаем

Q =
2−ν̂

u`

`−2∑
k=0

(
`− 1

k

)
u`−k−1(1− u)k+1 + υ(1 )

= 1 +
2−ν̂

u`
(
(1− u)(1− (1− u)`−1)− (1− (1− u)`)

)
.

Откуда имеем

2−ν̂

u`
=

1−Q
u

⇔ ν̂ = log2

[
u

(1−Q)u`

]
.
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Тогда вероятности экстремального распределения υQ = {υQ(b)}, b ∈ {0, 1}`,
можно представить в виде функций независимой переменной u, 0 < u < 1:

υQ(b) =
1−Q
u

u`−
∑`
j=1 bj(1− u)

∑`
j=1 bj при b 6= 1 ;

υQ (1 ) = 1− (1−Q)(1− (1− u)`)

u
. (1.2.21)

Подставив найденные выражения для µ, µ̂, ν, ν̂, τQ (0 ) и υQ (1 ) во второе
уравнения системы (1.2.19), имеем

log2

[
1− z
Qzs

]
+ log2

[
1− Q(1− zs)

1− z

]
+ log2

[
Q(1− zs)

1− z

]
= log2

[
Q(1− zs)

1− z
− 1 +

(1−Q)(1− (1− u)`)

u

]
.

Откуда получаем

(1− z −Q(1− zs))(1− zs)
zs

=
Q(1− zs)u− (1− z)u+ (1−Q)(1− z)(1− (1− u)`)

u
,

(1− z)(1− zs)u+ (1− z)uzs − (1− z)(1− (1− u)`)zs

= Q(u(1− zs)2 + (1− zs)uzs − (1− z)(1− (1− u)`)zs),

Q =
(1− z)(u− zs(1− (1− u)`))

((1− zs)u− zs(1− z)(1− (1− u)`))
. (1.2.22)

Подставив найденные выражения для µ, µ̂, ν, ν̂, τQ (0 ) и υQ (1 ) в четвертое
уравнения системы (1.2.19), имеем

log2

[
(1−Q)(1− (1− u)`)

u

]
− ` log2

[
1− u
u

]
+ log2

[
1− (1−Q)(1− (1− u)`)

u

]
+ log2

[
u

(1−Q)u`

]
= log2

[
Q(1− zs)

1− z
− 1 +

(1−Q)(1− (1− u)`)

u

]
.

Откуда получаем

(u− (1−Q)(1− (1− u)`))(1− (1− u)`)

(1− u)`

=
Q(1− zs)u− (1− z)u+ (1−Q)(1− z)(1− (1− u)`)

1− z
,
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(1−z)(u−1+(1−u)`)(1−(1−u)`)+u(1−z)(1−u)`−(1−z)(1−u)`(1−(1−u)`)

= Q((1−u)`(1− zs)u− (1−u)`(1− z)(1− (1−u)`)− (1− z)(1− (1−u)`)2),

Q =
(1− z)((1− u− (1− u)`)

((1− z)(1− (1− u)`)− u(1− u)`(1− zs))
(1.2.23)

Из уравнений (1.2.22) и (1.2.23) следует, что

((1− u− (1− u)`)((1− zs)u− zs(1− z)(1− (1− u)`))

= (u− zs(1− (1− u)`))((1− z)(1− (1− u)`)− u(1− u)`(1− zs)).

Далее элементарными преобразованиями можно получить

z − u = zs(1− u)`. (1.2.24)

Используя последнее уравнение, можно упростить выражение (1.2.22)

Q =
1− z

1− (z − u)
⇔ 1−Q =

u

1− (z − u)
. (1.2.25)

Перепишем (1.2.20), используя последнее равенство

τQ(a) =
zs−

∑s
i=1 ai(1− z)

∑s
i=1 ai

1− (z − u)
при a 6= 0 ,

τQ (0 ) = 1− (1− zs)
1− (z − u)

=
zs − (z − u)

1− (z − u)
. (1.2.26)

Также перепишем (1.2.21), применяя (1.2.25)

υQ(b) =
u`−

∑`
j=1 bj(1− u)

∑`
j=1 bj

1− (z − u)
при b 6= 1 ,

υQ (1 ) = 1− (1− (1− u)`)

1− (z − u)
=

(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)
. (1.2.27)

Заметим, что любое решение 0 < z, u < 1 уравнения (1.2.24) задает рас-
пределения τQ и υQ. В силу единственности такого решения для фиксирован-
ного Q, то для вычисления максимума в (1.2.16) по параметру Q, 0 < Q < 1,
можно применять равенства:

max
0<Q<1

A(s, `, Q) = max
0<Q<1

F (τQ, υQ, Q) = max
(1.2.24)

0<z,u<1

F
(
τQ(z,u), υQ(z,u), Q(z, u)

)
,

(1.2.28)
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где

F (τQ, υQQ) =
∑
a

τQ(a) log2 [τQ(a)] +
∑
b

υQ(b) log2 [υQ(b)]

− (1− τQ (0 ))h

(
υQ (1 )

1− τQ (0 )

)
+ (s+ `)h(Q) + h(υQ (1 )). (1.2.29)

Используя (1.2.26)-(1.2.27), представим все пять слагаемых суммы в правой
части (1.2.29) в виде функций переменных z и u, связанных между собой
посредством (1.2.24). Запишем в таком виде первое слагаемое

∑
a

τQ(a) log2 [τQ(a)] =

{
s∑

k=1

(
s

k

)
zs−k(1− z)k

1− (z − u)
log2

[
zs−k(1− z)k

1− (z − u)

]}

+
zs − (z − u)

1− (z − u)
log2

[
zs − (z − u)

1− (z − u)

]
=

{
s(z − zs)

1− (z − u)
log2 z

+
s(1− z)

1− (z − u)
log2[1− z]− 1− zs

1− (z − u)
log2 [1− (z − u)]

}
+
zs − (z − u)

1− (z − u)
log2 [zs − (z − u)]− zs − (z − u)

1− (z − u)
log2 [1− (z − u)]

=
s(z − zs)

1− (z − u)
log2 z +

s(1− z)

1− (z − u)
log2[1− z]

+
zs − (z − u)

1− (z − u)
log2 [zs − (z − u)]− log2 [1− (z − u)]

=
su

1− (z − u)
log2 z +

zs − (z − u)

1− (z − u)
log2

[
1− (1− u)`

]
+

s(1− z)

1− (z − u)
log2[1− z]− log2 [1− (z − u)] . (1.2.30)

Четвертое слагаемое

(s+ `)h(Q) = −(s+ `)(1− z)

1− (z − u)
log2

[
1− z

1− (z − u)

]
− (s+ `)u

1− (z − u)

× log2

[
u

1− (z − u)

]
= (s+ `) log2 [1− (z − u)]− (s+ `)(1− z)

1− (z − u)
log2 [1− z]

− (s+ `)u

1− (z − u)
log2 u. (1.2.31)
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Второе слагаемое

∑
b

υQ(b) log2 [υQ(b)] =
`−1∑
k=0

(
`

k

)
u`−k(1− u)k

1− (z − u)
log2

[
u`−k(1− u)k

1− (z − u)

]
+

(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)
log2

[
(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)

]
=

`u

1− (z − u)
log2 u+

`
(
(1− u)− (1− u)`

)
1− (z − u)

log2[1− u]

+
(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)
log2

[
(1− u)` − (z − u)

]
− log2 [1− (z − u)]

=
`u

1− (z − u)
log2 u+

`(1− z)

1− (z − u)
log2[1− u]

+
(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)
log2 [1− zs]− log2 [1− (z − u)] . (1.2.32)

Третье слагаемое

− (1− τQ (0 ))h

(
υQ (1 )

1− τQ (0 )

)
= − (1− τQ(0 )) log2 [1− τQ(0 )]

+ υQ(1 ) log2 [υQ(1 )] + (1− τQ(0 )− υQ(1 )) log2 [1− τQ(0 )− υQ(1 )]

=
(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)
log2

[
(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)

]
− (1− zs)

1− (z − u)
log2

[
(1− zs)

1− (z − u)

]
+

1 + (z − u)− zs − (1− u)`

1− (z − u)
log2

[
1 + (z − u)− zs − (1− u)`

1− (z − u)

]
= − (1− zs)

1− (z − u)
log2 [1− zs] +

(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)
log2

[
(1− u)` − (z − u)

]
+

1 + (z − u)− zs − (1− u)`

1− (z − u)
log2

[
1 + (z − u)− zs − (1− u)`

]
=

1 + (z − u)− zs − (1− u)`

1− (z − u)
log2

[
1− (1− u)`

]
+
`((1− u)` − (z − u))

1− (z − u)
log2 [1− u] . (1.2.33)
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Пятое слагаемое

h(υQ (1 )) = −(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)
log2

[
(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)

]
− (1− (1− u)`)

1− (z − u)
log2

[
(1− (1− u)`)

1− (z − u)

]
= −(1− u)` − (z − u)

1− (z − u)
log2

[
(1− u)` − (z − u)

]
+ log2 [1− (z − u)]

− (1− (1− u)`)

1− (z − u)
log2

[
1− (1− u)`

]
= −`((1− u)` − (z − u))

1− (z − u)
log2 [1− u]

− (1− u)` − (z − u)

1− (z − u)
log2 [1− zs] + log2 [1− (z − u)]

− (1− (1− u)`)

1− (z − u)
log2

[
1− (1− u)`

]
. (1.2.34)

Подстановка (1.2.30)-(1.2.34) в (1.2.29) и группировка подобных слагаемых
дает

F
(
τQ(z,u), υQ(z,u), Q(z, u)

)
= T (z, u, s, `), 0 < z, u < 1, 2 6 ` 6 s, (1.2.35)

где функция T (z, u, s, `) определена следующим образом:

T (z, u, s, `) ,
su

1− (z − u)
log2 z −

`(1− z)

1− (z − u)
log2 [1− z]

− su

1− (z − u)
log2 u+

` (1− z)

1− (z − u)
log2[1− u] + (s+ `− 1) log2 [1− (z − u)]

=
su

1− (z − u)
log2

[z
u

]
+

`(1− z)

1− (z − u)
log2

[
1− u
1− z

]
+ (s+ `− 1) log2 [1− (z − u)] . (1.2.36)

Поэтому из построения (1.2.12) границы случайного кодирования R(s, `), ра-
венств (1.2.28) и формулы (1.2.35) следует, что скорость СП (s, `)-кодов

R(s, `) > R(s, `) ,
1

s+ `− 1
max

(1.2.24)
0<z, u<1

T (z, u, s, `). (1.2.37)

Утверждение 1 теоремы 1.2.2 доказано.
Перейдем к доказательству утверждения 2. Пусть ` > 2 фиксировано и

s → ∞. Заменим в правой части (1.2.37) максимум по {z, u}, 0 < z, u < 1,
функции (1.2.7) на ее значение при z = z′ , 1− c

s , где c – некоторая константа.
Значение u = u′ возьмем из уравнения

z − u = zs(1− u)`. (1.2.38)
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Далее для простоты вместо z′ и u′ будем писать z и u. Легко проверить, что

u = 1− c

s
− e−cc`

s`

(
1− c2

2s
+ o

(
1

s

))
, (1.2.39)

z − u =
e−cc`

s`

(
1− c2

2s
+ o

(
1

s

))
, (1.2.40)

z

u
= 1 +

e−cc`

s`

(
1− c2 − 2c

2s
+ o

(
1

s

))
, (1.2.41)

1− u
1− z

= 1 +
e−cc`−1

s`−1
(1 + o(1)). (1.2.42)

Непосредственно из определения (1.2.36) будем искать асимптотику каждого
из слагаемого с точностью до o(1/s`). В процессе приведения будем исполь-
зовать (1.2.38)-(1.2.42). Итак,

T (z, u, s, `) = log2 e

(
s
(

1− c

s

) e−cc`
s`

(
1− c2 − 2c

2s

)
+
`e−cc`

s`

−s
(

1 +
`− 1

s

)
e−cc`

s`

(
1− c2

2s

))
+ o

(
1

s`+1

)
=

log2 e

ec
c`

s`
(1 + o(1)).

Легко видеть, что максимум по x функции x`/ex достигается при x = `.
Откуда получаем

T (z′, u′, s, `) =
log2 e

e`
``

s`
(1 + o(1)),

и

R(s, `) >
1

s+ `− 1
T (z′, u′, s, `) =

log2 e

e`
``

s`
(1 + o(1)), s→∞, ` > 2.

(1.2.43)
Для вычисления асимптотики (1.2.11) доли оптимального весаQ(s, `) под-

ставим в формулу (1.2.25) значение z = 1− `
s и получим

Q(s, `) =
1− z

1− zs(1− z)`
=
`

s
(1 + o(1)), s→∞.

Утверждение 2 теоремы 1.2.2 доказано.

Наконец, докажем утверждение 3. Пусть ` = s и s→∞. Заменим в правой
части (1.2.37) максимум по z, 0 < z < 1, и u, 0 < u < 1, функции (1.2.7) на
ее значение при z′ = 1− u′. Из уравнения

z − u = zs(1− u)`
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получаем

z′ =
1

2
+

(
1

2

)2s+1

(1 + o(1)), u′ =
1

2
−
(

1

2

)2s+1

(1 + o(1)).

Непосредственно с помощью определения (1.2.7) выведем нижнюю границу

R(s, s) >
1

2s− 1
T (z′, u′, s, s) =

1

2s− 1

( 2su′

1− (z′ − u′)
log2

[
z′

u′

]
+ (2s− 1) log2 [1− (z′ − u′)]

)
=

log2 e

2s
(z′ − u′)(1 + o(1))

=
log2 e

s22s+1
(1 + o(1)).

Утверждение 3 теоремы 1.2.2 доказано.

1.3 Верхние оценки R(s, `)

Очевидно [28], что R(s, 1) 6 1/s, s = 1, 2, . . . , а нетривиальная верхняя гра-
ница скорости R(s, 1), которая до настоящего времени является наилучшей,
была построена в 1982 году в работе [3]. Для описания этой границы, обозна-
чаемой в данной работе символом R(s, 1), s = 1, 2, . . . , и называемой рекур-
рентной границей, введем стандартное обозначение двоичной энтропии

h(v) , −v log2 v − (1− v) log2(1− v), 0 < v < 1, (1.3.1)

и функцию

fs(v) , h(v/s)− v h(1/s), 0 < v < 1, s = 1, 2, . . . , (1.3.2)

аргумента v, 0 < v < 1. В [3] показано (см. также [19]), что функция fs(v) > 0,
выпукла вверх и принимает максимальное значение:

max
0<v<1

fs(v) = fs(vs) при vs ,
s

1 + 2s·h(
1
s)
, s = 1, 2, . . . . (1.3.3)

Положим

R(1, 1) , 1, R(2, 1) , max
0<v<1

f2(v) = f2(v2) = 0322, (1.3.4)

а далее последовательность R(s, 1), s = 3, 4, . . . , определяется [3] как един-
ственное решение рекуррентного уравнения

R(s, 1) = fs

(
1− R(s, 1)

R(s− 1, 1)

)
, s = 3, 4, . . . . (1.3.5)

В [3] была доказана следующая теорема.
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Теорема 1.3.1. [3]. Имеют место следующие два утверждения.
1. Скорость дизъюнктивных s-кодов R(s, 1) удовлетворяет неравенству

R(s, 1) 6 R(s, 1) 6
2 log2[e(s+ 1)/2]

s2
, s = 2, 3, . . . , (1.3.6)

где рекуррентная последовательность R(s, 1) описывается с помо-
щью (1.3.4)-(1.3.5).
2. Если s→∞, то для верхней границы R(s, 1) справедливо асимптотиче-
ское неравенство

R(s, 1) 6
2 log2 s

s2
(1 + o(1)). (1.3.7)

Первые результаты исследования верхних границ скорости R(s, `) для СП
(s, `)-кодов, 2 6 ` 6 s, были получены в [19] и [36]. Одной из первых оценок
для скорости R(s, `) служит следующее неравенство

1

R(s, `)
>

1

R(s, `− 1)
+

1

R(s− 1, `)
.

Отметим, что на сегодняшний момент в некоторых случаях, используя имен-
но это неравенство, можно получить наиболее точную верхнюю границу
R(s, `).

В работе [5] для R(s, `) было доказано неравенство

R(s, `) 6
R(s− i, `− j)

R(s− i, `− j) + (i+j)i+j

ii·jj
, i ∈ [s− 1], j ∈ [`− 1], (1.3.8)

которое представляет собой уточнение неравенства

R(s, `) 6 R(s− i, `− j) · ii · jj

(i+ j)i+j
, i ∈ [s− 1], j ∈ [`− 1], (1.3.9)

ранее установленного в [22]. Рекуррентное неравенство (1.3.8) и рекуррент-
ная верхняя граница R(s, 1), s > 1, определяемая (1.3.2)-(1.3.5), дают для
скорости R(s, `), 2 6 ` 6 s наилучшую известную верхнюю рекуррентную
границу.

Теорема 1.3.2. Имеют место следующие три утверждения.
1. [5]. Пусть 2 6 ` 6 s. Тогда скорость СП (s, `)-кодов удовлетворяет
неравенству

R(s, `) 6 R(s, `) , min
i∈[s−1]
j∈[`−1]

R(s− i, `− j)
R(s− i, `− j) + (i+j)i+j

ii·jj
. (1.3.10)
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2. Если s → ∞ и ` > 2 фиксировано, то для верхней границы R(s, `)
справедливо асимптотическое неравенство

R(s, `) 6 R(s, `) 6
(`+ 1)`+1

2 e`−1
· log2 s

s`+1
· (1 + o(1)). (1.3.11)

3. Для скорости R(s, s) справедливо неравенство

R(s, s) 6
1

1 + 22s−2
. (1.3.12)

Доказательство. Пусть s > ` > 2. Если для фиксированного p, 0 < p < 1,
произведение sp – целое число, то положив в правой части неравенства (1.3.9)
параметр j , `− 1, получим

R(s, `) 6 R(s(1− p), 1) · (ps)ps · (`− 1)`−1

(ps+ `− 1)ps+`−1
.

Если s → ∞ и ` > 2 фиксировано, то применяя для скорости R(s(1 − p), 1)
асимптотическое равенство (1.3.7), можем написать

R(s, `) 6 min
0<p<1

{
2 log2[s(1− p)]
s2(1− p)2

· (ps)ps(`− 1)`−1

(ps+ `− 1)ps+`−1

}
(1 + o(1))

=
(`+ 1)`+1

2e`−1

log2 s

s`+1
(1 + o(1)),

где учли, что

max
0<p<1

{(1− p)2 p`−1} = (`− 1)`−1 4

(`+ 1)`+1
,

и максимальное значение достигается при p = `−1
`+1 .

Утверждение 2 теоремы 1.3.2 доказано.
Для получения верхней границы (1.3.12) воспользуемся рекуррентным

неравенством (1.3.8). Подставив i = j = s− 1, имеем

R(s, s) 6
R(1, 1)

R(1, 1) + (2s−2)2s−2

(s−1)s−1·(s−1)s−1

=
1

1 + 22s−2
.

Утверждение 3 теоремы 1.3.2 доказано.

1.4 Таблица наилучших границ R(s, `)

В таблице 1.1 при ` = 1 и 2 6 s 6 10 даны числовые значения верхней гра-
ницы (1.3.5), а также нижней границы (1.2.1) скорости R(s, 1) вместе с долeй
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Q(s) оптимального веса кодовых слов для ансамбля равновесных двоичных
кодов. При 1 6 ` 6 s 6 10, в сводной таблице 1.1 также указаны верх-
няя граница R(s, `), определяемая правой частью (1.3.10), нижняя граница
R(s, `) и соответствующая доля Q(s, `) оптимального веса кодовых слов для
ансамбля равновесных двоичных кодов в границе случайного кодирования из
теоремы 1.2.2.

Таблица 1.1: Таблица значений для R(s, `) и R(s, `)
(s, `) (2, 1) (3, 1) (4, 1) (5, 1) (6, 1) (7, 1)
R(s, `) 3.22 · 10−1 1.99 · 10−1 1.40 · 10−1 1.06 · 10−1 8.3 · 10−2 6.7 · 10−2

R(s, `) 1.83 · 10−1 7.87 · 10−2 4.39 · 10−2 2.79 · 10−2 1.9 · 10−2 1.4 · 10−2

Q(s, `) 0.26 0.19 0.15 0.12 0.10 0.09
(s, `) (8, 1) (9, 1) (10, 1) (2, 2) (3, 2) (4, 2)
R(s, `) 5.59 · 10−2 4.73 · 10−2 4.07 · 10−2 1.61 · 10−1 7.5 · 10−2 4.6 · 10−2

R(s, `) 1.09 · 10−2 8.58 · 10−3 6.94 · 10−3 3.66 · 10−2 1.4 · 10−2 6.9 · 10−3

Q(s, `) 0.08 0.07 0.06 0.50 0.40 0.33
(s, `) (5, 2) (6, 2) (7, 2) (8, 2) (9, 2) (10, 2)
R(s, `) 2.87 · 10−2 2.04 · 10−2 1.46 · 10−2 1.10 · 10−2 8.6 · 10−3 6.8 · 10−3

R(s, `) 3.90 · 10−3 2.42 · 10−3 1.60 · 10−3 1.12 · 10−3 8.1 · 10−4 6.1 · 10−4

Q(s, `) 0.28 0.24 0.22 0.20 0.18 0.16
(s, `) (3, 3) (4, 3) (5, 3) (6, 3) (7, 3) (8, 3)
R(s, `) 3.72 · 10−2 1.83 · 10−2 1.09 · 10−2 6.70 · 10−3 4.2 · 10−3 3.0 · 10−3

R(s, `) 4.78 · 10−3 2.09 · 10−3 1.06 · 10−3 5.96 · 10−4 3.6 · 10−4 2.3 · 10−4

Q(s, `) 0.50 0.42 0.37 0.33 0.30 0.27
(s, `) (9, 3) (10, 3) (4, 4) (5, 4) (6, 4) (7, 4)
R(s, `) 2.13 · 10−3 1.54 · 10−3 9.14 · 10−3 4.55 · 10−3 2.6 · 10−3 1.6 · 10−3

R(s, `) 1.55 · 10−4 1.08 · 10−4 8.20 · 10−4 3.76 · 10−4 1.9 · 10−4 1.1 · 10−4

Q(s, `) 0.25 0.23 0.50 0.44 0.40 0.36
(s, `) (8, 4) (9, 4) (10, 4) (5, 5) (6, 5) (7, 5)
R(s, `) 9.90 · 10−4 6.26 · 10−4 4.35 · 10−4 2.27 · 10−3 1.1 · 10−3 6.6 · 10−4

R(s, `) 6.34 · 10−5 3.95 · 10−5 2.56 · 10−5 1.57 · 10−4 7.4 · 10−5 3.8 · 10−5

Q(s, `) 0.33 0.31 0.29 0.50 0.45 0.42
(s, `) (8, 5) (9, 5) (10, 5) (6, 6) (7, 6) (8, 6)
R(s, `) 3.74 · 10−4 2.29 · 10−4 1.44 · 10−4 5.68 · 10−4 2.8 · 10−4 1.5 · 10−4

R(s, `) 2.08 · 10−5 1.21 · 10−5 7.36 · 10−6 3.21 · 10−5 1.5 · 10−5 7.8 · 10−6

Q(s, `) 0.38 0.36 0.33 0.50 0.46 0.43
(s, `) (9, 6) (10, 6) (7, 7) (8, 7) (9, 7) (10, 7)
R(s, `) 8.87 · 10−5 5.43 · 10−5 1.42 · 10−4 7.10 · 10−5 3.8 · 10−5 2.2 · 10−5

R(s, `) 4.26 · 10−6 2.43 · 10−6 6.78 · 10−6 3.25 · 10−6 1.7 · 10−6 9.0 · 10−7

Q(s, `) 0.40 0.37 0.50 0.47 0.44 0.41
(s, `) (8, 8) (9, 8) (10, 8) (9, 9) (10, 9) (10, 10)
R(s, `) 3.55 · 10−5 1.77 · 10−5 9.34 · 10−6 8.87 · 10−6 4.4 · 10−6 2.2 · 10−6

R(s, `) 1.47 · 10−6 7.09 · 10−7 3.62 · 10−7 3.24 · 10−7 1.6 · 10−7 7.2 · 10−8

Q(s, `) 0.50 0.47 0.44 0.50 0.47 0.50
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1.5 Конструкции СП (s, `)-кодов

Тривиальный СП (s, `)-код

Рассмотрим тривиальную конструкцию СП (s, `)-кода. Пусть код X имеет t,
t > s + `, столбцов и

(
t
s

)
строк, каждая из которых уникальна и содержит

в точности s нулей. Несложно проверить, что этот код является СП (s, `)-
кодом. В частности, при t = (s+`) такая конструкция является оптимальной,
т.е. имеет минимально возможное количество строк. Аналогичным образом
можно показать, что код, который содержит всевозможные строки веса `,
является СП (s, `)-кодом. Таким образом,

N(t, s, `) 6

(
t

min(s, `)

)
.

Матрицы инцидентности некоторых систем множеств

Следующая конструкция СП (s, `)-кодов, которая будет описана, является
обобщением конструкции, полученной Э. Макулой в [31].

Обозначим черезM(n, k) множество всевозможных подмножеств мощно-
сти k множества [n] = {1, 2, . . . n}, а черезM(n, s, `) – множество, состоящее
из неупорядоченных наборов ` различных элементов множестваM(n, s). За-
нумеруем элементы множеств M(n, s) и M(n, s, `). Пусть s < k < n. Че-
рез X(k, s, `, n) обозначим двоичную матрицу с N = |M(n, s, `)| строками и
N = |M(n, k)| столбцами, при этом (i, j)-й элемент двоичной матрицы поло-
жим равным 1 в том случае, если i-й набор из множестваM(n, s, `) содержит
хотя бы одно множество, полностью содержащееся в j-м элементе множества
M(n, k).

Теорема 1.5.1. Матрица X(k, s, `, n) является СП (s, `)-кодом с фиксиро-
ванным весом столбцов.

Доказательство. Рассмотрим произвольные множества S ⊂ [t], |S| = s, и
L ⊂ [t], |L| = `, причем S ∩ L = ∅. Рассмотрим соответствующие S и L эле-
менты множестваM(n, k): K1, . . . , Ks и K ′1, . . . , K ′`. Поскольку все элементы
множестваM(n, k) различны и одной мощности, то можно найти множества
S1, . . . ,S` мощности s такие, что Si ⊂ K ′i и Si ⊂ Kj для всех i ∈ [`] и j ∈ [s].
Тогда рассмотрим строчку матрицы X(k, s, `, n), соответствующую набору
{S1, . . . ,S`}. В ее пересечении со столбцами с номерами из S стоят 0, а в ее
пересечении с столбцами с номерами из L стоят 1. Несложно проверить, что
число единиц в столбце не зависит от того, какому именно элементуM(n, k)
он соответствует.
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Для того чтобы максимизировать объем кода X(k, s, `, n), необходимо
взять k = bn2c. Таким образом,

N

((
n

bn/2c

)
, s, `

)
6

((n
s

)
`

)
.

При n→∞ параметры кода X(bn/2c, s, `, n) принимают вид

t = 2n(1+o(1)), N =
ns`

(s!)``!
(1 + o(1)). (1.5.1)

В частности, легко видеть, что асимптотическая скорость такого семейства
СП (s, `)-кодов равна 0.

Коды, построенные с помощью МДР кодов

Следующим семейством конструкций СП (s, `)-кодов будут коды, построен-
ные [19] из q-ичных кодов с максимальным достижимым расстоянием. Также
будут рассмотрена каскадные конструкции и для некоторых значений t будут
найдены оптимальные значения N длин кодов, построенных таким образом.

Пусть q — целое числа, q > 2, q , {0, 1, . . . , q − 1} — стандартный q-
ичный алфавит. Введем q-ичную матрицуX с t столбцами x (1), x (2), . . . , x (t)
(кодовыми словами) и N строками:

X , ‖xi(j)‖, xi(j) ∈ q,

x (j) , (x1(j), x2(j), . . . , xN(j)) ∈ qN , i ∈ [N ], j ∈ [t]. (1.5.2)

Далее матрицу X будем называть q-ичным кодом длины N и объема t.
Для любого фиксированного множества индексов S, S ⊂ [t], |S| = s, вы-

пуклой оболочкой 〈{x (j), j ∈ S}〉 соответствующего набора {x (j), j ∈ S} из s
кодовых слов будем называть множество всевозможных q-ичных слов длины
N , у которых i-ый символ для любого i, i ∈ [N ], совпадает с i-ым символом
какого-нибудь кодового слова из набора {x (j), j ∈ S}. Очевидно, что набор
{x (j), j ∈ S} ⊆ 〈{x (j), j ∈ S}〉. Например, при q = N = 3 выпуклая оболоч-
ка двух слов (0, 1, 2) и (0, 0, 2) состоит из этих же слов, а выпуклая оболочка
двух слов (0, 1, 2) и (0, 2, 1) состоит из четырех слов: (0, 1, 2), (0, 2, 1), (0, 1, 1)
и (0, 2, 2).

Определение 1.5.1. [25]. Код X называется q-ичным разделяющим (s, `)-
кодом, если для любых двух непересекающихся множеств S, L ⊂ [t], |S| = s,
|L| = `, S∩L = ∅, их выпуклые оболочки не пересекаются. Другими словами,
существует такой индекс i ∈ [N ], что координатные множества {xi(j), j ∈
S} ⊆ q и {xi(j), j ∈ L} ⊆ q не пересекаются.
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Следующее утверждение является классическим для теории кодировании,
и оно позволяет рассматривать каскадные конструкции.

Предложение 1.5.1. Пусть s > 1, ` > 1, t > s+` и q > s+` – целые числа.
Предположим, что существует q-ичный разделяющий (s, `)-код Y объема
t и длины N1. Пусть также существует СП (s, `)-код Y ′ объема t2 > q и
длины N2. Тогда существует СП (s, `)-код X объема t и длины N = N1N2.

Доказательство. Рассмотрим некоторое подмножество Y из q, q 6 t2, кодо-
вых слов СП (s, `)-кода Y ′: Y = {y′(1), . . . , y′(q)}. Тогда зададим двоичную
матрицу X объема t и длины N1N2 следующим образом: заменим каждый
q-ичный элемент матрицы Y соответствующим кодовым словом из множе-
ства Y . Несложно проверить, что получившийся код X является СП (s, `)-
кодом.

Определение 1.5.2. Линейный (q, k, n) код называется кодом с максималь-
но достижимым расстоянием (МДР кодом), если объем этого кода t = qk,
длина равна n и минимальное расстояние Хэмминга равно d = n− k + 1.

Предложение 1.5.2. [7]. Если qk > s + ` и n > s`(k − 1) + 1, тогда
любой МДР код с параметрами (q, k, n) является q-ичным разделяющим
(s, `)-кодом.

Из предложений 1.5.1, 1.5.2 и существования q-ичного МДР кода, а имен-
но кода Рида-Соломона c параметрами (q, n, k), где n 6 (q + 1), следует

Предложение 1.5.3. [19]. Пусть s > 1, ` > 1 и λ > 1 — целые числа, а
q > s`λ — степень простого числа. Тогда

N(qλ+1, s, `) 6 N(q, s, `)(s`λ+ 1).

Отметим, что семейство свободных от перекрытий кодов, полученное по-
средством итерационного применения предложения (1.5.3) c λ = b qs`c име-
ет лучшее асимптотическое поведение параметров кода, чем было получено
в (1.5.1). В частности, для любого фиксированного ε > 0 и n → ∞ асимп-
тотическое поведение объема t и длины N кодовых конструкций данного
семейства удовлетворяет следующим соотношениям

t = 2n(1+o(1)), N > n(1+ε)(1 + o(1)).

Тем не менее несложно проверить, что асимптотическая скорость такого се-
мейства СП (s, `)-кодов равна 0.

Таблицу со значениями объема и длины конструкций классических дизъ-
юнктивных кодов, построенных на укороченных кодах Рида-Соломона, мож-
но найти в [17]. Исследование некоторых оптимальных конструкций и мето-
дов построения СП (s, `)-кодов ((s, `) = (2, 2), (s, `) = (2, 3) и (s, `) = (3, 3))
было проведено в [4,29].
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Предложение 1.5.4. [19, 29]. Минимальная длина N(t, s, `) для некото-
рых малых значениях s и ` имеет вид

N(4, 2, 2) = 6, N(5, 2, 2) = 10, N(6, 2, 2) = N(8, 2, 2) = 14,

N(9, 2, 2) = 18, N(10, 2, 3) = 30, N(11, 3, 3) = 66,

а также для N(t, s, `) верны следующие границы

N(12, 2, 3) 6 45, N(16, 2, 3) 6 48, N(21, 2, 3) 6 56, N(24, 2, 3) 6 76.

Далее приведены таблицы, содержащие верхние оценки для N(t, s, `), ко-
торые выводятся с помощью предложений 1.5.3 и 1.5.4 и конструкций триви-
альных кодов.

Таблица 1.2: Таблица верхних границ для N(t, 2, 2)

t = 22 5 23 32 24 52 26 34 29

N(t, 2, 2) 6 6 10 14 18 30 50 70 90 126

t = 36 212 216 220 510 224 512

N(t, 2, 2) 6 162 270 390 510 850 910 1050

Таблица 1.3: Таблица верхних границ для N(t, 3, 2)

t = 5 6 7 23 10 12 24 21 24
N(t, 3, 2) 6 10 15 21 28 30 45 48 56 76

t = 72 26 34 28 212 38 76

N(t, 3, 2) 6 147 196 252 336 624 1764 1911

Таблица 1.4: Таблица верхних границ для N(t, 3, 3)

t = 6 7 23 11 12 13 14 15 24

N(t, 3, 3) 6 20 35 56 66 220 286 364 455 560

t = 112 132 28 114 116 118 475

N(t, 3, 3) 6 660 2860 5600 6600 12540 18480 24420
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Таблица 1.5: Таблица верхних границ для N(t, 4, 2)

t = 6 23 32 11 13 17 19 26 34

N(t, 3, 2) 6 15 28 36 55 78 136 171 252 324

t = 112 132 28 172 192 212 173

N(t, 3, 2) 6 495 702 1080 1224 1539 2040 2312
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Глава 2

Почти свободные от перекрытий коды

В этой главе будет рассмотрено определение почти свободных от перекрытий
(s, `)-кодов. Используя метод случайного кодирования на ансамбле двоич-
ных равновесных кодов, будет установлена нижняя граница для пропускной
способности почти свободных от перекрытий кодов. Развивая технику дока-
зательства обобщенной границы Плоткина, будет доказана верхняя граница
для пропускной способности почти свободных от перекрытий кодов. Полу-
ченные границы при малых значениях параметров s и ` будут приведены в
сводной таблице. В последнем разделе данной главы будет произведен срав-
нительный анализ асимптотической скорости свободных от перекрытия ко-
дов и пропускной способности почти свободных от перекрытий кодов. Далее
перейдем к формальному описанию задачи.

2.1 Основные определения

Будем пользоваться терминологией и обозначениями, ранее введенными в 1
главе настоящей диссертации. Двоичный код X объема t и длины N будем
также называть (N,R)-кодом, где параметр R = log2 t/N . Пусть

[x]+ ,

{
x при x > 0,

0 при x < 0,

и
h(x) , −x log2 x− (1− x) log2(1− x), 0 < x < 1,

обозначают положительную часть функции x и двоичную энтропию. Зафик-
сируем два натуральных числа s и ` такие, что s+ ` 6 t. Определим множе-
ство всевозможных s-подмножеств множества [t]:

Ps(t) = {S : S ⊂ [t], |S| = s}.
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Определение 2.1.1. Пусть X = (x (1), x (2), . . . , x (t)) произвольный двоич-
ный код длины N и объема t. Множество S ∈ Ps(t) будем называть (s, `)-
плохим для кодаX, если существует такое множество L, L ⊂ [t]\S, мощности
|L| = `, что ∨

j∈S

x (j) <
∧
j∈L

x (j). (2.1.1)

В остальных случаях будем говорить, что S является (s, `)-хорошим множе-
ством для кода X. Через B(s, `,X) (G(s, `,X)) будем обозначать все (s, `)-
плохие ((s, `)-хорошие) множества для кода X.

Тогда выполнены следующие неравенства на мощность соответствующих
множеств

0 6 |B(s, `,X)| 6
(
t

s

)
, 0 6 |G(s, `,X)| 6

(
t

s

)
,

|B(s, `,X)|+ |G(s, `,X)| =
(
t

s

)
.

Предложение 2.1.1. Любое (s, ` + 1)-хорошее ((s, `)-плохое) множество
для кода X является (s, `)-хорошим ((s, ` + 1)-плохим) для кода X. Таким
образом, верны следующие включения: B(s, `,X) ⊂ B(s, `+ 1, X) и G(s, `+
1, X) ⊂ G(s, `,X).

Определение 2.1.2. Зафиксируем параметр ε, 0 6 ε 6 1. Двоичный код X
будем называть почти свободным от перекрытий (s, `)-кодом с вероятно-
стью ошибки ε (ПСП (s, `, ε)-кодом), если

|B(s, `,X)|(
t
s

) 6 ε ⇐⇒ |G(s, `,X)| > (1− ε)
(
t

s

)
. (2.1.2)

Непосредственно из определений следует

Предложение 2.1.2. Любой ПСП (s, ` + 1, ε)-код является ПСП (s, `, ε)-
кодом.

Более того верно аналогичное свойство монотонности по параметру s, ко-
торое может быть записано в следующем виде.

Предложение 2.1.3. Если X является ПСП (s, `, ε)-кодом объема t и длины
N , тогда существует ПСП (s− 1, `, ε)-код X ′ объема t− 1 и длины N .

Доказательство. Пусть B(s, `,X, i) , { S : i ∈ S ∈ B(s, `,X)} обозначает
совокупность всех (s, `)-плохих множеств S для кода X, содержащих элемент
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i ∈ [t]. Заметим, что тогда для мощностей |B(s, `,X, i)|, 0 6 |B(s, `,X, i)| 6(
t−1
s−1

)
, i ∈ [t], выполнено

t∑
i=1

|B(s, `,X, i)| = s · |B(s, `,X)| 6 s

(
t

s

)
ε,

причем в неравенстве воспользовались определением 2.1.2. Отсюда следует,
что существует такое j ∈ [t], для которого

|B(s, `,X, j)| 6 1

t
s

(
t

s

)
ε =

(
t− 1

s− 1

)
ε.

Тогда несложно видеть, что X ′, полученный из X удалением столбца x (j),
является ПСП (s− 1, `, ε)-кодом объема t− 1 и длины N .

Пользуясь классической терминологией [9, 26], дадим следующее опреде-
ление.

Определение 2.1.3. Зафиксируем параметр R, R > 0. Ввиду неравен-
ства (2.1.2) определим ошибку для ПСП (s, `, ε)-кодов:

ε(s, `, R,N) , min
X : t=d2RNe

{
|B(s, `,X)|(

t
s

) }
, R > 0, (2.1.3)

где минимум взят по всем (N,R)-кодам X. Функцию

E(s, `, R) , lim
N→∞

− log2 ε(s, `, R,N)

N
, R > 0, (2.1.4)

назовем экспонентой ошибки для ПСП (s, `)-кодов, а число

C(s, `) , sup{R : E(s, `, R) > 0} (2.1.5)

будем называть пропускной способностью ПСП (s, `)-кодов.

Из определений 2.1.1 - 2.1.3 и предложений 2.1.1-2.1.3 вытекает

Теорема 2.1.1. Имеют место следующие неравенства

C(s+ 1, `) 6 C(s, `) 6 C(s, `− 1). (2.1.6)
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2.2 Нижние оценки C(s, `)

Из доказанных ранее оценок выделим границу случайного кодирования для
величины C(s, 1), полученную в работе [38].

Теорема 2.2.1. [38]. Имеют место следующие два утверждения.
1. Пропускная способность C(s, 1) для ПСП (s, 1)-кодов удовлетворяет
неравенству

C(s, 1) > C(s, 1) , max
0<Q<1

C(s, 1, Q) = C(s, 1, Q(s)), s > 1, (2.2.1)

C(s, 1, Q) , h(Q)− [1− (1−Q)s] h

(
Q

1− (1−Q)s

)
, s > 1, 0 < Q < 1,

(2.2.2)
2. При s → ∞ асимптотика границы случайного кодирования C(s, 1),
задаваемой (2.2.1) − (2.2.2), и асимптотика оптимального значения Q(s)
в (2.2.1) имеют вид:

C(s, 1) =
ln 2

s
(1 + o(1)), Q(s) =

ln 2

s
(1 + o(1)). (2.2.3)

Одним из центральным результатов настоящей работы является следую-
щая теорема, при доказательстве которой развивается метод, ранее исполь-
зуемый в [16]. Будет получена граница случайного кодирования для C(s, `)
при ` > 2, численные значения которой при малых значениях параметров s
и ` указаны в таблице 2.1. Также в теореме произведен анализ асимптотики
полученной границы при фиксированном ` и s→∞.

Теорема 2.2.2. (Граница случайного кодирования C(s, `)). Имеют место
следующие два утверждения.
1. Для ` > 2 пропускная способность C(s, `) ПСП (s, `)-кодов удовлетво-
ряет неравенству

C(s, `) > C(s, `) ,
1

`
max

06Q61
D(`,Q, q̂), (2.2.4)

где функция D(`,Q, q̂) задана следующим образом

D(`,Q, q̂) , (1−Q)` log2 z − (1− q̂) log2[1− (1− z)`] (2.2.5)

+`

(
(1−Q)

z
(1− z)−

(
(1−Q)

z
− q̂
)

(1− z)`
)

log2[1− z] + `h(Q),

а параметры z и q̂ задаются как решения следующих уравнений

Q =
(1− z)(1− (1− z)`)− (1− q̂)z(1− z)`

1− (1− z)`
, q̂ = 1− (1−Q)s. (2.2.6)
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2. Для фиксированного параметра ` > 2 и при s → ∞ нижняя асимпто-
тическая граница для C(s, `) имеет вид

C(s, `) >
``−1

e`
log2 e

s`
(1 + o(1)). (2.2.7)

Доказательство. Сначала докажем утверждения 1. Для произвольного кода
X число (s, `)-плохих множеств для кода X может быть представлено в виде

|B(s, `,X)| ,
∑
S∈Ps(t)

ψ(X,S),

где индикатор ψ(X,S) ,

{
1 если множество S ∈ B(s, `,X),

0 в противном случае.
(2.2.8)

Зафиксируем параметры Q, 0 < Q < 1, и R, 0 < R < 1. Определим ансамбль
E(N, t,Q), состоящий из двоичных (N × t)-матриц X = (x (1), x (2), . . . x (t)),
где столбцы x (i), i ∈ [t], t , b2RNc, выбираются независимо и равновероятно
из множества

(
N
bQNc

)
столбцов фиксированного веса bQNc. Зафиксируем так-

же два множества S,L ⊂ [t], таких что |S| = s, |L| = ` и S∩L = ∅. Из (2.2.8)
вытекает, что в ансамбле E(N, t,Q) математическое ожидание |B(s, `,X)|
числа |B(s, `,X)| равно

|B(s, `,X)| = |Ps(t)| Pr {S ∈ B(s, `,X)} .

Таким образом, математическое ожидание вероятности ошибки для ПСП
(s, `)-кодов равно

E (N)(s, `, R,Q) , |Ps(t)|−1 |B(s, `,X)| = Pr {S ∈ B(s, `,X)} , (2.2.9)

где число t = b2RNc. Тогда очевидная случайная верхняя граница для вероят-
ности ошибки (2.1.3) для ПСП (s, `)-кодов может быть записана следующим
образом:

ε(s, `, R,N) , min
X : t=b2RNc

{
|B(s, `,X)|
|Ps(t)|

}
6 E (N)(s, `, R,Q) для 0 < Q < 1.

(2.2.10)
Математическое ожидание E (N)(s, `, R,Q), определяемое в (2.2.9), может

быть представлено в виде

E (N)(s, `, R,Q) =

min{N, sbQNc}∑
k=bQNc

Pr

{
S ∈ B(s, `,X)

/∣∣∣∣∣∨
i∈S

x (i)

∣∣∣∣∣ = k

}
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×P (N)
2 (s,Q, k) 6

min{N, sbQNc}∑
k=bQNc

P (N)
2 (s,Q, k) ·min

{
1,

(
t− s
`

)
P (N)

1 (`,Q, k)

}
,

(2.2.11)
где мы воспользовались формулой полной вероятности и стандартной оцен-
кой

Pr

{⋃
i

Ci /C

}
6 min

{
1,
∑
i

Pr{Ci/C}

}
,

а также ввели следующие обозначения

P (N)
1 (`,Q, k) , Pr

∨
i∈S

x (i) <
∧
j∈L

x (j)

/∣∣∣∣∣∨
i∈S

x (i)

∣∣∣∣∣ = k

 (2.2.12)

и

P (N)
2 (s,Q, k) , Pr

{∣∣∣∣∣∨
i∈S

x (i)

∣∣∣∣∣ = k

}
, bQNc 6 k 6 min{N, sbQNc}.

(2.2.13)
Пусть k , bqNc. Определим функции

D(`,Q, q) , lim
N→∞

− log2

[
P (N)

1 (`,Q, k)
]

N
(2.2.14)

и

A(s,Q, q) , lim
N→∞

− log2

[
P (N)

2 (s,Q, k)
]

N
(2.2.15)

как экспоненты логарифмической асимптотики вероятности событий (2.2.12)
и (2.2.13) в ансамбле E(N, t,Q). Обозначим q̂ , 1− (1−Q)s.

Лемма 2.2.1. Функция A(s,Q, q) параметра q, Q < q < min{1, sQ}, опре-
деляемая в (2.2.15), может быть записана в параметрической форме

A(s,Q, q) , (1−q) log2(1−q)+q log2

[
Qys

1− y

]
+sQ log2

1− y
y

+sh(Q), (2.2.16)

q = Q
1− ys

1− y
, 0 < y < 1. (2.2.17)

Более того, функция A(s,Q, q) является ∪-выпуклой, монотонно убываю-
щей в интервале (Q, 1 − (1 − Q)s), монотонно возрастающей в интервале
(1− (1−Q)s,min{1, sQ}) и свой единственный минимум, равный 0, дости-
гает в точке q = q̂ , 1− (1−Q)s, т.е.

min
Q<q<min{1,sQ}

A(s,Q, q) = A(s,Q, q̂) = 0, 0 < Q < 1.
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Доказательство этой леммы будет проведено в следующем разделе.

Лемма 2.2.2. Для ` > 2 значение функции D(`,Q, q), определяемой
в (2.2.14), в точке q = q̂ равно

D(`,Q, q̂) = (1−Q) ` log2 z − (1− q̂) log2[1− (1− z)`]+

+`

(
(1−Q)

z
(1− z)−

(
(1−Q)

z
− q̂
)

(1− z)`
)

log2[1− z] + `h(Q),

где z единственным образом определяется из следующего уравнения

Q =
(1− z)(1− (1− z)`)− (1− q̂)z(1− z)`

1− (1− z)`
.

Доказательство этой леммы будет проведено в следующем разделе.
Неравенство (2.2.11) и граница случайного кодирования (2.2.10) дают

оценку для экспоненты вероятности ошибки (2.1.4)

E(s, `, R) > E(s, `, R) , max
06Q61

E(s, `, R,Q), (2.2.18)

E(s, `, R,Q) , min
Q<q<min{1,sQ}

{
A(s,Q, q) + [D(`,Q, q)− `R]+

}
. (2.2.19)

Из леммы 2.2.1 следует, чтоA(s,Q, q) > 0 при q 6= q̂. В частности, условие q 6=
q̂ влечет E(s, `, R,Q) > 0. Откуда имеем, что при `R < D(`,Q, q̂) выполнено
E(s, `, R,Q) > 0, что в свою очередь означает (см. (2.1.5) и (2.2.18)), что

C(s, `) > C(s, `) ,
1

`
max

06Q61
D(`,Q, q̂), где q̂ = 1− (1−Q)s.

Утверждение 1 теоремы 2.2.2 доказано.

Теперь докажем утверждение 2. Пусть параметр ` > 2 зафиксирован, а
s→∞. Подставляя z = s/(s+ `) в (2.2.4)-(2.2.6), получаем

Q =
(1− z)(1− (1− z)`)− (1− q̂)z(1− z)`

1− (1− z)`
=

`

s+ `
− ``e−`

s`
+O

(
1

s`+1

)
,

q̂ = 1− (1−Q)s = 1− e−
s`
s+`+O( 1

s) = 1− e−` +O

(
1

s

)
и

C(s, `) >
1

`
max

06Q61
D(`,Q, q̂) =

1

`
max
06z61

D(`,Q(z), q̂(z))

>
1

`
D(`,Q(s/(s+ `)), q̂(s/(s+ `))),
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где

D(`,Q, q̂) , (1−Q) ` log2 z − (1− q̂) log2[1− (1− z)`]

+ `

(
(1−Q)

z
(1− z)−

(
(1−Q)

z
− q̂
)

(1− z)`
)

log2[1− z] + `h(Q).

Тогда можно записать

C(s, `) >

(
s

s+ `
+
``e−`

s`
+O

(
1

s`+1

))
log2

[
s

s+ `

]
−
(
e−`

`
+O

(
1

s

))
× log2

[
1−

(
`

s+ `

)`]
+

(
1 +O

(
1

s`

))
`

s+ `
log2

[
`

s+ `

]
−
(
e−` +O

(
1

s

))
×
(

`

s+ `

)`
log2

[
`

s+ `

]
−
(

`

s+ `
− ``e−`

s`
+O

(
1

s`+1

))
× log2

[
`

s+ `
− ``e−`

s`
+O

(
1

s`+1

)]
−
(

s

s+ `
+
``e−`

s`
+O

(
1

s`+1

))
× log2

[
s

s+ `
+
``e−`

s`
+O

(
1

s`+1

)]
=
``−1 log2 e

e` s`
+O

(
log2 s

s`+1

)
,

Утверждение 2 теоремы 2.2.2 доказано.

Доказательство вспомогательных лемм

Доказательство леммы 2.2.1. Посчитаем вероятность

P (N)
2 (s,Q, k) , Pr

{∣∣∣∣∣∨
i∈S

x (i)

∣∣∣∣∣ = k

}
, bQNc 6 k 6 min{N, sbQNc}.

Зафиксируем s > 2, а также параметры Q и q, 0 < Q < 1, Q < q <
min{1, sQ}. Положим k = bqNc и устремим N → ∞. Для каждого типа
{n(a)} рассмотрим соответствующее распределение τ : τ(a) = n(a)

N , ∀ a ∈
{0, 1}s.

Воспользовавшись формулой Стирлинга, получим следующую логариф-
мическую асимптотику вероятности (2.2.13)

− log2

N !∏
a n(a)!

(
N

bQNc

)−s
= NF (τ,Q, q)(1 + o(1)),

где
F (τ,Q, q) =

∑
a

τ(a) log2 τ(a) + sH(Q). (2.2.20)
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Таким образом, для подсчета величины A(s,Q, q) необходимо найти следую-
щий минимум

A(s,Q, q) = min
τ∈ (2.2.22)−(2.2.23)

F (τ,Q, q), (2.2.21)

τ : 0 < τ(a) < 1 ∀ a = (a1, . . . , as) ∈ {0, 1}s, (2.2.22)∑
a

τ(a) = 1, τ(0 ) = 1− q,

∑
a:ai=1

τ(a) = Q ∀ i ∈ [s], (2.2.23)

причем ограничения (2.2.23) индуцированы условиями, налагаемыми на ти-
пы, а также следующим свойством: дизъюнктивная сумма s столбцов имеет
вес bqNc.

Для нахождения минимума и экстремального вероятностного распределе-
ния будем использовать метод множителей Лагранжа. Запишем Лагранжиан

Λ ,
∑
τ(a)

τ(a) log2 τ(a) + sh(Q) + λ0 (τ(0 ) + q − 1)

+
s∑
i=1

λi

(∑
a:ai=1

τ(a)−Q

)
+ λs+1

(∑
a

τ(a)− 1

)
.

Тогда выпишем необходимые условия для экстремального распределения{
∂Λ

∂τ(0 ) = log2 τ(0 ) + log2 e+ λ0 + λs+1 = 0,
∂Λ
∂τ(a) = log2 τ(a) + log2 e+ λs+1 +

∑s
i=1 aiλi = 0 для любого a 6= 0 .

(2.2.24)
Несложно проверить, что матрица из вторых производных Лагранжиана

является диагональной и положительно определенной в области (2.2.22). Сле-
довательно, функция F (τ,Q) является строго ∪-выпуклой в области (2.2.22).

Далее воспользуемся теоремой Каруша-Куна-Таккера [2], утверждающей,
что всякое решение τ ∈ (2.2.35), удовлетворяющее системе (2.2.24), ограни-
чениям (2.2.23) и имеющее положительно определенную матрицу вторых про-
изводных лагранжиана в этой точке, является локальным минимумов функ-
ции F (τ,Q). Таким образом, если есть решение системы (2.2.24), (2.2.23) в
области (2.2.22), то оно единственно, и эта точка является решением в задаче
минимизации (2.2.21)–(2.2.23).

Также заметим, что из симметрии задачи вытекают равенства v , λ1 =
λ2 = · · · = λs. Для краткости введем параметры u , log2 e + λs+1 и w , λ0.
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Тогда уравнения (2.2.23) и (2.2.24) принимают вид

1) log2 τ(a) + u+ v
∑s

i=1 ai = 0 при a 6= 0 ,
2) log2 τ(0 ) + u+ w = 0,

3) τ(0 ) = 1− q,
4)
∑

a τ(a) = 1,

5)
∑

a:ai=1 τ(a) = Q при i ∈ [s].

(2.2.25)

Используя обозначение y , 1
1+2−v , перепишем первое уравнение

τ(a) =
1

2uys
(1− y)

∑
ajys−

∑
aj при a 6= 0 . (2.2.26)

Подставив (2.2.26) в пятое уравнение системы (2.2.25), получаем∑
a:ai=1

1

2uys
(1− y)

∑
ajys−

∑
aj =

1− y
2uys

.

Откуда находим

u = log2

1− y
Qys

. (2.2.27)

Подстановка (2.2.26), (2.2.27) и третьего уравнения системы (2.2.25) в четвер-
тое уравнение системы (2.2.25) дает

q(y) =
∑
a6=0

τ(a) =
Q(1− ys)

1− y
,

т.е. в точности уравнение (2.2.17). Таким образом, ограничения (2.2.23) и
условия (2.2.24) дают единственное решение τ в области (2.2.22):

τ(0 ) = 1− q, τ(a) =
Q

1− y
(1− y)

∑
ajys−

∑
aj при a 6= 0 , (2.2.28)

где параметры q и y связаны соотношением (2.2.17). Для того чтобы получить
точную формулу (2.2.16), достаточно подставить (2.2.28) в (2.2.20).

Теперь докажем, что верны некоторые свойства функции A(s,Q, q), ука-
занные в лемме. Легко видеть, что функция q(y) является убывающей по y
при y ∈ (0, 1) и принимает значения Q и sQ на концах этого интервала. По-
этому вместо (2.2.16) можно рассмотреть функцию T (s,Q, y) = A(s,Q, q(y))
параметра y на интервале y ∈ (0, y1), причем q(y1) = min{1, sQ}. Найдем
производную функции T (s,Q, y) по переменной y

∂T (s,Q, y)

∂y
= q′(y) log2

[
Qys

1−Q− y +Qys

]
. (2.2.29)
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Откуда получаем, что функция T (s,Q, y) является убывающей по y при y ∈
(0, 1−Q), возрастающей при y ∈ (1−Q, y1), а также ∪-выпуклой. Несложно
проверить, что в точке точке y0 = 1 − Q функция достигает свой минимум,
равный нулю.

Лемма 2.2.1 доказана.
Доказательство леммы 2.2.2. Посчитаем условную вероятность

P (N)
1 (`,Q, k) , Pr

∨
i∈S

x (i) <
∧
j∈L

x (j)

/∣∣∣∣∣∨
i∈S

x (i)

∣∣∣∣∣ = k


Зафиксируем q, Q 6 q 6 min{1, sQ}, а также определим k , bqNc, bQNc 6
k 6 sbQNc. Используя терминологию типов из [9]

{n(a)}, a , (a1, a2, . . . , as) ∈ {0, 1}s, 0 6 n(a) 6 N,
∑
a

n(a) = N,

(2.2.30)
запишем вероятность P (N)

1 (`,Q, k) в ансамбле E(N, t,Q) в виде суммы

P (N)
1 (`,Q, k) =

∑
(2.2.32)

N !∏
a∈{0,1}`

n(a)!

(
k

n(1 )

)(
N
n(1 )

)( N

bQNc

)−`
, (2.2.31)

где в правой части (2.2.31) сумма взята по всем таким типам {n(a)}, что∑
a: ai=1

n(a) = bQNc для всех i ∈ [`]. (2.2.32)

Воспользовавшись формулой Стирлинга, получим следующую логарифмиче-
скую асимптотику слагаемого в (2.2.31)

log2

 N !∏
a∈{0,1}`

n(a)!

(
k

n(1 )

)(
N
n(1 )

)( N

bQNc

)−` = 2−NF (τ,Q,q)(1+o(1)),

где

F (τ,Q, q) ,
∑

a∈{0,1}`
τ(a) log2 τ(a)− q ·h

(
τ(1 )

q

)
+h(τ(1 )) + ` ·h(Q). (2.2.33)

Здесь вероятностное распределение {τ(a)}, a ∈ {0, 1}` определено следую-
щим образом

τ(a) ,
n(a)

N
для всех a ∈ {0, 1}`.
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Таким образом, для вычисления D(`,Q, q), определяемого как

D(`,Q, q) = lim
N→∞

−
log2

[
P

(N)
1 (`,Q, k)

]
N

,

необходимо решить задачу минимизации

D(`,Q, q) = min
τ∈ (2.2.35): (2.2.36)

F (τ,Q, q) , F (τ̂ , Q, q), (2.2.34)

{
τ : ∀ a = (a1, . . . , a`) ∈ {0, 1}` 0 < τ(a) < 1

}
, (2.2.35)∑

a

τ(a) = 1,
∑

a: ai=1

τ(a) = Q для всех i ∈ [`], (2.2.36)

где ограничения (2.2.36) естественным образом получены из условий (2.2.30)
и (2.2.32).

Для нахождения минимума и экстремального вероятностного распреде-
ления {τ̂(a)} будем использовать метод множителей Лагранжа. Запишем
Лагранжиан

Λ ,
∑

a∈{0,1}`
τ(a) log2 τ(a)− q · h

(
τ(1 )

q

)
+ h(τ(1 )) + ` · h(Q)

+ µ0 ·

(∑
a

τ(a)− 1

)
+
∑̀
i=1

µi ·

( ∑
a: ai=1

τ(a)−Q

)
. (2.2.37)

Тогда выпишем необходимые условия для экстремального распределения
{τ̂(a)}

∂Λ
∂τ(a) = log2 τ̂(a) + log2 e+ µ0 +

∑
i: ai=1

µi = 0 для a 6= 1 ,

∂Λ
∂τ(1 ) = log2 τ̂(1 ) + log2 e+

∑̀
i=0

µi + log2

[
1−τ̂(1 )
q−τ̂(1 )

]
= 0.

(2.2.38)

Несложно проверить, что матрица из вторых производных Лагранжиана
является диагональной и положительно определенной в области (2.2.35), а
функция F (τ,Q, q), определяемая в (2.2.33), — строго выпуклой в обла-
сти (2.2.33). Теорема Каруша-Куна-Таккера утверждает, что всякое реше-
ние {τ̂(a)}), удовлетворяющее системе (2.2.38) и ограничениям (2.2.36) дает
локаль- ный минимум для функции F (τ,Q, q). Таким образом, если существу-
ет решение системы (2.2.38)и (2.2.36) в области (2.2.35), то оно единственно
и дает минимум в задаче минимизации (2.2.34)-(2.2.36).
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Также заметим, что из симметрии задачи вытекают равенства µ , µ1 =
µ2 = · · · = µ`. Пусть µ̂ , log2 e + µ0. Тогда перепишем (2.2.38) в следующем
виде {

µ̂+ µ
∑`

i=1 ai + log2[τ̂(a)] = 0 для a 6= 1 ;

µ̂+ µ`+ log2[τ̂(1 )] + log2

[
1−τ̂(1 )
q−τ̂(1 )

]
= 0;

(2.2.39)

Из первого уравнения системы (2.2.39) вытекает, что

τ̂(a) =
2−µ̂

z`

∏
P (ai) для a 6= 1 ,

где использовали следующее распределение

P (a) ,

{
z , 1

1+2−µ для a = 0;

1− z , 2−µ

1+2−µ для a = 1;

В частности, отсюда следует

µ = log2

[
z

1− z

]
. (2.2.40)

Поскольку согласно (2.2.36) сумма всех вероятностей равна 1, то получаем

τ̂(1 ) = 1−
`−1∑
k=0

(
`

k

)
2−µ̂

z`
z`−k(1− z)k = 1− 2−µ̂

z`
(
1− (1− z)`

)
. (2.2.41)

Из второго условия в (2.2.36) следует, что

Q =
2−µ̂

z`

`−2∑
k=0

(
`− 1

k

)
z`−k−1(1− z)k+1 + 1− 2−µ̂

z`
(
1− (1− z)`

)
= 1− 2−µ̂

z`−1
.

Таким образом, можем записать уравнение связи между параметрами µ̂, Q и
z

µ̂ = − log2

[
(1−Q)z`−1

]
. (2.2.42)

Наконец, подставляя (2.2.40)-(2.2.42) во второе уравнение системы (2.2.39),
находим

− log2

[
(1−Q)z`−1

]
+ ` log2

[
z

1− z

]
+ log2

[
1− (1−Q)

z

(
1− (1− z)`

)]
+ log2

[
(1−Q)

z

(
1− (1− z)`

)]
− log

[
q +

(1−Q)

z

(
1− (1− z)`

)
− 1

]
= 0
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Перепишем в эквивалентной форме

log2

[(
1− (1− z)`

)
(1− z)`

]
+ log2

[
z − (1−Q)

(
1− (1− z)`

)
(q − 1)z + (1−Q) (1− (1− z)`)

]
= 0.

Отсюда в явном виде найдем, как Q вычисляется через параметры z, q, s и `

Q =
(1− z)(1− (1− z)`)− (1− q)z(1− z)`

1− (1− z)`
. (2.2.43)

Отметим, что для фиксированных параметров q, s и ` существует биекция
между Q ∈ [0, 1] и z ∈ [0, 1]. Из (2.2.42) и (2.2.43) следует, что

2−µ̂

z`
=

1−Q
z

=
1− q(1− z)`

1− (1− z)`
. (2.2.44)

Подставим q = q̂ = 1− (1−Q)s. Тогда

τ̂(1 ) = q̂(1− z)`. (2.2.45)

Напомним (2.2.34), что

F (τ̂ , Q, q̂) =
∑

a∈{0,1}`
τ̂(a) log2 τ̂(a)− q̂ ·h

(
τ̂(1 )

q̂

)
+h(τ̂(1 )) + ` ·h(Q). (2.2.46)

Тогда, воспользовавшись (2.2.44)), перепишем первую сумму в (2.2.46):

∑
a∈{0,1}`

τ̂(a) log2 τ̂(a) =
`−1∑
i=0

(
`

i

)
2−µ̂

z`
(1− z)iz`−i log2

[
2−µ̂

z`
(1− z)iz`−i

]

+ τ̂(1 ) log2 τ̂(1 ) =
`−1∑
i=0

(
`

i

)
2−µ̂

z`
(1− z)iz`−i log2

[
2−µ̂

z`

]

+
`−1∑
i=0

(
`

i

)
2−µ̂

z`
(1− z)iz`−i log2

[
z`−i

]
+

+
`−1∑
i=0

(
`

i

)
2−µ̂

z`
(1− z)iz`−i log2

[
(1− z)i

]
+ τ̂(1 ) log2 τ̂(1 )

=
(
1− q̂(1− z)`

)
log2

[
1− q̂(1− z)`

1− (1− z)`

]
+ (1−Q) ` log2 z

+
(1−Q)

z
`
(
(1− z)− (1− z)`

)
log2[1− z] + τ̂(1 ) log2 τ̂(1 ).
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Учитывая (2.2.45), второй член в (2.2.46) представляется в виде

− q̂h
(
τ̂(1 )

q̂

)
= τ(1 ) log2

[
τ̂(1 )

q

]
+ (q − τ̂(1 )) log2

[
q − τ̂(1 )

q

]
= `q̂(1− z)` log2[1− z] + q̂(1− (1− z)`) log2[1− (1− z)`].

Третий член в (2.2.46) есть

h(τ̂(1 )) = −τ̂(1 ) log2 τ̂(1 )− (1− τ̂(1 )) log2[1− τ̂(1 )].

Наконец, последнее слагаемое в (2.2.46) равно `h(Q). Таким образом, значе-
ние D(`,Q, q̂) = F (τ̂ , Q, q̂) можно записать

D(`,Q, q̂) = (1−Q) ` log2 z + `

(
(1−Q)

z
(1− z)−

(
(1−Q)

z
− q̂
)

(1− z)`
)

× log2[1− z]− (1− q̂) log2[1− (1− z)`] + `h(Q).

Лемма 2.2.2 доказана.

2.3 Верхние оценки C(s, `)

Следующая теорема является аналогом неравенств (1.3.8)-(1.3.9), получен-
ных для классических свободных от перекрытия кодов в [5,22], но для опреде-
ления почти свободных от перекрытия кодов доказательство является более
искусным.

Теорема 2.3.1. (Верхняя граница C(s, `)). Имеют место следующие два
утверждения.
1. Для любого s и ` пропускная способность C(s, `) ПСП (s, `)-кодов удо-
влетворяет неравенству

C(s, `) 6 C(s, `), (2.3.1)

где C(s, `) определяется из начального условия

C(s, 1) ,
1

s
(2.3.2)

и рекуррентного уравнения

C(s, `) = min
i∈[s−1]
j∈[`−1]

{
C(s− i, `− j) iijj

(i+ j)i+j

}
. (2.3.3)

2. Для фиксированного параметра ` > 1 и при s → ∞ верхняя асимпто-
тическая граница для C(s, `) имеет вид

C(s, `) 6
``

e`−1
· 1

s`
(1 + o(1)). (2.3.4)
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Доказательство. Начнем доказательство с утверждения 1. Напомним обо-
значение

Ps(t) , {S : S ⊂ [t], |S| = s}.
Пусть X — произвольный двоичный код объема t и длины N , а U и V — два
непересекающихся подмножества множества [t] мощности u и v соответствен-
но. Множество строк кода X, для которых выполнено следующее условие

xi(j) = 0 для любого j ∈ U и xi(k) = 1 для любого k ∈ V ,

обозначим за Du,v(U ,V , X). Определим среднюю по всем возможным выбо-
рам упорядоченной пары множеств U и V мощность Du,v(U ,V , X):

Du,v(X) ,
∑

U∈Pu(t),V∈Pv(t),
U∩V=∅

|Du,v(U ,V , X)|(
t

u+v

)
·
(
u+v
u

) ,

и максимальную среднюю мощность

Du,v(t, N) = max
X

Du,v(X)

по всем кодам X фиксированного объема t и длины N .

Лемма 2.3.1. Выполнено следующее асимптотическое неравенство

lim
t→∞

Du,v(t, N(t))

N(t)
6 max

06z61
{zu(1− z)v} =

uuvv

(u+ v)u+v
, (2.3.5)

где N(t) – произвольная целочисленная функция.

Доказательство этой вспомогательной леммы приведено в следующем раз-
деле.

Определим функцию

b(u, v,N) ,
uuvv

(u+ v)u+v
N.

Для всякого ε̂ > 0 определим такое t(ε̂), что любого t > t(ε̂) верно

Du,v(t, N) 6 b(u, v,N) · (1 + ε̂). (2.3.6)

Множество U ⊂ [t], |U| = u, будем называть δ-хорошим для кода X объема
t > t(ε̂), если существует множество V такое. что

|Du,v(U ,V , X)| 6 (1 + δ) · b(u, v,N).
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Через Ju(X, δ) ⊆ Pu(t) обозначим совокупность всех δ-хороших множеств в
коде X. Тогда, очевидно, выполнено следующее неравенство

|Ju(X, δ)| >
(

1− 1 + ε̂

1 + δ

)(
t

u

)
. (2.3.7)

Для любого фиксированного параметра ε, 0 < ε < 1, рассмотрим произ-
вольный ПСП (s, `, ε)-код X объема t > t(ε̂) и длины N . Введем обозначение

B(U , X) , { S : S ∈ Ps(t), причем S ∈ B(s, `,X) и U ⊂ S}.

Очевидно, что средняя мощность таких множеств

Bu(X) ,
∑
U∈Pu(t)

|B(U , X)|(
t
u

) 6
ε
(
s
u

)(
t
s

)(
t
u

) , d(t, s, u, ε). (2.3.8)

Для произвольного фиксированного параметра c > 0 определим следующую
совокупность

Gu(X, c) , {U : U ∈ Pu(t), причем |B(U , X)| 6 c · d(t, s, u, ε)} ⊂ Pu(t).

Легко видеть, что мощность такого множества

|Gu(X, c)| >
(

1− 1

c

)(
t

u

)
. (2.3.9)

Пусть число T таково, что при t > T выполнено(
s
u

)(
t
s

)(
t
u

)(
t−(u+v)
s−u

) < 2.

Из неравенств (2.3.7) и (2.3.9) следует, что

|Ju(X, δ) ∩Gu(X, c)| >
(

1− 1

c
− 1 + ε̂

1 + δ

)(
t

u

)
.

Очевидно, что для всякого δ > 0 существуют такие c(δ) и ε̂(δ), что

1− 1

c
− 1 + ε̂

1 + δ
> 0 для всякого c > c(δ) и ε̂ 6 ε̂(δ). (2.3.10)

Следуя (2.3.6) и (2.3.10), обозначим t(δ) , t(ε̂(δ)).
Определим минимальную длину ПСП (s, `, ε)-кода объема t и обозначим

ее через Nε(s, `, t).
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Лемма 2.3.2. Для любого фиксированного δ > 0 и t > max{t(δ), T} длина
ПСП (s, `, ε)-кода удовлетворяет неравенству

Nε′(s− u, `− v, t− u− v) 6 (1 + δ) ·Nε(s, `, t) ·
uuvv

(u+ v)u+v
, (2.3.11)

где ε′ < C(δ) · ε.
Доказательство этой вспомогательной леммы приведено в следующем раз-

деле.
Обозначим через

C ′(s, `) , lim
ε→0

lim
t→∞

log2 t

Nε(t, s, `)
. (2.3.12)

Из леммы 2.3.2, в частности, следует, что ε′ → 0 при ε→ 0 и фиксированном
параметре δ > 0. Легко видеть, что

C ′(s, `) · (1 + δ) 6 C ′(s− u, `− v) · uuvv

(u+ v)u+v
.

В силу того, что это неравенство выполнено для произвольного параметра
δ > 0, это означает, что равенство (2.3.3) доказано. Далее воспользуемся
очевидной леммой, в которой описана теоретико-информационная граница
для C ′(s, 1).

Лемма 2.3.3. Для любого фиксированного s выполнено неравенство

C ′(s, 1) 6
1

s
.

Доказательство этой вспомогательной леммы приведено в следующем раз-
деле.

Неравенство C ′(s, `) > C(s, `) очевидно, т.к. условие экспоненциального
убывания вероятности ошибки с ростом длины более строгое, чем условие,
используемое в определении (2.3.12) числа C ′(s, `).

Утверждение 1 теоремы 2.3.1 доказано.

Перейдем к доказательству утверждения 2. Пусть s > ` > 2. Будем счи-
тать, что параметр p, 0 < p < 1, выбран так, что число sp является нату-
ральным. В правую часть (2.3.3) подставим j , ` − 1, i , ps. Тогда для
неравенства (2.3.1) получим

C(s, `) 6 C(s(1− p), 1) · (ps)ps · (`− 1)`−1

(ps+ `− 1)ps+`−1
.
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Пусть s → ∞ и параметр ` > 2 фиксирован. Используя начальное усло-
вие (2.3.2) для C(s(1− p), 1) = 1/(s(1− p)), можем написать

C(s, `) 6 inf
0<p<1

{
(ps)ps · (`− 1)`−1

(ps+ `− 1)ps+`−1

1

s(1− p)

}
=

(`− 1)`−1

e`−1s`

× min
0<p<1

{
1

p`−1(1− p)

}
(1 + o(1)) =

``

e`−1s`
(1 + o(1)),

где воспользовались тем, что

max
0<p<1

{(1− p) p`−1} =
(`− 1)`−1

``
,

и последний максимум достигается при p = `−1
` .

Утверждение 2 теоремы 2.3.1 доказано.

Доказательство вспомогательных лемм

Доказательство леммы 2.3.1. Пусть K — подмножество [t] мощности u+ v.
Обозначим через x i(K) подматрицу кода X размера 1 × (u + v), состоящую
из элементов, стоящих на пересечении i-ой строки и столбцов с номерами из
K. Введем величину

I(X,K, i) ,

{
1, если x i(K) содержит ровно u нулей,
0, иначе.

Обозначим через Mu,v(X) число подматриц кода X размера 1 × (u + v), в
которых ровно u нулей, т.е.

Mu,v(X) ,
∑

i∈[N ],K∈Pu+v(t)

I(X,K, i).

Пусть количество нулей в i-ой строке кода X равно ai, тогда

Mu,v(X) =
N∑
i=1

(
ai
u

)
·
(
t− ai
v

)
.

С другой стороны,

Mu,v(X) = Du,v(X) ·
(

t

u+ v

)(
u+ v

u

)
.

Используя два предыдущих равенства, получаем(
t

u+ v

)(
u+ v

u

)
·Du,v(X) 6 N ·max

a∈[t]

{(
a

u

)
·
(
t− a
v

)}
.
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При t→∞ последнее неравенство превращается в (2.3.5).
Лемма 2.3.1 доказана.

Доказательство леммы 2.3.2. Выберем c > c(δ) и предположим, что ПСП
(s, `, ε)-код X имеет объем t > max{t(δ), T} и длину N . Выберем и зафикси-
руем произвольное множество U ∈ {Ju(X, δ) ∩Gu(X, c)}. Поскольку U явля-
ется δ-хорошим, то найдем соответствующее ему множество V , т.е.

|Du,v(U ,V , X)| 6 (1 + δ) · b(u, v,N).

Определим код X ′ объема t′ = t − (u + v) и длины N ′ = |Du,v(U ,V , X)|
как подкод кода X, состоящий из строк Du,v(U ,V , X) и столбцов с номерами
[t] \ {U ∪ V}. Покажем, что X ′ является ПСП (s− u, `− v, ε′)-кодом, причем
параметр ε′ удовлетворяет неравенству

ε′ 6
d(t, s, u, ε) · c(

t−(u+v)
s−u

) = 2 · c · ε. (2.3.13)

Действительно, поскольку U ∈ Gu(X, c), то |B(U , X)| 6 c · d(t, s, u, ε). Это
означает, что число (s− u, `− v)-плохих множеств для кода X ′ не превосхо-
дит c · d(t, s, u, ε). А поскольку общее число подмножеств мощности (s − u)

множества [t − (u + v)] равно
(
t−(u+v)
s−u

)
, то неравенство (2.3.13) в самом деле

верно. Заметим, что длина кода X ′

N ′ = |Du,v(U ,V , X)| 6 (1 + δ) ·N · uuvv

(u+ v)u+v
.

В частности, отсюда следует (2.3.11).
Лемма 2.3.2 доказана.

Доказательство леммы 2.3.3. Зафиксируем параметр ε, 0 6 ε < 1. Пусть X
— произвольный ПСП (s, 1, ε)-код длины N и объема t Тогда

|G(s, 1, X)| > (1− ε)
(
t

s

)
. (2.3.14)

Отметим, что для всякого S ∈ G(s, 1, X) дизъюнктивная сумма столбцов ко-
да X с номерами из S не покрывает посторонний. Тогда из леммы Шпернера
и неравенства (2.3.14) следует(

N

bN/2c

)
> (1− ε)

(
t

s

)
.

Поэтому из определения (2.3.12) вытекает, что C ′(s) 6 1/s.
Лемма 2.3.3 доказана.

63



2.4 Таблица наилучших границ C(s, `)

В таблице 2.1 при ` = 1 и 2 6 s 6 10 даны значения нижней границы (2.2.1)
пропускной способности C(s, 1) вместе с долeй Q(s) оптимального веса кодо-
вых слов для ансамбля равновесных двоичных кодов. При 1 6 ` 6 s 6 10
в сводной таблице 2.1 также указаны верхняя граница C(s, `), определяе-
мая (2.3.1), нижняя граница C(s, `) и соответствующая доля Q(s, `) опти-
мального веса кодовых слов для ансамбля равновесных двоичных кодов в
границе случайного кодирования из теоремы 2.2.2.

2.5 Сравнение R(s, `) и C(s, `)

Прежде всего, отметим, что скорость R(s, `) и пропускная способность C(s, `)
связаны между собой очевидным соотношением: R(s, `) 6 C(s, `). Так, срав-
нивая значения из таблицы 1.1 со значениями из таблицы 2.1, можно увидеть,
что в некоторых случаях верхняя граница скорости R(s, `) не превосходит
нижнюю границу пропускной способности C(s, `). Например, при s = 3 и
` = 1 выполнена следующая цепочка соотношений

R(3, 1) 6 R(3, 1) = 1.99 · 10−1 6 2.45 · 10−1 = C(3, 1) 6 C(3, 1).

На текущий момент порядок главного члена асимптотики скорости R(s, `)
при s → ∞ и фиксированном значении ` не определен однозначно. Из ниж-
ней (1.2.9) и верхней границы (1.3.11) скорости R(s, `) следует, что данный
порядок находится в пределах от 1/s`+1 до ln s/s`+1.

Из сравнения нижней границы (2.2.7) с верхней границей (2.3.4) пропуск-
ной способности C(s, `) следует, что их отношение при s → ∞ и любом
фиксированным значении параметра ` > 2 сходится к пределу log2 e/(`e).
Отметим, что при ` = 1 аналогичное отношение нижней границы (2.2.7) к
верхней (2.3.1) сходится к пределу, равному ln 2. Таким образом, порядок
главного члена асимптотики C(s, `) определен однозначно и равен 1/s`.
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Таблица 2.1: Таблица значений для C(s, `) и C(s, `)
(s, `) (2, 1) (3, 1) (4, 1) (5, 1) (6, 1) (7, 1)
C(s, `) 5.00 · 10−1 3.33 · 10−1 2.50 · 10−1 2.00 · 10−1 1.7 · 10−1 1.4 · 10−1

C(s, `) 3.83 · 10−1 2.45 · 10−1 1.81 · 10−1 1.43 · 10−1 1.2 · 10−1 1.0 · 10−1

Q(s, `) 0.29 0.20 0.16 0.13 0.11 0.09
(s, `) (8, 1) (9, 1) (10, 1) (2, 2) (3, 2) (4, 2)
C(s, `) 1.25 · 10−1 1.11 · 10−1 1.00 · 10−1 2.50 · 10−1 1.3 · 10−1 7.4 · 10−2

C(s, `) 8.84 · 10−2 7.84 · 10−2 7.04 · 10−2 5.80 · 10−2 2.9 · 10−2 1.8 · 10−2

Q(s, `) 0.08 0.07 0.07 0.53 0.41 0.34
(s, `) (5, 2) (6, 2) (7, 2) (8, 2) (9, 2) (10, 2)
C(s, `) 4.94 · 10−2 3.52 · 10−2 2.64 · 10−2 2.05 · 10−2 1.6 · 10−2 1.3 · 10−2

C(s, `) 1.20 · 10−2 8.61 · 10−3 6.50 · 10−3 5.09 · 10−3 4.1 · 10−3 3.4 · 10−3

Q(s, `) 0.29 0.25 0.22 0.20 0.18 0.17
(s, `) (3, 3) (4, 3) (5, 3) (6, 3) (7, 3) (8, 3)
C(s, `) 6.25 · 10−2 3.13 · 10−2 1.73 · 10−2 1.10 · 10−2 7.3 · 10−3 5.1 · 10−3

C(s, `) 8.29 · 10−3 4.29 · 10−3 2.52 · 10−3 1.61 · 10−3 1.1 · 10−3 7.8 · 10−4

Q(s, `) 0.52 0.44 0.38 0.34 0.30 0.27
(s, `) (9, 3) (10, 3) (4, 4) (5, 4) (6, 4) (7, 4)
C(s, `) 3.71 · 10−3 2.78 · 10−3 1.56 · 10−2 7.81 · 10−3 4.2 · 10−3 2.5 · 10−3

C(s, `) 5.72 · 10−4 4.33 · 10−4 1.47 · 10−3 7.64 · 10−4 4.4 · 10−4 2.7 · 10−4

Q(s, `) 0.25 0.23 0.51 0.45 0.40 0.37
(s, `) (8, 4) (9, 4) (10, 4) (5, 5) (6, 5) (7, 5)
C(s, `) 1.63 · 10−3 1.08 · 10−3 7.41 · 10−4 3.91 · 10−3 2.0 · 10−3 1.0 · 10−3

C(s, `) 1.75 · 10−4 1.19 · 10−4 8.34 · 10−5 2.87 · 10−4 1.5 · 10−4 8.4 · 10−5

Q(s, `) 0.33 0.31 0.29 0.50 0.46 0.42
(s, `) (8, 5) (9, 5) (10, 5) (6, 6) (7, 6) (8, 6)
C(s, `) 5.97 · 10−4 3.69 · 10−4 2.41 · 10−4 9.77 · 10−4 4.9 · 10−4 2.6 · 10−4

C(s, `) 5.02 · 10−5 3.15 · 10−5 2.06 · 10−5 5.92 · 10−5 3.1 · 10−5 1.7 · 10−5

Q(s, `) 0.39 0.36 0.33 0.50 0.46 0.43
(s, `) (9, 6) (10, 6) (7, 7) (8, 7) (9, 7) (10, 7)
C(s, `) 1.44 · 10−4 8.66 · 10−5 2.44 · 10−4 1.22 · 10−4 6.3 · 10−5 3.5 · 10−5

C(s, `) 9.95 · 10−6 6.09 · 10−6 1.26 · 10−5 6.52 · 10−6 3.8 · 10−6 2.1 · 10−6

Q(s, `) 0.40 0.38 0.50 0.47 0.44 0.41
(s, `) (8, 8) (9, 8) (10, 8) (9, 9) (10, 9) (10, 10)
C(s, `) 6.10 · 10−5 3.05 · 10−5 1.58 · 10−5 1.53 · 10−5 7.6 · 10−6 3.8 · 10−6

C(s, `) 2.76 · 10−6 1.42 · 10−6 7.69 · 10−7 6.12 · 10−7 3.1 · 10−7 1.4 · 10−7

Q(s, `) 0.50 0.47 0.44 0.50 0.47 0.50
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Глава 3

Задача поиска скрытого гиперграфа

В этой главе будут рассмотрены комбинаторные и вероятностные постанов-
ки задачи поиска скрытого гиперграфа из семейства локализованных гипер-
графов. Будет предложен детерминированный алгоритм адаптивного поиска
скрытого гиперграфа, который является асимптотически оптимальным. В по-
следнем разделе данной главы, используя вероятностный метод, будет уста-
новлена пропускная способность двухступенчатой процедуры поиска скры-
того гиперграфа. Далее перейдем к формальному описанию задачи.

3.1 Основные определения

Рассмотрим семействоF(t, s, `), которое будет состоять из таких гиперграфов
H = (V,E), что множество вершин V = {1, 2, . . . , t}, множество ребер E =
{e1, e2, . . . , es′}, s′ 6 s, и размер каждого ребра 1 6 |ei| 6 `, причем никакое
ребро не содержится ни в каком другом, т.е.

F(t, s, `) ,

{
H = (V,E) : V = {1, 2, . . . , t}
E = (e1, e2, . . . , es′), s′ 6 s,
|ei| 6 `, ei 6⊂ ej для i 6= j

}
.

Предположим, что задан скрытый гиперграфHun = (V,E). При этом извест-
но, что Hun ∈ F(t, s, `). Наша цель — обнаружить ребра E этого гиперграфа,
спросив N вопросов (тестов) Q(S), где множество S — это некоторое под-
множество V , а ответ на вопрос положительный, т.е. Q(S) = 1, в случае,
если множество S содержит полностью хотя бы одно ребро из E. В осталь-
ных случаях ответ на вопрос отрицательный, т.е. Q(S) = 0. Будем называть
поиск неадаптивным, если все вопросы определяются заранее и не меняют-
ся в зависимости от результатов уже заданных к этому моменту вопросов.
Таким образом, можно считать, что все вопросы при неадаптивном поиске
задаются одновременно. Если же вопросы задаются последовательно, и по-
следующие вопросы зависят от ответов на предыдущие, то поиск называют
адаптивным. Промежуточным видом между адаптивным и неадаптивным
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поиском является многошаговый алгоритм. Прежде чем дать формальное
определение, введем несколько вспомогательных.

Вершины V ′ ⊂ V , входящие в какие-либо ребра из E, будем называть
активными. Вершины V \ V ′ будем называть изолированными.

Заметим, что N тестов неадаптивного алгоритма поиска можно записать
в виде N × t матрицы поиска X. Столбцу x (j) поставим в соответствие j-ю
вершину V , строчке x i поставим в соответствие i-й тест. Пусть u

∨
v обозна-

чает дизъюнктивную сумму двух столбцов u,v ∈ {0, 1}N . Для произвольного
гиперграфа H = (V,E) определим вектор-ответ:

r(X,H) =
∨
ei∈E

∧
j∈ei

x (j).

Очевидно, что i-я координата вектора r(X,H) может быть записана в следу-
ющем виде

ri =

{
1, если ∃ ei ∈ E, такое что xi(j) = 1 для всех j ∈ ei,

0, в остальных случаях.
(3.1.1)

Тогда можно сказать, что код X, соответствующий неадаптивному алгорит-
му поиска скрытого гиперграфа из семейства F(t, s, `), обладает следующим
свойством:

r(X,H) 6= r(X,H ′), при H 6= H ′.

Определение 3.1.1. Пусть задан скрытый гиперграф Hun ∈ F(t, s, `). Бу-
дем говорить, что A является p-шаговым алгоритмом поиска скрытого ги-
перграфа из семейства F(t, s, `), если выполнено следующее:

1. задан код X1 = XA1 , соответствующий первому шагу поиска (можно
считать, что вопросы внутри одного шага тестирования задаются одно-
временно),

2. код Xi, соответствующий i-му шагу поиска, определяется как

Xi = XAi (r(X1, Hun), . . . , r(Xi−1, Hun)),

3. можно точно определить Hun, используя векторы-ответы

r(X1, Hun), r(X2, Hun), . . . , r(Xp, Hun).

Таким образом, можно считать, что p-шаговый алгоритм поиска имеет
p− 1 ступень адаптации. В частности, при p = 1 алгоритм поиска называют

67



неадаптивным. Пусть NAi (Hun) равно числу тестов на i-м шаге при поиске
Hun с помощью алгоритмаA. Тогда определим число тестов в худшем случае:

NA = max
Hun∈F(t,s,`)

p∑
i=1

NAi (Hun).

СимволомNp-st
h (t, s, `) обозначим минимальное число тестовNA среди всевоз-

можных p-шаговых алгоритмов A поиска скрытого гиперграфа из семейства
F(t, s, `).

Определим асимптотическую скорость p-шаговых алгоритмов поиска
скрытого гиперграфа как

Rp-st
h (s, `) = lim

t→∞

log2 t

Np-st
h (t, s, `)

. (3.1.2)

Тогда асимптотическую скорость неадаптивного поиска можно понимать как
R1-st
h (s, `). Очевидно, что выполнена цепочка неравенств

Rna
h (s, `) = R1-st

h (s, `) 6 R2-st
h (s, `) 6 . . . 6 Ra

h(s, `).

Наиболее важными границами для скорости являются оценки для крайних
величин, но и оценки для промежуточных величин также представляют опре-
деленный интерес.

Далее определим, что будем понимать под пропускной способностью
Cp-st
h (s, `) для p-шагового алгоритма поиска скрытого гиперграфа.

Определение 3.1.2. Будем говорить, что A является p-шаговым алгорит-
мом поиска скрытого гиперграфа из семейства F(t, s, `) с вероятностью
ошибки ε, если выполнено следующее: существует такое подмножество F ′ ⊂
F(t, s, `) мощности |F ′| > (1 − ε)|F(t, s, `)|, что для всякого Hun ∈ F ′ алго-
ритмA позволяет (в смысле ранее указанных условий 1-3 в определении 3.1.1)
точно определить Hun.

Заметим, что ранее введенное определение 3.1.1 можно понимать как ал-
горитм поиска с вероятностью ошибки 0.

Пусть NAi (Hun) число тестов на i-м шаге при поиске Hun с помощью ал-
горитма поиска A. Тогда определим число тестов в худшем случае:

NA = max
Hun∈F(t,s,`)

p∑
i=1

NAi (Hun).

Символом Np-st
h (t, s, `, ε) обозначим минимальное число тестов NA среди все-

возможных p-шаговых алгоритмов A поиска скрытого гиперграфа из семей-
ства F(t, s, `) с вероятностью ошибки ε.
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Определим пропускную способность p-шаговых алгоритмов поиска скры-
того гиперграфа как

Cp-st
h (s, `) = lim

t→∞
ε→0

log2 t

Np-st
h (t, s, `, ε)

. (3.1.3)

Отметим, что выполнена очевидная цепочка неравенств

C1-st
h (s, `) 6 C2-st

h (s, `) 6 . . . 6 Ca
h(s, `).

Напомним, что для p-шагового алгоритма поиска существует не более p −
1 ступени адаптации. В частности, при p = 1 алгоритм поиска называют
неадаптивным, и пропускную способность C1-st

h (s, `) будем также обозначать
через Cna

h (s, `). Нас также будет интересовать случай p = 2, как наиболее
близкий к неадаптивному поиску.

3.2 Оценки Rh(s, `)

В работе [19] было показано, что задача неадаптивного поиска скрытого ги-
перграфа и свободные от перекрытия коды сильно связаны между собой. В
частности, верна следующая теорема.

Теорема 3.2.1. [19]. Для скорости неадаптивного поиска скрытого ги-
перграфа Rna

h (s, `) и скорости СП кодов R(s, `) верна цепочка неравенств

Rna
h (s, `) 6 R(s, `) 6 min (Rna

h (s− 1, `), Rna
h (s, `− 1)) . (3.2.1)

Отметим, что при ` = 1 задача поиска скрытого гиперграфа вырождается
в довольно известную задачу поиска дефектов. Известно [14], что адаптивный
поиск дефектов достигает теоретико-информационную границу, т.е.

Ra
h(s, 1) =

1

s
. (3.2.2)

Для произвольных значений s и ` недавно было показано [10], что

Ra
h(s, `) >

1

2s`
. (3.2.3)

Естественная теоретико-информационная граница для скорости Ra
h(s, `)

представлена в следующем утверждении.

Лемма 3.2.1. Скорость Ra
h(s, `) удовлетворяет неравенству

Ra
h(s, `) 6

1

s`
.
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Следующая лемма улучшает константу в нижней границе (3.2.3) для ско-
рости Ra

h(s, `).

Лемма 3.2.2. Скорость Ra
h(s, `) удовлетворяет неравенству

Ra
h(s, `) >

1

s`
.

Таким образом, леммы 3.2.1 и 3.2.2 устанавливают точное равенство для
скорости Ra

h(s, `), которое представлено в виде следующего утверждения.

Теорема 3.2.2. Для скорости адаптивного поиска скрытого гиперграфа вы-
полнено следующее равенство

Ra
h(s, `) =

1

s`
.

Доказательство леммы 3.2.1. Пусть N = Na
h(t, s, `) — минимальное чис-

ло тестов в худшем случае среди всевозможных адаптивных алгоритмов A
поиска скрытого гиперграфа из семейства F(t, s, `). Тогда должно быть вы-
полнено следующее неравенство

2N > |F(t, s, `)|,

из которого сразу следует утверждение теоремы, поскольку при t→∞

|F(t, s, `)| = ts`

(`!)ss!
(1 + o(1)).

Лемма 3.2.1 доказана.

Доказательство леммы 3.2.2. Пусть Hun = (V,E) является скрытым гипер-
графом из семейства F(t, s, `). Напомним, что вершина v ∈ V называется
активной, если существует по крайней мере одно ребро e ∈ E, такое что
v ∈ e. Символом F , F ⊂ V , обозначим множество найденных к текущему
моменту активных вершин. Символом E, E ′ ⊂ E, обозначим множество най-
денных к текущему моменту ребер гиперграфа Hun, т.е. если e ∈ E и e ⊂ F ,
то e ∈ E ′. Заметим, что пара (V,E ′) задает частичный гиперграф Hun. Пусть
S, S ⊂ V , — это вопрос, который будем задавать в текущий момент. Прежде
чем применим предложенный алгоритм, зададим F = ∅, E ′ = ∅ и S = V .

Во-первых, опишем алгоритм, отмеченный как алгоритм 2, который поз-
воляет находить новые активные вершины v, т.е. v 6∈ F . Входными парамет-
рами данного алгоритма являются множество F , а также вопрос S, который
содержит по крайней мере одно ребро e ∈ E и e 6∈ E ′. Зададим множества
S ′ = S \ F и S ′′ = S \ S ′. На каждом шаге множество S ′ будет содержать по
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крайней мере одну активную вершину. Пока мощность |S ′| > 1, будем исполь-
зовать следующую процедуру. Делим множество S ′ на примерно равные по
размеру множества S1 и S2, т.е. S ′ = S1 t S2, |S1| = d|S ′|/2e и |S2| = b|S ′|/2c.
Далее задаем вопрос S1 t S ′′. Если Q(S1 t S ′′) = 1, то это означает, что S1

содержит по крайней мере одну новую активную вершину, т.к. из предыду-
щих шагов, очевидно, выполнено, что Q(S ′′) = 0. Далее положим S ′ = S1 и
повторим процедуру. Если Q(S1 t S ′′) = 0, то это означает, что по крайней
мере одна активная вершина содержится в множестве S2, т.к. из предыдущих
шагов, очевидно, выполнено, что Q(S1tS2tS ′′) = 1. Далее положим S ′ = S2,
S ′′ = S1tS ′′ и повторим процедуру. По окончании процедуры (|S ′| = 1) полу-
чим, что единственная вершина v множества S ′ является активной вершиной
гиперграфа Hun и v 6∈ F . Отметим, что алгоритм 2 является вариацией би-
нарного поиска вершины.

Во-вторых, опишем алгоритм, отмеченный как алгоритм 3, который поз-
воляет находить все ребра E ′, которые можно составить из уже найденных
активных вершин F . Единственным входным параметром является множе-
ство F . После того, как найдем новую вершину v, можно обновить множество
ребер E ′. Например, если будем искать только ребра, содержащие v. Но по-
скольку |F | 6 s` � t (число вопросов данного алгоритма будет невелико),
то зададим E ′ = ∅ и запустим следующую процедуру по всем множествам
S, таким что S ⊂ F и |S| 6 `. Если не существует такого ребра e, что e ∈ E ′
и e ⊂ S, то задаем вопрос S. Если Q(S) = 1, то удаляем все ребра e ∈ E ′,
такие что S ⊂ e, и добавляем ребро e = S к множеству ребер E ′. Отметим,
что алгоритм 3 является исчерпывающим поиском ребер.

В-третьих, опишем алгоритм, отмеченный как алгоритм 4, который поз-
воляет находить множество (вопрос) S, S ⊂ V , такое что S содержит по
крайней мере одно ребро e, такое что e ∈ E и e 6∈ E ′ (и, как следствие,
множество S содержит по крайней мере одну активную вершину v 6∈ F ).
Единственным входным параметром является множество E ′. Зададим мно-
жество A как множество вершин, входящих в по крайней мере одно ребро
e ∈ E ′, множество B = V \A и S = ∅. Очевидно, что |A| 6 s`� t. Запустим
следующую процедуру по всем множествам C, C ⊂ V , таким что B ⊂ C, и
@ e ∈ E ′, e ⊂ C. Если Q(C) = 1, то установим множество S = C и выходим
из процедуры. Если Q(C) = 0, то рассматриваем следующее множество C.
Если завершили указанную процедуру и имеем S = ∅, то это означает, что
найдены все ребра гиперграфа Hun, т.е. E ′ = E. Отметим, что алгоритм 4
является исчерпывающим поиском вопроса.

Таким образом, основной алгоритм адаптивного поиска скрытого гипер-
графа из семейства F(t, s, `) разбит на несколько частей. Полное описание
стратегии поиска скрытого гиперграфа представлено алгоритмом 1, и он ос-
новывается на алгоритмах 2, 3 и 4. В начале поиска полагаем F = ∅, E ′ = ∅
и S = V . Пока выходом алгоритма 3 является непустой вопрос S 6= ∅, запус-
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каем следующую процедуру. С помощью алгоритма 2 находим вершину v и
добавляем ее к F . Далее используем алгоритм 3, чтобы обновить множество
ребер E ′, составленных из уже найденных активных вершин F . После этого
запускаем алгоритм 4 для того, чтобы найти подходящий вопрос S, который
далее будет использоваться алгоритмом 2.

Пусть |V | = t. Несложно проверить, что алгоритм 2 использует не более
dlog2 |S|e 6 dlog2 te тестов. Легко видеть, что общее число активных вершин
в графе из семейства F(t, s, `) не превосходит s`. Алгоритм 4 использует не
более F4(s, `) тестов, а алгоритм 3 — не более F3(s, `) тестов, где функции
F4 и F3 не зависят от t. Также можно оценить число циклов в алгоритме 1
максимальным количеством активных вершин, т.е. s`. Таким образом, общее
число тестов для данного адаптивного алгоритма поиска скрытого гипергра-
фа из семейства F(t, s, `) не превосходит s`(log2 t + F3(s, `) + F4(s, `) + 1).

Исходные параметры: множество вершин V гиперграфа
Hun ∈ F(t, s, `)

Результат: множество ребер E гиперграфа Hun

инициализация E ′ := ∅; F := ∅; S := V ;
до тех пор, пока S 6= ∅ выполнять

выполняем алгоритм 2, находим вершину v 6∈ F и F := F t v;
выполняем алгоритм 3 и находим подмножество ребер E ′;
выполняем алгоритм 4, и находим вопрос S;

конец
Алгоритм 1: Поиск скрытого гиперграфа

Исходные параметры: вопрос S ⊆ V , Q(S) = 1, и множество F ⊂ V
Результат: вершина v ∈ V , v 6∈ F , и ∃ e ∈ E, v ∈ e
инициализация S ′ := S \ F ; S ′′ := S \ S ′;
до тех пор, пока |S ′| > 1 выполнять

делим пополам множество S ′: S ′ = S1 t S2;
если Q(S1 t S ′′) = 1 тогда

S ′ := S1;
иначе

S ′ := S2, S ′′ := S ′′ t S1;
конец

конец
Алгоритм 2: Поиск новой активной вершины

Лемма 3.2.1 доказана.
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Исходные параметры: множество F ⊂ V
Результат: подмножество ребер E ′ ⊂ E
инициализация E ′ := ∅;
цикл ∀S ⊂ F : 1 6 |S| 6 ` выполнять

если @ e ∈ E ′ : e ⊂ S тогда
если Q(S) = 1 тогда

цикл ∀e ∈ E ′ : S ⊂ e выполнять
удаляем ребро e из E ′;

конец
добавляем ребро e = S к E ′;

конец
конец

конец
Алгоритм 3: Поиск ребер

Исходные параметры: подмножество ребер E ′ ⊂ E
Результат: вопрос S
инициализация A := {v : v ∈ e ∈ E ′}; B := V \ A; S := ∅;
цикл ∀C ⊂ V : B ⊂ C и @ e ∈ E ′, e ⊂ C выполнять

если Q(C) = 1 тогда
S := C и остановить цикл;

конец
конец

Алгоритм 4: Поиск вопроса

3.3 Оценки Ch(s, `)

Классическим результатом для теории планирования экспериментов являет-
ся следующее теорема, доказанная [6] М.Б. Малютовым и В.Л Фрейдлиной.

Теорема 3.3.1. [6]. Для Cna
h (s, 1) выполнено равенство

Cna
h (s, 1) =

1

s
.

Естественная теоретико-информационная граница для пропускной спо-
собности Ca

h(s, `) представлена в следующей лемме.

Лемма 3.3.1. Скорость Ca
h(s, `) удовлетворяет неравенству

Cna
h (s, `) 6 Ca

h(s, `) 6
1

s`
.

Опустим доказательство этой леммы, поскольку оно практически в точ-
ности совпадает с доказательством леммы 3.2.1.
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В [42] авторы частично доказали аналог теоремы 3.2.1. Они показали, что
ПСП (s, `, ε)-коду длины N и объема t соответствует неадаптивный поиск
скрытого гиперграфа из семейства F(t, s, `) c вероятностью ошибки не более
ε`s, состоящий из N групповых проверок. Более формально запишем это
утверждение в виде следующей теоремы.

Теорема 3.3.2. [42]. Для Cna
h (s, `) и C(s, `) выполнено неравенство

Cna
h (s, `) > C(s, `).

Отметим, что нижняя оценка Cna
h (s, `), представленная теоремой 3.3.2,

довольно далека от верхней границы Cna
h (s, `) в теореме 3.3.1. Чтобы это

увидеть, зафиксируем `, устремим s → ∞ и воспользуемся теоремами 2.2.2
и 2.3.1. Легко проверить, что порядок главного члена асимптотики C(s, `)
равен 1/s`, в то время как порядок главного члена для верхней границы
Cna
h (s, `) имеет порядок 1/s. Мы считаем, что более точной границей является

верхняя, и имеем следующую гипотезу, доказанную на сегодняшний момент
лишь для случая ` = 1.

Гипотеза 3.3.1. Для Cna
h (s, `) выполнено равенство

Cna
h (s, `) =

1

s`
. (3.3.1)

В следующем утверждении будет показано, что для достижения
теоретико-информационной границы алгоритму достаточно иметь лишь одну
ступень адаптации.

Лемма 3.3.2. Пропускная способность C2-st
h (s, `) двухступенчатой проце-

дуры поиска скрытого гиперграфа удовлетворяет неравенству

C2-st
h (s, `) >

1

s`
.

Таким образом, леммы 3.3.1 и 3.3.2 устанавливают точное равенство для
пропускной способности C2-st

h (s, `) двухступенчатой процедуры поиска скры-
того гиперграфа, которое представлено в виде следующего утверждения.

Теорема 3.3.3. Для пропускной способности двухступенчатой процедуры
поиска скрытого гиперграфа выполнено следующее равенство

C2-st
h (s, `) =

1

s`
.

74



Доказательство леммы 3.3.2. Рассмотрим подмножество семейства гипер-
графов F(t, s, `), в которое войдут все гиперграфы, состоящие из s попарно
непересекающихся ребер размера `, т.е.

F=(t, s, `) =

{
H : H ∈ F(t, s, `), E = (e1, . . . , es),

|ei| = `, ei ∩ ej = ∅ для любого i 6= j

}
.

Легко видеть, что при t→∞ выполнено

F=(t, s, `) = |F(t, s, `)|(1 + o(1)).

Таким образом, для доказательства утверждения теоремы будет достаточно
рассматривать только гиперграфы из семейства F=(t, s, `). Определим ан-
самбль E(N1, t, s), состоящий из двоичных (N1 × t)-матриц X = ||xi(j)||, в
котором каждый элемент xi(j) матрицы выбирается независимо и равноверо-
ятно из множества {1, 2, . . . , s}. Далее заменим каждый s-ичный символ x в
матрице X на двоичный столбец высоты s, который будет иметь ровно одну
единицу на x-й позиции. Другими словами, в ходе этой процедуры s-ичная
(N1 × t)-матрица X заменяется на двоичную (N1s × t)-матрицу X1. Также
можно сказать, что матрица X1 состоит из N1 слоев, таких что каждый слой
(представленный двоичной (s×t)-матрицей, которой соответствуют s тестов)
состоит из t столбцов веса 1. Определим событие A(s, `): «для данного ги-
перграфа H ∈ F=(s, `, t) существует слой в X1, такой что ответы на все s
вопросов, соответствующих данному слою, являются положительными». Ес-
ли это событие выполняется, то это означает, что по данному слою можно
построить разбиение множества вершин V на непересекающиеся доли:

V1 t V2 t . . . t Vs = V = {1, 2, . . . , t},

такое что e1 ∈ V1, e2 ∈ V2, . . . , es ∈ Vs, причем V1 можно определить как мно-
жество, содержащее номера столбцов, у которых стоит единица в 1-й строчке
данного слоя, V2 – множество, содержащее номера столбцов, у которых стоит
единица во 2-й строчке данного слоя, и т.д. Обозначим объем множества Vi
с помощью символа ti = |Vi|. Далее оценим вероятность противоположного
события к A(s, `):

Pr
(
A(s, `)

)
=

(
1− s!

ss`

)N1

.

Пусть t → ∞ и N1 = o(log2 t). Тогда для любого ε′ > 0 существует N ′(ε′),
такое что для любого N1 > N ′(ε′) вероятность Pr

(
A(s, `)

)
6 ε. Это означает,

что существует (N1s × t)-матрица X1, которая может быть использована на
первом шаге (двухшагового алгоритма) поиска скрытого гиперграфа, и для
некоторых (1− ε′)|F=(s, `, t)| гиперграфов существует s вопросов, ответы на
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которые положительны, и при этом вопросы попарно не пересекаются между
собой как множества. Итак, те гиперграфы, для которых существует такое
разбиение, будем называть хорошими. Обозначим через G(X1) множество
всех хороших гиперграфов для кода X1.

Далее воспользуемся леммой, ранее установленной в [6].

Лемма 3.3.3. [6]. Для любого ε существует неадаптивный алгоритм по-
иска скрытого гиперграфа из семейства F=(t, `, 1) с вероятностью ошибки
ε, который состоит из не более ` log2 t(1 + o(1)) вопросов. Иными словами,
пропускная способность Cna

h (`, 1) = 1/`.

Заметим, следующий очевидный факт. Если в коде Y , представляющем
неадаптивный поиск скрытого гиперграфа из семейства F=(t, `, 1) (други-
ми словами, поиск ` дефектов) с вероятностью ошибки ε, заменить каждый
элемент по правилу: 0→ 1, 1→ 0, тогда получим код Y ′, который является
матрицей неадаптивного поиска скрытого гиперграфа из семейства F=(t, 1, `)
(другими словами, он будет соответствовать поиску одного ребра размера `)
с вероятностью ошибки ε.

Грубо говоря, для хорошего гиперграфа на втором шаге поиска будет до-
статочно использовать s неадаптивных алгоритмов поиска ребра, состоящего
из ` вершин, с вероятностью ошибки ε для того, чтобы с большой вероятно-
стью найти s ребер в каждой из долей Vi. Докажем, что так можно сделать.
Для этого воспользуемся леммой 3.3.3. Определим ансамбль E(N2, t), состо-
ящий из двоичных (N2 × t)-матриц, которые получены с помощью переста-
новки столбцов матрицы Y , которая представляет неадаптивный поиск ребра
размера ` с вероятностью ошибки ε, причем каждая копия матрицы Y выби-
рается независимо и равновероятно с вероятностью 1/t!. Пусть для хорошего
гиперграфа H после первого шага алгоритма поиска скрытого гиперграфа
имеется разбиение на непересекающиеся множества V1tV2t. . .tVs = V = [t],
так что e1 ∈ V1, e2 ∈ V2, . . . , es ∈ Vs. На втором шаге данного алгоритма для
вершин V1 воспользуемся N2 тестами матрицы Y , при этом не используя вер-
шины V \ V1, для вершин V2 — N2 тестами матрицы Y , при этом не будем
использовать вершины V \ V2, и т.д. Определим событие B(s, `): «все реб-
ра хорошего гиперграфа H могут быть найдены, после использования sN2

тестов». Оценим вероятность противоположного события к B(s, `)

Pr
(
B(s, `)

)
6 sε.

Это означает, что существует такой кодX2, полученный перестановкой столб-
цов из Y , что для (1−sε) · |G(X1)| хороших гиперграфов можно обнаружить
все ребра после второго шага алгоритма поиска.

Наконец, для любого ε > 0 существует возрастающая последователь-
ность {tn}, n = 1, 2, . . ., такая что для (1−ε)|F(tn, s, `)| гиперграфов найдется
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код X1, который может быть использован на первом шаге алгоритма поис-
ка из семейства F(tn, s, `), и код X2, который может быть использована на
втором шаге алгоритма поиска, так что общее число тестов не превосходит
s` log2 tn(1 + o(1)), n→∞.

Лемма 3.3.2 доказана.
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Заключение

В настоящей диссертационной работе были доказаны новые нижние грани-
цы для асимптотической скорости R(s, `) свободных от перекрытий кодов и
впервые получены оценки сверху и снизу для пропускной способности C(s, `)
почти свободных от перекрытий кодов. Также были исследованы некоторые
алгоритмы поиска скрытого гиперграфа из семейства локализованных гипер-
графов. В частности, была найдена асимптотическая скорость Ra

h(s, `) адап-
тивного алгоритма поиска скрытого гиперграфа и пропускная способность
C2-st
h (s, `) двухступенчатой процедуры поиска скрытого гиперграфа.
Дальнейшее исследование темы диссертации может быть связано с до-

казательством (или опровержением) гипотезы, что пропускная способность
неадаптивного поиска скрытого гиперграфа из семейства локализованных ги-
перграфов достигает теоретико-информационной границы. Кроме того, боль-
шой интерес представляет порядок главного члена асимптотики скорости
R(s, 1) при s → ∞. На текущий момент существуют две гипотезы, которые
следуют из доказанных верхней и нижней границ: 1/s2 и ln s/s2.
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