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Общая характеристика работы

Актуальность темы

Диссертация является исследованием в области дискретной математики
и математической кибернетики и посвящена изучению динамических баз
данных. База данных (БД) — формализованное представление информа-
ции, удобное для хранения и поиска данных в нем. Понятие БД возникло в
60-е годы 20 века и связано с развитием вычислительной техники и инфор-
матики. Тематика теории БД связана с поиском удобного представления,
компактного хранения, быстрого поиска и других свойств данных. Исследо-
вание в области баз данных широко известны из работ: Кодд (E.F.Codd)1

(реляционная модель данных), В.Н.Решетников2 (алгебраическая модель
информационного поиска), Думи (A.Dumey), 3, А.П.Ершов 4(методы хеши-
рования), Бентли (J.L.Bentley)5, Кнут (D.E.Knuth)6, Ульман (J.D.Ullman)7,
Хаджеруп (Hagerup T.) и Каммер (Kammer F.) 8, Ружиц (Ruzic M.) 9, Шей-
мос (M.I.Shamos) и другие 10 (сложность алгоритмов обработки данных),
Э.Э.Гасанов 11 (информационно-графовая модель данных, сложность ал-
горитмов поиска) и многих других.

В диссертации изучено направление БД, связанное с решением одной
из задач информационного поиска (ЗИП), а именно, динамическая зада-
ча поиска идентичных объектов (ДЗПИО). ЗИП – один из наиболее ча-
сто встречающихся на практике видов задач. Самым распространенным
примером задачи поиска, встречающейся в любой базе данных, является
задача поиска по идентификатору. Суть задачи состоит в том, что любой
объект в базе данных имеет свой уникальный идентификатор. Идентифи-
катором может быть уникальное имя или уникальное значение, например,
автомобильный номер. Задача состоит в том, чтобы по заданному в запросе

1Codd E. F., A Relation Model of Data for Large Shared Data Banks, Comm. ACM 13, № 6, ACM, New
York, London, Amsterdam, June 1970, 377–387.

2Решетников В. Н., Алгебраическая теория информационного поиска, Программирование. — 1979.
— № 3. — С. 68–74.

3Dumey A., Indexing for Rapid Random Access Memory Systems, Computers and Automation. (1956) 4,
№ 12, 6–9.

4Ершов А. П., О программировании арифметических операторов, ДАН СССР. — 1958. — Т. 118. —
С. 427–430.

5Bentley J. L., Friedman J. H., Data structures for range searching, Comput. Surveys (1979), 11 397–409.
6Кнут Д., Искусство программирования для ЭВМ,Т. 3. Сортировка и поиск. — М.: Мир, 1978.
7Ульман Дж., Основы систем баз данных,пер. с англ. — М.: Мир, 1983.
8Hagerup T., Kammer F. Succinct Choice Dictionaries // CoRR abs/1604.06058 (2016).
9Ruzic M. Uniform deterministic dictionaries // ACM Trans. Algorithms 4 (2008).

10Препарата Ф., Шеймос М., Вычислительная геометрия: Введение, М.: Мир, 1989.
11Гасанов Э.Э., Кудрявцев В.Б., Теория хранения и поиска информации, М.: Физматлит, 2002.
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идентификатору найти в базе данных объект с этим идентификатором (ес-
ли такой объект в базе имеется). Если множество идентификаторов может
изменяться со временем, то эту задачу называют ДЗПИО.

Эффективное решение ДЗПИО — это актуальная проблема и на се-
годняшний день. Современные ЭВМ позволяют использовать параллель-
ные процессы для решения подобного рода задач. Исследования в обла-
сти параллельного вычисления широко известны из работ: Гуибас (Leo J.
Guibas) 12, Аржоманди (E.A. Arjomandi) 13, Чин (F.Y. Chin) 14, Беркмэн
(O. Berkman) 15 и многих других.

Основная сложность параллельного вычисления заключается в считы-
вании и записывании данных в одну и ту же область памяти. Различают
несколько типов систем для параллельной обработки данных. Они разли-
чаются способами обращения к общей памяти:

• одновременное чтение, одновременная запись (ОЧОЗ). В этой системе
разрешается одновременное чтение и одновременная запись разными
процессами в общую память;

• одновременное чтение, эсклюзивная запись (ОЧЭЗ). Эта система раз-
решает одновременное чтение из общей памяти, но при этом одновре-
менная запись разными процессами в общую память запрещена;

• эсклюзивное чтение, эсклюзивная запись (ЭЧЭЗ). В данной системе
запрещается писать и читать из общей памяти разными процессам.

Подробно эти системы описаны в работах Гафни (E. Gafni) 16, Снир (Snir
M.)17. Применительно к задаче поиска идентичного объекта, было пред-
ложено множество различных алгоритмов, использующие параллельные
вычисления. Они основываются на таких известных структурах данных,
как сбалансированное бинарное дерево, красно-черное дерево, 2—3 дерево.
В основном в этой области, цель всех исследований заключается в добав-
лении несколько записей к структуре данных за наименьшее время. Более

12Leo J. Guibas, Robert Sedgewick, A Dichromatic Framework for Balanced Trees, In Proceedings of the
19th Annual Symposium on Foundations of Computer Science, pages 8-21. IEEE Computer Society, 1978.

13 E.A. Arjomandi, A Study of Parallelism in Graph Theory. PhD thesis, PhD thesis, Dept. Computer
Science, University of Toronto, 1975.

14 F.Y. Chin, J. Lam, and I. Chen, Efficient parallel algorithms for some graph problems, Comm. ACM,
25(9):659–665, 1982.

15O. Berkman , B. Schieber, and U. Vishkin, Optimal doubly logarithmic parallel algorithms based on
finding all nearest smaller values, Journal of Algorithms, 14(3):344–370, 1993.

16E. Gafni, J. Naor, P. Ragde, On Separating the EREW and CREW PRAM Models, Theoretical Computer
Science 68 (1989) 343-346.

17M. Snir, On parallel searching, SIAM J. Computing 14 (1985) 688-708.
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детально о полученных результатах можно прочитать в работах: Комер
(Comer D.) 18, Паркс (Parks H.)19 и Ванг (Wang B-F) 20.

Цель работы

Основной целью работы является построение математической модели ди-
намических баз данных, кроме того, решаются следующие задачи.

• Доказать применимость предлагаемой модели для решения задач, воз-
никающих в динамических базах данных.

• Разработать бесконечно распараллеливаемые структуры данных для
решения ДЗПИО для любого потока запросов.

• Предъявить бесконечно распараллеливаемую структуру данных для
решения ДЗПИО с логарифмической сложностью, для любого потока
запросов.

• Получить оценки параметров модели, при которых возможна обработ-
ка произвольных потоков запросов.

Методы исследования

В работе используются методы теории автоматов, теории сложности управ-
ляющих систем и теории графов.

Научная новизна

В работе представлена модель динамических баз данных. В рамках этой
модели можно описывать алгоритмы, использующие параллельные процес-
сы и оценивать их сложность.

В диссертации предложена бесконечно распараллеливаемая ОЧЭЗ
структура данных, решающая динамическую задачу поиска идентичного
объекта для любого потока запросов с логарифмической сложностью.

Получены минимально возможные значения параметров модели, при
которых база данных может обрабатывать произвольный поток запросов.

18Comer D., The Ubiquitous B-tree, ACM Computing Surveys, 11(2):121-137, 1979.
19H. Park, K. Park, Parallel algorithms for red-black trees, Theoretical Computer Science 262 (2001) 415-

435.
20 B-F Wang, G-H Chen, Cost-optimal parallel algorithms for constructing 2-3 trees, Journal Of Parallel

And Distributed Computing 11 (1991) 257-261.

3



Теоретическая и практическая значимость

Работа имеет теоретический характер.
Введенная модель позволяет сравнивать между собой различные алго-

ритмы для решения ДЗПИО, в том числе известные классические алго-
ритмы и алгоритмы, использующие параллельные процессы. Так же полу-
ченные в работе результаты являются новыми и представляют интерес для
специалистов в области дискретной математики и теории алгоритмов.

Кроме этого, представленный в работе алгоритм решения ДЗПИО для
любого потока запросов с логарифмической сложностью может быть ис-
пользован в прикладных задачах.

Апробация работы

Результаты диссертации докладывались на следующих научных семинарах
и всероссийских и международных конференциях.

(1) Семинар "Теория автоматов"под руководством академика, профессо-
ра, д.ф-м.н. В.Б. Кудрявцева (2014-2015 гг., неоднократно);

(2) Семинар "Вопросы сложности алгоритмов поиска"под руководством
проф., д.ф-м.н. Э.Э.Гасанова (2009-2015 гг., неоднократно);

(3) Международная конференция студентов, аспирантов и молодых уче-
ных "Ломоносов"(7-11 апреля 2014, 13-17 апреля 2015, Москва, МГУ);

(4) X Международный семинар "Дискретная математика и ее
приложения"(1-6 февраля 2010, Москва, МГУ);

(5) Х Международная конференция "Интеллектуальные системы и ком-
пьютерные науки"(21-26 ноября 2011, Москва, МГУ);

(6) XI Международный семинар "Дискретная математика и ее приложе-
ния посвященный 80-летию со дня рождения академика О.Б. Лупанова
(18-23 июня 2012, Москва, МГУ);

(7) Республиканская научная конференции с участием зарубежных уче-
ных "Современные методы математической физики и их приложе-
ния"(15–17 апреля 2015, Ташкент, Национальный университет Узбе-
кистана им. М. Улугбека).
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Публикации

Результаты автора по теме диссертации опубликованы в шести работах из
списка ВАК РФ, список которых приводится в конце автореферата [1 - 6].

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, трех глав и заключения. Объем диссер-
тации 131 страница. Список литературы содержит 34 наименования.

Краткое содержание работы

В введении описана предметная область и история вопроса, даны основные
используемые определения, сформулированы результаты диссертации.

В первой главе вводится модель динамических баз данных для реше-
ния задач информационного поиска. Полученная модель применяется для
решения ДЗПИО, а как следствие доказывается, что конечный объект
(автомат) может поддерживать бесконечную структуру (информационный
граф). В конце первой главы модель обобщается на случай потоковых за-
просов к базе данных. Структуры данных, полученные в рамках этой мо-
дели, называем потоковый динамический информационный граф (ПДИГ).

Во второй главе доказываются верхние оценки на ПДИГ. Первая оцен-
ка заключается в том, что существует ПДИГ, который решает ДЗПИО для
любого потока запросов. Кроме этого, в этой главе доказывается, что суще-
ствует ПДИГ, решающий ДЗПИО для любого потока запросов с логариф-
мической сложностью. Так же в конце второй главы приводится пример
минимального по степени ветвления ПДИГ с радиусом видимости один,
решающий ДЗПИО для любого потока запросов.

В третьей главе доказываются нижние оценки на ПДИГ. Автор показал,
что не существует ПДИГ со степенью ветвления один, решающего ДЗПИО
для любого потока запросов. Так же доказывается, что не существует ко-
нечного, селекторного ПДИГ со степенью ветвления два и радиусом види-
мости один, который решает эту же задачу.

Пусть X — множество запросов, Y — множество записей (объектов
поиска), ρ – бинарное отношение на X×Y , называемое отношением поис-
ка. Тройку I = 〈X, V, ρ〉, где V — некоторое подмножество множества Y , в
дальнейшем называемой библиотекой, будем называть задачей информаци-
онного поиска (ЗИП). Будем считать, что ЗИП I = 〈X, V, ρ〉 содержательно
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состоит в перечислении для произвольного взятого запроса x ∈ X всех тех
и только тех записей y ∈ V , что xρy.

В формальном определении понятия ИГ используются 4 множества:
множество запросов X, множество записей Y , множество F одноместных
предикатов (заданных на множестве X ), множество G одноместных пере-
ключателей (заданных на множестве X). Предикат— это функция, множе-
ство значений которой есть {0, 1}. Переключатель — это функция, множе-
ство значений которых является начальным отрезком натурального ряда.

Понятие ИГ определяется следующим образом. Берется конечная мно-
гополюсная ориентированная сеть. В ней выбирается некоторый полюс, ко-
торый называется корнем. Остальные полюса называются листьями и им
приписываются записи из Y , причем разным листьям могут быть приписа-
ны одинаковые записи. Некоторые вершины сети (в том числе могут быть
и полюса) называются переключательными и им приписываются переклю-
чатели из G. Ребра, исходящие из каждой из переключательной вершин,
нумеруются подряд, начиная с 1, и называются переключательными реб-
рами. Ребра, не являющиеся переключательными, называются предикат-
ными и им приписываются предикаты из множества F . Таким образом,
нагруженную многополюсную ориентированную сеть называем ИГ над ба-
зовым множеством F = 〈F,G〉, где F = {fj, j ∈ J}, G = {gk, k ∈ K}, J и
K — множества индексов.

Введем множество функций преобразования индексов C,

C = {cm : Jd1,m ×Kd2,m × Y d3,m → Jam ×Kbm × Y Rm,

m ∈M,M ⊆ N; d1,m, d2,m, d3,m ∈ N;

am, bm, Rm ∈ {0, 1} и am + bm +Rm = 1}. (1)

Введем три счетных множества переменных PJ ,PK ,PL:

• PJ = {pjJ}, j ∈ N, pjJ принимают значения из J ;

• PK = {pkK}, k ∈ N, pkK принимают значения из K;

• PL = {plL}, l ∈ N, plL принимают значения из Y .

Рассмотрим произвольный ИГ U . Он может содержать предикатные,
переключательные и листовые вершины. Обозначим F (U) — множество
индексов предикатов, G(U) — множество индексов переключателей и Y (U)
— множество записей, входящих в ИГ U . Заменим нагрузку всех входящих
в U вершин и ребер по следующему правилу.
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• Каждый предикат с индексом j ∈ F (U) заменим на некоторую пе-
ременную из PJ . Причем эта замена задается инъективной функцией
ΩF : F (U) → PJ . Это означает, что предикаты с различными индек-
сами j ∈ F (U) заменим на различные переменные из PJ , а с одина-
ковыми индексами j ∈ F (U) заменим на одинаковые переменные из
PJ .

• Каждый переключатель с индексом k ∈ G(U) заменим на пере-
менную из PK . Причем эта замена задается инъективной функцией
ΩG : G(U)→ PK .

• Каждую запись (приписанную листовой вершине) y ∈ Y заменим на
переменную из PL. Причем эта замена задается инъективной функци-
ей ΩY : Y (U)→ PL.

Рассмотрим множество P(U) = ΩF (F (U)) ∪ ΩG(G(U)) ∪ ΩY (Y (U)), то
есть P(U) — множество переменных, которые получились в результате за-
мены нагрузки всех вершин и ребер из U .

Рассмотрим функцию

Ω : F (U) ∪G(U) ∪ Y (U)→ P(U),

где Ω = ΩF на множестве F (U) (Ω |F (U)= ΩF ), Ω |G(U)= ΩG и Ω |Y (U)= ΩY .
Очевидно из определения, что Ω — биективная функция, поэтому суще-

ствует функция Ω−1. Обозначим I = Ω−1 и будем называть интерпрета-
цией, возникшей в результате замены индексов на переменные.

v������9 XXXXXXz

p1
J p2

J`
p3
J

?

`
p4
J ?

p1
L p2

L

Рис. 1: Пример простого шаблона

После этого сопоставления (замены нагрузки вершин и ребер на пере-
менные в ИГ U) получим нагруженный граф. Выделим в нем множество
вершин VT , которые назовем вершинами прикрепления, и занумеруем их
числами от 1 до |VT |. Полученный граф назовем простым шаблоном T .
При этом будем писать T = T (U, I, VT ), когда хотим подчеркнуть, что
T получен из ИГ U и I, где I — интерпретация, возникшая в результате
замены индексов на переменные, VT — упорядоченное множество вершин
прикрепления. Пример простого шаблона изображен на рисунке 1 (жир-
ным кружком обозначена единственная вершина прикрепления).
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Рис. 2: Пример шаблона T2

Рассмотрим ИГ U ′, выделим в нем множество вершин VU ′ , которые назо-
вем вершинами прикрепления, и занумеруем их числами от 1 до |VU ′ | (вер-
шины прикрепления образуют упорядоченное множество). Будем говорить,
что ИГ U

′ и простой шаблон T согласованы, если выполнены следующие
условия:

• U ′ и T совпадают как графы, и если в ИГ U ′ встречаются одинаковые
индексы предикатов и записи, то в соответствующих местах шаблона
T находятся одинаковые переменные из PJ и PL;

• i—ая вершина прикрепления ИГ U
′ совпадает с i—ой вершиной при-

крепления простого шаблона T , i = 1, . . . , |VU ′ | и |VU ′ | = |VT |.

То есть T = T (U
′
, I, VT ) для некоторой интерпретации I, и будем писать

T = T (U
′
, I, VU ′), когда хотим подчеркнуть, что ИГ U

′ и простой шаблон
T согласованы.

Рассмотрим простой шаблон T1 и заменим в нем каждую переменную,
на формулу над множество функций C и каким-либо множеством перемен-
ных M ⊆ PJ ∪ PL. В результате, полученный граф назовем шаблоном T2.
При этом будем писать T2 = T2(T1,M, VT1), когда хотим подчеркнуть, что
T2 получен из простого шаблона T1, множества переменных M и упорядо-
ченного множеств вершин прикрепления VT1.

На рисунках запись Ri(M) будет означать формулу над над множество
функций C и множеством переменных из M .

Пример шаблона приведен на рисунке 2 (жирным кружком обозначена
единственная вершина прикрепления).

Рассмотрим простой шаблон T1 = T1(U, I, VT1). Обозначим множество
входящих в него переменных M(T1). Пусть p0L ∈ PL \M(T1).

Преобразованием R назовем тройку

R = (T1(U, I, VT1), T2(T ,M(T1) ∪ {p0L}, VT ), ξ),

где T1 — простой шаблон, T2 — шаблон (полученный из простого шаблона
T ) в формулах которого встречаются только переменные из множества
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M(T1) ∪ p0L, VT упорядоченное множество вершин прикрепления простого
шаблона T , ξ — биективная функция сопоставления вершин прикрепления
(ξ : VT1 → VT ). Левой частью преобразования R будем называть простой
шаблон T1.

U1

R(U1)

55
Ω // T1

C,p0L,ξ // T2
I
′

// U2

Рис. 3: Преобразование ИГ U1 в ИГ U2

Пусть ИГ U1 и простой шаблон T1 согласованы, то есть T1 = T1(U1, I, VU1
)

для некоторой интерпретации I, и пусть I ′ – интерпретация множества пе-
ременных M(T1) ∪ p0L, причем I

′
= I на множестве переменных M(T1).

Тогда применением преобразования R = (T1(U, I, VU1
), T2(T ,M(T1) ∪

p0L, VT ), ξ) к ИГ U1 назовем ИГ U2, получающийся из шаблона T2(T ,M(T1)∪
p0L, VT ) подстановкой вместо каждой формулы значения данной формулы
в интерпретации I ′. Заметим, что упорядоченное множество вершин при-
крепления VU2

в ИГ U2 однозначно соответствует упорядоченному множе-
ству вершин прикрепления VU1

в ИГ U1, так как ξ — биективная функция,
и простой шаблон T1 согласован с ИГ U1.

Результат применения преобразования R к ИГ U1 будем обозначать
R(U1) = U2. Преобразование ИГ U1 в ИГ U2 изображено на рисунке 3.

Следующие понятия будут введены для определения кода информаци-
онного графа на запросе. Код информационного графа на запросе будет
использоваться для описания передвижения автомата по вершинам ИГ.

Рассмотрим ИГ U , N(U) — множество входящих в него вершин. Пусть
β, β

′ ∈ N(U), тогда путем π(β, β
′
) назовем последовательность вершин и

ребер ИГ U , которая начинается в вершине β, заканчивается в вершине
β

′, и в этой последовательности два любых соседних элемента инциденты.
Длиной пути l(π(β, β

′
)) назовем количество ребер, участвующих в нем.

Пусть Π(β, β
′
) — множество всех путей из β в β ′. Тогда расстоянием меж-

ду вершинами β, β
′ ∈ N(U) назовем минимальную из всех путей дли-

ну l(π(β, β
′
)), π(β, β

′
) ∈ Π(β, β

′
), и обозначим (β, β

′
) = min{l(π(β, β

′
)) :

π(β, β
′
) ∈ Π(β, β

′
)}. Эксцентриситетом вершины β ∈ N(U) назовем число

ε(β) = max
β′∈N(U)

(β, β
′
). Радиусом ИГ U назовем число r(U) = min

β∈N(U)
ε(β).

Через G(N,R), N,R ∈ N обозначим класс ИГ радиуса не больше R
таких, что количество ребер инцидентных любой вершине графа не пре-
восходит N .
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Рассмотрим ИГ U , E(U) — множество входящих в него ребер. Ребро
инцидентное вершинам β1, β2 ∈ N(U) будем обозначать e(β1, β2).

Рассмотрим ИГ U2 и его подграф (подмножество ребер и инцидент-
ным им вершин) U1 (пишем U1 ⊆ U2). Множество Σ(U1, U2) = {β : β ∈
N(U1) и ∃β1 ∈ N(U2\U1),∃ β2 ∈ N(U1), e(β1, β) ∈ E(U2), e(β2, β) ∈
E(U1)} назовем множеством граничных вершин информационных графов
U1 и U2.

Пусть количество различных типов предикатов и переключателей ко-
нечно и равно KT . Сопоставим им в биективном соответствие натуральные
числа от 1 до KT . Пусть U1, U2 ∈ G(N,∞) и U1 ⊆ U2 (N < ∞). Назовем
кодом вершины на запросе x ∈ X относительно пары (U1, U2) пятерку
(k1, k2, k3, k4, k5), где k1 = 0, если вершина предикатная; k1 = 1, если она
переключательная; k2 = 0, если вершина корень; k2 = 1, если вершина
листовая; k2 = 2 в остальных случаях; k3 ∈ {1, . . . , N + 1} и в случае
переключательной вершины принимает значение соответствующего ей пе-
реключателя на запросе x ∈ X, если это значение принадлежит {1,. . . ,N},
и k3 = N + 1 во всех остальных случаях; k4 ∈ {0, 1}, k4 = 1, если вер-
шина принадлежит множеству граничных вершин Σ(U1, U2) и k4 = 0, если
не принадлежит; k5 ∈ {0, 1, . . . , KT} принимает значение 0 если вершина
предикатная или номер типа соответствующего ей переключателя иначе.

Кодом ребра на запросе x ∈ X типа поиск относительно пары (U1, U2)
назовем тройку (kr1, k

r
2, k

r
3), где kr1 = 0, если ребро предикатное; kr1 = 1, если

ребро переключательное; kr2 ∈ {0, 1, . . . , N}; kr3 ∈ {0, 1, . . . , KT} принимает
значение 0 если ребро переключательное или тип предиката соответствую-
щее этому ребру иначе. У предикатного ребра kr2 равен значению переклю-
чателя на запросе x ∈ X. Таким образом предикатным ребрам приписан
код (0, 0, t) или (0, 1, t), где t - тип предиката, а каждому переключательно-
му ребру приписан код (1, i, 0), где i ∈ {1, . . . , N} номер переключательного
ребра.

В общем случае множества запросов X и множество записей Y могут
быть разные. Поэтому для того, чтобы определить код вершин и ребер
ИГ на запросах типа вставка и удаление введем дополнительную функцию
η : Y → X l, l ∈ N, l <∞, η = (η1, . . . , ηl).

Кодом вершины на запросе y ∈ Y типа вставка, удаление относитель-
но пары (U1, U2) будет l пятерок кодов вершин, которые соответствуют за-
просам η1(y), . . . , ηl(y) типа поиск. Кодом ребра на запросе x ∈ Y типа
вставка, удаление относительно пары (U1, U2) будет значение l троек ко-
дов ребер, которые соответствуют запросам η1(y), . . . , ηl(y) типа поиск.
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Рассмотрим ИГ U , в нем вершины и ребра имеют нагрузку. Граф K(U)
полученный из ИГ U удалением нагрузок вершин и ребер, назовем карка-
сом ИГ U .

Кодом ИГ U1 относительно ИГ U2 на запросе, назовем нагруженный
каркасK(U1), где нагрузка каждой вершиныK(U1) это код данной вершин
на данном запросе относительно пары (U1, U2), а на нагрузка каждого ребра
K(U1) это код данного ребра на данном запросе относительно пары (U1, U2).
Через K(N,R) обозначим множество кодов ИГ U1 относительно ИГ U2,
где U1 пробегает класс ИГ G(N,R), U2 пробегает класс ИГ G(N,R + 1) и
U1 ⊆ U2. Понятно, что |K(N,R)| <∞.

Пусть N,R ∈ N, P — некоторое конечное множество преобразований,
шаблоны которых порождены ИГ из G(N,R), и P0 ∈ P , где P0 — тожде-
ственное преобразование такое, что P0(U) = U для произвольного ИГ U из
G(N,R).

Пусть N(U1) множество вершин ИГ U1. Рассмотрим множество вершин
B ⊆ N(U1) и обозначим через U(B, U1) — ИГ, полученный из ИГ U1 как
подграф на вершинах B. Под подграфом на вершинах B здесь понимается
множество вершин B и множество всех инцидентных им ребер.

Пусть A — конечный автомат. Будем считать, что автомат A перемеща-
ется по вершинам ИГ U2 ∈ G(N,∞) и в каждый момент времени обозревает
окрестность U1 текущей вершины радиуса R, т.е. будем считать, что вход-
ным символом автомата A является код обозреваемой окрестности относи-
тельно U2. Понятно, что эти коды будут принадлежать K(N,R) и значит
входным алфавитом автомата A является конечное множество K(N,R).
Результатом этого автомата A на обозреваемой окрестности текущей вер-
шины будет некоторое преобразование этой окрестности и перемещение в
некоторую вершину преобразованной окрестности. Тем самым выходным
символом автомата A будет пятерка b = (B, π, R, β, e), где

• B ⊆ N(U1) определяет множество вершин обозреваемой окрестности
к которому будет применено преобразование;

• π — функция нумерации граничных вершин U(B, U1) и U2 (содержа-
тельно это множество граничных вершин U(B, U1) и U1 объединенное
со множеством вершин в коде которых k2 = 1 и одновременно принад-
лежащих U(B, U1)). Пронумерованные граничные вершины назовем
вершинами прикрепления;

• R — преобразование из конечного множества P применяемое к ИГ
U(B, U1), причем ИГ U(B, U1) с заданной функцией π нумерацией
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вершин прикрепления согласован с левой частью преобразования R;

• β ∈ N(R(U(B, U1)))∪{U1 \U(B, U1)} — следующая текущая вершина
автомата A;

• e ∈ {0, 1, 2} отвечает за продолжение и выдачу ответа автоматом A.
Автомат еще не нашел ответ и продолжает функционирование (e = 0),
либо завершает функционирование и возвращает информацию о том,
что искомая запись найдена (e = 1), либо завершает функционирова-
ние с информацией, что искомой записи нет (e = 2).

Множество всех таких выходных символов b образует выходной алфавит
B автомата A.

Пусть U — ИГ над базовым множеством 〈F,G〉 из класса G(N,∞), тогда
пару (A, U) назовем динамическим информационным графом (ДИГ) типа
(N,R) над F=〈F,G,P , η〉 и обозначим D = (A, U).

Опишем теперь функционирование ДИГ. Определим функционирование
ДИГ D = (A, U) типа (N,R) над F=〈F,G,P , η〉 на запросе. В начальный
момент текущей вершиной объявляется корень ИГ U . Рассматривается ИГ
U1 как подграф U(i), с центром в текущей вершине и радиуса R. На вход
автомата A подается код ИГ U1 относительно ИГ U на запросе. Пусть
b = (B, π, R, β, e) ∈ B выходная буква автомата A, тогда ИГ U меня-
ется по следующему правилу. В ИГ U(i) ИГ U(B, U1) заменяется на ИГ
U

′, полученной в результате применения преобразования R к ИГ U(B, U1)
(R(U(B, U1)) = U

′) и ”прикрепляется” к ИГ U(i) посредством функции
π и функции сопоставления вершин прикрепления ξ из преобразования R.
После этого текущее положение автомата A меняется на β и в зависимости
от значения последней компоненты выходной буквы b ДИГ DM либо про-
должает функционирование (e = 0), либо завершает функционирование
и возвращает информацию о том, что искомая запись найдена (вставлена
или удалена)(e = 1), либо завершает функционирование с информацией,
что записи нет (e = 2).

Сложность и объем ДИГ D = (A, U) типа (N,R) над базовым множе-
ством F=〈F,G,P , η〉 определяется для фиксированного ИГ U . Объемом
ДИГ D будем называть объем ИГ U (количество ребер в графе) и обозна-
чим Q(D).

Определим сложность ДИГ D на запросе x ∈ X типа вставка (удаление,
поиск) и обозначим их соответственно Ti(D, x) (Td(D, x), Ts(D, x)). Для
этого введем сложность выходного действия автомата A.
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Пусть Z : P → N, входным параметром, которой является R ∈ P , а
значением сложность выполненного преобразования. Другими словами с
помощью L вводится сложность каждого элемента из множества преобра-
зований P .

Последовательность преобразований, выполненных автоматом A, в хо-
де функционирования ДИГ D на запросе x ∈ X типа вставка обозначим
fA(x, 1) (типа удаление fA(x, 2), типа поиск fA(x, 3)).

Cложностью ДИГ D на запросе x ∈ X типа вставка (удаление) назовем

• Ti(D, x) =
∑

R∈fA(x,1)
Z(R) ( Td(D, x) =

∑
R∈fA(x,2)

Z(R), Ts(D, x) =∑
R∈fA(x,3)

Z(R)).

Сложностью ДИГ D назовем max{Ti(D), Td(D), Ts(D)} и обозначим
T (D).

Перейдем к постановке задачи и ее решению с помощью ДИГ. Пусть
V ⊂ Y ⊆ R, |V | < ∞, X = Y . Скажем, что ДИГ D решает ЗПИО, если
ответ на произвольный запрос x ∈ X типа поиска равен {x}, если x ∈ V ,
и пуст в противном случае, и если на произвольном запросе типа вставки
(удаления) записи y ∈ Y результирующий ДИГ D выдает ответ {x} на
произвольный запрос x ∈ X типа поиск, если x ∈ V ∪ {y} (x ∈ V \ {y}), и
пуст в противном случае.

Пусть J = {(a) : a ∈ R}, K = {(a, b) : a, b ∈ R}.

Gid =

ga,b(x) =


1, если x ≤ a;
2, если, a < x ≤ b;
3, иначе.

, (a, b) ∈ K

 ; (2)

Fid =

{
f=,a(x) =

{
1, если x = a;
0, если x 6= a.

, a ∈ J
}

; (3)

F id = 〈Fid ∪Gid〉. (4)

,
В качестве функции ηid всегда рассматриваем тождественную функцию

ηid : Y → X (в ЗПИО Y = X), поэтому ее будем опускать в формулировках
в дальнейшем.

Теорема 1. Существует базовое множество преобразований Rid и су-
ществует ДИГ Did = (Aid, Uid) типа (5, 3) над базовым множеством
〈Fid, Gid,Rid, ηid〉, который решает ЗПИО, причем
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T (Did) ≤ (λmax + 1)([log2 |V |] + 1);

Q(Did) ≤ 3|V |,

где λmax = max{Z(R) : R ∈ Pid}.

В конце первой главы модель обобщатся для решения задач с использо-
ванием параллельных процессов. Обобщенная модель носит название по-
токовый динамический информационный граф (ПДИГ).

Обобщим понятие запроса к базе данных на случай вставки, удаления
и пустого действия (запрос не требует действий для него). Для этого рас-
смотрим алфавит A = {П, В, У, Λ}. Обобщенным запросом назовем пару
(a, x), (a, x) ∈ X̃, где X̃ = A ×X. В данной работе рассматривается зада-
ча поиска идентичного объекта поэтому множество запросов и множество
записей одинаково и равно X. При этом второй аргумент обобщенного за-
проса (буква из алфавита A) будет означать необходимое действие, которое
нужно осуществить для запроса: П — поиск, В — вставка, У — удаление, Λ
— ничего не делать. Далее везде под словом запрос будем понимать обоб-
щенный запрос.

Потоком запросов H, H : N → X̃, назовем последовательность запро-
сов, поступающих к базе данных через равные промежутки времени — так-
ты. Другими словами поток запросов H означает, что к базе данных в i-ый
такт времени будет подан запрос H(i). Обозначим множество всех потоков
через H.

Рассмотрим функцию W , W : H → A∞ (через A∞ обозначено мно-
жество всех сверхслов в алфавите A) сопоставляющую потоку запросов
H сверхслово W (H) из алфавита A, причем i-ая буква сверхслова W (H)
(обозначим ее через W (H)(i)) такова, что H(i) = (W (H)(i), xi).

Для обработки потоков запросов введем понятие потоковый динами-
ческий информационный граф (ПДИГ) и обозначим его DП = (A, U).
Пусть дано бесконечное множество копий автомата A. Будем считать, что
несколько копий автомата A могут одновременно обслуживать несколь-
ко запросов. Например пусть имеется поток запросов на поиск H =
(П, x1), (П, x2), (П, x3), . . . , тогда при наличии 3 и более копий автомата A
ПДИГ сможет параллельно обслужить три запроса x1, x2, x3 на поиск, не
дожидаясь завершения каждого ДИГ в отдельности. Если в потоке запро-
сов H встречаются запросы на изменение базы данных (вставка и удале-
ние), то при параллельной обработки этих запросов возможны конфликты
преобразований (ИГ общий для всех автоматов).
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Определим функционирование ПДИГ DП,DП = (A, U), типа (N,R)
над F ,F = 〈F, ∅,P , ηid〉, для потока запросов H из H. Считаем, что вре-
мя применения любого преобразования R из P , ровно 1 такт. Тем самым
автомат A за один такт делает ровно одно преобразование над ИГ U . За-
метим, что мы всегда можем выбрать единицу измерения времени (такт),
что это будет выполнено, например, как максимум из времен всех преоб-
разований. Так же мы предполагаем, что такт запроса совпадает с тактом
работы автомата.

После каждого такта работы ПДИГ — ИГ U может изменяться, поэто-
му будем рассматривать U = U(t) (t ∈ N ∪ {0}). В начальный момент
функционирования U = U(0).

Рассмотрим запрос H(i), H(i) = (ai, xi), который поступил для обработ-
ки к ПДИГ DП,DП = (A, U), U = U(i) в i-ый такт, i ≥ 1. ПДИГ действует
в зависимости от типа запроса ai. Если ai = Λ (ничего не делать), то ПДИГ
ничего не делает для этого запроса и U(i + 1) = U(i), иначе ПДИГ функ-
ционирует как ДИГ для данного запроса.

Теперь определим понятие сложности ПДИГ. Для любого i из N че-
рез T (DП, H(i)) обозначим количество тактов необходимое для обработки
запроса H(i) динамическим информационным графом DП.

В второй главе доказываются верхние оценки на ПДИГ. Сначала опи-
шем формальную постановку задачи. Пусть H — поток запросов, H : N→
X, где X,X = {П, В, У,Λ} × N — множество запросов. Буква в запросе
означает его действие: поиск (П), вставка (В), удаление (У) или пустой
запрос (Λ).

Множество всех потоков запросов обозначим через H. Рассмотрим
функцию множества записей V : {N ∪ {0}} × H → 2X , которая удовле-
творяет следующим условиям:

V (i,H) =
∅, если i = 0;
V (i− 1, H), если i > 0 и H(i) запрос на поиск или пустой запрос;
V (i− 1, H) ∪ {x}, если i > 0 и H(i) = (В, x);
V (i− 1, H) \ {x}, если i > 0 и H(i) = (У, x).

Функция V составляет каждому такту i и потоку запросов H — множе-
ство записей, которые образуют базу данных после завершения функциони-
рования ПДИГ для всех запросов до такта i включительно, если обработка
любого запроса происходила бы мгновенно (за 1 такт).
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Пусть дана функция L : N∪{0} → N. Будем говорить, что ПДИГ решает
ДЗПИО (логическую ДЗПИО) со сложностью L, если для любого потока
H и любого такта i выполняются следующие условия

• если H(i) = (П, x), то результатом функционирования ПДИГ должен
быть {x} (да), если x ∈ V (i,H) и пустое множество (нет) в противном
случае. При этом количество тактов, необходимое на выдачу ответа,
должно не превосходить L(|V (i,H)|);

• если H(i) = (В, x), то для любого запроса на поиск (П, z), поступив-
шего в такт i + 1, результат функционирования ПДИГ должен быть
{z}(да), если z ∈ V (i+1, H) = V (i,H)∪{x}, и пустое множество(нет)
в противном случае;

• если H(i) = (У, x), то для любого запроса на поиск (П,z), поступив-
шего в такт i + 1, результат функционирования ПДИГ должен быть
{z}(да), если z ∈ V (i+ 1, H) = V (i,H)\{x}, и пустое множество(нет)
в противном случае.

Введем еще два понятие как конечный и селекторный ПДИГ. Будем
говорить, что ПДИГ конечный, если для произвольного потока запросов
H и произвольного такта времени i существует такая константа C,C <∞,
что для потока запросов H ′

, H
′
(1) = H(1), . . . H

′
(i) = H(i), H

′
(i + 1) =

Λ, . . . , H
′
(i+ C) = Λ, автомат обслуживающий запрос H(i) завершит свое

функционирование.
Неформально говоря, ПДИГ будем называть конечным, если автомат

для любого потока запроса и любого такта, функционирует конечное вре-
мя. ПДИГ, который не является конечным, будем называть бесконечным.

Введем понятие селекторный ПДИГ. Рассмотрим произвольную функ-
цию φ ∈ {φ1, . . . , φn}, которую может применить автомат в своем преобра-
зовании. Автомат, зная тип предиката, знает также, сколько у него аргу-
ментов. Функция φ на вход получает аргументы и типы предикатов , типы
вершин, а так же запись, которую обслуживает автомат. После этого эта
функция может создать новый предикат или запись. Естественно, функция
φ может создать только предикат, принадлежащий множеству предикатов
F , над которым рассматривается ИГ. Оперируя этими функциями, автомат
может в новой окрестности создавать новые предикаты из F .

Преобразование будем называть селекторным, если оно не может со-
здать новый аргумент, кроме тех, что есть во входной окрестности или
запроса, который обслуживает автомат.
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Пусть

fa(x) =

{
1, если x = a;
0, иначе

,

Flist = {fa(x) : a ∈ R} .

Через ]x[ будем обозначать целую часть сверху от x (наименьшее целое
число, которое не меньше x). Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Существует множество преобразований R и существу-
ет конечный, селекторный ПДИГ типа (2,2) над базовым множеством
〈Flist,R〉, который решает ДЗПИО для любого потока запросов H из H,
со сложностью L,L(n) =]n/2[+1.

Пусть

fa(x) = fha (x) =

{
1, если x ≤ a;
0, иначе

; f=,a(x) =

{
1, если x = a;
0, иначе

;

fПa (x) = fВa (x) = fУa (x) =

{
1, если x = a;
0, иначе

; fh(x) ≡ 0;

Flog =
{
fa(x), fha (x), f=,a(x), fПa , f

В
a , f

У
a : a ∈ R

}
∪ {fh}.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Существует множество преобразований R и существу-
ет конечный, селекторный ПДИГ типа (8,4) над базовым множеством
〈Flog,R〉, который решает ДЗПИО для любого потока запросов H,H ∈ H,
со сложностью L,L(n) =

]
log2 max (n,2)

3

[
+ 1.

Рассмотрим множество предикатов F (T ) = {f 0, f 1, f ta(x)|t ∈ T, a ∈ N},
где |T | <∞ и
∀t ∈ T, a ∈ N :

f ta(x) =

{
1, если x = a;
0, иначе

, f 0(x) ≡ 0, f 1(x) ≡ 1.

Пусть
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T0 = {П,В1,В2,У},

то есть F (T0) = {f 0, f 1, fПa , fВ1
a , fВ2

a , fУa : a ∈ N}.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Существует множество преобразований R и существует
бесконечный, селекторный ПДИГ типа (1,1) над базовым множеством
〈F (T0),R〉, который решает ДЗПИО для любого потока запросов H из H
со сложность L,L ≡ 3.

Пусть

T1 = {да, нет},

то есть F (T1) = {f 0, f 1, fдаa , fнетa : a ∈ N}.

Теорема 5. Существует множество преобразований R и существует
конечный, не селекторный ПДИГ типа (1,1) над базовым множеством
〈F (T1),R〉, решающий логическую ДЗПИО со сложностью L,L ≡ 2.

Как будет доказано ниже, не существует конечного ПДИГ типа (1,1),
решающего ДЗПИО. В предыдущей теореме конечный ПДИГ типа (1,1)
решает логическую ДЗПИО.

Следующая теорема утверждает, что существует конечный не селектор-
ный ПДИГ типа (2,1), который решает логическую ДЗПИО.

Пусть

T = {а, н} × {−2,−1, 0, 1, 2} × {П←,П→,В←,В→,У←,У→, н},

F2(T ) = {f tl,r,a(x) : t ∈ T, l, r, a, x ∈ N}, где

f tl,r,a(x) = 1, если x = a и 0 иначе.

Теорема 6. Существует множество преобразований R и существует
конечный ПДИГ типа (2,1) над базовым множеством 〈F2(T ),R〉, реша-
ющий ДЗПИО со сложностью L,L(n) =]n/2[+5.

Как видно из предыдущих теорем ПДИГ достаточно мощный аппарат
для решения ДЗПИО. Поэтому найти ограничения на ПДИГ для доказа-
тельства не существования алгоритма — еше одна интересная задача для
математиков. В частности, предыдущие теоремы 4 — 6 получились в ре-
зультате поисков ограничений на ПДИГ.

В третьей главе доказываются нижние оценки для ПДИГ.
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Теорема 7. Для любого натурального R, не существует конечного ПДИГ
типа (1, R), решающего ДЗПИО для любого потока запросов.

Теорема 8. Для любой функции L,L : N → N и для любого множества
T, |T | <∞ не существует конечного, селекторного ПДИГ типа (2, 1) над
множеством F (T ), который решает логическую ДЗПИО со сложностью
L.

Заключение

В диссертации получены следующие основные результаты.
Разработана математическая модель динамических баз данных. Доказа-

на применимость предлагаемой модели для решения задач, возникающих
в динамических базах данных. На основе этой модели получены бесконеч-
но распараллеливаемые структуры данных. Получены различные верхние
и нижние оценки для решения ДЗПИО и логической ДЗПИО для любого
потока запросов.

Построен конечный, селекторный ПДИГ типа (8,4), решающий ДЗПИО
для любого потока запросов с логарифмической сложностью.

Доказано, что существует конечный, селекторный ПДИГ типа (2,2), ре-
шающий ДЗПИО для любого потока запросов. Так же доказано, что для
любого натурального R не существует конечного ПДИГ типа (1, R), кото-
рый решает ДЗПИО для любого потока запросов, но существует конечный,
не селекторный ПДИГ типа (1,1), решающий логическую ДЗПИО.

Показано, что не существует конечного, селекторного ПДИГ типа (2,1),
решающего ДЗПИО для любого потока запросов, но существует бесконеч-
ный ПДИГ типа (1,1), решающий эту же задачу.

Предъявлен минимально возможный по степени ветвления конечный, не
селекторный ПДИГ с радиусом видимости один, решающий ДЗПИО для
любого потока запросов.

В качестве перспектив дальнейшей разработки темы диссертации можно
предложить применять полученную модель динамических баз данных для
решения других динамических задач информационного поиска, например,
для решения динамической задачи двумерного интервального поиска.
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