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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

ÀÊÒÓÀËÜÍÎÑÒÜ ÒÅÌÛ. Îñíîâû òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé êàê ñà-

ìîñòîÿòåëüíîãî ðàçäåëà àíàëèçà áûëè çàëîæåíû â ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèÿõ Ê. Âåéåðøòðàññà, Ì. Ã. Ìèòòàã-Ëåôôëåðà, Æ. Àäàìàðà,

Ý. Áîðåëÿ. Â ðàáîòàõ êëàññèêîâ îñîáîå âíèìàíèå òðàäèöèîííî óäåëÿ-

ëîñü èçó÷åíèþ ôóíêöèé ñ ¾àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíûì¿ ïîâåäåíèåì.

Ðåøàþùèé âêëàä â ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé

âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà áûë ñäåëàí Á.ß. Ëåâèíûì è À. Ïôëþãåðîì âî

âòîðîé ÷åòâåðòè ïðîøëîãî âåêà. Â äàëüíåéøåì ýòà òåîðèÿ ðàçâèâàëàñü

À.À. Ãîëüäáåðãîì, È.Â. Îñòðîâñêèì, Â.Ñ. Àçàðèíûì, À.À. Êîíäðàòþ-

êîì, Ì.Í. Øåðåìåòîé è äðóãèìè àâòîðàìè. Öåëûå ôóíêöèè âïîëíå ðå-

ãóëÿðíîãî ðîñòà èçó÷åíû íàèáîëåå ïîëíî, âñòðå÷àþòñÿ â áîëüøîì êîëè-

÷åñòâå ðàáîò è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåíåíèÿ. Îäíàêî, ñîâðåìåííûå

èññëåäîâàíèÿ âîïðîñîâ ïîëíîòû è ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè â ôóíêöèîíàëü-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðîáëåì òåîðèè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, çàäà÷

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà è îïåðàòî-

ðîâ òèïà ñâåðòêè òðåáóþò ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ öåëûõ ôóíêöèé, íå

îáëàäàþùèõ ñêîëü-íèáóäü ïðàâèëüíûì ïîâåäåíèåì. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé

ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ íàõîæäåíèåì

ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ îñíîâíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé èç âåñüìà îáùèõ è åñòåñòâåííûõ êëàññîâ. Ñóùå-

ñòâåííûé âêëàä â ýòó òåìàòèêó âíåñëè îñíîâîïîëàãàþùèå èññëåäîâàíèÿ

Æ. Âàëèðîíà, À. Äàíæóà, Á.ß. Ëåâèíà, À.À. Ãîëüäáåðãà, À.À. Êîíäðà-

òþêà. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áëàãîäàðÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ðàáîòàì Á.Í. Õà-

áèáóëëèíà, À.Þ. Ïîïîâà, Ã. Ã. Áðàé÷åâà è èõ ó÷åíèêîâ âîçíèêàþò íîâûå

òåîðåòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ, ÷òî ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâûé èíòåðåñ ê ýêñòðå-

ìàëüíûì çàäà÷àì äëÿ èíäèêàòîðîâ è òèïîâ öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî

ïîðÿäêà ñ çàäàííûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðàñïðåäåëå-

íèÿ íóëåé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ Â. Áåðíøòåéíà,

Ñ. Ìàíäåëüáðîéòà, À.Ô. Ëåîíòüåâà, Â.Â. Íàïàëêîâà, À.Ô. Ãðèøèíà,

Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà, À.Â. Áðàòèùåâà, À.Ì. Ãàéñèíà, Ê. Ã. Ìàëþòèíà è
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äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, â òåîðèè èíòåðïîëÿöèè è ðÿäîâ Äèðèõëå òèïè÷íîé

ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà â êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè èëè ïîêàçàòå-

ëåé ñèñòåìû ýêñïîíåíò âûáèðàþòñÿ íóëè öåëîé ôóíêöèè ñ ïðåäïèñàí-

íûì ïîâåäåíèåì â íóëÿõ åå ïðîèçâîäíûõ. Òàêîé âûáîð, îáóñëîâëåííûé

ñóùåñòâîì äåëà, âûäâèãàåò íà ïîâåñòêó äíÿ ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå âî-

ïðîñû. Íàñêîëüêî ñèëüíî âëèÿåò íà ðåãóëÿðíîñòü ðîñòà öåëîé ôóíêöèè

L(λ) ñ íóëÿìè (λn)n∈N ïîâåäåíèå â íóëÿõ åå ïðîèçâîäíûõ? Âîçìîæíî ëè,

ó÷èòûâàÿ ïî ñóòè òîëüêî ñòåïåíü ýòîãî âëèÿíèÿ, ðàñêëàäûâàòü îáðàòíóþ

âåëè÷èíó 1/L(λ) â ðÿä ïðîñòûõ äðîáåé ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû? (Ðàçëî-

æåíèå îáðàòíîé âåëè÷èíû öåëîé ôóíêöèè íà ïðîñòûå äðîáè ÿâëÿåòñÿ íå

ìåíåå âàæíûì àíàëèòè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì, ÷åì ïðåäñòàâëåíèå öåëîé

ôóíêöèè áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì, òàêæå ñîñòàâëåííûì ïî åå íóëÿì.)

Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îïèñûâàòü ïîëíûå è ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû

ýêñïîíåíò ñ ïîêàçàòåëÿìè â íóëÿõ ¾ïîðîæäàþùåé¿ ôóíêöèè â òåðìèíàõ,

ñâÿçàííûõ òîëüêî ñ ïîâåäåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé åå ïðîèç-

âîäíûõ? Ýòîò êðóã âîïðîñîâ òåñíî ñâÿçàí ñ òàêèìè êëàññè÷åñêèìè è

ñîâðåìåííûìè ðåçóëüòàòàìè, âêëþ÷àÿ íåðåøåííûå çàäà÷è òåîðèè öåëûõ

ôóíêöèé, êàê èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà À.Ô. Ëåîíòüåâà î öåëûõ ôóíêöèÿõ

âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà; òåîðåìà Ì.Ã. Êðåéíà î ïðåäñòàâëåíèè îáðàò-

íîé âåëè÷èíû öåëîé ôóíêöèè ðÿäîì ïðîñòûõ äðîáåé; ñåðèÿ ðåçóëüòàòîâ

À.Ô. Ëåîíòüåâà, Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà, À.Â. Àáàíèíà, Ñ.Í. Ìåëèõîâà î

ðàçëîæåíèè àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé îáëàñòè ôóíêöèé â ðÿäû ýêñ-

ïîíåíò è çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Áåðëèíãà �Ìàëüÿâåíà î ðàäèóñå ïîëíîòû.

Ñþäà æå ïðèìûêàþò èçáðàííûå âîïðîñû òåîðèè íåãàðìîíè÷åñêèõ ðÿ-

äîâ Ôóðüå è àáñòðàêòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (Æ.-Ï. Êàõàí,

Ë. Øâàðö, À.Ô. Ëåîíòüåâ, À.Ì. Ñåäëåöêèé, È.Â. Òèõîíîâ, Þ.Ñ. Ýé-

äåëüìàí). Â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ýòè ñâÿçè íàøëè îòðàæåíèå â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå.

Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåñìîòðÿ íà áîëåå ÷åì ñòîëåòíåå ðàçâèòèå òåî-

ðèè öåëûõ ôóíêöèé êàê ñàìîñòîÿòåëüíîé äèñöèïëèíû, íå âñå åå ðàçäåëû

ðàçðàáîòàíû äîñòàòî÷íî ïîëíî. Òàê, åùå ìàëî èçó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå

ñâîéñòâà öåëûõ ôóíêöèé, íå îòëè÷àþùèõñÿ ¾ïðàâèëüíûì¿ ïîâåäåíèåì.
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Ïðè ýòîì, çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè

íà ðàñïîëîæåíèå íóëåé, ÷àñòî âîçíèêàþùèå êàê â ñàìîé òåîðèè, òàê è

â åå ïðèëîæåíèÿõ. Äèññåðòàöèÿ ÷àñòè÷íî âîñïîëíÿåò óêàçàííûé ïðîáåë.

Îáúåäèíèòåëüíîé ÷åðòîé èññëåäîâàííîãî â ðàáîòå öèêëà çàäà÷ ÿâëÿåò-

ñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû íóëè ðàññìàòðèâàåìûõ öåëûõ ôóíêöèé ðàñïîëàãà-

ëèñü íà çàäàííîì ìíîæåñòâå. Êàê ïðàâèëî, ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü

ïîìåùåíî â íåêîòîðûé óãîë. Îòìåòèì, ÷òî íèêàêèõ èñõîäíûõ äîïîëíè-

òåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà ôóíêöèé íå äåëàåòñÿ. Òåì

ñàìûì, äîñòèãàåòñÿ íåîáõîäèìàÿ îáùíîñòü ïîñòàíîâîê çàäà÷ è ðàñøèðÿ-

åòñÿ ñôåðà ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

ÖÅËÜ ÐÀÁÎÒÛ. Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ

ñâîéñòâ öåëûõ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàñïîëîæåíèå êîðíåé è â

ïðèìåíåíèè óñòàíîâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ê âîïðîñàì àïïðîêñèìàöèè àíà-

ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

ÍÀÓ×ÍÀß ÍÎÂÈÇÍÀ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Èññëåäîâàí âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäå-

íèé ñ âåùåñòâåííûìè ñèììåòðè÷íûìè íóëÿìè, èãðàþùèõ çàìåòíóþ ðîëü

â òåîðèè ðÿäîâ Äèðèõëå è â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ òåîðèè àíàëèòè÷å-

ñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Íàéäåíî òî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà òàêèõ

ïðîèçâåäåíèé â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íóëåé.

2. Èçó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíîé öåëîé ôóíêöèè

ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ïðîñòûìè íóëÿìè â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäå-

íèÿ â íóëÿõ åå ïðîèçâîäíîé. Äàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè

ðîñòà ôóíêöèè, êîðíè êîòîðîé îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íóëåâûì

èíäåêñîì êîíäåíñàöèè.

3. Äîêàçàí öèêë òåîðåì (óòî÷íÿþùèõ ðåçóëüòàòû À.Ô. Ëåîíòüåâà,

Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà, À.Â. Àáàíèíà) î ðàçëîæåíèè àíàëèòè÷åñêèõ â âû-

ïóêëîé îáëàñòè ôóíêöèé â ðÿäû ýêñïîíåíò. Âûÿâëåíà îñîáàÿ ðîëü, êî-

òîðóþ â òåîðèè ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì ýêñïîíåíò èãðàþò ðàçëîæåíèÿ

íà ïðîñòûå äðîáè âåëè÷èíû, îáðàòíîé ê ¾ïîðîæäàþùåé¿ ôóíêöèè.
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4. Íàéäåíà òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü òèïîâ ïðè ïîðÿäêå ρ ∈ (0, 1) âñå-

âîçìîæíûõ öåëûõ ôóíêöèé, íóëè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà îäíîì ëó÷å

èëè â óãëå ôèêñèðîâàííîãî ðàñòâîðà è èìåþò çàäàííûå âåðõíþþ è íèæ-

íþþ ïëîòíîñòè. Ïðîâåäåíî (ñîâìåñòíî ñ Ã. Ã. Áðàé÷åâûì) ïîëíîå èññëå-

äîâàíèå ïîëó÷åííîé ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ

çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ äàíû íîâûå îöåíêè äëÿ ðàäèóñîâ êðó-

ãîâ ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò ñ ïîêàçàòåëÿìè, ëåæàùèìè â óãëå èëè íà

íåñêîëüêèõ ëó÷àõ.

5. Äëÿ öåëîé ôóíêöèè ñ ïðîñòûìè íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â íåêîòî-

ðîé ïîëîñå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïîëó÷åí êðèòåðèé òîãî, ÷òî îáðàòíàÿ

âåëè÷èíà ôóíêöèè ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñïåöèàëüíûé ðÿä ïðîñòûõ äðîáåé.

Ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íîâûì äàæå â ñëó÷àå öåëîé ôóíêöèè ñ âåùåñòâåííû-

ìè íóëÿìè è ðåøàåò èçâåñòíóþ ïðîáëåìó â òåîðèè ìåðîìîðôíûõ ôóíê-

öèé, âîñõîäÿùóþ ê ðàáîòå Ì. Ã. Êðåéíà 1947 ã. Äàíî ïðèìåíåíèå ðÿäîâ

Êðåéíà ê ñïåöèàëüíûì êëàññàì öåëûõ ôóíêöèé.

ÌÅÒÎÄÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëü-

çóþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû è ïðèåìû èç òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé è

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïðèâëåêàþòñÿ îáùèå ìåòîäû òåîðèè ïîë-

íûõ è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-

öèé. Ðàçðàáîòàí ñïåöèàëüíûé ¾ïàðàìåòðè÷åñêèé¿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ

àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé, îñíîâàííûé

íà òîíêèõ ñâîéñòâàõ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè êîðíåé. Ïðè èçó÷åíèè àïïðîê-

ñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ñèñòåì ýêñïîíåíò â îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè ïðèìåíÿþòñÿ êàê èçâåñòíûå, òàê è íîâûå ðåçóëüòàòû î ðàçëîæåíèè

ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ïðîñòûå äðîáè.

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÀß ÖÅÍÍÎÑÒÜ. Äèññåðòà-

öèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ òåîðèè öå-

ëûõ ôóíêöèé è òåîðèè àïïðîêñèìàöèè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Åå ìà-

òåðèàë ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ, ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè

òåîðèè ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü

âîñòðåáîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòó-
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òå èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ñ ÂÖ Óôèìñêîãî

íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ, Þæíîì ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå Âëàäèêàâêàç-

ñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Áàøêèðñêîì

ãîñóäàðñòâåííîì íèâåðñèòåòå, Þæíîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå, Ìîñ-

êîâñêîì ïåäàãîãè÷åñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå è äðóãèõ îòå÷å-

ñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðàõ.

ÀÏÐÎÁÀÖÈß ÐÀÁÎÒÛ. Ñîîáùåíèÿ î ðåçóëüòàòàõ äèññåðòàöèè áû-

ëè ñäåëàíû íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

• ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîä ðóêî-

âîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Â.À. Ñàäîâíè÷åãî, 2016 ã.;

• ïî îáðàòíûì çàäà÷àì àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è åñòåñòâî-

çíàíèÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Â.À. Ñàäîâíè÷åãî è ïðî-

ôåññîðà À.È. Ïðèëåïêî, 2008 ã.;

• ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì
àêàäåìèêà ÐÀÍ Á.Ñ. Êàøèíà, ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ñ.Â. Êîíÿãèíà, ïðî-

ôåññîðà Á.È. Ãîëóáîâà, ïðîôåññîðà Ì.È. Äüÿ÷åíêî, 2010, 2016 ãã.;

• ïî íåãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó è öåëûì ôóíêöèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì

ïðîôåññîðà À.Ì. Ñåäëåöêîãî è ïðîôåññîðà Â.Â. Âëàñîâà (â ïîñëåä-

íèå ãîäû � ïðîôåññîðà À.Ì. Ñåäëåöêîãî è ä.ô.-ì.í. À.Þ. Ïîïîâà),

íåîäíîêðàòíî, 2002�2015 ãã.;

• ïî òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîä ðóêî-

âîäñòâîì ïðîôåññîðà Ì.Ê. Ïîòàïîâà, ïðîôåññîðà Ì.È. Äüÿ÷åíêî,

ïðîôåññîðà Ò.Ï. Ëóêàøåíêî, ïðîôåññîðà Â.À. Ñêâîðöîâà, 2016 ã.;

• ïî îïåðàòîðíûì ìîäåëÿì â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ïðîôåññîðà À.À. Øêàëèêîâà, ïðîôåññîðà È.À. Øåéïàêà, äî-

öåíòà À.Ì. Ñàâ÷óêà è À.À. Âëàäèìèðîâà, 2015 ã.;

• ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé è ãðàíè÷íûì ñâîéñòâàì ôóíêöèé ïîä ðóêî-

âîäñòâîì ïðîôåññîðà Å.Ï. Äîëæåíêî, 2010 ã.;
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• ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ïðîôåññîðà Ï.Â. Ïàðàìîíîâà è ä.ô.-ì.í. Ê.Þ. Ôåäîðîâñêîãî,

2016 ã.;

Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ

• ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó (Ñåìèíàðå Ãîí÷àðà) ïîä ðóêîâîäñòâîì

÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Å.Ì. ×èðêè, ïðîôåññîðà À.È. Àïòåêàðåâà, 2016 ã.;

• ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ñ.À. Òåëÿ-

êîâñêîãî, 2012 ã.;

à òàêæå íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ

• êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÈÔÈ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà

Â.À. Îñêîëêîâà, 2001, 2003 ãã.;

• êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåð-

ñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà è ïðîôåñ-

ñîðà À.Â. Àáàíèíà, 2009 ã.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþ-

ùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

• Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-
ìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ã. Ñàðàòîâ, íåîäíîêðàòíî,

2004, 2006, 2008, 2010, 2012, 2014 ãã.;

• ¾Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ. Êîìïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-
ëèðîâàíèå¿, ã. Âîëãîäîíñê, íåîäíîêðàòíî, 2005, 2007, 2009, 2011 ãã.;

• ¾Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îáðàçîâàíèå¿, ï. Àáðàó-Äþðñî, 2006,
2008 ãã.;

• Êàçàíñêàÿ ëåòíÿÿ íàó÷íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé,

åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ã. Êàçàíü, 2007 ã.;

• ¾Analysis and Topology¿, ã. Ëüâîâ, 2008 ã.;
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• ¾Åâðîïà è ñîâðåìåííàÿ Ðîññèÿ. Èíòåãðàòèâíàÿ ôóíêöèÿ ïåäàãîãè-
÷åñêîé íàóêè â åäèíîì îáðàçîâàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå¿, ã. Ïðàãà,

2008 ã.;

• Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû
òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿, ã. Âîðîíåæ, 2009, 2015 ãã.;

• ¾Íàóêà â âóçàõ: ìàòåìàòèêà, ôèçèêà, èíôîðìàòèêà. Ïðîáëåìû âûñ-

øåãî è ñðåäíåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ¿, ã. Ìîñêâà, 2009 ã.;

• ¾Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ¿, ã. Âëàäèêàâêàç, 2010 ã.;

• ¾Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé¿, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ Ñ.Á. Ñòå÷êèíà,

ã. Ìîñêâà, 2010 ã.;

• ¾Ôèçèêà è òåõíè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ¿, ã. ×åëÿ-
áèíñê, 2010 ã.;

• ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè Ï.Ë. ×åáûøåâà è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ñîâðå-

ìåííûì ïðîáëåìàì åñòåñòâîçíàíèÿ¿, ã. Îáíèíñê, 2011 ã.;

• ¾Ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ã. Ñìî-

ëåíñê, 2012, 2013 ãã.;

• ¾Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé è ðîäñòâåííûå çàäà÷è àíàëèçà¿, ïî-
ñâÿùåííàÿ ïàìÿòè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåñ-

ñîðà Ï.Ï. Êîðîâêèíà, ã. Êàëóãà, 2015 ã.;

• ¾Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿, ã. Ìîñêâà, 2016 ã.

ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ îïóá-

ëèêîâàíû â øåñòíàäöàòè ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâ-

òîðåôåðàòà. Òðèíàäöàòü ðàáîò èç ýòîãî ñïèñêà îïóáëèêîâàíû â âåäóùèõ

íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Äâå ñòàòüè âûïîëíåíû â ñî-

àâòîðñòâå. Öåíòðàëüíûå ðåçóëüòàòû ñîâìåñòíûõ ðàáîò, âûíîñèìûå íà çà-

ùèòó, ïðèíàäëåæàò àâòîðó. Âêëàä ñîàâòîðîâ (Ã. Ã. Áðàé÷åâ è Å.Â. Ñó-

ìèí) ïîäðîáíî îãîâàðèâàåòñÿ â òåêñòå äèññåðòàöèè è îòäåëåí îò ðåçóëü-

òàòîâ àâòîðà.
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ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÎÁÚÅÌ ÐÀÁÎÒÛ. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 224

ñòðàíèöàõ. Ïîñëå Ââåäåíèÿ ñëåäóåò îñíîâíîé òåêñò, ðàçáèòûé íà òðè

ãëàâû. Êàæäàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îòäåëüíîé çàäà÷å. Ãëàâû äåëÿòñÿ íà

ïàðàãðàôû, íåêîòîðûå èç ïàðàãðàôîâ � íà ïóíêòû. Ïðèíÿòà ñêâîçíàÿ

íóìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ. Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé, ïðèìåðîâ, ôîðìóë è

ò. ä. âåäåòñÿ ïî ïàðàãðàôàì. Â êîíöå êàæäîé ãëàâû ïîìåùåí íåáîëü-

øîé ðàçäåë ñ êîììåíòàðèÿìè è äîïîëíèòåëüíûìè ññûëêàìè. Èòîãè âû-

ïîëíåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîäâåäåíû â Çàêëþ÷åíèè. Òåêñò çàâåðøàåòñÿ

ñïèñêîì ëèòåðàòóðû, â êîòîðîì â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå èäóò ñíà÷àëà ðà-

áîòû íà ðóññêîì ÿçûêå, à çàòåì � èñòî÷íèêè íà èíîñòðàííûõ ÿçûêàõ.

Áèáëèîãðàôèÿ ñîñòîèò èç 174 íàèìåíîâàíèé.

ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ÂÂÅÄÅÍÈÈ îïèñàíî îáùåå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ; îáîñíî-

âàíû àêòóàëüíîñòü, íàó÷íàÿ íîâèçíà è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáî-

òû; äàíî êðàòêîå èçëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè. Îñíîâíîé òåêñò

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàçáèò íà òðè ãëàâû, ðàçíûå ïî òåìàì, íî ñâÿ-

çàííûå ïî ñìûñëó è õàðàêòåðó ðåçóëüòàòîâ. Âûäåëèì íàèáîëåå ïðèíöè-

ïèàëüíûå èç íèõ. Íóìåðàöèÿ òåîðåì â àâòîðåôåðàòå ñîâïàäàåò ñ èõ íó-

ìåðàöèåé â òåêñòå äèññåðòàöèè; íóìåðàöèÿ æå ôîðìóë â àâòîðåôåðàòå

ïðèíÿòà ñêâîçíîé è íå çàâèñèò îò íóìåðàöèè ôîðìóë â äèññåðòàöèè.

Îáùóþ çàäà÷ó, ïîñòàâëåííóþ â ÃËÀÂÅ 1 (�� 1�9), ìîæíî ñôîðìóëè-

ðîâàòü òàê: èññëåäîâàòü ðåãóëÿðíîñòü ðîñòà öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöè-

àëüíîãî òèïà ñ ïðîñòûìè íóëÿìè â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ â íóëÿõ

åå ïðîèçâîäíîé. Ïàðàãðàôû 1�7 ïîñâÿùåíû êàíîíè÷åñêèì ïðîèçâåäåíè-

ÿì ñ âåùåñòâåííûìè ñèììåòðè÷íûìè íóëÿìè. Â � 1 ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ

èñòîðèÿ âîïðîñà è ôîðìóëèðóþòñÿ äâà öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòà ïåðâîé

ãëàâû (òåîðåìû 1.1 è 1.2). Ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
, λ ∈ C, (1)

ãäå Λ = (λn)n∈N � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
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÷èñåë

0 < λ1 < λ2 < . . . < λn < . . . , lim
n→∞

λn = +∞, (2)

èìåþùàÿ êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü

∆(Λ) ≡ lim
n→∞

n

λn
, 0 < ∆(Λ) < +∞. (3)

Íèæíÿÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ò. å. ÷èñëî

∆(Λ) ≡ lim
n→∞

n

λn
,

ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ âåðõíåé ïëîòíîñòüþ, è â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü íàçûâàþò íåèçìåðèìîé. Åñëè æå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∆(Λ) = ∆(Λ), òî ñóùåñòâóåò îáû÷íûé ïðåäåë lim
n→∞

(n/λn), êîòîðûé íà-

çûâàþò ïëîòíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è îáîçíà÷àþò ∆(Λ). Â òàêîì

ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ñ÷èòàåòñÿ èçìåðèìîé.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôàêòû. Êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (1) ïðè

óñëîâèÿõ (2), (3) çàäàåò öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ(Λ),

ãäå 0 < σ(Λ) 6 π∆(Λ). Äëÿ èíäèêàòîðà ôóíêöèè L(λ) âåðíà îöåíêà

hL(θ) ≡ lim
r→+∞

ln |L(reiθ)|
r

> σ(Λ) | sin θ|.

Ôóíêöèÿ L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆(Λ) = ∆(Λ) = ∆(Λ),

ò. å. êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èçìåðèìà. Â ýòîì ñëó÷àå òèï è èíäèêà-

òîð âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî:

σ(Λ) = π∆(Λ), hL(θ) = σ(Λ) | sin θ| = π∆(Λ) | sin θ|.

Ôóíêöèè âèäà (1) íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ àíàëèçà,

íå îòíîñÿùèõñÿ íàïðÿìóþ ê öåëûì ôóíêöèÿì, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ àï-

ïðîêñèìàöèè è àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðÿäîâ ýêñïîíåíò. Â êëàñ-

ñè÷åñêèõ ðàáîòàõ ïåðâîé ïîëîâèíû XX âåêà, ïîñâÿùåííûõ òåîðèè òàêèõ

ðÿäîâ 1, 2, è â áîëåå ïîçäíèõ èññëåäîâàíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà

δ(Λ) ≡ lim
n→∞

1

λn
ln

1

|L′(λn)|
= − lim

n→∞

1

λn

∑
k 6=n

ln

∣∣∣∣1− λ2
n

λ2
k

∣∣∣∣ , (4)

1Bernstein V. Le�cons sur les progr�es r�ecents de la th�eorie s�eries de Dirichlet. � Paris: Gauthier-Villars,
1933. � 320 p.

2Ìàíäåëüáðîéò Ñ. Ïðèìûêàþùèå ðÿäû. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðèìåíåíèÿ. �
Ì.: ÈË, 1955. � 268 ñ.
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íàçûâàåìàÿ èíäåêñîì êîíäåíñàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Îòìåòèì, ÷òî

õàðàêòåðèñòèêè, ïîäîáíûå (4), ââîäÿò è äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñòàâÿ èì â ñîîòâåòñòâèå ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó

êàíîíè÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèé (1) âåëè÷è-

íà (4) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé 3, à äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

âåäóùèõ ñåáÿ íàèáîëåå ¾ðåãóëÿðíî¿, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

δ(Λ) = 0. (5)

Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî (5) çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè â îïðåäåëåíèè (3)

ñóùåñòâóåò íå âåðõíèé, à îáû÷íûé ïðåäåë, è ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Λ èìååò ïîëîæèòåëüíûé øàã

h(Λ) ≡ lim
n→∞

(λn+1 − λn) > 0. (6)

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷òî ìîæíî ñêàçàòü îá àñèìïòîòè÷åñêîì

ïîâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è ôóíêöèè L(λ), åñëè âåðíî ðàâåí-

ñòâî (5)? Áóäåò ëè â òàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàòü ïðåäåë

∆(Λ) = lim
n→∞

n

λn
, (7)

è òåì ñàìûì àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

lim
r→+∞

ln |L(reiθ)|
r

= π∆(Λ) | sin θ|, θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) , (8)

îçíà÷àþùåå ïîëíóþ ðåãóëÿðíîñòü ðîñòà ôóíêöèè (1)? Ýòîò âîïðîñ âîç-

íèê â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, à â 1983 ã. À.Â. Áðàòèùåâ 4 äàë

íà íåãî îòðèöàòåëüíûé îòâåò. Îäíàêî, â ðàáîòå Áðàòèùåâà íå áûëà âû-

ïèñàíà ÿâíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = (λn)n∈N, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî (5), à îòíîøåíèå n/λn ïðåäåëà íå èìååò (ôàêòè÷åñêè, äîêàçà-

íî ëèøü ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Êðîìå òîãî, íå áûëî

íàéäåíî óñëîâèå â äóõå (5), îáåñïå÷èâàþùåå ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäåëüíûõ

ñîîòíîøåíèé (7), (8). Èìåííî âñå ýòî è ñäåëàíî â �� 1�7 äèññåðòàöèè.
3Ïîïîâ À. Þ. Òî÷íàÿ îöåíêà èíäåêñà êîíäåíñàöèè // Mathematica Montisnigri. � 1999. � Ò. 11.

� Ñ. 67�103.
4Áðàòèùåâ À. Â. Ê îäíîé çàäà÷å À. Ô. Ëåîíòüåâà // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1983. � Ò. 270, � 2.

� Ñ. 265�267.
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Ïîñëå ðàáîòû Áðàòèùåâà ñòàëî ÿñíî, ÷òî äàæå ïðè äîïîëíèòåëüíîì

îãðàíè÷åíèè (6) íåëüçÿ îõàðàêòåðèçîâàòü íàëè÷èå ïëîòíîñòè ó ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Λ â òåðìèíàõ ñòàíäàðòíîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè δ(Λ).

Ïîòðåáîâàëîñü ìîäèôèöèðîâàòü ïîíÿòèå èíäåêñà êîíäåíñàöèè òàê, ÷òî-

áû ñ ïîìîùüþ íîâîé õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî áûëî òâåðäî ãàðàíòèðîâàòü

èçìåðèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ.

Èòàê, ïóñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîä÷è-

íåííàÿ óñëîâèÿì (2), (3), è L(λ) � êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (1). Ïóñòü

ω(r) � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè r > a ñ ôèêñèðîâàí-

íûì a > 0. Èíäåêñîì ω-êîíäåíñàöèè (èëè âåñîâûì èíäåêñîì êîíäåíñà-

öèè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ íàçîâåì çíà÷åíèå

δ(ω,Λ) ≡ lim
n→∞

1

ω(λn)
ln

1

|L′(λn)|
. (9)

Ïîõîæèå õàðàêòåðèñòèêè âñòðå÷àëèñü è ðàíåå. Òàê, À.Ô. Ëåîíòüåâ èñ-

ïîëüçîâàë 5 âåëè÷èíó

lim
n→∞

1

λn lnλn
ln

1

|L′(λn)|
.

Çàòåì â ðàáîòàõ À.Ì.Ãàéñèíà 6, 7, ïîñâÿùåííûõ ðåøåíèþ íåêîòîðûõ

ïðîáëåì Ïîéà, ââîäèëîñü ñïåöèàëüíîå ïîíÿòèå âåñîâîé êîíäåíñàöèè,

ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèþ (9).

Ðàññìàòðèâàåì âåñîâûå ôóíêöèè ω(r) ñî ñâîéñòâàìè:

(i) ω(r) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè r > a > 0;

(ii) ω(r)→ +∞ ïðè r → +∞;

(iii) ω(r) âîãíóòà (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî) ïðè r > a.

Ïðè âûïîëíåíèè (i)�(iii) âîïðîñ î òîì, áóäåò ëè áîëåå ¾ãèáêîå¿ ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ (5) óñëîâèå δ(ω,Λ) < +∞ äîñòàòî÷íûì äëÿ èçìåðèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Λ, ðåøàåòñÿ â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà îò ω(r),

íàïîìèíàþùåãî èíòåãðàë èç òåîðèè êâàçèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

5Ëåîíòüåâ À. Ô. Ðÿäû ýêñïîíåíò. � Ì.: Íàóêà, 1976. � 536 ñ.
6Ãàéñèí À. Ì. Îá îäíîé ãèïîòåçå Ïîëèà // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ, cåð. ìàòåì. � 1994. � Ò. 58, � 2.

� Ñ. 73�92.
7Ãàéñèí À. Ì. Ðåøåíèå ïðîáëåìû Ïîéà // Ìàòåì. ñáîðíèê. � 2002. � Ò. 193, � 6. � Ñ. 39�60.
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Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) ïîä÷è-

íåíà òðåáîâàíèþ
∞∫
a

ω(r)

r2
dr < +∞. (10)

Òîãäà âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ âèäà (2), èìåþùàÿ êîíå÷íóþ âåðõ-

íþþ ïëîòíîñòü (3) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

δ(ω,Λ) < +∞, (11)

áóäåò èçìåðèìîé.

Òðåáîâàíèå (10), ïðåäúÿâëÿåìîå ê âåñîâîé ôóíêöèè ω(r), ÿâëÿåòñÿ

êëþ÷åâûì äëÿ òåîðåìû 1.1. Åãî òî÷íîñòü óñòàíîâëåíà ïðè äîïîëíèòåëü-

íîì ïðåäïîëîæåíèè î ïðàâèëüíîì èçìåíåíèè ω(r). Íàïîìíèì, ÷òî ïîëî-

æèòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ïðè r > a ôóíêöèÿ ω(r) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíî

ìåíÿþùåéñÿ (íà áåñêîíå÷íîñòè) 8, åñëè äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ t > 0

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
.

Òî÷íîñòü òðåáîâàíèÿ (10) íà âåñîâóþ ôóíêöèþ ω(r) â òåîðåìå 1.1

ïîäòâåðæäàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) ïðàâèëü-

íî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è ïîä÷èíåíà òðåáîâàíèþ

∞∫
a

ω(r)

r2
dr = +∞.

Òîãäà íàéäåòñÿ íåèçìåðèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ âèäà (2) ñ ïîëî-

æèòåëüíûì øàãîì (6), èìåþùàÿ êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü (3)

è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (11). Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β,

ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì 0 6 α < β, îçíà÷åííóþ íåèçìåðèìóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Λ ìîæíî êîíñòðóêòèâíî ïîñòðîèòü òàê, ÷òîáû

∆(Λ) = α < β = ∆(Λ),

8Ñåíåòà Å. Ïðàâèëüíî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè. � Ì.: Íàóêà, 1985. � 144 ñ.
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è ïðè ýòîì

δ(ω,Λ) = 0

ñ òåì, ÷òî δ(Λ) = 0 äëÿ ñòàíäàðòíîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè (4).

Ïàðàãðàôû 2, 4, 5 íîñÿò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð. Öåíòðàëüíûå òåîðå-

ìû 1.1 è 1.2 äîêàçàíû â � 3 è � 6 ñîîòâåòñòâåííî. Â � 7 ê ýòèì òåîðåìàì

ñäåëàíû ïîëåçíûå äîáàâëåíèÿ è ðàçîáðàíû ïîäêðåïëÿþùèå ïðèìåðû.

Ïàðàãðàô 8 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí èçâåñòíîé çàäà÷å À.Ô. Ëåîíòüåâà

î ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ïðîèç-

âîëüíî ðàñïîëîæåííûì ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé, èìåþùèì íóëåâîé

èíäåêñ êîíäåíñàöèè. Òî÷íåå, ðå÷ü èäåò î ñëåäóþùåì âîïðîñå 9, 10. Ïóñòü

L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N è èíäèêàòîðîì hL(θ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-

âèþ (ñð. ñ óñëîâèåì (5)):

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln

1

|L′(λn)|
+ hL(arg λn)

}
= 0. (12)

Íóæíî âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè L(λ) ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî â ñîîòâåòñòâèå ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì 11 ðàâíîñèëüíî

ñóùåñòâîâàíèþ ðàâíîìåðíîãî ïî 0 6 θ 6 2π ïðåäåëà

lim
r→+∞
r/∈E

ln
∣∣L (reiθ)∣∣
r

= hL(θ).

Çäåñü E � íåêîòîðîå îáùåå äëÿ âñåõ θ ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ìåðû, ò. å. òàêîå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå E ∩ (0, r) èç-

ìåðèìî ïî Ëåáåãó ïðè êàæäîì r > 0, è åãî ìåðà åñòü o(r) ïðè r → +∞.
Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà L(λ) åñòü ôóíêöèÿ (1), óñëîâèå (12)

ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ

δ(Λ) = hL(0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû 1.1 è 1.2, äîêàçàííûå â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòà-

öèè, äàþò ðàçâåðíóòûé îòâåò íà ïåðâîíà÷àëüíûé âîïðîñ À.Ô. Ëåîíòüåâà
9Ëåîíòüåâ À. Ô. Îá óñëîâèÿõ ðàçëîæèìîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðÿäû Äèðèõëå // Èçâå-

ñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. ìàòåì. � 1972. � Ò. 36, � 6. � Ñ. 1282�1295.
10Ëåîíòüåâ À. Ô. 1.11. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò // Èññëåäîâàíèÿ ïî ëèíåéíûì

îïåðàòîðàì è òåîðèè ôóíêöèé, 99 íåðåøåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Çàï. íàó÷í.
ñåì. ËÎÌÈ. � Ë.: Íàóêà, Ëåíèíãð. îòä., 1978. � Ò. 81. � Ñ. 255�257.

11Ëåâèí Á. ß. Ðàñïðåäåëåíèå êîðíåé öåëûõ ôóíêöèé. � Ì.: ÃÈÒÒË, 1956. � 632 ñ.
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äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé (1). Â ïîëíîì æå îáúåìå ïðîáëåìà ïîêà

íå ðåøåíà. Åå èñòîðèÿ â ïîäðîáíîñòÿõ èçëîæåíà â � 8. Òàì æå âîïðîñ

ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ L(λ) ¾íå ñëèøêîì ìàëà¿ íà íåêî-

òîðîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ)

ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N è ïîëîæèòåëüíûì èí-

äèêàòîðîì hL(θ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12). Ïóñòü íà íåêîòîðîé

ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó λ = 0, äëÿ ôóíêöèè L(λ) âûïîëíåíà

îöåíêà

inf { |L(λ)| expω(|λ|) : λ ∈ S } > 0. (13)

Çäåñü S � îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ïî ìåðå ìíîæåñòâî íà ýòîé ïðÿ-

ìîé 12, à ω(r) � ïîëîæèòåëüíàÿ íåóáûâàþùàÿ ïðè r > a ôóíêöèÿ,

ïîä÷èíåííàÿ òðåáîâàíèþ (10). Òîãäà L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå

ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.

Îöåíêà âèäà (13) çàâåäîìî âûïîëíåíà äëÿ ôóíêöèè, ìîäóëü êîòîðîé

îòäåëåí îò íóëÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé. Òàêèå öåëûå ôóíêöèè ôè-

ãóðèðóþò â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü ÷åòíàÿ èëè íå÷åòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïî-

íåíöèàëüíîãî òèïà L(λ) ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N
è ïîëîæèòåëüíûì èíäèêàòîðîì hL(θ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12).

Ïóñòü ïðè êàêèõ-ëèáî 0 6 θ0 6 2π è D > 0 ìíîæåñòâî Λ ñîäåð-

æèòñÿ â ¾ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîëîñå¿

Γ(θ0, D) ≡
{
λ ∈ C : Re

(
λe−iθ0

)2
6 D

}
.

Òîãäà L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì � 9 ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà-

ôà ïðèìåíÿþòñÿ ê âîïðîñàì ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ â îãðàíè÷åí-

íîé âûïóêëîé îáëàñòè ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò. Óñòàíîâëåíà ñåðèÿ

ôàêòîâ, â íåêîòîðîì ñìûñëå óñèëèâàþùèõ èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû
12Ìíîæåñòâî S, ðàñïîëîæåííîå íà íåêîòîðîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì ïî

ìåðå íà íåé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà l è δ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà äëèíû l
íà ýòîé ïðÿìîé ëåáåãîâà ìåðà ïåðåñå÷åíèÿ S ñ îçíà÷åííûì îòðåçêîì íå ìåíüøå, ÷åì δ.
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À.Ô. Ëåîíòüåâà5, Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà 13, À. Â. Àáàíèíà 14. Îòëè÷èòåëü-

íîé îñîáåííîñòüþ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì � 9 ÿâëÿåòñÿ ïðèâëå÷åíèå ðàç-

ëîæåíèé íà ïðîñòûå äðîáè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ïðèâåäåì îäèí òèïè÷íûé ðåçóëüòàò.

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé ôóíê-

öèåé h(−θ) ≡ sup
z∈G

Re (zeiθ). Âîçüìåì êàêóþ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Λ = (λn)n∈N ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ åäèíñòâåííîé ïðå-

äåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè è ñîñòàâèì ñèñòåìó ýêñïîíåíò{
eλnz

}
n∈N , z ∈ G. (14)

Ïîñòðîèì, ñëåäóÿ À.Ô. Ëåîíòüåâó, öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî

òèïà L(λ) ñ ïðîñòûìè íóëÿìè λn, n ∈ N, èíäèêàòîðîì hL(θ) = h(θ), è

îáðàçóåì ñèñòåìó ôóíêöèé

ψn(t) =
1

L′(λn)

∞∫
0

L(λ)

λ− λn
e−λt dλ, n ∈ N, (15)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî ëó÷ó arg λ = θ. Êàê äîêàçàíî â

ìîíîãðàôèè5, ôóíêöèè ψn(t) ðåãóëÿðíû âíå G, è (15) � áèîðòîãîíàëü-

íàÿ ê (14) ñèñòåìà. Äàëåå, êàæäîé ôóíêöèè f(z), àíàëèòè÷åñêîé íà G

(ò. å. àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîãî êîìïàêòà), ñîïîñòàâ-

ëÿåòñÿ ðÿä

f(z) ∼
∞∑
n=1

cn e
λnz, cn =

1

2πi

∫
Γ

f(t)ψn(t) dt, n ∈ N, (16)

ãäå Γ � êîíòóð, îõâàòûâàþùèé G, íà êîòîðîì è âíóòðè êîòîðîãî f(z)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Â 5 óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé: äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä ýêñïî-

íåíò (16) ñõîäèëñÿ â îáëàñòè G ê ñâîåé ôóíêöèè f(z), êàêîâà áû íè

áûëà àíàëèòè÷åñêàÿ íà G ôóíêöèÿ f(z), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

13Êîðîáåéíèê Þ. Ô. Ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. � 1981. � Ò. 36, âûï. 1. �
Ñ. 73�126.

14Àáàíèí À. Â. Ãåîìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðÿäàìè îáîá-
ùåííûõ ýêñïîíåíò // Äîêëàäû ÐÀÍ. � 1992. � Ò. 323, � 5. � Ñ. 807�810.
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÷òîáû ëþáàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà Φ(λ) ñ èíäèêà-

òîðîì < h(θ) äîïóñêàëà ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëàãðàíæà

Φ(λ) =
∞∑
n=1

Φ(λn)

L′(λn)

L(λ)

λ− λn
, λ ∈ C. (17)

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü ðÿäà (16) â îáëàñòè G ê

ñâîåé ôóíêöèè f(z), ïðîâåðèâ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (17) òîëüêî äëÿ îäíîé

ôóíêöèè Φ(λ) ≡ 1.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C,
0 ∈ G, è h(−θ) � åå îïîðíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ

ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ èíäèêàòîðîì h(θ) è ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ

íóëåé Λ = (λn)n∈N . Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1. Ðÿä (16), ñîñòàâëåííûé ïî ïðîèçâîëüíîé àíàëèòè÷åñêîé íà G

ôóíêöèè f(z), ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëà-

ñòè G ê ñâîåé ôóíêöèè f(z).

2. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

1 =
∞∑
n=1

1

L′(λn)

L(λ)

λ− λn
, λ ∈ C,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (12).

Äâå äðóãèå òåîðåìû 9.4, 9.6 èç � 9 â áëèçêîì êëþ÷å äîïîëíÿþò íåêî-

òîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîò 13, 14 è ñâÿçàíû ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿäû ïî ñèñòå-

ìå (14) ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè G.

Â ÃËÀÂÅ 2 (�� 10�15) ðåøåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü âñå íóëè öå-

ëîé ôóíêöèè ðàñïîëîæåíû â íåêîòîðîì óãëå ôèêñèðîâàííîãî ðàñòâîðà

6 π è èìåþò çàäàííûå (âåðõíþþ è íèæíþþ) ïëîòíîñòè ïðè íåêîòîðîì

ïîêàçàòåëå ρ ∈ (0, 1). Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü òèï

ïðè ïîðÿäêå ρ òàêîé ôóíêöèè? Èñòîðèÿ çàäà÷è è åå ïðèìåíåíèå ê âî-

ïðîñàì ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò èçëîæåíû â �� 10, 14, 15.

Ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì äëÿ èíäèêàòîðîâ è òèïîâ öåëûõ ôóíêöèé,

íóëè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ïðîèçâîëüíî èëè íà îäíîì ëó÷å è èìåþò

çàäàííûé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé ïëîòíîñòåé (îáû÷íûõ,

óñðåäíåííûõ, ìàêñèìàëüíûõ è ò. ä.), ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà,
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íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêîãî ìåìóàðà Æ. Âàëèðîíà 15. Îñîáåííî àêòèâíî

òåìàòèêà ðàçâèâàëàñü âî âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà â èññëåäîâà-

íèÿõ Á.ß. Ëåâèíà, Ð. Ðåäõåôôåðà, Ì.È. Àíäðàøêî, À.À. Ãîëüäáåðãà,

Í.Â. Ãîâîðîâà, À.À. Êîíäðàòþêà, Á.Í. Õàáèáóëëèíà. Íîâûå ðåçóëüòà-

òû ðàçíûìè ìåòîäàìè ïîëó÷åíû â ïîñëåäíåå âðåìÿ Á.Í. Õàáèáóëëèíûì,

À.Þ. Ïîïîâûì, À.Ý. Åðåìåíêî è Ï.Ì. Þäèöêèì, Ã. Ã. Áðàé÷åâûì.

Äàäèì ôîðìàëèçîâàííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïðèâåäåì îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû âòîðîé ãëàâû. Ïóñòü Λ = (λn)n∈N � ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷-

íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ðàñïîëîæåííàÿ â óãëå

Γθ ≡ {λ ∈ C : | arg λ| 6 θ}

ôèêñèðîâàííîãî ðàñòâîðà 2θ ∈ [0, π]. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà

ρ ∈ (0, 1), β > 0, α ∈ [0, β].

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Λ èìååò âåðõíþþ ρ-ïëîòíîñòü

∆ ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ
= β

è íèæíþþ ρ-ïëîòíîñòü

∆ ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ
> α.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå êàíîíè÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ

λn

)
, λ ∈ C, (18)

ïîñòðîåííûå ïî òàêèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì Λ. Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäå-

íèå (18) îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ íîðìàëüíîãî ρ-òèïà

σρ = σρ(Λ) ≡ lim
r→+∞

r−ρ ln max
|λ|=r
|L(λ)|.

Ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ òðåáóåòñÿ óêàçàòü íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà-

÷åíèå äëÿ âåëè÷èíû σρ. Òàêèì îáðàçîì, ñòàâèòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

îòûñêàíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè

sθ(α, β; ρ) ≡ inf
{
σ ρ = σ ρ(Λ) : Λ ⊂ Γθ, ∆ ρ(Λ) = β, ∆ ρ(Λ) ≥ α

}
. (19)

15Valiron G. Sur les fonctions enti�eres d'ordre nul et d'ordre �ni et en particulier les fonctions �a
correspondance r�eguli�ere // Annales de la faculte des sciences de Toulouse Ser. 3. � 1913. � T. 5. �
P. 117�257.
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Â ¾áàçîâîì¿ ñëó÷àå θ = 0 (íóëè ðàñïîëîæåíû íà îäíîì ëó÷å) çíà÷åíèå

ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû (19) äàåò ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò � 10.

Òåîðåìà 10.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ρ ∈ (0, 1) è ëþáûõ ÷èñåë β > 0,

α ∈ [0, β] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

s(α, β; ρ) ≡ s0(α, β; ρ) =
πα

sin πρ
+ max

a>0

a∫
a (α/β)1/ρ

β a−ρ − αx−ρ

x+ 1
dx. (20)

Íèæíÿÿ ãðàíü s(α, β; ρ) äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîé ñòðîãî âîçðàñòà-

þùåé ê +∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ R+ ñ ïëîòíîñòíûìè õàðàêòå-

ðèñòèêàìè ∆ ρ(Λ) = β, ∆ ρ(Λ) = α.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 0, êîãäà â ïîñòàíîâêå çàäà÷è îòñóòñòâóåò îãðà-

íè÷åíèå íà íèæíþþ ρ-ïëîòíîñòü íóëåé ôóíêöèé (18), èç òåîðåìû 10.1

ïîëó÷àåì äîêàçàííîå À.Þ. Ïîïîâûì 16 ñîîòíîøåíèå

s(β; ρ) ≡ s(0, β; ρ) ≡ inf
{
σρ = σρ(Λ) : Λ ⊂ R+, ∆ ρ(Λ) = β

}
=

= β C(ρ) ≡ β max
a>0

a−ρ ln(1 + a). (21)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè α = β ðàâåíñòâî (20) äàåò èçâåñòíûé ñî âðåìåí

Âàëèðîíà ðåçóëüòàò î ρ-òèïå öåëîé ôóíêöèè L(λ) âèäà (18) ñ èçìåðèìîé

îòíîñèòåëüíî ïîêàçàòåëÿ ρ ∈ (0, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîëîæèòåëü-

íûõ íóëåé:

s(β, β; ρ) =
πβ

sin πρ
.

Òåîðåìà 10.1 äîêàçàíà â ïàðàãðàôàõ 10, 11 îðèãèíàëüíûì ìåòîäîì, îò-

ëè÷íûì îò ïðèìåíåííîãî â 16.

Ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû s(α, β; ρ)

êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ α, β, ρ îòâåäåíû �� 12, 13. Ýòà ÷àñòü èññëå-

äîâàíèé ïðîõîäèëà ñîâìåñòíî ñ Ã. Ã. Áðàé÷åâûì. Ñîàâòîðàìè äëÿ ôóíê-

öèè s(α, β; ρ) ïîëó÷åíû âåñüìà òî÷íûå äâóñòîðîííèå îöåíêè è íàéäåíà

àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ïðè ρ→ +0, îïèñàíû òàêæå îñîáåííîñòè ñëó-

÷àÿ Λ ⊂ R+ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé Λ ⊂ C.
16Ïîïîâ À. Þ. Íàèìåíüøèé âîçìîæíûé òèï ïðè ïîðÿäêå ρ < 1 êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé ñ ïî-

ëîæèòåëüíûìè íóëÿìè çàäàííîé âåðõíåé ρ-ïëîòíîñòè // Âåñòíèê Ìîñê. óí-òà. Ñåð.1. Ìàòåìàòèêà.
Ìåõàíèêà. � 2005. � � 1. � Ñ. 31�36.
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Ðåçóëüòàòû � 14 îòíîñÿòñÿ ê öåëûì ôóíêöèÿì ýêñïîíåíöèàëüíîãî òè-

ïà (ïîëíûì â êðóãå ñèñòåìàì ýêñïîíåíò) ñ íóëÿìè (ïîêàçàòåëÿìè), îäè-

íàêîâî ðàñïîëîæåííûìè íà íåñêîëüêèõ ëó÷àõ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî

(òåîðåìà 14.1), ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà êàíî-

íè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé (1) ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè ±Λ = (±λn)n∈N,
ãäå

0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn 6 . . . , lim
n→∞

λn = +∞, (22)

∆(Λ) = β, ∆(Λ) > α, (23)

äàåòñÿ ôîðìóëîé

max
a>0

{
β√
a

ln
1 + a

1 + a(α/β)2
+ 2α arctg

β + aα

(β − α)
√
a

}
. (24)

Ýòî óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ïðåäøåñòâóþùèå ðåçóëüòàòû Ð.Ì. Ðåäõåô-

ôåðà 17 è À.Þ. Ïîïîâà 18, ïîëó÷åííûå áåç ó÷åòà íèæíåé ïëîòíîñòè

íóëåé. Áëàãîäàðÿ òåîðåìå 14.1 óñòàíîâëåíî (òåîðåìà 14.3), ÷òî âåëè÷è-

íà (24) äàåò îöåíêó ñâåðõó äëÿ ðàäèóñà ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò ñ âå-

ùåñòâåííûìè ñèììåòðè÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè, ïîä÷èíåííûìè îãðàíè÷å-

íèÿì (23). Îöåíêà ñíèçó äëÿ ðàäèóñà ïîëíîòû ïîëó÷åíà ñ ïðèìåíåíèåì

íåäàâíåãî ðåçóëüòàòà Á.Í. Õàáèáóëëèíà 19. Íàèáîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå

ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå 14.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû åå ñôîðìóëèðîâàòü, çàôèêñè-

ðóåì äâà ÷èñëà β > 0, 0 6 α 6 β è ðàññìîòðèì êëàññ P (α, β), ñîñòîÿ-

ùèé ïî îïðåäåëåíèþ èç âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ = (λn)n∈N
âèäà (22) ñ õàðàêòåðèñòèêàìè (23). Ïóñòü Λ ∈ P (α, β) è m ∈ N, m ≥ 2.

Ñâÿæåì ñ Λ = (λn)n∈N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Λ(m) ≡
m−1⋃
j=0

(
λne

2πj
m i
)
n∈N

.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (êðàòíûõ) ýêñïîíåíò

EΛ(m) ≡
{
zn−1eλz : λ ∈ Λ(m), n = 1, 2, . . . , Λ(m)(λ)

}
, z ∈ C,

17Redhe�er R. M. On even entire functions with zeros having a density // Trans. Amer. Math. Soc.
� 1954. � V. 77. � P. 32�61.

18Ïîïîâ À. Þ. Î ïîëíîòå â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñèñòåì ýêñïîíåíò ñ âåùå-
ñòâåííûìè ïîêàçàòåëÿìè çàäàííîé âåðõíåé ïëîòíîñòè // Âåñòíèê Ìîñê. óí-òà. Ñåð.1. Ìàòåìàòèêà.
Ìåõàíèêà. � 1999. � � 5. � Ñ. 48�52.

19Õàáèáóëëèí Á. Í. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåíèå ìåðî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé. II. Öåëûå ôóíêöèè // Ìàòåì. ñáîðíèê. � 2009. � Ò. 200, � 2. � Ñ. 129�158.
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ãäå ÷åðåç Λ(m)(λ) îáîçíà÷åíî ÷èñëî âõîæäåíèé òî÷êè λ â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Λ(m). Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà EΛ(m) ïîëíà â êðóãå

KR ≡ {z ∈ C : |z| < R} , R > 0,

åñëè îíà ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå A(KR) ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ýòîì

êðóãå, íàäåëåííîì òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ

èç KR. Ñèìâîë R(Λ(m)) îáîçíà÷àåò ðàäèóñ êðóãà ïîëíîòû ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè Λ(m), ò. å. òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ðàäèóñîâ êðóãîâ KR, â êîòî-

ðûõ ïîëíà ñèñòåìà EΛ(m). Ïîëîæèì

R(α, β ; m) ≡ inf
Λ∈P (α, β)

R(Λ(m)).

Òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåëè÷èíó R(α, β ; m), ò. å. ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ

íàéòè ðàäèóñ íàèáîëüøåãî èç êðóãîâ, â êîòîðûõ çàâåäîìî ïîëíà ëþáàÿ

ñèñòåìà ýêñïîíåíò, ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé êîòîðîé ïîðîæäåíî êàêîé-

ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Λ èç êëàññà P (α, β) ïîñðåäñòâîì ïîâîðîòîâ

íà óãëû 2πj/m, j = 0, 1, . . . ,m− 1, îòíîñèòåëüíî òî÷êè íóëü.

Òåîðåìà 14.2. Ïðè ëþáûõ β > 0, 0 6 α 6 β è öåëîì m ≥ 2

ñïðàâåäëèâû îöåíêè

R(α, β ; m) 6 s

(
α, β ;

1

m

)
,

R(α, β ; m) > max

{
β m exp

(
α

β
− 1

)
, µm s

(
α, β ;

1

m

)}
,

ãäå âåëè÷èíà s

(
α, β ;

1

m

)
äàåòñÿ ôîðìóëîé (20) ïðè ρ = 1/m, à

µm ≡ Γ

(
1

m

)
Γ2

(
1− 1

2m

)
1

π
sin

π

m
.

Â ÷àñòíîñòè,

β m

e
6 R(β ;m) ≡ R(0, β ;m) 6 β C

(
1

m

)
,

ãäå â ñîîòâåòñòâèå ñ (21) îáîçíà÷åíî

C

(
1

m

)
= max

a>0

ln(1 + a)
m
√
a

.
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Îöåíêè, ïðèâåäåííûå â òåîðåìå 14.2, ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ; äàíû

÷èñëåííûå èëëþñòðàöèè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðà-

ôà ñâÿçàíû ñ èññëåäîâàíèÿìè Ë.À. Ðóáåëà 20, Ï. Ìàëüÿâåíà è Ë.À. Ðó-

áåëà 21, Ð.Ì. Ðåäõåôôåðà 22 (ñì. òàêæå îáçîð Á.Í. Õàáèáóëëèíà 23).

Â çàêëþ÷èòåëüíîì � 15 âòîðîé ãëàâû âåëè÷èíà (19) âû÷èñëåíà è èñ-

ñëåäîâàíà äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ ∈ (0, π/2]. Ñôîðìóëèðóåì öåí-

òðàëüíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 15.1. Ïóñòü çàäàíû ÷åòûðå ÷èñëà ρ ∈ (0, 1), β > 0,

α ∈ [0, β], θ ∈ [0, π/2]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

sθ(α, β; ρ) =
πα

sin πρ
cos ρ θ +

+ max
a>0

a∫
a(α/β)1/ρ

(
β a−ρ − αx−ρ

) x+ cos θ

x2 + 2x cos θ + 1
dx.

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü (19) äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé öåëîé ôóíê-

öèè (18) ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé Λ, ðàñïîëîæåííîé íà ëó÷àõ

arg λ = ± θ, ïðè÷åì ∆ ρ(Λ) = β, ∆ ρ(Λ) = α.

Çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè sθ(α, β; ρ) ïîñòàâèë ïðè α = 0 (ò. å. áåç ó÷åòà

íèæíåé ρ-ïëîòíîñòè íóëåé) è ðåøèë À.Þ. Ïîïîâ 24, îòûñêàâ âåëè÷èíó

sθ(β; ρ) ≡ sθ(0, β; ρ) =
β

2
max
a>0

a−ρ ln(a2 + 2a cos θ + 1), 0 6 θ 6 π/2.

Ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòå 24, íå ïðèìåíèì ïðè α > 0.

Äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé âèäà (18), ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé

Λ = (λn)n∈N êîòîðûõ èçìåðèìû, ò. å. èìåþò ρ-ïëîòíîñòü

∆ ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ
= β,

20Rubel L. A. Necessary and su�cient conditions for Carlson's theorem on entire functions // Trans.
Amer. Math. Soc. � 1956. � V. 83, � 2. � P. 417�429.

21Malliavin P., Rubel L. A. On small entire functions of exponential type with given zeros // Bull.
Soc. Math. France. � 1961. � V. 89. � P. 175�206.

22Redhe�er R. M. Completeness of sets of complex exponentials // Advances in Math. � 1977. � V. 24,
� 1. � P. 1�62.

23Õàáèáóëëèí Á. Í. Ïîëíîòà ñèñòåì ýêñïîíåíò è ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè. � Óôà: ÐÈÖ ÁàøÃÓ,
2006. � 172+xvi ñ.

24Ïîïîâ À. Þ. Ðàçâèòèå òåîðåìû Âàëèðîíà-Ëåâèíà î íàèìåíüøåì âîçìîæíîì òèïå öåëîé
ôóíêöèè ñ çàäàííîé âåðõíåé ρ-ïëîòíîñòüþ êîðíåé // Òðóäû êðûìñêîé îñåííåé ìàòåì. øêîëû-
ñèìïîçèóìà, ÑÌÔÍ. � 2013. � Ò. 49. � Ñ. 132�164.
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èç òåîðåìû 15.1 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

sθ(β, β; ρ) =
πβ

sin πρ
cos ρ θ.

Îòìåòèì, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ âåëè÷èíà sθ(β, β; ρ) äîñòèãàåòñÿ, åñëè âñå

íóëè ôóíêöèè (18) ðàñïîëîæåíû íà ëó÷àõ arg λ = ± θ è íà êàæäîì èç

íèõ îáðàçóþò èçìåðèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ðàâíûìè ρ-ïëîòíîñòÿìè

(= β/2). Ïðè ýòîì, sθ(β, β; ρ) çàâåäîìî íå äîñòèãàåòñÿ, åñëè óêàçàííûå

ρ-ïëîòíîñòè ðàçëè÷íû.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò � 15 � òåîðåìà 15.1 � ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íîâûå

òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ öåëûõ ôóíêöèé è òåîðåìû î ïîëíîòå ñè-

ñòåì ýêñïîíåíò. Òàê, åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì îäíîãî ðåçóëüòàòà Á.Í. Õà-

áèáóëëèíà 19 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15.3. Ïóñòü ρ ∈ (0, 1), è ïóñòü Λ = (λn)n∈N � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êîíå÷íîé âåðõíåé ρ-ïëîòíîñòè β > 0 è

íèæíåé ρ-ïëîòíîñòè > α ∈ [0, β], ðàñïîëîæåííàÿ â íåêîòîðîì óãëå

ðàñòâîðà 2θ 6 π. Åñëè òèï ïðè ïîðÿäêå ρ öåëîé ôóíêöèè f, îáðàùàþ-

ùåéñÿ â íóëü íà Λ, ìåíüøå âåëè÷èíû

2 ρ
√
π Γ(1− ρ/2)

Γ((1− ρ)/2)
sθ(α, β; ρ) =

sinπρ

π
Γ(ρ) Γ2(1− ρ/2) sθ(α, β; ρ),

ãäå sθ(α, β; ρ) âûïèñàíà â òåîðåìå 15.1, òî f ≡ 0 íà C.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû � 14 î ïîëíîòå ñèñòåì ýêñïîíåíò, ïîðîæ-

äàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Λ ⊂ R+, áåç òðóäà ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé

Λ ⊂ Γθ, θ ∈ [0, π/2]. Óêàæåì åùå îäíî èç ñëåäñòâèé òåîðåìû 15.1,

îòíîñÿùååñÿ ê ÷åòíûì öåëûì ôóíêöèÿì ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, êîòî-

ðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà,

íàïðèìåð, â òåîðèè ðÿäîâ Äèðèõëå.

Òåîðåìà 15.4. Ïóñòü β > 0, α ∈ [0, β], θ ∈ [0, π/4], è ïóñòü

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
, | arg λn| 6 θ, (25)

ïðè÷åì

lim
n→∞

n

|λn|
= β, lim

n→∞

n

|λn|
> α.
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Òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï

σ(Λ) ≡ lim
r→+∞

r−1 ln max
|λ|=r
|L(λ)|

ôóíêöèè (25) óäîâëåòâîðÿåò òî÷íîìó íåðàâåíñòâó

σ(Λ) > πα cos θ + max
a>0

a∫
a(α/β)2

(
β√
a
− α√

x

)
x+ cos 2θ

x2 + 2x cos 2θ + 1
dx. (26)

Áåç ó÷åòà íèæíåé ïëîòíîñòè íóëåé (α = 0) îöåíêà (26) ïðèíèìàåò

áîëåå ïðîñòîé âèä

σ(Λ) >
β

2
max
a>0

ln
(
a2 + 2a cos 2θ + 1

)
√
a

.

Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (25)

èìååò ïëîòíîñòü (α = β), òî îöåíêà (26) ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî

σ(Λ) > πβ cos θ.

Âñå îöåíêè òî÷íû. Î÷åâèäíî, èíòåãðàë â (26) âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ýëåìåí-

òàðíûå ôóíêöèè ïðè ëþáîì α ∈ [0, β], íî èòîãîâîå âûðàæåíèå ñòîëü

ãðîìîçäêî, ÷òî âðÿä ëè öåëåñîîáðàçíî åãî ïðèâîäèòü.

ÃËÀÂÀ 3 (�� 16�20) ïîñâÿùåíà âîïðîñó î ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå

äðîáè âåëè÷èíû, îáðàòíîé ê öåëîé ôóíêöèè. Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû

î ïðåäñòàâëåíèè ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ðÿäàìè ïðîñòûõ äðîáåé ïðè-

íàäëåæàò Ì.Ã. Ìèòòàã-Ëåôôëåðó è ïðèâîäÿòñÿ âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî

êîìïëåêñíîìó àíàëèçó. Ðàçëè÷íûå ñâåäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ïðîñòûõ äðîáåé

ñîäåðæèò áîãàòàÿ èäåÿìè ìîíîãðàôèÿ Ý. Áîðåëÿ 25. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî

òåîðåìû Ìèòòàã-Ëåôôëåðà íîñÿò îáùèé õàðàêòåð è íóæäàþòñÿ â äî-

ïîëíèòåëüíûõ óòî÷íåíèÿõ â ðàçíûõ ñïåöèàëüíûõ ñèòóàöèÿõ, çíà÷èìûõ

äëÿ ïðèëîæåíèé. Èìåííî î òàêîé ñèòóàöèè èäåò ðå÷ü â òðåòüåé ãëàâå.

Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé, ïðè-

÷åì âñå îíè ïðîñòûå. Çàíóìåðóåì íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè â ïîðÿäêå

íåóáûâàíèÿ ìîäóëåé è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åðåç
25Borel E. Sur quelques points de la th�eorie des fonctions // Annales scienti�ques de l'Ecole Normale

Sup�erieure. � 1895. � 3 s�erie. � T. 12. � P. 9�55.
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Λ(L) = (λn)n∈N . Âîïðîñ î ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå äðîáè âåëè÷èíû, îá-

ðàòíîé ê L(λ), èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ, èçëàãàåìóþ â � 16. Îñíîâîïî-

ëàãàþùåé ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Ì.Ã. Êðåéíà 26. Âàæíóþ ðîëü â ïîÿâëåíèè

ýòàïíîé ñòàòüè 26 ñûãðàëè èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ýðìèòîâûõ îïåðàòî-

ðîâ è ïðîáëåìå ìîìåíòîâ 27, 28. Â ñâÿçè ñ 26 (ñì. òàêæå 11) âîçíèêëà

çàäà÷à îá îïèñàíèè òåõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé F (λ) = 1/L(λ), êîòîðûå

ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ Z+ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

F (λ) ≡ 1

L(λ)
= P (λ) +

a0

λ
+ λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λ
p
n (λ− λn)

(27)

ñ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì P (λ) è êîýôôèöèåíòîì a0, âû÷èñëÿåìûì ïî

ïðàâèëó

a0 =

{
1/L′(0), 0 ∈ Λ(L),
0, 0 /∈ Λ(L).

(28)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðÿä Êðåéíà (27) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåð-

íî íà êîìïàêòàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Λ(L). Ïîñëåäíåå, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ðàâíîñèëüíî

ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
.

Ðàçëè÷íûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðÿäàìè Êðåéíà, ðàññìàòðèâàëèñü â

ðàáîòàõ Ë. äå Áðàíæà, Ì.Â. Êåëäûøà, À.À. Ãîëüäáåðãà, È.Â. Îñòðîâ-

ñêîãî, Ï. Êóñèñà, Ã. Ïåäåðñåíà, Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà, À.À. Áîðè÷åâà è

Ì.Ë. Ñîäèíà, Ë.Ñ. Ìàåðãîéçà, À. Ã. Áàêàíà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Íî

äî íåäàâíåãî âðåìåíè ñèòóàöèÿ ñ õàðàêòåðèçàöèåé öåëûõ ôóíêöèé L(λ),

äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèå (27), îñòàâàëàñü çàïóòàííîé, è îáùàÿ êàðòèíà

íå ñêëàäûâàëàñü äàæå äëÿ ¾áàçîâîãî¿ ñëó÷àÿ Λ(L) ⊂ R.
Â äèññåðòàöèè çàäà÷à î ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (27) ðåøåíà

äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ñ íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â ïîëîñå êîìïëåêñíîé
26Êðåéí Ì. Ã. Ê òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð.

ìàòåì. � 1947. � Ò. 11, � 4. � Ñ. 309�326.
27Êðåéí Ì. Ã. Îá îäíîì çàìå÷àòåëüíîì êëàññå ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ. �

1944. � Ò. 44, � 5. � Ñ. 191�195.
28Hamburger H. L. Hermitian transformation of de�ciency-index (1,1), Jacobi matrices and

undetermined moment problems // Amer. J. of Math. � 1944. � V. 66, � 4. � P. 489�522.
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ïëîñêîñòè. Â õîäå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ âûÿñíèëîñü, ÷òî êëþ÷å-

âóþ ðîëü èãðàþò ëèøü íàëè÷èå ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè ñâåðõó íà ðîñò

ìîäóëÿ ôóíêöèè è íåîòðèöàòåëüíîñòü åå èíäèêàòîðà. Äðóãèå îãðàíè÷å-

íèÿ íå íóæíû. Ïîïóòíî ðàçîáðàí âîïðîñ î âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ

ïîëèíîìà P (λ), ôèãóðèðóþùåãî â (27). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ öåëîé ôóíê-

öèè L(λ) ñ ïðîñòûìè íóëÿìè, ëåæàùèìè â ïîëîñå, â ñàìûõ åñòåñòâåííûõ

òåðìèíàõ ïîëó÷åí êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè îáðàòíîé âåëè÷èíû 1/L(λ)

â ðÿä Êðåéíà (27) ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà p ∈ Z+.

Ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû.

Òåîðåìà 16.4. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðî-

ñòûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N, ðàñïîëîæåííûì â íåêîòîðîé ïîëîñå êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü êîýôôèöèåíò a0 îïðåäåëåí ôîðìóëîé (28),

è p ∈ Z+. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå (27), ãäå

P (λ) � íåêîòîðûé ïîëèíîì, à ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî

íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L), òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(i) L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ íåîòðèöàòåëü-

íûì èíäèêàòîðîì hL(θ);

(ii) ñõîäèòñÿ ðÿä
∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
.

Ïðè ýòîì, åñëè p = 0, òî P (λ) ≡ 0, à åñëè p ∈ N, òî P (λ) âû÷èñëÿ-

åòñÿ ïî ôîðìóëå

P (λ) =


p−1∑
m=0

F (m)(0)

m!
λm, 0 /∈ Λ(L),

p−1∑
m=0

(λF (λ))(m+1) (0)

(m+ 1)!
λm, 0 ∈ Λ(L).

(29)

2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii), òî âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) ðàñ-

êëàäûâàåòñÿ â ðÿä (27), ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîì-

ïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L), ãäå ïîëèíîì P (λ) ≡ 0 ïðè p = 0, è P (λ)

îïðåäåëåí ôîðìóëîé (29) ïðè p ∈ N.

Ýòîò öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû äîêàçàí â � 18 ñ ó÷åòîì

îáùèõ ñâîéñòâ ðÿäîâ Êðåéíà, ïðèâåäåííûõ â � 17.
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Êàê ïîêàçàíî â ëåììå 17.4, â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 16.4 ïðè âû-

ïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii) èìåþò ìåñòî ñóììàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λmn
=


− F

(m−1)(0)

(m− 1)!
, 0 /∈ Λ(L),

− (λF (λ))(m) (0)

m!
, 0 ∈ Λ(L),

(30)

ñ ïðîèçâîëüíûì m ∈ N , m > p+ 1 .

Êîíêðåòèçàöèÿ îñíîâíîé òåîðåìû â ñëó÷àÿõ ÷åòíîé è íå÷åòíîé ôóíê-

öèé äàíà â � 19. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ îáùèõ òåîðåì î ðàçëîæåíèè

íà ïðîñòûå äðîáè ïðåäñòàâëåíû â � 20. Çäåñü ðàññìîòðåíû ñïåöèàëüíûå

êëàññû áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà (1) è (18), â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ

Ls(λ) = λ

∞∏
n=1

(
1− λ

ns

)
, λ ∈ C, s > 1,

èç ðàáîòû Õàðäè 29.

Îòäåëüíî èçó÷åí âîïðîñ î ðàçëîæåíèè â ðÿä òèïà Êðåéíà âåëè÷èíû,

îáðàòíîé ê ôóíêöèè Áåññåëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà ν > −1, è îïèñà-

íî ïðèìåíåíèå óíèâåðñàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (30) ê âû÷èñëåíèþ ñóìì,

ñîñòàâëåííûõ ïî íóëÿì ýòîé ôóíêöèè. Èíòåðåñ ê ïîäîáíûì ñóììàì âîñ-

õîäèò ê Ýéëåðó è Ðýëåþ. Áëàãîäàðÿ òåîðåìå 16.4 ìû äîêàçûâàåì îá-

ùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå îáîáùàåò èëè óòî÷íÿåò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

À.Ð. Ôîðñàéòà 30 è È.Í. Ñíåääîíà 31.

Òåîðåìà 20.3. Ïóñòü Jν(λ) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà :

Jν(λ) =
∞∑
n=0

(−1)n

n! Γ(ν + n+ 1)

(
λ

2

)ν+2n

, λ ∈ C, ν > −1,

è γ ν, n � åå ïîëîæèòåëüíûå íóëè, îáðàçóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 < γ ν, 1 < γ ν, 2 < . . . < γ ν, n < . . . , lim
n→∞

γ ν, n = +∞.

29Hardy G. H. On the function Ps(x) // Quart. J. of Math. � 1905. � V. 37. � P. 146�172.
30Forsyth A. R. The expression of Bessel functions of positive order as products, and of their inverse

powers as sums of rational fractions // Messenger of Mathematics. Ed. by J. W. L. Glaisher. � 1920�1921.
V. L. � P. 129�149.

31Sneddon I. N. On some in�nite series involving the zeros of Bessel functions of the �rst kind //
Proc. of the Glasgow Math. Assoc. � 1960. � V. 4, � 3. � P. 144�156.
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Îïðåäåëèì âåëè÷èíû

a ν, 2m =

(
λν

Jν(λ)

)(2m)

(0), m = 0, 1, . . . . (31)

Çàäàäèì ÷èñëî p ôîðìóëîé

p =

[
2ν + 1

4

]
+ 1, (32)

ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü. Ïóñòü ïîëèíîì P (λ)

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

P (λ) ≡ 0, −1 < ν < −1

2
,

P (λ) =

p−1∑
m=0

a ν, 2m
λ2m

(2m)!
, ν > −1

2
.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

1

Jν(λ)
= λ−νP (λ) − 2λ2p−ν

∞∑
n=1

1

Jν+1(γ ν, n) γ
2p−ν−1
ν, n (λ2 − γ2

ν, n)
,

ñõîäÿùååñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå â C, íå ñî-

äåðæàùåì òî÷åê λ = 0 è λ = ± γ ν, n. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ν > −1

âûïîëíÿþòñÿ ñóììàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

∞∑
n=1

1

Jν+1(γ ν, n) γ2m−ν+1
ν, n

=
a ν, 2m

2 (2m)!
, m = p, p+ 1, . . . ,

ãäå âåëè÷èíû a ν, 2m è ÷èñëî p îïðåäåëåíû â (31) è (32) ñîîòâåòñòâåííî.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà öåëûõ ôóíê-

öèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàñïîëîæåíèå è ïî-

âåäåíèå íóëåé. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî êàíîíè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèÿì

ñ âåùåñòâåííûìè ñèììåòðè÷íûìè íóëÿìè è öåëûì ôóíêöèÿì ïîðÿäêà

ìåíüøå åäèíèöû ñ íóëÿìè â óãëå. Äîêàçàíû íîâûå òåîðåìû î ðåãóëÿðíî-

ñòè ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Äàíî ïîëíîå ðåøå-

íèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è î íàèìåíüøåì âîçìîæíîì òèïå ïðè ïîðÿäêå
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ρ ∈ (0, 1) öåëûõ ôóíêöèé ñ íóëÿìè çàäàííûõ ïëîòíîñòåé, ðàñïîëîæåí-

íûìè íà ëó÷å èëè â óãëå ðàñòâîðà 6 π. Ïîëó÷åí öèêë òåîðåì äëÿ ïîë-

íûõ â êðóãå è äëÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèõ â âûïóêëîé îáëàñòè ñè-

ñòåì ýêñïîíåíò. Îõàðàêòåðèçîâàíî ìíîæåñòâî öåëûõ ôóíêöèé ñ íóëÿìè

â ïîëîñå, äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä Êðåéíà, è äàíî ïðèëîæåíèå

ðåçóëüòàòà ê ñïåöèàëüíûì êëàññàì ôóíêöèé.

Äàëüíåéøèå ïåðñïåêòèâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ïî äàííîé òå-

ìàòèêå îïðåäåëÿþòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñâÿçÿìè ñ òåîðèåé èíòåðïîëÿ-

öèè, àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè, è

ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Íàõîæäåíèå òî÷íîãî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé

ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (â ÷àñòíîñòè, öåëûõ ôóíêöèé ïîðÿä-

êà ρ ∈ (0, 1) ñ íóëÿìè íà ëó÷å), âûðàæåííîãî â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî

èíäåêñà êîíäåíñàöèè íóëåé.

2. Ðàçâèòèå òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàê-

òåðèñòèê ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà íóëåâîå ìíîæåñòâî.

Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå çàäà÷è î íàèìåíüøåì âîçìîæíîì òèïå äëÿ öåëûõ

ôóíêöèé ïîðÿäêà ρ ∈ (0, 1) ñ íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â óãëå ðàñòâîðà

> π, è äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà ρ > 1 ñ íóëÿìè íà ëó÷å.

3. Âñåñòîðîííåå èçó÷åíèå ïðîáëåìû ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàòíîé âåëè÷è-

íû öåëîé ôóíêöèè ñ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûìè íóëÿìè ðÿäîì òèïà

Êðåéíà. Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé è çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â òå÷åíèå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé àâòîð îùóùàë ìíîãîëåòíþþ ïîä-

äåðæêó ñâîåãî ó÷èòåëÿ Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà. Ïîñòîÿííûé èíòåðåñ ê èñ-

ñëåäîâàíèÿì ïðîÿâëÿë Ã. Ã. Áðàé÷åâ, áëàãîäàðÿ íàó÷íûì êîíòàêòàì ñ êî-

òîðûì ïîëó÷åíû ìíîãèå ðåçóëüòàòû. Áîëüøîå âëèÿíèå íà èññëåäîâàíèÿ

àâòîðà îêàçàëè À.Þ. Ïîïîâ è À.Ì. Ñåäëåöêèé. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

îáñóæäàëèñü ñ À.Â. Àáàíèíûì, È.Â. Òèõîíîâûì, À.Á. Êîñòèíûì. Âñåì

óïîìÿíóòûì êîëëåãàì âûðàæàþ ñâîþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü.
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