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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ñèñòåìàòèçèðîâàíû è ïîäðîáíî èçëîæåíû ðåçóëüòàòû àâòîðà, ïîëó÷åí-
íûå â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå. Èññëåäîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó íàïðàâëå-
íèþ òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, èçó÷àþùåìó ñâÿçü ìåæäó àñèìïòî-
òè÷åñêèì ïîâåäåíèåì öåëîé ôóíêöèè è ðàñïðåäåëåíèåì åå êîðíåé íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê òåîðèè ïîëíûõ è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì
ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ðàáîòàõ êëàññèêîâ òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé îñîáîå âíè-
ìàíèå òðàäèöèîííî óäåëÿëîñü èçó÷åíèþ ôóíêöèé ñ ¾àñèìïòîòè÷åñêè ïðàâèëüíûì¿
ïîâåäåíèåì. Ðåøàþùèé âêëàä â ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè öåëûõ ôóíê-
öèé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà áûë ñäåëàí Á.ß. Ëåâèíûì è À. Ïôëþãåðîì âî âòî-
ðîé ÷åòâåðòè ïðîøëîãî âåêà (ñì. [72], [38], [160], [166], [167]). Îáîáùåíèå òåî-
ðèè Ëåâèíà-Ïôëþãåðà ìåòîäîì ðÿäîâ Ôóðüå äàíî À.À. Êîíäðàòþêîì [56]. Öåëûå
ôóíêöèè âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà èçó÷åíû íàèáîëåå ïîëíî, âñòðå÷àþòñÿ â áîëü-
øîì êîëè÷åñòâå ðàáîò è èìåþò ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåíåíèÿ. Îäíàêî, èññëåäîâà-
íèÿ âîïðîñîâ ïîëíîòû è ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäàìè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
ïðîáëåì òåîðèè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, çàäà÷ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà è îïåðàòîðîâ òèïà ñâåðòêè òðåáóþò ñèñòåìàòè-
÷åñêîãî èçó÷åíèÿ öåëûõ ôóíêöèé, íå îáëàäàþùèõ ñêîëü-íèáóäü ïðàâèëüíûì ïî-
âåäåíèåì. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿ-
çàííûõ ñ íàõîæäåíèåì ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé òåõ èëè èíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ðîñòà ïðåäñòàâèòåëåé âåñüìà îáùèõ è åñòåñòâåííûõ êëàññîâ öåëûõ
ôóíêöèé. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýòó òåìàòèêó âíåñëè îñíîâîïîëàãàþùèå èññëå-
äîâàíèÿ Æ. Âàëèðîíà, Á.ß. Ëåâèíà, À.À. Ãîëüäáåðãà, À.À. Êîíäðàòþêà. Â ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ áëàãîäàðÿ, â îñíîâíîì, ðàáîòàì Á.Í. Õàáèáóëëèíà, À.Þ. Ïîïîâà,
Ã. Ã. Áðàé÷åâà âíîâü íàìåòèëñÿ óñòîé÷èâûé èíòåðåñ ê ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì äëÿ
èíäèêàòîðîâ è òèïîâ öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ çàäàííûìè àñèìïòîòè-
÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ Â. Áåðíøòåéíà, Ñ. Ìàíäåëü-
áðîéòà, À.Ô. Ëåîíòüåâà, Â.Â. Íàïàëêîâà, À.Ô. Ãðèøèíà, Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà,
À.Â. Áðàòèùåâà, À.Ì. Ãàéñèíà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, â òåîðèè èíòåðïîëÿöèè è
ðÿäîâ Äèðèõëå òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà â êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè
èëè ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû ýêñïîíåíò âûáèðàþòñÿ íóëè öåëîé ôóíêöèè ñ ïðåäïèñàí-
íûì ïîâåäåíèåì â íóëÿõ åå ïðîèçâîäíûõ. Òàêîé âûáîð, îáóñëîâëåííûé ñóùåñòâîì
äåëà, âûäâèãàåò íà ïîâåñòêó äíÿ ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå âîïðîñû. Íàñêîëüêî
ñèëüíî ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíûõ öåëîé ôóíêöèè L(λ) íà íóëåâîì ìíîæåñòâå ñàìîé
ôóíêöèè âëèÿåò íà ðåãóëÿðíîñòü ðîñòà ïîñëåäíåé? Âîçìîæíî ëè, ó÷èòûâàÿ ñòå-
ïåíü ýòîãî âëèÿíèÿ, ðàñêëàäûâàòü îáðàòíóþ âåëè÷èíó 1/L(λ) â ðÿä ïðîñòûõ äðî-
áåé ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû? (Ðàçëîæåíèå òàêîãî ñîðòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
àëüòåðíàòèâó ïðåäñòàâëåíèþ öåëîé ôóíêöèè áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì, òàêæå
ñîñòàâëåííûì ïî åå íóëÿì.) Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îïèñûâàòü ïîëíûå è ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ýêñïîíåíò ñ ïîêàçàòåëÿìè â íóëÿõ ¾ïîðîæäàþùåé¿ ôóíêöèè
â òåðìèíàõ, ñâÿçàííûõ òîëüêî ñ ïîâåäåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé åå ïðî-
èçâîäíûõ? Ýòîò êðóã âîïðîñîâ òåñíî ñâÿçàí ñ òàêèìè êëàññè÷åñêèìè è ñîâðåìåí-
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íûìè ðåçóëüòàòàìè, à òàêæå íåðåøåííûìè çàäà÷àìè òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé, êàê
èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà À.Ô. Ëåîíòüåâà î öåëûõ ôóíêöèÿõ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà;
òåîðåìà Ì.Ã. Êðåéíà î ïðåäñòàâëåíèè îáðàòíîé âåëè÷èíû öåëîé ôóíêöèè ðÿäîì
ïðîñòûõ äðîáåé; ñåðèÿ ðåçóëüòàòîâ À.Ô. Ëåîíòüåâà, Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà, À.Â. Àáà-
íèíà, Ñ.Í. Ìåëèõîâà î ðàçëîæåíèè àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóêëîé îáëàñòè ôóíêöèé
â ðÿäû ýêñïîíåíò è çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Áåðëèíãà �Ìàëüÿâåíà î ðàäèóñå ïîëíîòû.
Ñþäà æå ïðèìûêàþò èçáðàííûå âîïðîñû òåîðèè íåãàðìîíè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå è
àáñòðàêòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (Æ.-Ï. Êàõàí, Ë. Øâàðö, À.Ô. Ëåîí-
òüåâ, À.Ì. Ñåäëåöêèé, È.Â. Òèõîíîâ). Â òîé èëè èíîé ñòåïåíè ýòè ñâÿçè íàøëè
îòðàæåíèå â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåñìîòðÿ íà áîëåå ÷åì ñòîëåòíåå ðàçâèòèå òåîðèè öåëûõ
ôóíêöèé êàê ñàìîñòîÿòåëüíîé äèñöèïëèíû, íå âñå åå ðàçäåëû ðàçðàáîòàíû äîñòà-
òî÷íî ïîëíî. Òàê, åùå ìàëî èçó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà öåëûõ ôóíêöèé, íå
îòëè÷àþùèõñÿ ¾ïðàâèëüíûì¿ ïîâåäåíèåì. Ïðè ýòîì, çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿþò çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàñïîëîæåíèå íóëåé, ÷àñòî âîçíèêàþùèå êàê
â ñàìîé òåîðèè, òàê è â åå ïðèëîæåíèÿõ. Äèññåðòàöèÿ ÷àñòè÷íî âîñïîëíÿåò óêàçàí-
íûé ïðîáåë. Îáúåäèíèòåëüíîé ÷åðòîé èññëåäîâàííîãî â ðàáîòå öèêëà çàäà÷ ÿâëÿ-
åòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû íóëè ðàññìàòðèâàåìûõ öåëûõ ôóíêöèé ðàñïîëàãàëèñü íà
çàäàííîì ìíîæåñòâå. Êàê ïðàâèëî, ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïîìåùåíî â íåêî-
òîðûé óãîë. Îòìåòèì, ÷òî íèêàêèõ èñõîäíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î
ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà ôóíêöèé íå äåëàåòñÿ. Òåì ñàìûì, äîñòèãàåòñÿ íåîáõîäèìàÿ
îáùíîñòü ïîñòàíîâîê è ðàñøèðÿåòñÿ ñôåðà ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Öåëü ðàáîòû. Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ öå-
ëûõ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàñïîëîæåíèå êîðíåé è â ïðèìåíåíèè ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ê âîïðîñàì àïïðîêñèìàöèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îáëàñòÿõ
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðàçíîîáðàç-
íûå ïðèåìû è ìåòîäû èç òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïðè-
ìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ïîëíûõ è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïî-
ëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Èññëåäîâàí âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé ñ âå-
ùåñòâåííûìè ñèììåòðè÷íûìè íóëÿìè, èãðàþùèõ çàìåòíóþ ðîëü â òåîðèè ðÿäîâ
Äèðèõëå è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ òåîðèè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Íàéäåíî
òî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà òàêèõ ïðîèçâåäåíèé â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî
èíäåêñà êîíäåíñàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé.

2. Èçó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíîé öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà, êîðíè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñ íóëåâûì èíäåêñîì êîíäåíñàöèè. Äàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè
ðîñòà ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ â íóëÿõ åå ïðîèçâîäíîé.

3. Äîêàçàí öèêë òåîðåì (óòî÷íÿþùèõ èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû À.Ô. Ëåîí-
òüåâà, Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà, À.Â. Àáàíèíà) î ðàçëîæåíèè àíàëèòè÷åñêèõ â âûïóê-
ëîé îáëàñòè ôóíêöèé â ðÿäû ýêñïîíåíò. Âûÿâëåíà îñîáàÿ ðîëü, êîòîðóþ â òåîðèè
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì ýêñïîíåíò èãðàþò ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå äðîáè âåëè÷è-

3



íû, îáðàòíîé ê ¾ïîðîæäàþùåé¿ ôóíêöèè.
4. Íàéäåíà òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü òèïîâ ïðè ïîðÿäêå ρ ∈ (0, 1) âñåâîçìîæíûõ

öåëûõ ôóíêöèé, íóëè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà îäíîì ëó÷å èëè â óãëå ôèêñèðî-
âàííîãî ðàñòâîðà è èìåþò çàäàííûå âåðõíþþ è íèæíþþ ïëîòíîñòè. Ïðîâåäåíî
(ñîâìåñòíî ñ Ã. Ã. Áðàé÷åâûì) ïîëíîå èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííîé ýêñòðåìàëüíîé âå-
ëè÷èíû êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ äàíû íîâûå îöåí-
êè äëÿ ðàäèóñîâ êðóãîâ ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò ñ ïîêàçàòåëÿìè, ëåæàùèìè â
óãëå èëè íà íåñêîëüêèõ ëó÷àõ.

5. Äëÿ öåëîé ôóíêöèè ñ ïðîñòûìè íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â íåêîòîðîé ïîëîñå
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïîëó÷åí êðèòåðèé òîãî, ÷òî îáðàòíàÿ âåëè÷èíà ôóíêöèè
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñïåöèàëüíûé ðÿä ïðîñòûõ äðîáåé. Ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íîâûì
äàæå â ñëó÷àå öåëîé ôóíêöèè ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè è ðåøàåò èçâåñòíóþ ïðî-
áëåìó â òåîðèè ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé, âîñõîäÿùóþ ê ðàáîòå Ì.Ã. Êðåéíà 1947 ã.
Äàíî ïðèìåíåíèå ðÿäîâ Êðåéíà ê ñïåöèàëüíûì êëàññàì öåëûõ ôóíêöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð è ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé è òåîðèè àïïðîê-
ñèìàöèè â êîìïëåêñíîé îáëàñòè. Åå ìàòåðèàë ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëè-
ñòîâ, ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìî-
ãóò áûòü âîñòðåáîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå
èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ñ ÂÖ Óôèìñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà
ÐÀÍ, Þæíîì ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ,
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Áàøêèðñêîì, Õàðüêîâñêîì, Ëüâîâñêîì ãîñóíèâåðñè-
òåòàõ, Þæíîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå è äðóãèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðàõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü:
1) íà XII-XVII Ñàðàòîâñêèõ çèìíèõ èàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ ¾Ñîâðåìåííûå

ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ã. Ñàðàòîâ, 2004, 2006, 2008, 2010,
2012, 2014 ãã.;

2) íà Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ. Êîìïëåêñ-
íûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, ã. Âîëãîäîíñê, 2005, 2007, 2009,
2011 ãã.;

3) íà XIV è XVI Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ìàòåìàòèêà. Ýêîíîìèêà. Îá-
ðàçîâàíèå¿, ï. Àáðàó-Äþðñî, 2006, 2008 ãã.;

4) íà VIII Ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé ëåòíåé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Òåî-
ðèÿ ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ã. Êàçàíü, 2007 ã.;

5) íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Analysis and Topology¿, ã. Ëüâîâ, 2008 ã.;
6) íà V Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Åâðîïà è ñîâðåìåííàÿ Ðîññèÿ. Èíòåãðà-

òèâíàÿ ôóíêöèÿ ïåäàãîãè÷åñêîé íàóêè â åäèíîì îáðàçîâàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå¿,
ã. Ïðàãà, 2008 ã.;

7) íà Âîðîíåæñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåî-
ðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû¿, ã. Âîðîíåæ, 2009, 2015 ãã.;

8) íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîé êîíôåðåíöèè ¾Íàóêà â âóçàõ:
ìàòåìàòèêà, ôèçèêà, èíôîðìàòèêà. Ïðîáëåìû âûñøåãî è ñðåäíåãî ïðîôåññèîíàëü-
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íîãî îáðàçîâàíèÿ¿, ã. Ìîñêâà, 2009 ã.;
9) íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæíûå

âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿, ã. Âëàäèêàâêàç, 2010 ã.;
10) íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé¿, ïîñâÿùåííîé 90-

ëåòèþ Ñ.Á. Ñòå÷êèíà, ã. Ìîñêâà, 2010 ã.;
11) íà IX Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ôèçèêà è òåõíè-

÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ¿, ã. ×åëÿáèíñê, 2010 ã.;
12) íà V Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè Ï.Ë. ×åáûøåâà

è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì åñòåñòâîçíàíèÿ¿, ã. Îáíèíñê, 2011 ã.;
13) íà XIII (ïîñâÿùåííîé 75-ëåòèþ ïðîôåññîðà Ý.È. Çâåðîâè÷à) è XIV (ïîñâÿ-

ùåííîé 90-ëåòèþ ïðîôåññîðà Ì.Á. Áàëêà) Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåí-
öèÿõ ¾Ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, ã. Ñìîëåíñê, 2012,
2013 ãã.;

14) íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé è
ðîäñòâåííûå çàäà÷è àíàëèçà¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ íàóê, ïðîôåññîðà Ï.Ï. Êîðîâêèíà, ã. Êàëóãà, 2015 ã.;

15) íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿, ã. Ìîñêâà,
2016 ã.

Ñîîáùåíèÿ î ðåçóëüòàòàõ äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû:
1) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ìåõìàòà ÌÃÓ ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà Â.À. Ñàäîâíè÷åãî,
2016 ã.;

2) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ìåõìàòà ÌÃÓ ïî îáðàòíûì çàäà÷àì àíàëèçà, ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà
Â.À. Ñàäîâíè÷åãî è ïðîôåññîðà À.È. Ïðèëåïêî, 2008 ã.;

3) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ìåõìàòà ÌÃÓ ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî
ïåðåìåííîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Á.Ñ. Êàøèíà, ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ
Ñ.Â. Êîíÿãèíà, ïðîôåññîðà Á.È. Ãîëóáîâà, ïðîôåññîðà Ì.È. Äüÿ÷åíêî,
2010, 2016 ãã.;

4) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ
ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó (Ñåìèíàðå Ãîí÷àðà) ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ
Å.Ì. ×èðêè, ïðîôåññîðà À.È. Àïòåêàðåâà, 2016 ã.;

5) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ
ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ñ.À. Òåëÿêîâñêîãî, 2012 ã.;

6) íåîäíîêðàòíî íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ìåõìàòà ÌÃÓ ïî íåãàðìîíè÷åñêîìó àíà-
ëèçó è öåëûì ôóíêöèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ì. Ñåäëåöêîãî è ïðîôåñ-
ñîðà Â.Â. Âëàñîâà (â ïîñëåäíèå ãîäû � ïðîôåññîðà À.Ì. Ñåäëåöêîãî è ä.ô.-ì.í.
À.Þ. Ïîïîâà), 2002�2015 ãã.;

7) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ìåõìàòà ÌÃÓ ïî òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è
îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ì.Ê. Ïîòàïîâà, ïðîôåññîðà
Ì.È. Äüÿ÷åíêî, ïðîôåññîðà Ò.Ï. Ëóêàøåíêî, ïðîôåññîðà Â.À. Ñêâîðöîâà, 2016 ã.;

8) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ìåõìàòà ÌÃÓ ïî îïåðàòîðíûì ìîäåëÿì â ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.À. Øêàëèêîâà, ïðîôåññîðà
È.À. Øåéïàêà, äîöåíòà À.Ì. Ñàâ÷óêà è À.À. Âëàäèìèðîâà, 2015 ã.;
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9) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ìåõìàòà ÌÃÓ ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé è ãðàíè÷íûì
ñâîéñòâàì ôóíêöèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Å.Ï. Äîëæåíêî, 2010 ã.;

10) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ìåõìàòà ÌÃÓ ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé àíàëèòè÷åñêè-
ìè ôóíêöèÿìè ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ï.Â. Ïàðàìîíîâà è ä.ô.-ì.í.
Ê.Þ. Ôåäîðîâñêîãî, 2016 ã.;

11) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÈÔÈ ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîôåññîðà Â.À. Îñêîëêîâà, 2001, 2003 ãã.;

12) íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÞÔÓ ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ïðîôåññîðà Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà è ïðîôåññîðà À.Â. Àáàíèíà, 2009 ã.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â øåñòíàäöàòè îñíîâ-
íûõ ðàáîòàõ [20], [109], [118]�[131], ÷åòûðíàäöàòü èç êîòîðûõ � [20], [109], [118],
[119], [121]�[124], [126]�[131] � â âåäóùèõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ
ÂÀÊ. Äâå ñòàòüè [20], [109] èç ýòîãî ñïèñêà âûïîëíåíû â ñîàâòîðñòâå. Öåíòðàëü-
íûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [20], [109] ïðèíàäëåæàò àâòîðó, âêëàä ñîàâòîðîâ ïîäðîáíî
îãîâàðèâàåòñÿ â òåêñòå äèññåðòàöèè.

Îïèøåì òåïåðü ñòðóêòóðó ðàáîòû. Ïîñëå Ââåäåíèÿ ñëåäóåò îñíîâíîé òåêñò, ðàç-
áèòûé íà òðè ãëàâû. Êàæäàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îòäåëüíîé çàäà÷å. Èòîãè âûïîëíåí-
íîãî èññëåäîâàíèÿ ïîäâåäåíû â Çàêëþ÷åíèè. Òåêñò çàâåðøàåòñÿ ñïèñêîì ëèòåðà-
òóðû, â êîòîðîì â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå èäóò ñíà÷àëà ðàáîòû íà ðóññêîì ÿçûêå, à
çàòåì � èñòî÷íèêè íà èíîñòðàííûõ ÿçûêàõ. Ãëàâû äåëÿòñÿ íà ïàðàãðàôû, íåêîòî-
ðûå èç ïàðàãðàôîâ � íà ïóíêòû. Ïðèíÿòà ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ. Íó-
ìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé, ïðèìåðîâ, ôîðìóë è ò. ä. âåäåòñÿ ïî ïàðàãðàôàì. Â êîíöå
êàæäîé ãëàâû ïîìåùåí íåáîëüøîé ðàçäåë ñ êîììåíòàðèÿìè è äîïîëíèòåëüíûìè
ññûëêàìè.

Èçëîæèì ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Îáùóþ çàäà÷ó, ïîñòàâëåííóþ â ãëàâå 1 (�� 1�9), ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
èññëåäîâàòü ðåãóëÿðíîñòü ðîñòà öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ïðîñòû-
ìè íóëÿìè â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ â íóëÿõ åå ïðîèçâîäíîé. Ïàðàãðàôû 1�7
ïîñâÿùåíû êàíîíè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèÿì ñ âåùåñòâåííûìè ñèììåòðè÷íûìè íóëÿ-
ìè. Â � 1 ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ôîðìóëèðóþòñÿ äâà öåíòðàëüíûõ
ðåçóëüòàòà ïåðâîé ãëàâû (òåîðåìû 1.1 è 1.2). Ðàññìàòðèâàþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïðî-
èçâåäåíèÿ

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
, λ ∈ C, (0.1)

ãäå Λ = (λn)n∈N � âîçðàñòàþùàÿ ïîñåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, èìåþ-
ùàÿ êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü

∆(Λ) = lim
n→∞

n

λn
, 0 < ∆(Λ) < +∞. (0.2)

Ôóíêöèè (0.1) ïðè óñëîâèè (0.2) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíî-
ãî òèïà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî π∆(Λ). Îíè íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ
àíàëèçà, äàæå íå îòíîñÿùèõñÿ ê öåëûì ôóíêöèÿì, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ àïïðîê-
ñèìàöèè è àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðÿäîâ ýêñïîíåíò. Â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ
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ïåðâîé ïîëîâèíû XX âåêà, ïîñâÿùåííûõ òåîðèè òàêèõ ðÿäîâ, è â áîëåå ïîçäíèõ
èññëåäîâàíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà

δ(Λ) = lim
n→∞

1

λn
ln

1

|L′(λn)|
= − lim

n→∞

1

λn

∑
k 6=n

ln

∣∣∣∣1− λ2
n

λ2
k

∣∣∣∣ , (0.3)

íàçûâàåìàÿ èíäåêñîì êîíäåíñàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Îòìåòèì, ÷òî õàðàêòå-
ðèñòèêè, ïîäîáíûå (0.3), ââîäÿò è äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
ñòàâÿ èì â ñîîòâåòñòâèå ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó êàíîíè÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ.
Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèé âèäà (0.1) âåëè÷èíà (0.3) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíîé, à äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âåäóùèõ ñåáÿ íàèáîëåå ¾ðåãóëÿðíî¿, èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

δ(Λ) = 0. (0.4)

Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî (0.4) çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè â îïðåäåëåíèè (0.2) ñóùå-
ñòâóåò íå âåðõíèé, à îáû÷íûé ïðåäåë, è ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èìååò
ïîëîæèòåëüíûé øàã

h(Λ) = lim
n→∞

(λn+1 − λn) > 0. (0.5)

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷òî ìîæíî ñêàçàòü îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è ôóíêöèè L(λ), åñëè âåðíî ðàâåíñòâî (0.4)? Áóäåò ëè â
òàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàòü ïðåäåë

∆(Λ) = lim
n→∞

n

λn
= d, (0.6)

è òåì ñàìûì àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

lim
r→+∞

ln |L(reiθ)|
r

= π d | sin θ|, θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) , (0.7)

îçíà÷àþùåå ïîëíóþ ðåãóëÿðíîñòü ðîñòà ôóíêöèè (0.1)? Ýòîò âîïðîñ áûë ïîñòàâ-
ëåí â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, à â 1983 ã. À.Â. Áðàòèùåâ [23] äàë íà íåãî
îòðèöàòåëüíûé îòâåò. Îäíàêî, â ðàáîòå Áðàòèùåâà íå áûëà ïðåäúÿâëåíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Λ = (λn)n∈N, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (0.4), à îòíîøåíèå
n/λn ïðåäåëà íå èìååò (ôàêòè÷åñêè, äîêàçàíî ëèøü ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè). Êðîìå òîãî, íå áûëî äàíî êàêîå-ëèáî óñëîâèå (â äóõå (0.4), íî,
ðàçóìååòñÿ, áîëåå ñèëüíîå), îáåñïå÷èâàþùåå ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäåëüíûõ ñîîòíî-
øåíèé (0.6), (0.7). Èìåííî âñå ýòî è ñäåëàíî â �� 1�7 äèññåðòàöèè. Â îñíîâíîé òåî-
ðåìå 1.1 íàéäåíî óñëîâèå, ãàðàíòèðóþùåå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (0.6), (0.7). Î÷åíü
âàæíî, ÷òî ýòî óñëîâèå, ÿâëÿþùååñÿ åñòåñòâåííûì óñèëåíèåì (0.4), â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå íåóëó÷øàåìî (òåîðåìà 1.2). Ïðèâåäåì îäíî âåñüìà ãðóáîå, íî íàãëÿäíîå
ñëåäñòâèå èç òåîðåì 1.1 è 1.2, ðàñêðûâàþùåå ñóòü ïðîèñõîäÿùåãî.
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Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî q > 1, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíîé êàíîíè÷åñêîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ (0.1) âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

ln
1

|L′(λn)|
= O

(
λn

(lnλn)q

)
, n→∞,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n/λn èìååò ïðåäåë ïðè n → ∞, à çíà÷èò è ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî (0.7). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = (λn)n∈N,
èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíûé øàã (0.5), äëÿ êîòîðîé

ln
1

|L′(λn)|
= o

(
λn

lnλn

)
, n→∞,

íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n/λn è ôóíêöèÿ r−1 ln |L(reiθ)| íå èìåþò ïðåäåëîâ ñîîò-

âåòñòâåííî ïðè n→∞ è r → +∞ (êàêîâî áû íè áûëî ÷èñëî 0 ≤ θ ≤ 2π).

Îáùèé îòâåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëîâ (0.6), (0.7) äàåòñÿ â òåðìèíàõ
ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∞∫
a

ω(r)

r2
dr,

ãäå ω(r) � ôóíêöèÿ, âûñòóïàþùàÿ â ðîëè ìàæîðàíòû

ln
1

|L′(λn)|
= O (ω(λn)) , n→∞,

è âåäóùàÿ ñåáÿ äîñòàòî÷íî ¾ðåãóëÿðíî¿. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáëå÷ü ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû â íàèáîëåå ïðîñòóþ ôîðìó, â ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî (âå-
ñîâîãî) èíäåêñà êîíäåíñàöèè.

Ïàðàãðàôû 2, 4, 5 íîñÿò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð. Öåíòðàëüíûå òåîðåìû 1.1 è 1.2
äîêàçàíû â � 3 è � 6 ñîîòâåòñòâåííî. Â � 7 ê ýòèì òåîðåìàì ñäåëàíû ïîëåçíûå
äîáàâëåíèÿ è ðàçîáðàíû ïîäêðåïëÿþùèå ïðèìåðû.

Ïàðàãðàô 8 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí èçâåñòíîé çàäà÷å À.Ô. Ëåîíòüåâà î ðåãóëÿð-
íîñòè ðîñòà öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåí-
íûì ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé, èìåþùèì íóëåâîé èíäåêñ êîíäåíñàöèè. Òî÷íåå,
ðå÷ü èäåò î ñëåäóþùåì âîïðîñå. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî-
ãî òèïà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N è èíäèêàòîðîì hL(θ),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (ñð. ñ (0.4))

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln

1

|L′(λn)|
+ hL(arg λn)

}
= 0.

Íóæíî âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè L(λ) ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Âîïðîñ
ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ L(λ) ¾íå ñëèøêîì ìàëà¿ íà íåêîòîðîé ïðÿ-
ìîé (òåîðåìà 8.3). Â êà÷åñòâå íàèáîëåå íàãëÿäíîãî ðåçóëüòàòà � 8 âûäåëåíî ñëåä-
ñòâèå èç òåîðåìû 8.4, â êîòîðîì äàíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ÷åòíîé
ôóíêöèè, íå èìåþùåé íóëåé â êàêîì-ëèáî óãëå ðàñòâîðà π/2.
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Â çàêëþ÷èòåëüíîì � 9 ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê âîïðîñàì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ â îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñ-
ïîíåíò. Óñòàíîâëåíà ñåðèÿ ôàêòîâ (òåîðåìû 9.2, 9.4, 9.6), â íåêîòîðîì ñìûñëå
óñèëèâàþùèõ èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû À.Ô. Ëåîíòüåâà, Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà,
À.Â. Àáàíèíà. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì � 9 ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèâëå÷åíèå ðàçëîæåíèé íà ïðîñòûå äðîáè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåðîìîðôíûõ
ôóíêöèé.

Â ãëàâå 2 (�� 10�15) ðåøåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü âñå íóëè öåëîé ôóíêöèè
ðàñïîëîæåíû â óãëå ôèêñèðîâàííîãî ðàñòâîðà ≤ π è èìåþò çàäàííûå ïëîòíîñòè
ïðè íåêîòîðîì ïîêàçàòåëå ρ < 1. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü
òèï ïðè ïîðÿäêå ρ òàêîé ôóíêöèè? Èñòîðèÿ çàäà÷è è åå ïðèìåíåíèå ê âîïðîñàì
ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò èçëîæåíû â �� 10, 14, 15.

Ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì äëÿ èíäèêàòîðîâ è òèïîâ öåëûõ ôóíêöèé, íóëè êî-
òîðûõ ðàñïîëîæåíû ïðîèçâîëüíî èëè íà îäíîì ëó÷å è èìåþò çàäàííûé äèàïà-
çîí èçìåíåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé ïëîòíîñòåé (îáû÷íûõ, óñðåäíåííûõ, ìàêñèìàëü-
íûõ è ò. ä.), ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêîãî ìåìóà-
ðà Æ. Âàëèðîíà [173]. Îñîáåííî àêòèâíî òåìàòèêà ðàçâèâàëàñü âî âòîðîé ïîëî-
âèíå ïðîøëîãî âåêà â èññëåäîâàíèÿõ Á.ß. Ëåâèíà [72], [73], Ð. Ðåäõåôôåðà [168],
Ì.È. Àíäðàøêî [6], À.À. Ãîëüäáåðãà [33]�[36], Í.Â. Ãîâîðîâà [32], À.À. Êîí-
äðàòþêà [51]�[55], Á.Í. Õàáèáóëëèíà [115]. Íîâûå ðåçóëüòàòû ðàçíûìè ìåòîäàìè
ïîëó÷åíû â ïîñëåäíåå âðåìÿ Á.Í. Õàáèáóëëèíûì [117], À.Þ. Ïîïîâûì [98]�[101],
À.Ý. Åðåìåíêî è Ï.Ì. Þäèöêèì [152], Ã. Ã. Áðàé÷åâûì [14]�[17].

Äàäèì ôîðìàëèçîâàííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò
âòîðîé ãëàâû. Ïóñòü Λ = (λn)n∈N � ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ðàñïîëîæåííàÿ â óãëå

Γθ = {λ ∈ C : | arg λ| ≤ θ}

ôèêñèðîâàííîãî ðàñòâîðà 2θ ∈ [0, π]. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà

ρ ∈ (0, 1), β > 0, α ∈ [0, β].

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Λ èìååò âåðõíþþ ρ-ïëîòíîñòü

∆ ρ(Λ) = lim
n→∞

n

|λn|ρ
= β

è íèæíþþ ρ-ïëîòíîñòü
∆ ρ(Λ) = lim

n→∞

n

|λn|ρ
≥ α.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå êàíîíè÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ

λn

)
, λ ∈ C, (0.8)

ïîñòðîåííûå ïî òàêèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì Λ. Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (0.8)
îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ íîðìàëüíîãî ρ-òèïà

σρ = σρ(Λ) ≡ lim
r→+∞

r−ρ ln max
|λ|=r
|L(λ)|.
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Ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ òðåáóåòñÿ óêàçàòü íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå äëÿ
âåëè÷èíû σρ. Òàêèì îáðàçîì, ñòàâèòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ òî÷íîé
íèæíåé ãðàíè

sθ(α, β; ρ) ≡ inf
{
σ ρ = σ ρ(Λ) : Λ ⊂ Γθ, ∆ ρ(Λ) = β, ∆ ρ(Λ) ≥ α

}
. (0.9)

Â òåîðåìå 10.1 (ñëó÷àé θ = 0 ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé íà îäíîì ëó÷å) è òåîðåìå 15.1
(ñëó÷àé θ ∈ (0, π/2] ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé â óãëå) äîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà (0.9)
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

sθ(α, β; ρ) =
πα

sin πρ
cos ρ θ + max

a>0

a∫
a(α/β)1/ρ

(
β a−ρ − αx−ρ

) x+ cos θ

x2 + 2x cos θ + 1
dx, (0.10)

ïðè÷åì òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü (0.9) äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè (0.8) ñ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé Λ, ðàñïîëîæåííîé íà ëó÷àõ arg λ = ± θ (ñîîòâåòñòâåííî,
íà îäíîì ïîëîæèòåëüíîì ëó÷å ïðè θ = 0) òàê, ÷òî ∆ ρ(Λ) = β, ∆ ρ(Λ) = α.

Òåîðåìà 10.1 äîêàçàíà â ïàðàãðàôàõ 10, 11.
Ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû s0(α, β; ρ) êàê ôóíê-

öèè ïàðàìåòðîâ α, β, ρ îòâåäåíû �� 12, 13. Ýòà ÷àñòü èññëåäîâàíèé ïðîõîäèëà ñîâ-
ìåñòíî ñ Ã. Ã. Áðàé÷åâûì. Ñîàâòîðàìè äëÿ ôóíêöèè s0(α, β; ρ) ïîëó÷åíû âåñüìà
òî÷íûå äâóñòîðîííèå îöåíêè è íàéäåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ïðè ρ → +0,
îïèñàíû òàêæå îñîáåííîñòè ñëó÷àÿ Λ ⊂ R+ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì ðàñïî-
ëîæåíèÿ íóëåé Λ ⊂ C.

Ðåçóëüòàòû � 14 îòíîñÿòñÿ ê öåëûì ôóíêöèÿì ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (ïîë-
íûì â êðóãå ñèñòåìàì ýêñïîíåíò) ñ íóëÿìè (ïîêàçàòåëÿìè), îäèíàêîâî ðàñïîëî-
æåííûìè íà íåñêîëüêèõ ëó÷àõ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé (0.1) ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿ-
ìè ±Λ = (±λn)n∈N, ãäå

∆(Λ) = lim
n→∞

n

λn
= β, ∆(Λ) = lim

n→∞

n

λn
≥ α, (0.11)

äàåòñÿ ôîðìóëîé

max
a>0

{
β√
a

ln
1 + a

1 + a(α/β)2
+ 2α arctg

β + aα

(β − α)
√
a

}
. (0.12)

(Óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ïðåäøåñòâóþùèå ðåçóëüòàòû Ð.Ì. Ðåäõåôôåðà [168] è
À.Þ. Ïîïîâà [93], ïîëó÷åííûå áåç ó÷åòà íèæíåé ïëîòíîñòè íóëåé.) Îòñþäà âû-
âîäèòñÿ (òåîðåìà 14.3), ÷òî âåëè÷èíîé (0.12) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ðàäèóñ ïîëíîòû
ñèñòåì ýêñïîíåíò ñ âåùåñòâåííûìè ñèììåòðè÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè, ïîä÷èíåííûìè
îãðàíè÷åíèÿì (0.11). Îöåíêà ñíèçó ïîëó÷àåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì íåäàâíåãî ðåçóëüòà-
òà Á.Í. Õàáèáóëëèíà [117]. Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ñâÿçàíû ñ
èññëåäîâàíèÿìè Ë.À. Ðóáåëà [170], Ï. Ìàëüÿâåíà è Ë.À. Ðóáåëà [165], Ð.Ì. Ðåä-
õåôôåðà [169] (ñì. òàêæå îáçîð Á.Í. Õàáèáóëëèíà [116]).

Çàêëþ÷èòåëüíûé � 15 âòîðîé ãëàâû ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (0.10)
äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ ∈ (0, π/2] è èññëåäîâàíèå âåëè÷èíû sθ(α, β; ρ).
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Ãëàâà 3 (�� 16�20) ïîñâÿùåíà âîïðîñó î ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå äðîáè âåëè÷è-
íû, îáðàòíîé ê öåëîé ôóíêöèè. Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ïðåäñòàâëåíèè ìåðî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé ðÿäàìè ïðîñòûõ äðîáåé ïðèíàäëåæàò Ì.Ã. Ìèòòàã-Ëåôôëåðó
è ïðèâîäÿòñÿ âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó. Ðàçëè÷íûå ñâåäåíèÿ
î ñâîéñòâàõ ïðîñòûõ äðîáåé ñîäåðæèò áîãàòàÿ èäåÿìè ìîíîãðàôèÿ Ý. Áîðåëÿ [142].
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåîðåìû Ìèòòàã-Ëåôôëåðà íîñÿò îáùèé õàðàêòåð è íóæäàþòñÿ
â äîïîëíèòåëüíûõ óòî÷íåíèÿõ â ðàçíûõ ñïåöèàëüíûõ ñèòóàöèÿõ, çíà÷èìûõ äëÿ
ïðèëîæåíèé. Èìåííî î òàêîé ñèòóàöèè èäåò ðå÷ü â òðåòüåé ãëàâå.

Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé, ïðè÷åì âñå îíè
ïðîñòûå. Çàíóìåðóåì íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîäóëåé
è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åðåç Λ(L) = (λn)n∈N . Âîïðîñ î ðàç-
ëîæåíèè íà ïðîñòûå äðîáè âåëè÷èíû, îáðàòíîé ê L(λ), èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ,
èçëàãàåìóþ â � 16. Îñíîâîïîëàãàþùåé ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Ì.Ã. Êðåéíà [67]. Âàæíóþ
ðîëü â ïîÿâëåíèè ñòàòüè [67] ñûãðàëè èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ýðìèòîâûõ îïåðà-
òîðîâ è ïðîáëåìå ìîìåíòîâ [66], [154]. Â ñâÿçè ñ [67] (ñì. òàêæå [72; ãë. V, � 6])
âîçíèêëà çàäà÷à îá îïèñàíèè òåõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé F (λ) = 1/L(λ), êîòîðûå
ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ Z+ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

F (λ) ≡ 1

L(λ)
= P (λ) +

a0

λ
+ λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
(0.13)

ñ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì P (λ) è êîýôôèöèåíòîì a0, âû÷èñëÿåìûì ïî ïðàâèëó

a0 =

{
1/L′(0), 0 ∈ Λ(L),
0, 0 /∈ Λ(L).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðÿä (0.13) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ(L).

Ðàçëè÷íûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðÿäàìè Êðåéíà (0.13), ðàññìàòðèâàëèñü â ðà-
áîòàõ Ë. äå Áðàíæà, Ì.Â. Êåëäûøà, À.À. Ãîëüäáåðãà, È.Â. Îñòðîâñêîãî, Ï. Êó-
ñèñà, Ã. Ïåäåðñåíà, Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà, À.À. Áîðè÷åâà è Ì.Ë. Ñîäèíà, Ë.Ñ. Ìà-
åðãîéçà, À. Ã. Áàêàíà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Íî äî íåäàâíåãî âðåìåíè ñèòóàöèÿ
ñ õàðàêòåðèçàöèåé öåëûõ ôóíêöèé L(λ), äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèå (0.13), îñòàâà-
ëàñü çàïóòàííîé, è îáùàÿ êàðòèíà íå ñêëàäûâàëàñü äàæå äëÿ ¾áàçîâîãî¿ ñëó÷àÿ
Λ(L) ⊂ R.

Â äèññåðòàöèè çàäà÷à î ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (0.13) ðåøåíà äëÿ öåëûõ
ôóíêöèé ñ íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â ïîëîñå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðèâåäåì
âàðèàíò îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà òðåòüåé ãëàâû, ñî÷åòàþùèé â ñåáå òåîðåìó 16.4 è
ëåììó 17.4.

Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N,
ðàñïîëîæåííûõ â íåêîòîðîé ïîëîñå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè âåëè÷èíà F (λ) ≡ 1/L(λ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå (0.13) ñ ôèêñèðîâàí-
íûì p ∈ Z+ , òî L(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ íåîòðèöà-
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òåëüíûì èíäèêàòîðîì hL(θ), è ñõîäèòñÿ ðÿä∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
. (0.14)

Ïðè ýòîì, åñëè p = 0, òî P (λ) ≡ 0, à åñëè p ∈ N, òî ïîëèíîì P (λ) âû÷èñëÿ-

åòñÿ ïî ôîðìóëå

P (λ) =



p−1∑
m=0

F (m)(0)

m!
λm, 0 /∈ Λ(L),

p−1∑
m=0

(λF (λ))(m+1) (0)

(m+ 1)!
λm, 0 ∈ Λ(L).

(0.15)

2. Îáðàòíî, åñëè L(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ íåîò-

ðèöàòåëüíûì èíäèêàòîðîì hL(θ) , è äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ Z+ ñõîäèòñÿ ðÿä (0.14),
òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (0.13), ãäå P (λ) ≡ 0 ïðè p = 0, è P (λ) îïðåäåëåí

ôîðìóëîé (0.15) ïðè p ∈ N. Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî ñóììàöèîííûå ñîîòíî-

øåíèÿ

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λmn
=


− F

(m−1)(0)

(m− 1)!
, 0 /∈ Λ(L),

− (λF (λ))(m) (0)

m!
, 0 ∈ Λ(L),

(0.16)

ñ ïðîèçâîëüíûì m ∈ N , m > p+ 1 .

Ýòîò öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû äîêàçàí â � 18 ñ ó÷åòîì îáùèõ
ñâîéñòâ ðÿäîâ Êðåéíà, ïðèâåäåííûõ â � 17. Êîíêðåòèçàöèÿ îñíîâíîé òåîðåìû â
ñëó÷àÿõ ÷åòíîé è íå÷åòíîé ôóíêöèé äàíà â � 19. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ îáùèõ
òåîðåì î ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå äðîáè ïðåäñòàâëåíû â � 20. Çäåñü ðàññìîòðå-
íû ñïåöèàëüíûå êëàññû áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà (0.1) è (0.8). Îòäåëüíî
èçó÷åí âîïðîñ î ðàçëîæåíèè â ðÿä òèïà Êðåéíà âåëè÷èíû, îáðàòíîé ê ôóíêöèè
Áåññåëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà ν > −1, è îïèñàíî ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèé (0.16)
ê âû÷èñëåíèþ ñóìì, ñîñòàâëåííûõ ïî íóëÿì ýòîé ôóíêöèè. Ýòà ÷àñòü � 20 íàïè-
ñàíà íà îñíîâå ñîâìåñòíûõ ðàáîò [133], [109]. Ôîðìóëà (0.16), îòìå÷åííàÿ â [133],
è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû [109] ïðèíàäëåæàò àâòîðó; ïîìîùü ñîàâòîðîâ ñîñòîÿëà â
ñáîðå è îáðàáîòêå ðàçðîçíåííîé èíôîðìàöèè î áåññåëåâûõ ôóíêöèÿõ è ïðîâåðêå
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Óêàæåì, ÷òî òåîðåìà 20.3 îáîáùàåò èëè óòî÷íÿåò ðåçóëüòàòû
À.Ð. Ôîðñàéòà [153] è È.Í. Ñíåääîíà [171].

Â òå÷åíèå âñåé ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé àâòîð îùóùàë ïîääåðæêó ñâîåãî ó÷è-
òåëÿ çàñëóæåííîãî äåÿòåëÿ íàóêè ÐÔ Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà. Ïîñòîÿííûé èíòåðåñ
ê èññëåäîâàíèÿì ïðîÿâëÿëè À.Þ. Ïîïîâ è Ã. Ã. Áðàé÷åâ, áëàãîäàðÿ íàó÷íûì êîí-
òàêòàì ñ êîòîðûìè ïîëó÷åíû ìíîãèå ðåçóëüòàòû. Áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàáîòó àâ-
òîðà îêàçàë À.Ì. Ñåäëåöêèé. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè àêòèâíî îáñóæäàëèñü ñ
À.Â. Àáàíèíûì, È.Â. Òèõîíîâûì, À.Á. Êîñòèíûì. Âñåì óïîìÿíóòûì êîëëåãàì
âûðàæàþ ñâîþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü.
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Ãëàâà 1

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÍÓËÅÉ ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÉ
È ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ ÈÍÄÅÊÑ ÊÎÍÄÅÍÑÀÖÈÈ

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà L(λ) ñ ïðîñòûìè íóëÿìè â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ â íóëÿõ
ïðîèçâîäíîé L′(λ). Ïàðàãðàôû �� 1�7 ïîñâÿùåíû êàíîíè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèÿì ñ
âåùåñòâåííûìè ñèììåòðè÷íûìè íóëÿìè. Íàéäåíî òî÷íîå óñëîâèå íàëè÷èÿ âïîëíå
ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ó òàêèõ ïðîèçâåäåíèé â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî èíäåêñà êîíäåí-
ñàöèè íóëåé. Â � 8 èçó÷àåòñÿ çàäà÷à À. Ô. Ëåîíòüåâà î ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà öåëîé
ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûì ìíîæåñòâîì ïðî-
ñòûõ íóëåé, èìåþùèì íóëåâîé èíäåêñ êîíäåíñàöèè. Â ÷àñòíîñòè, äàåòñÿ ðåøåíèå
çàäà÷è äëÿ ÷åòíîé ôóíêöèè, íå èìåþùåé íóëåé â êàêîì-ëèáî óãëå ðàñòâîðà π/2. Â
çàêëþ÷èòåëüíîì � 9 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê âîïðîñàì ïðåäñòàâëå-
íèÿ àíàëèòè÷åñêèõ â îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü Λ = (λn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà:

0 < λ1 < λ2 < . . . < λn < . . . , lim
n→∞

λn = +∞. (1.1)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Λ èìååò êîíå÷íóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü

∆(Λ) ≡ lim
n→∞

n

λn
, 0 < ∆(Λ) < +∞. (1.2)

Íèæíÿÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ò. å. ÷èñëî

∆(Λ) ≡ lim
n→∞

n

λn
, (1.3)

ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ âåðõíåé ïëîòíîñòüþ, è â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàçûâàþò íåèçìåðèìîé. Åñëè æå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ∆(Λ) = ∆(Λ), òî ñóùå-
ñòâóåò îáû÷íûé ïðåäåë lim

n→∞
(n/λn), êîòîðûé íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè Λ è îáîçíà÷àþò ∆(Λ). Â òàêîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ñ÷èòàåòñÿ
èçìåðèìîé.

Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
, λ ∈ C, (1.4)

ïîñòðîåííîå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôàêòû (ñì. [76;
ãë. I, � 2, 4, ãë. II, � 4]). Êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (1.4) îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíê-
öèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ, ãäå 0 < σ ≤ π∆(Λ). Äëÿ èíäèêàòîðà ôóíêöèè
L(λ) âåðíà îöåíêà

hL(θ) ≡ lim
r→+∞

ln |L(reiθ)|
r

≥ σ | sin θ|. (1.5)
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Ôóíêöèÿ L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆(Λ) = ∆(Λ) = ∆(Λ),

ò. å. êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èçìåðèìà. Â ýòîì ñëó÷àå òèï è èíäèêàòîð âû÷èñ-
ëÿþòñÿ òî÷íî:

σ = π∆(Λ), hL(θ) = σ | sin θ| = π∆(Λ) | sin θ|.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòå-
ðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [76], [78], [72], [8], [38], [160], [63]), òî ïðè
ðàáîòå ñ êàíîíè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì (1.4) âàæíî ó÷èòûâàòü íàëè÷èå èëè îòñóò-
ñòâèå ïëîòíîñòè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ.

Áóäåì èçó÷àòü ñâÿçü ìåæäó èçìåðèìîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé êàíîíè-
÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.4) è ïîâåäåíèåì â íóëÿõ ïðîèçâîäíîé L′(λ). Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóåì âàæíóþ õàðàêòåðèñòèêó � âåñîâîé èíäåêñ êîíäåíñàöèè. Íàïîìíèì îñ-
íîâíûå ñâåäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ äàííûì ïîíÿòèåì.

Â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè [139; ãë. I, � 7, 8] Â. Áåðíøòåéí èññëåäîâàë ðàçëè÷íûå
õàðàêòåðèñòèêè òèïà ¾ðàçðåæåííîñòè¿ è ¾ñãóùàåìîñòè¿ äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì îí èñïîëüçîâàë íåêîå (íåòðèâèàëüíîå) ïîíÿòèå èíäåêñà
êîíäåíñàöèè è ïîêàçàë [139; ïðèëîæåíèå II], ÷òî äëÿ èçìåðèìîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Λ âèäà (1.1), âûðàæàþùåé ïîëîæèòåëüíûå íóëè êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(1.4), èíäåêñ êîíäåíñàöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

δ(Λ) = lim
n→∞

1

λn
ln

1

|L′(λn)|
. (1.6)

×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ À.Ô.Ëåîíòüåâ îáðàòèë âíèìàíèå íà óíèâåðñàëüíûé õà-
ðàêòåð âåëè÷èíû (1.6), ïåðåíåñÿ íà íåå íàçâàíèå ¾èíäåêñ êîíäåíñàöèè¿. Ïîýòîìó
âñþäó äàëåå ñòàíäàðòíûì èíäåêñîì êîíäåíñàöèè áóäåì íàçûâàòü èìåííî âåëè÷è-
íó (1.6), âû÷èñëåííóþ äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.1) êîíå÷íîé âåðõíåé
ïëîòíîñòè (1.2).

Õàðàêòåðèñòèêè, ïîäîáíûå δ(Λ), âñòðå÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ
òåîðèè ðÿäîâ Äèðèõëå, âîïðîñàì èíòåðïîëÿöèè è àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ,
îöåíêàì ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé è èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [82], [64], [24]�[26], [94], [95], [97], [69], [70]). Â ÷àñòíîñòè,
â [94], [97] ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà (1.6) âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà, è íàéäåí äèàïàçîí
èçìåíåíèÿ δ(Λ), åñëè çàäàíû ïëîòíîñòè (1.2), (1.3) è øàã

h(Λ) ≡ lim
n→∞

(λn+1 − λn) > 0 (1.7)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ.
Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî åùå Â.Áåðíøòåéí óñòàíîâèë â [139; ïðèëîæåíèå II ], ÷òî

ó èçìåðèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ âèäà (1.1) ñ ïîëîæèòåëüíûì øàãîì h(Λ) èí-
äåêñ êîíäåíñàöèè δ(Λ) ðàâåí íóëþ. Çàòåì, â ñâÿçè ñ ðàáîòàìè À.Ô.Ëåîíòüåâà
[75; ñ. 1291], [77; çàäà÷à 2], âîçíèê îáðàòíûé âîïðîñ: áóäåò ëè èçìåðèìîé âñÿêàÿ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.1) ñ êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòüþ ∆(Λ) ïðè óñëîâèè, ÷òî
δ(Λ) = 0 ? Îòâåò íà âîïðîñ îêàçàëñÿ îòðèöàòåëüíûì � â ðàáîòå [23] À.Â.Áðàòèùåâ
óêàçàë êîíñòðóêöèþ ïðèìåðà íåèçìåðèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.1) ñ êîíå÷íîé
âåðõíåé ïëîòíîñòüþ ∆(Λ), ïîëîæèòåëüíûì øàãîì h(Λ) è íóëåâûì èíäåêñîì êîí-
äåíñàöèè δ(Λ). Ýòà êîíñòðóêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé � îíà ñîäåðæèò ýëåìåíòû,
òðóäíî âîïëîùàåìûå íà ïðàêòèêå, îäíàêî ïîñëå ðàáîòû [23] ñòàëî ÿñíî, ÷òî äàæå
ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè (1.7) íåëüçÿ îõàðàêòåðèçîâàòü íàëè÷èå ïëîòíî-
ñòè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ â òåðìèíàõ ñòàíäàðòíîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè δ(Λ).
Ïîòðåáîâàëîñü ìîäèôèöèðîâàòü ïîíÿòèå èíäåêñà êîíäåíñàöèè òàê, ÷òîáû ñ ïîìî-
ùüþ íîâîé õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî áûëî òâåðäî ãàðàíòèðîâàòü èçìåðèìîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ.

Èòàê, ïóñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîä÷èíåííàÿ óñëî-
âèÿì (1.1), (1.2), è L(λ) � êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (1.4). Ïóñòü ω(r) � ïîëî-
æèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè r ≥ a ñ ôèêñèðîâàííûì a > 0. Èíäåêñîì
ω-êîíäåíñàöèè (èëè âåñîâûì èíäåêñîì êîíäåíñàöèè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ íàçîâåì
çíà÷åíèå

δ(ω,Λ) ≡ lim
n→∞

1

ω(λn)
ln

1

|L′(λn)|
. (1.8)

Ïîõîæèå õàðàêòåðèñòèêè âñòðå÷àëèñü è ðàíåå. Òàê, À.Ô.Ëåîíòüåâ èñïîëüçîâàë
[76; ãë. II, � 6] âåëè÷èíó

lim
n→∞

1

λn lnλn
ln

1

|L′(λn)|
.

Çàòåì â ðàáîòàõ À.Ì. Ãàéñèíà (ñì., íàïðèìåð, [30], [31]), ïîñâÿùåííûõ ðåøåíèþ
íåêîòîðûõ ïðîáëåì Ïîéà, ââîäèëîñü ñïåöèàëüíîå ïîíÿòèå âåñîâîé êîíäåíñàöèè,
ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèþ (1.8).

Â íàøåé çàäà÷å ïðèìåíåíèå âåñîâîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè âûãëÿäèò âåñüìà
åñòåñòâåííûì. Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå ïðîñòîãî ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî èíäåê-
ñà (1.6) ê ÷óòü áîëåå îáùåìó èíäåêñó

δp(Λ) ≡ lim
n→∞

1

λpn
ln

1

|L′(λn)|
(1.9)

ñ ôèêñèðîâàííûì p > 0. Èíäåêñ (1.9) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé îñíîâíîãî îïðåäå-
ëåíèÿ (1.8) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé ω(r) = rp. Ïðè p = 1, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
À.Â.Áðàòèùåâà [23], ñóùåñòâóþò íåèçìåðèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ó êîòîðûõ
âåëè÷èíà δ1(Λ) = δ(Λ) êîíå÷íà è äàæå ðàâíà íóëþ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè
p > 1 èíäåêñ (1.9) ðàâåí íóëþ âñÿêèé ðàç, êîãäà ñòàíäàðòíûé èíäåêñ êîíå÷åí,
è, â ÷àñòíîñòè, êîíñòðóêöèÿ À.Â.Áðàòèùåâà ñíîâà äàåò íåèçìåðèìûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Λ ñ δp(Λ) = 0. Íî, îêàçûâàåòñÿ, ïðè 0 < p < 1 êàðòèíà ïðèíöèïèàëüíî
ìåíÿåòñÿ: ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ñ èíäåêñîì δp(Λ) < +∞ óæå áóäåò èçìåðè-
ìîé. Ýòîò ðåçóëüòàò åñòü ïðîÿâëåíèå îáùåãî ïðàâèëà, äåéñòâóþùåãî äëÿ èíäåêñîâ
ω-êîíäåíñàöèè ñ âîãíóòûìè ôóíêöèÿìè ω(r).

Òî÷íåå, ðàññìàòðèâàåì âåñîâûå ôóíêöèè ω(r) ñî ñâîéñòâàìè:
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(i) ω(r) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè r ≥ a > 0;

(ii) ω(r)→ +∞ ïðè r → +∞;

(iii) ω(r) âîãíóòà (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî) ïðè r ≥ a, ò. å.

ω

(
r1 + r2

2

)
≥ ω(r1) + ω(r2)

2
äëÿ ëþáûõ r1, r2 ≥ a.

Çíà÷åíèå a > 0 ìîæåò áûòü ñâîèì äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ω(r).
Ïðè âûïîëíåíèè (i)�(iii) âîïðîñ î òîì, äîñòàòî÷íî ëè óñëîâèå δ(ω,Λ) < +∞

äëÿ èçìåðèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ðåøàåòñÿ â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè íåêî-
åãî èíòåãðàëà îò ω(r), íàïîìèíàþùåãî èíòåãðàë èç òåîðèè êâàçèàíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) ïîä÷èíåíà òðåáî-
âàíèþ

∞∫
a

ω(r)

r2
dr < +∞. (1.10)

Òîãäà âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ âèäà (1.1), èìåþùàÿ êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîò-

íîñòü (1.2) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

δ(ω,Λ) < +∞, (1.11)

áóäåò èçìåðèìîé.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåîðåìà 1.1 íå òðåáóåò îãðàíè÷åíèÿ (1.7) íà øàã ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Λ. Ñòîèò îãîâîðèòüñÿ òàêæå, ÷òî óñëîâèå (1.11) ôèãóðèðóåò â òåîðåìå
êàê ä î ñ ò à ò î ÷ í î å ; åãî í å î á õ î ä èì î ñ ò ü îòíþäü íå óòâåðæäàåòñÿ: â îòëè÷èå
îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ íå èñêëþ÷åíî ñóùåñòâîâàíèå èçìåðèìûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé Λ ñ øàãîì h(Λ) > 0, ó êîòîðûõ δ(ω,Λ) = +∞ (ñì. ïðèìåð 2.1 èç � 2).

Òðåáîâàíèå (1.10), ïðåäúÿâëÿåìîå ê âåñîâîé ôóíêöèè ω(r), ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì
äëÿ òåîðåìû 1.1. Åãî òî÷íîñòü áóäåò óñòàíîâëåíà ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæå-
íèè î ïðàâèëüíîì èçìåíåíèè ω(r). Íàïîìíèì [106], ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ
ïðè r ≥ a ôóíêöèÿ ω(r) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ (íà áåñêîíå÷íîñòè),
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî p ∈ R, ÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ t > 0 âûïîëíåíî
ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
= tp. (1.12)

Èçâåñòíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.12) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïî t ∈ [ε, 1/ε] ïðè ëþ-
áîì ε ∈ (0, 1). ×èñëî p íàçûâàþò ïîðÿäêîì ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè ω(r).
Ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþ-

ùåéñÿ.
Òî÷íîñòü òðåáîâàíèÿ (1.10) íà âåñîâóþ ôóíêöèþ ω(r) â òåîðåìå 1.1 ïîäòâåð-

æäàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) ïðàâèëüíî ìåíÿ-
åòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è ïîä÷èíåíà òðåáîâàíèþ

∞∫
a

ω(r)

r2
dr = +∞. (1.13)

Òîãäà íàéäåòñÿ íåèçìåðèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ âèäà (1.1) ñ ïîëîæèòåëü-

íûì øàãîì (1.7), èìåþùàÿ êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü (1.2) è óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèþ (1.11). Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì
0 ≤ α < β, îçíà÷åííóþ íåèçìåðèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ìîæíî êîíñòðóê-

òèâíî ïîñòðîèòü òàê, ÷òîáû

∆(Λ) = α < β = ∆(Λ), (1.14)

è ïðè ýòîì

δ(ω,Λ) = 0 (1.15)

ñ òåì, ÷òî δ(Λ) = 0 äëÿ ñòàíäàðòíîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè (1.6).

Îòìåòèì òèïè÷íûå ïðèìåðû äîïóñòèìûõ âåñîâûõ ôóíêöèé. Òàê, ÿñíî, ÷òî
ω(r) = ln r è òàêèå ôóíêöèè, êàê ω(r) = rp ïðè 0 < p < 1 èëè

ω(r) =
r

(ln r)q
(1.16)

ïðè q > 1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.1. Åñëè æå 0 < q 6 1, òî âåñîâàÿ
ôóíêöèÿ (1.16) äàåò ðàñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë (1.13) è ïîäïàäàåò ïîä òðåáîâàíèÿ
òåîðåìû 1.2. Êðîìå òîãî, ïðîñòåéøàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ω(r) = r, îïðåäåëÿþùàÿ
ñòàíäàðòíûé èíäåêñ êîíäåñàöèè (1.6), òàêæå ïðèíàäëåæèò ñëó÷àþ òåîðåìû 1.2, è
âìåñòî íåÿâíîé êîíñòðóêöèè À.Â.Áðàòèùåâà [23] âîçíèêàåò öåëàÿ ñåðèÿ êîíêðåò-
íûõ ïðèìåðîâ ñ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé (1.14).

Êîíå÷íî, áîëüøèíñòâî âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå âåñîâûõ ôóíêöèé îáëàäàåò
ïðàâèëüíûì èçìåíåíèåì. Òåì íå ìåíåå, ñòîèò èìåòü â âèäó, ÷òî èç (i)�(iii), âîîáùå
ãîâîðÿ, íå âûòåêàåò ñâîéñòâî ïðàâèëüíîãî èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ω(r), íåçàâèñèìî
îò òîãî, êàêîìó èç òðåáîâàíèé (1.10) èëè (1.13) îíà ïîä÷èíåíà. Ïîäðîáíûé ðàçáîð
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðîâ áóäåò äàí â � 4. Ñåé÷àñ îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ìîæíî
ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii), ïîä÷èíåííóþ òðåáîâàíèþ (1.13),
òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì t > 1 âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
= 1 < t = lim

r→+∞

ω(tr)

ω(r)
. (1.17)

Òàêàÿ ôóíêöèÿ âåäåò ñåáÿ âåñüìà íåðåãóëÿðíî, õîòÿ è óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïðåä-
ïîëîæåíèÿì òåîðåìû 1.2, êðîìå (1.12). Äëÿ ïîäîáíûõ ¾íåðåãóëÿðíûõ¿ âåñîâ âî-
ïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåèçìåðèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ âèäà (1.1), èìåþùèõ
êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü (1.2) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1.11), îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî åñëè âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ω(r) óäîâëåòâîðÿåò âñåì
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áåç èñêëþ÷åíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû 1.2, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþ-
ùåéñÿ ôóíêöèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò. å. ñîîòíîøåíèå (1.12) âûïîëíÿåòñÿ ñ p = 1.

Òàêèì îáðàçîì, îáå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ¾ðàáî÷èìè¿ è èìåþò ñâîè îáëàñòè ïðè-
ìåíåíèÿ.

Òåîðåìû 1.1 è 1.2 ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ïåðâîé ãëàâû. Äîêàçà-
òåëüñòâà ïðîâîäÿòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ è îïèðàþòñÿ íà ñåðèþ âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé.

� 2. Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà îäíîãî ôàêòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé îñëàáëåííóþ
âåðñèþ òåîðåìû 1.1.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü Λ = (λn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (1.1) ñ
êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòüþ (1.2). Åñëè äëÿ ïðîèçâîäíîé êàíîíè÷åñêîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ (1.4) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|L′(λn)| ≥M λ−pn , n ∈ N, (2.1)

ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè M, p, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ
èçìåðèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âìåñòî (2.1)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|L′(λn)| ≥M λ3
n, n ∈ N. (2.2)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (2.2) íå âûïîëíåíî, äîáàâèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ êîíå÷-
íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íîâûõ òî÷åê. Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî âçÿòü íà ïðîìåæóòêå
0 < r < λ1 äîïîëíèòåëüíî ≥ (p + 3)/2 ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Íîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âèäà (2.2) è íàñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà
èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.1

1Ïóñòü âûïîëíåíà îöåíêà (2.1), è 0 < µ1 < . . . < µs < λ1, ãäå 2s ≥ p+ 3. Ïîëîæèì

L̃(λ) = L(λ)

s∏
k=1

(
1− λ2

µ2
k

)
, λ ∈ C.

Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ k = 1, . . . , s è n ∈ N âåðíû íåðàâåíñòâà

λ2n − µ2
k ≥

(
1−

(
µs
λ1

)2
)
λ2n, µ2

k ≤ µ2
s,

òî â òî÷êàõ λn ≥ 1 äëÿ L̃′(λn) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣L̃′(λn)
∣∣∣ = |L′(λn)|

s∏
k=1

λ2n − µ2
k

µ2
k

≥ M µ−2ss

(
1−

(
µs
λ1

)2
)s

λ2s−3n ≥ M̃ λpn.

Çäåñü M̃ = M
(
λ21 − µ2

s

)s
(λ1µs)

−2s
> 0.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

Φ(λ) =
1

L(λ)
−

∞∑
n=1

1

L′(λn)

2λn
λ2 − λ2

n

(2.3)

è óñòàíîâèì, ÷òî Φ(λ) ≡ 0. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à áóäåò ðåøåíà â íåñêîëüêî ýòàïîâ.
Îòìåòèì âíà÷àëå, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,

1

λn
≤ 2 ∆(Λ)

n
(2.4)

ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ïëîòíîñòè (1.2).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðÿä, ôèãóðèðóþùèé â (2.3), ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîì-

ïàêòàõ îáëàñòè C\±Λ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò K, íå ñîäåðæàùèé òî÷åê
èç ±Λ, è ïóñòü d > 0 � ðàññòîÿíèå îò K äî ±Λ. Èñïîëüçóÿ îöåíêè (2.2), (2.4),
ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ λ ∈ K è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñîîòíîøåíèå

1

|L′(λn)|
λn

|λ2 − λ2
n|
≤ 1

M λ3
n

· λn
d2
≤ A

n2
, A ≡ 1

M

(
2 ∆(Λ)

d

)2

.

Òàêàÿ îöåíêà ãàðàíòèðóåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà K ðÿäà, ôèãóðèðóþùåãî
â (2.3). Òåì ñàìûì, ôóíêöèÿ Φ(λ), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (2.3), ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêîé â îáëàñòè C \ ±Λ, ïðè÷åì îñîáåííîñòè â òî÷êàõ ±λn áóäóò íå âûøå
ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íî âû÷åòû â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó Φ(λ)
åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé λ.

Ïîêàæåì, ÷òî Φ(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ýòî ïîòðåáóåò
íåêîòîðûõ óñèëèé. Ñíà÷àëà ïîëîæèì

Ψ(λ) = L(λ)
∞∑
n=1

1

L′(λn)

2λn
λ2 − λ2

n

= 2
∞∑
n=1

1

L′(λn)

λn
λ2 − λ2

n

L(λ), (2.5)

ó÷èòûâàÿ ñâÿçü

Φ(λ) =
1−Ψ(λ)

L(λ)
, Ψ(λ) = 1− L(λ) Φ(λ), (2.6)

èç êîòîðîé ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(λ) òîæå ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Ñëåäóÿ [76; ãë. II, � 4],
ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Ln(λ) =
∏
k 6=n

(
1− λ2

λ2
k

)
, n ∈ N.

Ñðàâíèâàÿ ñ (1.4), èìååì

λn
λ2 − λ2

n

L(λ) = − 1

λn

(
1− λ2

λ2
n

)−1 ∞∏
k=1

(
1− λ2

λ2
k

)
= − Ln(λ)

λn
.
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Íî òîãäà îò (2.5) ìîæíî ïåðåéòè ê çàïèñè

Ψ(λ) = −2
∞∑
n=1

1

L′(λn)

Ln(λ)

λn
, λ ∈ C. (2.7)

Ïðè âñåõ n ∈ N è λ ∈ C ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|Ln(λ)| =
∏
k 6=n

∣∣∣∣ 1− λ2

λ2
k

∣∣∣∣ ≤∏
k 6=n

(
1 +
|λ|2

λ2
k

)
≤
∞∏
k=1

(
1 +
|λ|2

λ2
k

)
= L(i|λ|).

Âîçüìåì çíà÷åíèå σ0, áîëüøåå ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ (1.4). Òîãäà ïðè âñåõ n è íåêîòîðîì B0 > 0 áóäåò âûïîëíåíî

|Ln(λ)| ≤ L(i|λ|) ≤ B0 e
σ0|λ|, λ ∈ C. (2.8)

Ïðèìåíÿÿ îöåíêè (2.2), (2.4), çàïèøåì äëÿ áîëüøèõ n ñîîòíîøåíèå

1

|L′(λn)|
1

λn
≤ 1

M λ4
n

≤ (2 ∆(Λ))4

M

1

n4
. (2.9)

Ìàæîðèðóÿ òàêèì îáðàçîì â (2.7) è ó÷èòûâàÿ (2.8), çàêëþ÷àåì, ÷òî

|Ψ(λ)| ≤ B eσ0|λ|, λ ∈ C,

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé B > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, öåëàÿ ôóíêöèÿ Ψ(λ) èìååò ýêñïî-
íåíöèàëüíûé òèï. Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ñðàçó îöåíèòü åå èíäèêàòîð.

Äëÿ âñåõ λ, ëåæàùèõ âíå ïîëîñû |Imλ| < 1, èìååì

|λ2 − λ2
n| = |λ− λn| |λ+ λn| ≥ 1, n ∈ N.

Ïîýòîìó ïðè âñåõ |Imλ| ≥ 1 äëÿ ôóíêöèè Ψ(λ), îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (2.5),
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

|Ψ(λ)| ≤ 2 |L(λ)|
∞∑
n=1

λn
|L′(λn)|

.

×èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ áëàãîäàðÿ (2.2), (2.4). Â èòîãå

|Ψ(λ)| ≤ C |L(λ)|, |Imλ| ≥ 1, (2.10)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C > 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåïðåðûâíîñòü èíäèêàòî-
ðîâ, âûâîäèì èç (2.10) îöåíêó

hΨ(θ) ≤ hL(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π. (2.11)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ôóíêöèè Φ(λ).
Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ (2.6). Ôèãóðèðóþùèå òàì öåëûå ôóíêöèè L(λ), Ψ(λ)

èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï. Ïîýòîìó öåëàÿ ôóíêöèÿ Φ(λ) òîæå èìååò ýêñïî-
íåíöèàëüíûé òèï (ñì. [72; ãë. I, � 9]).
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Îöåíèì èíäèêàòîð ôóíêöèè Φ(λ), îñíîâûâàÿñü íà èíôîðìàöèè îá èíäèêàòî-
ðàõ ôóíêöèé L(λ), Ψ(λ). Íóæíûé ðåçóëüòàò áóäåò èçâëå÷åí èç âòîðîãî ñîîòíî-
øåíèÿ (2.6), íî äëÿ òîãî ÷òîáû êîððåêòíî ïðèìåíèòü ïðàâèëî ¾èíäèêàòîð ïðîèç-
âåäåíèÿ ðàâåí ñóììå èíäèêàòîðîâ¿, ïðèäåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî Φ(λ) åñòü ôóíêöèÿ
âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà [72; ãë. III, � 4]. Ñ ýòîé öåëüþ ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(λ)
îãðàíè÷åíà íà ìíèìîé îñè.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå 1/L(λ) â îïðåäåëåíèè (2.3) îãðàíè÷åíî íà ìíèìîé îñè, òàê
êàê

L(ir) =
∞∏
n=1

(
1 +

r2

λ2
n

)
≥ 1, r ≥ 0,

ñîãëàñíî (1.4). Îöåíèâàÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â (2.3), ïðè âñåõ r ≥ 0 è n ∈ N çàïèøåì

1

|L′(λn)|
λn

|(ir)2 − λ2
n|

=
1

|L′(λn)|
λn

r2 + λ2
n

≤ 1

|L′(λn)|
1

λn
.

Ïðèâëåêàÿ (2.9), ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííîñòü íà ìíèìîé îñè ñóììû ðÿäà, ôèãóðè-
ðóþùåãî â (2.3). Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ Φ(λ) áóäåò îãðàíè÷åííîé íà ìíèìîé îñè.
Ïîñëåäíåå, êàê èçâåñòíî, ãàðàíòèðóåò, ÷òî Φ(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ âïîëíå ðåãó-
ëÿðíîãî ðîñòà [72; ãë. V, � 4, òåîðåìà 11]. Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü èíäèêàòîð ôóíê-
öèè Φ(λ).

Íà îñíîâàíèè âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.6) èìååì

hLΦ(θ) = h1−Ψ(θ) ≤ max {0, hΨ(θ)} ,

ïðè÷åì max {0, hΨ(θ)} ≤ hL(θ) â ñèëó îöåíîê (1.5) è (2.11). Ïîñêîëüêó Φ(λ) åñòü
öåëàÿ ôóíêöèÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, òî

hLΦ(θ) = hL(θ) + hΦ(θ).

Â ðåçóëüòàòå hL(θ) + hΦ(θ) ≤ hL(θ) è hΦ(θ) ≤ 0 ïðè âñåõ 0 ≤ θ ≤ 2π. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî Φ(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Íî, êàê
óæå óñòàíîâëåíî, âåëè÷èíà |Φ(λ)| îãðàíè÷åíà íà ìíèìîé ïðÿìîé. Ïî ïðèíöèïó
Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà ôóíêöèÿ Φ(λ) áóäåò òîæäåñòâåííîé êîíñòàíòîé: Φ(λ) ≡ D.
Ïðîâîäÿ äîïîëíèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî D = 0 è Φ(λ) ≡ 0, íî
ýòà èíôîðìàöèÿ íàì íå ïîòðåáóåòñÿ.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ îäíîé òåîðåìîé Ì.Ã. Êðåéíà,
ñâÿçàííîé ñ ðàçëîæåíèåì îáðàòíîé âåëè÷èíû öåëîé ôóíêöèè â ðÿä ïðîñòûõ äðî-
áåé. Âûïèøåì íóëè ±Λ ôóíêöèè L(λ) â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (µm)m∈N ïî ïðà-
âèëó:

µ2n−1 = λn, µ2n = −λn, n ∈ N.

Îáðàùàÿñü ê (2.3), ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ Φ(λ) ≡ D, íå÷åòíîñòè ïðîèçâîäíîé L′(λ)
è îöåíêè (2.9) ïîëó÷àåì
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1

L(λ)
= D +

∞∑
n=1

1

L′(λn)

(
1

λ− λn
− 1

λ+ λn

)
= D +

∞∑
m=1

1

L′(µm)

1

λ− µm
,

∞∑
m=1

1

|L′(µm)|
1

|µm|
=

∞∑
n=1

1

|L′(µ2n−1)|
1

|µ2n−1|
+

∞∑
n=1

1

|L′(µ2n)|
1

|µ2n|

= 2
∞∑
n=1

1

|L′(λn)|
1

λn
< +∞.

Ïî òåîðåìå Ì.Ã. Êðåéíà [67; òåîðåìà 4] ôóíêöèÿ L(λ) ïðèíàäëåæèò êëàññó Êàðò-
ðàéò (ñì. òàêæå [72; ãë. V, � 6]), âñëåäñòâèå ÷åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èçìåðèìà.
Ïðåäëîæåíèå 2.1 äîêàçàíî.

Ïðè äàëüíåéøåé ðàáîòå ñ êàíîíè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì (1.4) áóäåì ðàçâèâàòü
ìåòîä, ïðåäëîæåííûé À.Þ. Ïîïîâûì â [94]. Ïðè r ≥ 0 ïîëîæèì

d(r) = min
n∈N
|r − λn|, L∗(r) =

|L(r)|
d(r)

,

äîîïðåäåëÿÿ L∗(r) â òî÷êàõ λn ïî íåïðåðûâíîñòè. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè
L∗(r) ââåäåì õàðàêòåðèñòèêó

δ∗(ω,Λ) = lim
r→+∞

1

ω(r)
ln

1

L∗(r)
, (2.12)

âû÷èñëÿåìóþ ïî âñåì çíà÷åíèÿì r → +∞. Ïîñêîëüêó L∗(λn) = |L′(λn)| , òî
δ∗(ω,Λ) ≥ δ(ω,Λ).

Â ñëó÷àå ω(r) = r îïðåäåëåíèå (2.12) ïðèíèìàåò âèä

δ∗(Λ) = lim
r→+∞

1

r
ln

1

L∗(r)

è áûëî ââåäåíî À.Þ. Ïîïîâûì. Â ðàáîòàõ [94], [97] ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà δ∗(Λ)
ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì èíäåêñîì êîíäåíñàöèè (1.6) è âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà:

δ∗(Λ) = δ(Λ) ≥ 0.

Îáùèé âîïðîñ î âçàèìîñâÿçè õàðàêòåðèñòèê (1.8) è (2.12) îêàçûâàåòñÿ áîëåå òîí-
êèì. Äëÿ íàãëÿäíîñòè îáðàòèìñÿ ê ïðîñòûì ïðèìåðàì.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ0 = (λn)n∈N, ó êîòîðîé λn = nπ
ïðè âñåõ n ∈ N. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìà ñ ïëîòíîñòüþ ∆(Λ0) = 1/π è
èìååò øàã h(Λ0) = π. Ïîñòðîèâ ïî Λ0 êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (1.4), ïîëó÷èì
ôóíêöèþ

L0(λ) =
sinλ

λ
=
∞∏
n=1

(
1− λ2

(nπ)2

)
, λ ∈ C.
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Ïîñêîëüêó

L′0(λ) =

(
sinλ

λ

)′
=
λ cosλ− sinλ

λ2
, λ ∈ C,

òî ïðè âñåõ n ∈ N èìååì

L′0(nπ) =
(−1)n

nπ
.

Âèäèì, ÷òî Λ0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1) ñ M = p = 1. Äàëåå,

ln
1

|L′0(nπ)|
= lnnπ, n ∈ N.

Ïîýòîìó

δ(Λ0) = lim
n→∞

1

nπ
lnnπ = 0,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ îáùèì ðåçóëüòàòîì Â. Áåðíøòåéíà î ðàâåíñòâå íóëþ èíäåêñà êîí-
äåíñàöèè èçìåðèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîëîæèòåëüíûì øàãîì. Ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî îáîáùåííûé èíäåêñ êîíäåíñàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ0 áóäåò âñåãäà íåîòðè-
öàòåëüíûì, íî â çàâèñèìîñòè îò âåñà ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ âïëîòü
äî +∞. Íàïðèìåð,

δ(ln r, Λ0) = lim
n→∞

1

lnnπ
lnnπ = 1,

δ(ln ln r, Λ0) = lim
n→∞

1

ln lnnπ
lnnπ = +∞.

Ïóñòü òåïåðü ω(r) � ïðîèçâîëüíûé âåñ, îïðåäåëåííûé ïðè r ≥ π è óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèþ (ii). Ñðàâíèì õàðàêòåðèñòèêè δ(ω,Λ0) è δ∗(ω,Λ0). Ïåðâàÿ èç íèõ
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

δ(ω,Λ0) = lim
n→∞

1

ω(nπ)
lnnπ. (2.13)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîé õàðàêòåðèñòèêè çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì n ∈ N
íà îòðåçêå r ∈ [nπ, (n+ 1)π] âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

d(r) = min
m∈N
|r −mπ| =

{
r − nπ, r ∈ [nπ, (n+ 1/2)π],
(n+ 1)π − r, r ∈ [(n+ 1/2)π, (n+ 1)π].

Ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèè

L∗0(r) =
|L0(r)|
d(r)

=
| sin r|
r d(r)

ïðè êàæäîì n ∈ N èìååì

ln
1

L∗0(r)
= ln

r(r − nπ)

| sin r|
= ln

r(r − nπ)

sin(r − nπ)
, r ∈ [nπ, (n+ 1/2)π];

ln
1

L∗0(r)
= ln

r((n+ 1)π − r)
| sin r|

= ln
r((n+ 1)π − r)

sin((n+ 1)π − r)
, r ∈ [(n+ 1/2)π, (n+ 1)π].
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Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ x ∈ [0, π/2] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1 ≤ x

sinx
≤ π

2
,

òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïîëó÷èì

ln r ≤ ln
1

L∗0(r)
≤ ln

πr

2
, r ∈ [nπ, (n+ 1)π].

Òåì ñàìûì, ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ r ≥ π. Îòñþäà ñ ó÷åòîì (ii)
íàõîäèì, ÷òî

δ∗(ω,Λ0) = lim
r→+∞

1

ω(r)
ln

1

L∗0(r)
= lim

r→+∞

1

ω(r)
ln r.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó

δ∗(ω,Λ0) = lim
r→+∞

1

ω(r)
ln r (2.14)

ñ ôîðìóëîé (2.13).
Âûáèðàÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (2.13), (2.14) â êà÷åñòâå âåñà ôóíêöèþ ω(r) = ln r,

ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó δ∗(ω,Λ0) = δ(ω,Λ0). Íî ñòîëü æå ëåãêî ïîäîáðàòü âåñîâóþ
ôóíêöèþ ω(r) ñ óñëîâèåì (ii) òàê, ÷òîáû δ∗(ω,Λ0) > δ(ω,Λ0). Íàïðèìåð, âîçüìåì
êàêóþ-íèáóäü ôóíêöèþ ω(r), ïîä÷èíåííóþ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1

2
ln r ≤ ω(r) ≤ ln r, r ≥ π;

ω(nπ) = lnnπ, ω((n+ 1/2)π) =
1

2
ln((n+ 1/2)π), n ∈ N.

Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ω(r) íå ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé. Òîãäà

δ(ω,Λ0) = lim
n→∞

1

ω(nπ)
lnnπ = 1,

δ∗(ω,Λ0) = lim
r→+∞

1

ω(r)
ln r = lim

n→∞

1

ω((n+ 1/2)π)
ln((n+ 1/2)π) = 2.

Ïðèìåð 2.2. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ1 = (λn)n∈N, ïîñòðîåííóþ ïî
ïðàâèëó:

λ1 = 1, λn = (n− 1)π, n = 2, 3, . . . .

Äðóãèìè ñëîâàìè, Λ1 îáðàçîâàíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ0 ïðèìåðà 2.1 äîáàâ-
ëåíèåì âñåãî îäíîé òî÷êè. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ∆(Λ1) = 1/π, h(Λ1) = π.
Êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (1.4), ñîñòàâëåííîå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ1, èìååò
âèä

L1(λ) = (1− λ2)L0(λ) = (1− λ2)
sinλ

λ
= (1− λ2)

∞∏
n=1

(
1− λ2

(nπ)2

)
, λ ∈ C.
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Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Â. Áåðíøòåéíà ñòàíäàðòíûé èíäåêñ êîíäåíñàöèè δ(Λ1) ñíîâà
ðàâåí íóëþ. Ïîñêîëüêó

L′1(λ) = −2λL0(λ) + (1− λ2)L′0(λ), λ ∈ C,

òî ïðè âñåõ n ∈ N èìååì

L′1(nπ) =
(
1− (nπ)2

) (−1)n

nπ
.

Çäåñü óñëîâèå (2.1) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî p > 0 ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîí-
ñòàíòû M = M(p). Äàëåå,

ln
1

|L′1(nπ)|
∼ − lnnπ, n→∞.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âåñîâîé èíäåêñ êîíäåíñàöèè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Λ1, â îòëè÷èå îò ïðèìåðà 2.1, áóäåò âñåãäà íåïîëîæèòåëüíûì, è â çàâè-
ñèìîñòè îò âåñà ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ âïëîòü äî −∞. Íàïðèìåð,

δ(ln r, Λ1) = lim
n→∞

1

lnnπ
ln

1

|L′1(nπ)|
= −1,

δ(ln ln r, Λ1) = lim
n→∞

1

ln lnnπ
ln

1

|L′1(nπ)|
= −∞.

Ïóñòü òåïåðü ω(r) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè r ≥ π è óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ (ii). Òîãäà, âî-ïåðâûõ,

δ(ω, Λ1) = lim
n→∞

1

ω(nπ)
ln

1

|L′1(nπ)|
= − lim

n→∞

1

ω(nπ)
lnnπ.

Âî-âòîðûõ, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

L∗1(r) = (r2 − 1)L∗0(r), ln r ≤ ln
1

L∗0(r)
≤ ln

πr

2
,

ñïðàâåäëèâûå ïðè âñåõ r ≥ π, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

δ∗(ω, Λ1) = lim
r→+∞

1

ω(r)
ln

1

L∗1(r)
= − lim

r→+∞

1

ω(r)
ln r.

Âîïðîñ î ñîâïàäåíèè âåëè÷èí δ(ω, Λ1) è δ∗(ω, Λ1) ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ðàâåíñòâà

lim
n→∞

1

ω(nπ)
lnnπ = lim

r→+∞

1

ω(r)
ln r,

êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåñòà íå èìååò. Íàïðèìåð, âûáèðàÿ ôóíêöèþ ω(r) òàê,
÷òîáû
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1

2
ln r ≤ ω(r) ≤ ln r, r ≥ π;

ω(nπ) =
1

2
lnnπ, ω((n+ 1/2)π) = ln((n+ 1/2)π), n ∈ N,

ïîëó÷èì

δ(ω, Λ1) = − lim
n→∞

1

ω(nπ)
lnnπ = −2,

δ∗(ω, Λ1) = − lim
r→+∞

1

ω(r)
ln r = − lim

n→∞

1

ω((n+ 1/2)π)
ln((n+ 1/2)π) = −1.

Äàäèì òåïåðü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ âåëè÷èí (1.8) è (2.12) â îáùåé
ñèòóàöèè.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü Λ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (1.1)
ñ êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòüþ (1.2). Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì (iii),

lim
r→+∞

ω(r)

ln r
= +∞, (2.15)

δ(ω, Λ) ≥ 0. (2.16)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

δ∗(ω, Λ) = δ(ω, Λ). (2.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñåãäà δ∗(ω, Λ) ≥ δ(ω, Λ). Â ÷àñòíî-
ñòè, δ∗(ω, Λ) = +∞, åñëè δ(ω, Λ) = +∞. Ïîýòîìó áóäåì äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâî
δ∗(ω, Λ) ≤ δ(ω, Λ), ñ÷èòàÿ, ÷òî δ(ω, Λ) < +∞. Ñ ýòîé öåëüþ âûáåðåì ïðîèçâîëüíî
÷èñëî γ > δ(ω, Λ). Èç (2.16) ñëåäóåò, ÷òî γ > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ (1.8) äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðîâ n ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ln |L′(λn)| = lnL∗(λn) > −γ ω(λn). (2.18)

Ïðîñòîé ïîäñ÷åò äàåò äëÿ âåëè÷èíû L′(λn) ïðåäñòàâëåíèå

L′(λn) = − 2

λn

∏
k 6=n

(
1− λ2

n

λ2
k

)
, n ∈ N.

Çàôèêñèðóåì n íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (2.18), è ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

Ln, n+1(r) =
∏

k 6=n, k 6=n+1

(
1− r2

λ2
k

)
ïðè r ∈ [λn, λn+1]. Íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà èìååì:
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ln |Ln, n+1(λn)| = ln
∏

k 6=n, k 6=n+1

∣∣∣∣1− λ2
n

λ2
k

∣∣∣∣ = ln |L′(λn)| − ln
2(λ2

n+1 − λ2
n)

λn λ2
n+1

,

ln |Ln, n+1(λn+1)| = ln
∏

k 6=n, k 6=n+1

∣∣∣∣1− λ2
n+1

λ2
k

∣∣∣∣ = ln |L′(λn+1)| − ln
2(λ2

n+1 − λ2
n)

λn+1 λ2
n

.

Îáîçíà÷àÿ

an = ln
2(λ2

n+1 − λ2
n)

λ2
n λ

2
n+1

, ln(r) = γ ω(r) + ln r + an, (2.19)

è ó÷èòûâàÿ (2.18), ïîëó÷àåì

ln |Ln, n+1(λn)| > − ln(λn), ln |Ln, n+1(λn+1)| > − ln(λn+1). (2.20).

Òàê êàê γ > 0 è ïî óñëîâèþ (iii) ôóíêöèÿ ω(r) âîãíóòà ïðè r ≥ a , òî ôóíê-
öèÿ − ln(r) âûïóêëà íà îòðåçêå [λn, λn+1] . Â ñâîþ î÷åðåäü, êàê ïîêàçàíî â [97],
ôóíêöèÿ ln |Ln, n+1(r)| âîãíóòà íà [λn, λn+1]. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâà (2.20) âëåêóò

ln |Ln, n+1(r)| > − ln(r), r ∈ [λn, λn+1]. (2.21)

Íà îñíîâàíèè (2.21) îöåíèì L∗(r) ñíèçó ïðè r ∈ [λn, λn+1]. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

L∗(r) =
|L(r)|
d(r)

= |Ln, n+1(r)|
(r2 − λ2

n) (λ2
n+1 − r2)

d(r)λ2
n λ

2
n+1

, r ∈ [λn, λn+1],

è îöåíèì âûðàæåíèå
(r2 − λ2

n) (λ2
n+1 − r2)

d(r)λ2
n λ

2
n+1

.

Ïóñòü âíà÷àëå r ∈ [λn, (λn + λn+1)/2]. Òîãäà d(r) = r − λn, è

(r2 − λ2
n) (λ2

n+1 − r2)

d(r)λ2
n λ

2
n+1

=
(r + λn) (λ2

n+1 − r2)

λ2
n λ

2
n+1

≥ 2λn
λ2
n λ

2
n+1

(
λ2
n+1 −

(λn + λn+1)2

4

)

=
1

2λn λ2
n+1

(λn+1 − λn) (λn + 3λn+1) >
λ2
n+1 − λ2

n

λn λ2
n+1

.

Ïóñòü òåïåðü r ∈ [(λn + λn+1)/2, λn+1]. Òîãäà d(r) = λn+1 − r, è

(r2 − λ2
n) (λ2

n+1 − r2)

d(r)λ2
n λ

2
n+1

=
(r2 − λ2

n) (λn+1 + r)

d(r)λ2
n λ

2
n+1

≥ 1

λ2
n λ

2
n+1

(
(λn + λn+1)2

4
− λ2

n

) (
λn+1 +

λn + λn+1

2

)
=

1

8λ2
n λ

2
n+1

(λn+1 − λn) (3λn + λn+1) (λn + 3λn+1) >
λ2
n+1 − λ2

n

λn λ2
n+1

.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ r ∈ [λn, λn+1] èìååì

(r2 − λ2
n) (λ2

n+1 − r2)

d(r)λ2
n λ

2
n+1

>
λ2
n+1 − λ2

n

λn λ2
n+1

.

Â ðåçóëüòàòå

L∗(r) > |Ln, n+1(r)|
λ2
n+1 − λ2

n

λn λ2
n+1

, r ∈ [λn, λn+1]. (2.22)

Ñî÷åòàÿ (2.21), (2.22), âûâîäèì äëÿ r ∈ [λn, λn+1] íåðàâåíñòâî

lnL∗(r) > − ln(r) + ln
λ2
n+1 − λ2

n

λn λ2
n+1

.

Âñïîìèíàÿ îáîçíà÷åíèÿ (2.19), ìîæåì çàïèñàòü îöåíêó

ln
1

L∗(r)
< γ ω(r) + ln r + ln

2

λn
, r ∈ [λn, λn+1],

ñïðàâåäëèâóþ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ñëåäîâàòåëüíî,

1

ω(r)
ln

1

L∗(r)
< γ +

1

ω(r)
ln

2 r

a
, r ≥ r0.

Ïîñêîëüêó ω(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.15), òî

δ∗(ω, Λ) = lim
r→+∞

1

ω(r)
ln

1

L∗(r)
≤ γ.

Íî ÷èñëî γ > δ(ω, Λ) âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, îòêóäà δ∗(ω, Λ) ≤ δ(ω, Λ). Èòàê,
δ∗(ω, Λ) = δ(ω, Λ), è äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ¾êàíîíè÷åñêîãî¿ ñëó÷àÿ ω(r) = r ïðåäëîæåíèå 2.2 äàåò
ðåçóëüòàò À.Þ. Ïîïîâà [97]. Ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìîé
ðàññóæäåíèé èç [97], óïðîñòèâ ïðè ýòîì íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå äåòàëè.

Ïðèñòóïèì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíûõ òåîðåì ïåðâîé ãëàâû.

� 3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1

Èòàê, ïóñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (1.1) ñ êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíî-
ñòüþ (1.2). Ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (1.4). Âûáåðåì âåñîâóþ ôóíê-
öèþ ω(r), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû 1.1, è îïðåäåëèì âåëè÷èíó δ(ω,Λ)
ôîðìóëîé (1.8). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.11).

Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè âåñîâîé èíäåêñ ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ ñòðîãî îòðèöàòåëüíûì (ñì. ïðèìåð 2.2 ; ñð. ñ [97]). Äðóãèìè ñëîâàìè, âîçìîæíî,
÷òî δ(ω,Λ) < 0. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ (1.8) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

|L′(λn)| ≥ e ε ω(λn), n ≥ n0,
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ñ íåêîòîðûì ε > 0. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî (ii) âåñîâîé ôóíêöèè ω(r), ïîëó÷àåì, ÷òî
|L′(λn)| → ∞ ïðè n → ∞. Íî ýòî ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1 âëå÷åò èçìåðèìîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ.

Ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå δ(ω,Λ) ≥ 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ω(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.15). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (2.15) íå âûïîë-
íåíî, çàìåíèì ω(r) íîâîé ôóíêöèåé ω0(r) = ω(r) + ln2(er/a). Ýëåìåíòàðíûé àíàëèç
ïîêàçûâàåò, ÷òî íîâàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè (i)�(iii) è (1.10), ÷òî
è èñõîäíûé âåñ ω(r). Óñëîâèå

0 ≤ δ(ω,Λ) < +∞ (3.1)

òàêæå ñîõðàíèòñÿ ïîñëå çàìåíû ω(r) íà ω0(r). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, çàïèøåì

1

ω0(λn)
ln

1

|L′(λn)|
=

ω(λn)

ω0(λn)
· 1

ω(λn)
ln

1

|L′(λn)|
, λn ≥ a, (3.2)

è âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðîñòûì ôàêòîì. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé xn, yn, òàêèõ, ÷òî

0 ≤ xn ≤ 1, yn ∈ R, 0 ≤ lim
n→∞

yn < +∞,

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

0 ≤ lim
n→∞

xnyn ≤ lim
n→∞

yn < +∞. (3.3)

Ïðèìåíèì (3.3) ê (3.2), ïîëàãàÿ

xn =
ω(λn)

ω0(λn)
=

ω(λn)

ω(λn) + ln2(eλn/a)
, yn =

1

ω(λn)
ln

1

|L′(λn)|
.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå âåñîâîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè, ïîëó÷èì

0 ≤ δ(ω0,Λ) ≤ δ(ω,Λ) < +∞.

Èòàê, ïðè çàìåíå ω(r) íà ω0(r) âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1.1 ñîõðàíÿòñÿ. Ïîýòî-
ìó ìû âïðàâå ïðîäîëæèòü ðàññóæäåíèÿ, ñ÷èòàÿ (2.15), (3.1) âûïîëíåííûìè.

Çàäàäèì õàðàêòåðèñòèêó δ∗(ω,Λ) ôîðìóëîé (2.12). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2
âåëè÷èíà δ∗(ω,Λ) ñîâïàäàåò ñ âåñîâûì èíäåêñîì êîíäåíñàöèè (1.8), ò. å. ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî (2.17). Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè âûâîäå (íåòðèâèàëüíîãî) ðà-
âåíñòâà (2.17) èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2 ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü âîãíóòîñòü ôóíê-
öèè ω(r).

Âûáåðåì òåïåðü ε ∈ (0, σ), ãäå σ > 0 � ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï êàíîíè÷åñêîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (1.4). ßñíî, ÷òî

σ = lim
r→+∞

lnL(ir)

r
, (3.4)

ïîñêîëüêó ìàêñèìóì ìîäóëÿ ôóíêöèè L(λ) íà îêðóæíîñòè |λ| = r äîñòèãàåòñÿ ïðè
λ = ir è ðàâåí L(ir).
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Èç îïðåäåëåíèÿ (2.12) è ðàâåíñòâà (2.17) ñëåäóåò îöåíêà

|L(r)| ≥ d(r) exp {−(δ(ω,Λ) + ε)ω(r)} , (3.5)

ñïðàâåäëèâàÿ ïðè r > r0(ε). Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ωε(r) = (δ(ω,Λ) + 2ε)ω(r).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (εn)n∈N òàêóþ, ÷òî

ε1 > ε2 > . . . > εn > . . . , lim
n→∞

εn = 0,
∞∑
n=1

εn = σ − ε. (3.6)

Ñîñòàâèì áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

Fε(λ) =
∞∏
n=1

cos(εnλ), λ ∈ C. (3.7)

Ôóíêöèè âèäà (3.7) àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ àíàëèçà, íà÷èíàÿ
ñ ðàáîò À. Èíãàìà [156] è Í. Ëåâèíñîíà [161]. Êàê èçâåñòíî [163], [105; � 3.3], ôîð-
ìóëà (3.7) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ÷åòíóþ öåëóþ ôóíêöèþ Fε(λ) ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà ≤ σ − ε, ïðè÷åì óñëîâèÿ (i), (ii), (1.10) ïîçâîëÿþò ïîäîáðàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (3.6) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü îöåíêà

|Fε(r)| ≤ exp (−ωε(r)) = exp {−(δ(ω,Λ) + 2ε)ω(r)} , r > r1(ε). (3.8)

Ôóíêöèÿ Fε(λ) ïîëîæèòåëüíà íà ìíèìîé îñè è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

lim
r→+∞

lnFε(ir)

r
≤ σ − ε, hFε(θ) ≤ (σ − ε) | sin θ|.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáû÷íûé ïðåäåë

lim
r→+∞

lnFε(ir)

r
= σ − ε. (3.9)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáûõ r > 0 è m ∈ N èìååì

Fε(ir) =
∞∏
n=1

ch(εnr) ≥
m∏
n=1

ch(εnr).

Ïîñêîëüêó ln ch(εnr) > εnr − ln 2, òî

lnFε(ir)

r
≥ 1

r

m∑
n=1

ln ch(εnr) >
m∑
n=1

εn −
m ln 2

r
.

Òåì ñàìûì,

lim
r→+∞

lnFε(ir)

r
≥

m∑
n=1

εn
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äëÿ ëþáîãî m ∈ N. Íî òîãäà

lim
r→+∞

lnFε(ir)

r
≥

∞∑
n=1

εn = σ − ε ≥ lim
r→+∞

lnFε(ir)

r
.

Ñîîòíîøåíèå (3.9) èçâåñòíî, íî íå âñåãäà îòìå÷àåòñÿ ÿâíî, ïîýòîìó çäåñü ïðèâåäå-
íî êîðîòêîå îáîñíîâàíèå. Òàêèì îáðàçîì, ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï ôóíêöèè (3.7) â
òî÷íîñòè ðàâåí σ−ε, è åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç îáû÷íûé ïðåäåë (3.9) ïî ìíèìîé
îñè. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ èíäèêàòîðà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî hFε(θ) = (σ−ε) | sin θ|.
Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (1.5), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

hFε(θ) ≤ hL(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π. (3.10)

Ôóíêöèÿ Fε(λ) èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ. Óñëîâèÿ
(3.8)�(3.10) ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèþ L(λ) ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç Fε(λ) ñíèçó íà ìíèìîé îñè.
Îïðåäåëèì ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ Fε(λ)/L(λ) è îáîñíóåì åå ðàçëîæåíèå â ðÿä
ïðîñòûõ äðîáåé:

Fε(λ)

L(λ)
=
∞∑
n=1

Fε(λn)

L′(λn)

2λn
λ2 − λ2

n

, λ ∈ C \ ±Λ,

òî÷íåå, ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

Φε(λ) =
Fε(λ)

L(λ)
−

∞∑
n=1

Fε(λn)

L′(λn)

2λn
λ2 − λ2

n

(3.11)

è óñòàíîâèì, ÷òî Φε(λ) ≡ 0. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à áóäåò ðåøåíà â íåñêîëüêî ýòàïîâ.
Äàäèì âíà÷àëå îöåíêè, íóæíûå äëÿ ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ñ ðÿäîì, ôèãóðèðóþ-

ùèì â (3.11). Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.8) è îïðåäåëåíèÿ (1.8) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|Fε(λn)| ≤ exp (−ωε(λn)) = exp {−(δ(ω,Λ) + 2ε)ω(λn)} ,

1

|L′(λn)|
≤ exp {(δ(ω,Λ) + ε)ω(λn)} .

Óñëîâèå (2.15) ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîãî p > 0 ïîäîáðàòü íîìåð, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî

ω(λn) ≥ p

ε
lnλn.

Ïîýòîìó
|Fε(λn)|
|L′(λn)|

≤ e−ε ω(λn) ≤ 1

λpn
, n ≥ Np. (3.12)

Êðîìå òîãî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (2.4):

1

λn
≤ 2 ∆(Λ)

n
.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðÿä, ôèãóðèðóþùèé â (3.11), ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîì-
ïàêòàõ îáëàñòè C\±Λ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò K, íå ñîäåðæàùèé òî÷åê
èç ±Λ, è ïóñòü d > 0 � ðàññòîÿíèå îò K äî ±Λ. Èñïîëüçóÿ îöåíêó (3.12) ñ
p = 3, à çàòåì îöåíêó (2.4), ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ λ ∈ K è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
ñîîòíîøåíèå

|Fε(λn)|
|L′(λn)|

λn
|λ2 − λ2

n|
≤ 1

λ3
n

· λn
d2

=
1

(dλn)2
≤ A

n2
, A ≡

(
2 ∆(Λ)

d

)2

.

Òàêàÿ îöåíêà ãàðàíòèðóåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà K ðÿäà, ôèãóðèðóþùåãî
â (3.11). Òåì ñàìûì, ôóíêöèÿ Φε(λ), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (3.11), ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêîé â îáëàñòè C \ ±Λ, ïðè÷åì îñîáåííîñòè â òî÷êàõ ±λn áóäóò íå âûøå
ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íî âû÷åòû â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó Φε(λ)
åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé λ.

Ïîêàæåì, ÷òî Φε(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ýòî ïîòðåáóåò
íåêîòîðûõ óñèëèé. Ñíà÷àëà ïîëîæèì

Ψε(λ) = L(λ)
∞∑
n=1

Fε(λn)

L′(λn)

2λn
λ2 − λ2

n

= 2
∞∑
n=1

Fε(λn)

L′(λn)

λn
λ2 − λ2

n

L(λ), (3.13)

ó÷èòûâàÿ ñâÿçü

Φε(λ) =
Fε(λ)−Ψε(λ)

L(λ)
, Ψε(λ) = Fε(λ)− L(λ) Φε(λ), (3.14)

èç êîòîðîé ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ψε(λ) òîæå ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäëîæåíèÿ 1.1, ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Ln(λ) =
∏
k 6=n

(
1− λ2

λ2
k

)
, n ∈ N,

óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè âñåõ n ∈ N îöåíêå (2.8):

|Ln(λ)| ≤ B0 e
σ0|λ|, λ ∈ C,

ñ ïðîèçâîëüíûì σ0 > σ è B0 = B0(σ0) > 0. Ïîñêîëüêó

λn
λ2 − λ2

n

L(λ) = − Ln(λ)

λn
,

òî îò (3.13) ìîæíî ïåðåéòè ê çàïèñè

Ψε(λ) = −2
∞∑
n=1

Fε(λn)

L′(λn)

Ln(λ)

λn
, λ ∈ C. (3.15)

Ïðèìåíÿÿ îöåíêó (3.12) ñ p = 1, à çàòåì îöåíêó (2.4), çàïèøåì äëÿ áîëüøèõ n
ñîîòíîøåíèå

|Fε(λn)|
|L′(λn)|

1

λn
≤ 1

λ2
n

≤ (2 ∆(Λ))2

n2
.
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Ìàæîðèðóÿ òàêèì îáðàçîì â (3.15) è ó÷èòûâàÿ (2.8), çàêëþ÷àåì, ÷òî

|Ψε(λ)| ≤ B eσ0|λ|, λ ∈ C,

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé B > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, öåëàÿ ôóíêöèÿ Ψε(λ) èìååò ýêñïî-
íåíöèàëüíûé òèï. Îöåíèì åå èíäèêàòîð.

Ââåäåì ìíîæåñòâî êðóãîâ

Un =

{
λ ∈ C : |λ− λn| <

1

n2

}
, n ∈ N, U =

∞⋃
n=1

Un. (3.16)

Åñëè λ /∈ ±U , òî

1

|λ2 − λ2
n|

=
1

|λ− λn| |λ+ λn|
≤ n4, n ∈ N. (3.17)

Ïîýòîìó ïðè λ /∈ ±U äëÿ ôóíêöèè Ψε(λ), îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (3.13), âûïîë-
íåíî ñîîòíîøåíèå

|Ψε(λ)| ≤ 2 |L(λ)|
∞∑
n=1

|Fε(λn)|
|L′(λn)|

λnn
4.

×èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ îöåíêó (3.12) ñ p = 7, à çàòåì
îöåíêó (2.4), ïîëó÷àåì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ÷òî

|Fε(λn)|
|L′(λn)|

λnn
4 ≤ 1

λ7
n

· λnn4 =
n4

λ6
n

≤ (2 ∆(Λ))6

n2
. (3.18)

Â èòîãå
|Ψε(λ)| ≤ C |L(λ)|, λ ∈ C \ ±U, (3.19)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C > 0. Íî ôèêñèðîâàííûé ëó÷ arg λ = θ, θ 6= kπ, k ∈ Z,
ïåðåñåêàåò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî êðóãîâ ±Un. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåïðå-
ðûâíîñòü èíäèêàòîðîâ, âûâîäèì èç (3.19) îáùóþ îöåíêó

hΨε(θ) ≤ hL(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π. (3.20)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ôóíêöèè Φε(λ).
Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ (3.14). Ôèãóðèðóþùèå òàì öåëûå ôóíêöèè L(λ), Fε(λ),

Ψε(λ) èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï. Ïîýòîìó öåëàÿ ôóíêöèÿ Φε(λ) òîæå èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï (ñì. [72; ãë. I, � 9]).

Îöåíèì èíäèêàòîð ôóíêöèè Φε(λ), îñíîâûâàÿñü íà èíôîðìàöèè îá èíäèêàòî-
ðàõ ôóíêöèé L(λ), Fε(λ), Ψε(λ). Íóæíûé ðåçóëüòàò áóäåò èçâëå÷åí èç âòîðîãî ñîîò-
íîøåíèÿ (3.14), íî äëÿ ýòîãî ïðèäåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî Φε(λ) åñòü ôóíêöèÿ âïîëíå
ðåãóëÿðíîãî ðîñòà [72; ãë. III, � 4]. Ñ ýòîé öåëüþ ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Φε(λ) îãðà-
íè÷åíà íà âåùåñòâåííîé îñè.

Âîñïîëüçóåìñÿ èäååé, âîñõîäÿùåé ê Á.ß. Ëåâèíó. Ñëåäóÿ [74], íàçîâåì ìíî-
æåñòâî S ⊂ R îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì ïî ìåðå íà R, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà l è δ, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà äëèíû l íà R ëåáåãîâà ìåðà
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ïåðåñå÷åíèÿ S ñ ýòèì îòðåçêîì íå ìåíüøå, ÷åì δ. Ïîëîæèì S = R \ ±U , ãäå ìíî-
æåñòâî U îïðåäåëåíî â (3.16). Ïîñêîëüêó ñóììà äèàìåòðîâ êðóãîâ ±Un êîíå÷íà

è ðàâíà
∞∑
n=1

(4/n2) = 2π2/3, òî S áóäåò îòíîñèòåëüíî ïëîòíûì ïî ìåðå íà R ,

íàïðèìåð, ñî çíà÷åíèÿìè l = π2 è δ = π2/3.
Äàäèì îöåíêó |Φε(λ)| äëÿ λ ∈ S = R \ ±U . Èç îïðåäåëåíèÿ (3.11) ÿñíî, ÷òî

ôóíêöèÿ Φε(λ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, à ìíîæåñòâî S = R\±U ñèììåòðè÷íî. Èñïîëüçóÿ
ñïåöèôèêó ìíîæåñòâà U , íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

R+ ∩ (R \ ±U) = R+ \ U, (3.21)

ò. å. äîñòàòî÷íî áðàòü λ = r ∈ R+ \ U . Ñîãëàñíî (3.14) èìååì

Φε(r) =
Fε(r)

L(r)
− Ψε(r)

L(r)
, r ∈ R+ \ Λ. (3.22)

Ñîîòíîøåíèå (3.19) ñ ó÷åòîì (3.21) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñëàãàåìîå Ψε(r)/L(r) îãðàíè-
÷åíî â R+ \ U . Ïðîâåðèì, ÷òî âåëè÷èíà Fε(r)/L(r) òîæå îãðàíè÷åíà â R+ \ U .

Åñëè çíà÷åíèå r âåëèêî, òî óñëîâèå (2.15) îáåñïå÷èâàåò îöåíêó

ω(r) ≥ 3

ε
ln r.

Âñïîìèíàÿ (3.5) è (3.8), çàïèøåì íåðàâåíñòâî

|Fε(r)|
|L(r)|

≤ 1

d(r)
e−ε ω(r) ≤ 1

d(r) r 3
, (3.23)

âåðíîå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r ∈ R+ \ Λ ⊃ R+ \ U . Îöåíèì âåëè÷èíó 1/d(r) íà
ìíîæåñòâå R+ \ U . Íàïîìíèì, ÷òî

d(r) = min
n∈N
|r − λn|.

Ñ êàæäûì äîñòàòî÷íî áîëüøèì r ∈ R+ \ U ñâÿæåì íîìåð n = n(r) òàê, ÷òî-
áû λn < r < λn+1, ïðè÷åì áóäåì âûáèðàòü r íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû íîìå-
ðà n(r) çàâåäîìî ïðåâûøàëè íîìåð, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ïðèìåíèìà îöåíêà (2.4).
Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè d(r) âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè: ëèáî d(r) = r − λn, ëèáî
d(r) = λn+1 − r.

Äîïóñòèì, ÷òî d(r) = r − λn. Ïîñêîëüêó òî÷êà r íå ïîïàäàåò â êðóã Un, òî
r − λn ≥ 1/n2 ( ñì. (3.16) ). Íî òîãäà èç (2.4) ñëåäóåò, ÷òî

1

d(r)
=

1

r − λn
≤ n2 ≤

(
2 ∆(Λ)λn

)2
< 4

(
∆(Λ)

)2
r2.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî d(r) = λn+1−r. Òîãäà λn+1−r ≤ r−λn < r, îòêóäà λn+1 < 2r.
Ïîñêîëüêó òî÷êà r íå ïîïàäàåò â êðóã Un+1, òî λn+1 − r ≥ 1/(n + 1)2. Âíîâü èñ-
ïîëüçóÿ (2.4), ïîëó÷àåì

1

d(r)
=

1

λn+1 − r
≤ (n+ 1)2 ≤

(
2 ∆(Λ)λn+1

)2
<
(
4 ∆(Λ) r

)2
= 16

(
∆(Λ)

)2
r2.
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Ñîâìåùàÿ íàéäåííûå îöåíêè, ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî

1

d(r)
= O(r2), r ∈ R+ \ U, r → +∞.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì â (3.23), çàêëþ÷àåì, ÷òî

|Fε(r)|
|L(r)|

→ 0, r ∈ R+ \ U, r → +∞. (3.24)

Òåì ñàìûì, âåëè÷èíà Fε(r)/L(r) îãðàíè÷åíà â R+ \ U .
Èòàê, îáà ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (3.22) îãðàíè÷åíû â R+ \ U . Íî òîãäà ìîäóëü

÷åòíîé ôóíêöèè Φε(λ) îãðàíè÷åí íà ìíîæåñòâå S = R\±U , îòíîñèòåëüíî ïëîòíîì
ïî ìåðå íà R. Ïîñêîëüêó Φε(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, òî
ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ Á.ß. Ëåâèíà (ñì. [74; îñíîâíàÿ ëåììà]) âåëè÷èíà |Φε(λ)|
îãðàíè÷åíà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé2. Ïîñëåäíåå, â ñâîþ î÷åðåäü, ãàðàíòèðóåò,
÷òî Φε(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà [72; ãë. V, � 4, òåîðåìà 11].
Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü èíäèêàòîð ôóíêöèè Φε(λ).

Íà îñíîâàíèè âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.14) èìååì

hLΦε(θ) = hFε−Ψε(θ) ≤ max {hFε(θ), hΨε(θ)} ,

ïðè÷åì max {hFε(θ), hΨε(θ)} ≤ hL(θ) â ñèëó îöåíîê (3.10) è (3.20). Ïîñêîëüêó Φε(λ)
åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, òî

hLΦε(θ) = hL(θ) + hΦε(θ).

Â ðåçóëüòàòå hL(θ) + hΦε(θ) ≤ hL(θ) è hΦε(θ) ≤ 0 ïðè âñåõ 0 ≤ θ ≤ 2π.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Φε(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.
Íî, êàê óæå óñòàíîâëåíî, âåëè÷èíà |Φε(λ)| îãðàíè÷åíà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ïî
ïðèíöèïó Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà ôóíêöèÿ Φε(λ) áóäåò òîæäåñòâåííîé êîíñòàíòîé.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà êîíñòàíòà ðàâíà íóëþ, ò. å. ÷òî Φε(λ) ≡ 0. Äîñòàòî÷íî óáå-
äèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ

Φε(r)→ 0, r ∈ R+ \ U, r → +∞, (3.25)

ãäå U � ìíîæåñòâî êðóãîâ èç (3.16). Ïî îïðåäåëåíèþ (3.11) èìååì

Φε(r) =
Fε(r)

L(r)
−

∞∑
n=1

Fε(λn)

L′(λn)

2λn
r2 − λ2

n

.

Çäåñü ñîãëàñíî (3.24) ïåðâîå ñëàãàåìîå Fε(r)/L(r) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà r → +∞
ïî ìíîæåñòâó R+ \ U . Ïðîâåðèì, ÷òî

∞∑
n=1

Fε(λn)

L′(λn)

2λn
r2 − λ2

n

→ 0, r ∈ R+ \ U, r → +∞. (3.26)

2Â ðàáîòå [74] ñîäåðæèòñÿ ôîðìóëèðîâêà íóæíîãî óòâåðæäåíèÿ è êîðîòêî èçëîæåíà èñòîðèÿ
âîïðîñà. Ñàì ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Á.ß. Ëåâèíûì â íà÷àëå 1970-õ ãã., íî åãî ïîëíîå äîêàçà-
òåëüñòâî îïóáëèêîâàíî ëèøü â 1984 ã. â òðóäíîäîñòóïíîì ïðåïðèíòå ÔÒÈÍÒ ÀÍ ÓÑÑÐ. Áîëåå
îáùåå óòâåðæäåíèå íà îñíîâå èñõîäíîé èäåè Á.ß. Ëåâèíà äîêàçàíî â [44; òåîðåìà 3] äëÿ ïîëè-
ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êîíå÷íîé ñòåïåíè; ñì. òàêæå [80].
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Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êðóãîâ (3.16) è ðàññóæäàÿ êàê ïðè âûâîäå (3.17), (3.18),
ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ r ∈ R+ \ U è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñîîòíîøåíèå

|Fε(λn)|
|L′(λn)|

λn
|r2 − λ2

n|
≤ (2 ∆(Λ))6

n2
. (3.27)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ÷èñëî η > 0. Îñíîâûâàÿñü íà (3.27), ïîäáåðåì íî-
ìåð N òàêèì, ÷òîáû äëÿ âñåõ r ∈ R+ \ U âûïîëíÿëàñü îöåíêà

∞∑
n=N+1

|Fε(λn)|
|L′(λn)|

2λn
|r2 − λ2

n|
<
η

2
.

Äëÿ âûáðàííîãî N ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

N∑
n=1

|Fε(λn)|
|L′(λn)|

2λn
|r2 − λ2

n|
<
η

2
.

Èòàê, åñëè r ∈ R+ \ U è äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

Fε(λn)

L′(λn)

2λn
r2 − λ2

n

∣∣∣∣∣ ≤
N∑
n=1

|Fε(λn)|
|L′(λn)|

2λn
|r2 − λ2

n|
+

∞∑
n=N+1

|Fε(λn)|
|L′(λn)|

2λn
|r2 − λ2

n|
< η.

Îòñþäà ïðÿìî ñëåäóåò (3.26). Â èòîãå óñòàíàâëèâàåì (3.25) è òî, ÷òî Φε(λ) ≡ 0.
Èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ Φε(λ) ≡ 0 óæå íåòðóäíî âûâåñòè òðåáóåìóþ

îöåíêó ñíèçó äëÿ L(λ). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ Φε(λ) ≡ 0 â (3.14), ïðèõîäèì
ê òîæäåñòâó Ψε(λ) ≡ Fε(λ). Ïîýòîìó (3.19) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

|Fε(λ)| ≤ C |L(λ)|, λ ∈ C \ ±U.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ðàñïîëîæåíèÿ êðóãîâ (3.16) ïîëó÷àåì îöåíêó íà ìíèìîé îñè:

L(ir) ≥ DFε(ir),

çàâåäîìî ñïðàâåäëèâóþ ïðè r ≥ 1 ñ êîíñòàíòîé D = 1/C > 0. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åí-
íóþ îöåíêó è ó÷èòûâàÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà (3.9), èìååì

lim
r→+∞

lnL(ir)

r
≥ lim

r→+∞

lnFε(ir)

r
= σ − ε.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ε ∈ (0, σ) âûáèðàëîñü ïðîèçâîëüíî, òî

lim
r→+∞

lnL(ir)

r
≥ σ = lim

r→+∞

lnL(ir)

r
.

Çäåñü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèñàíî íà îñíîâàíèè (3.4). Èòàê, ñóùåñòâóåò îáû÷íûé
ïðåäåë

lim
r→+∞

lnL(ir)

r
= σ. (3.28)
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òàóáåðîâîé òåîðåìîé
Âàëèðîíà.

Òåîðåìà Âàëèðîíà (ñì., íàïðèìåð, [141; òåîðåìà 4.2.1]) ãëàñèò: åñëè öåëàÿ ôóíê-
öèÿ f(z) ïîðÿäêà ρ ∈ (0, 1) ñ îòðèöàòåëüíûìè íóëÿìè (−µn)n∈N,

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µn ≤ . . . , lim
n→∞

µn = +∞,

òàêîâà, ÷òî f(0) = 1 è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→+∞

ln f(r)

rρ
=

π

sin πρ
,

òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

n

µρn
= 1.

Ïîñòðîèì ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = (λn)n∈N ôóíêöèþ f(z), ïîëàãàÿ

f(z) =
∞∏
n=1

(
1 +

(
π

σλn

)2

z

)
, z ∈ C.

Â ñèëó (1.1), (1.2) ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà êîððåêòíî îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ f(z)
ïîðÿäêà ρ = 1/2 ñ îòðèöàòåëüíûìè íóëÿìè −µn, ãäå

µn =

(
σλn
π

)2

, n ∈ N.

Ïðè ýòîì f(0) = 1 è

lim
r→+∞

ln f(r)√
r

= lim
r→+∞

1√
r

ln
∞∏
n=1

(
1 +

(
π

σλn

)2

r

)
= lim

r→+∞

lnL (iπ
√
r/σ)√

r
= π

ñîãëàñíî (1.4), (3.28). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Âàëèðîíà, ïîëó÷àåì

1 = lim
n→∞

n
√
µn

= lim
n→∞

πn

σλn
,

ò. å. Λ � èçìåðèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïëîòíîñòüþ ∆(Λ) = σ/π. Òåîðåìà 1.1
äîêàçàíà.

� 4. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåñîâîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè

Ïîëó÷èì âíà÷àëå îáùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåñîâîãî èíäåêñà êîíäåíñà-
öèè, ïðåäñòàâëÿþùóþ îïðåäåëåííûé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ âèäà (1.1) ââåäåì ñ÷èòàþùóþ ôóíêöèþ nΛ(r) ïî ïðàâèëó

nΛ(r) =
∑
λn≤r

1, r > 0.
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Îáîçíà÷èì ïðè ôèêñèðîâàííîì r > 0 ÷åðåç (νn)n∈N = (νn(r))n∈N çàíóìåðîâàííóþ
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Λr = {λn : n 6= nΛ(r), n 6= nΛ(r) + 1}

è ïîëîæèì

nΛr(r) =
∑
νn≤r

1, ϕr(r) =
nΛr(r)

r
.

Äàäèì âàæíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âåëè÷èíû (1.8).

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (2.15). Ïóñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (1.1), èìåþùàÿ êîíå÷íóþ âåðõ-

íþþ ïëîòíîñòü (1.2) è íåîòðèöàòåëüíûé èíäåêñ ω-êîíäåíñàöèè (1.8). Òîãäà ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà

δ(ω,Λ) = 2 lim
r→+∞

r

ω(r)

∞∫
0

ϕr(rt)− ϕr(r)
t2 − 1

dt. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) è ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ âèäà (1.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.15), (2.16), (1.2). Òîãäà èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî (2.17). Îïðåäåëèì ïðè êàæäîì r > 0 ïî óêàçàííîìó âûøå ïðàâèëó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (νn)n∈N = (νn(r))n∈N è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

G(r) =
∞∏
n=1

∣∣∣∣1− r2

ν2
n

∣∣∣∣ , r > 0.

Â ðàáîòå [94] À.Þ. Ïîïîâ ïîêàçàë, ÷òî

lnL∗(r) = lnG(r) +O(ln r), r → +∞,

è âûâåë ïðåäñòàâëåíèå

− lnG(r) = 2 r

∞∫
0

ϕr(rt)− ϕr(r)
t2 − 1

dt.

Â ñèëó óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (2.15) äëÿ õàðàêòåðèñòèêè (2.12)
èìååì

δ∗(ω,Λ) = lim
r→+∞

1

ω(r)
ln

1

L∗(r)
= lim

r→+∞

{
1

ω(r)
ln

1

G(r)
+O

(
ln r

ω(r)

)}

= lim
r→+∞

1

ω(r)
ln

1

G(r)
= 2 lim

r→+∞

r

ω(r)

∞∫
0

ϕr(rt)− ϕr(r)
t2 − 1

dt.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.17), âñëåäñòâèå ÷åãî ïîëó÷àåì ôîð-
ìóëó (4.1). Ëåììà 4.1 äîêàçàíà.
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Ïðîñòåéøàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ω(r) = r îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (i)�(iii) è óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (2.15), ïðè÷åì δ(ω,Λ) = δ(Λ) ≥ 0 äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Λ âèäà (1.1) c êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòüþ (1.2). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé òàêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èç (4.1) ïîëó÷àåì äîêàçàííóþ À.Þ. Ïîïîâûì (â [94] ïðè óñëîâèè
(1.7), à â äèññåðòàöèè [97] � â îáùåé ñèòóàöèè) ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàí-
äàðòíîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè:

δ(Λ) = 2 lim
r→+∞

+∞∫
0

ϕr(rt)− ϕr(r)
t2 − 1

dt. (4.2)

Ïðè ðàáîòå ñ ïðåäñòàâëåíèåì (4.1) âîçíèêàþò òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè, âûçâàí-
íûå ïåðåõîäîì îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ê ¾ñêîëüçÿùåé¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λr.
Ïîñêîëüêó âû÷èñëÿòü (èëè îöåíèâàòü) âåñîâîé èíäåêñ êîíäåíñàöèè óäîáíåå â èñ-
õîäíûõ òåðìèíàõ, ìû äàäèì ïîäõîäÿùóþ âåðñèþ ôîðìóëû (4.1) ïðè åñòåñòâåííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà ëàêóíàðíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è ïðàâèëüíîñòü èçìåíåíèÿ
ôóíêöèè ω(r).

Ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå òåõíè÷åñêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(r) ïðàâèëüíî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ω(r) = O(r), r → +∞, (4.3)

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ âèäà (1.1) òàêîâà, ÷òî

λn+1 − λn = o (ω(λn)) , n→∞. (4.4)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

λn+1 ∼ λn, n→∞, (4.5)

λn+2 − λn−1 = o(ω(λn)), n→∞. (4.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé (4.3), (4.4) íàõîäèì

λn+1

λn
= 1 + o

(
ω(λn)

λn

)
= 1 + o(1), n→∞,

÷òî äàåò (4.5). Èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíûé õàðàêòåð ñîîòíîøåíèÿ (1.12), îïðåäåëÿþ-
ùåãî ïðàâèëüíîå èçìåíåíèå ôóíêöèè ω(r), èìååì

ω(λn+1) = ω

(
λn+1

λn
λn

)
= ω ((1 + o(1))λn) = O(ω(λn)), n→∞,

ω(λn−1) = ω

(
λn−1

λn
λn

)
= ω ((1 + o(1))λn) = O(ω(λn)), n→∞.

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì (4.6), çàïèñàâ

λn+2 − λn−1 = (λn+2 − λn+1) + (λn+1 − λn) + (λn − λn−1)

= o(ω(λn+1)) + o(ω(λn)) + o(ω(λn−1)) = o(ω(λn)), n→∞.
Ëåììà 4.2 äîêàçàíà.
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Îòìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (4.3) è äàæå áîëåå ñèëüíîìó óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

lim
r→+∞

ω(r)

r
= k ≥ 0. (4.7)

Äàäèì òåïåðü âàðèàíò ôîðìóëû (4.1), ïðèìåíèìûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ δ(ω,Λ) ñ
ïðàâèëüíî ìåíÿþùèìñÿ âåñîì ω(r). Ïî ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè nΛ(r) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ = (λn)n∈N îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ(r) = nΛ(r)/r è ââåäåì ñîêðàùåííîå
îáîçíà÷åíèå In,r äëÿ èíòåðâàëîâ âèäà (λn−1/r, λn+2/r), r > 0, n ≥ 2.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì òåêóùåãî ïàðàãðàôà.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (2.15) è ïðàâèëüíî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü âèäà (1.1), èìåþùàÿ êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòüþ (1.2), íåîòðèöàòåëü-
íûé èíäåêñ ω-êîíäåíñàöèè (1.8) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (1.7), (4.4). Òîãäà
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

δ(ω,Λ) = 2 lim
n→∞

sup
r∈[λn, λn+1)

r

ω(r)

∫
R+\ In,r

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
dt. (4.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ ëåììû 4.3 äëÿ èíäåêñà ω-êîíäåíñàöèè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (4.1), îò êîòîðîãî è áóäåì îòòàëêè-
âàòüñÿ. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë â ôîðìóëå (4.1), èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè
ϕr(rt) è ϕ(rt), ïîðîæäåííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Λr è Λ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü n ≥ 2 è r ∈ [λn, λn+1). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λr

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

nΛr(rt) =



nΛ(rt), 0 ≤ t <
λn−1

r
,

n− 1,
λn−1

r
≤ t <

λn+2

r
,

nΛ(rt)− 2, t ≥ λn+2

r
.

Ïîýòîìó

ϕr(rt) =



ϕ(rt), 0 ≤ t <
λn−1

r
,

n− 1

rt
,

λn−1

r
≤ t <

λn+2

r
,

ϕ(rt)− 2

rt
, t ≥ λn+2

r
.
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Â ÷àñòíîñòè, ϕr(r) = (n − 1)/r, òàê êàê λn−1/r ≤ λn−1/λn < 1 < λn+1/r. Êðîìå
òîãî, ϕ(r) = n/r. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü

ϕr(rt)− ϕr(r)
t2 − 1

=



ϕ(rt)− n−1
r

t2 − 1
, 0 ≤ t <

λn−1

r
,

− n− 1

r
· 1

t(t+ 1)
,

λn−1

r
≤ t <

λn+2

r
,

ϕ(rt)− 2
rt
− n−1

r

t2 − 1
, t ≥ λn+2

r

=



ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
+

1

r
· 1

t2 − 1
, 0 ≤ t <

λn−1

r
,

(
1

r
− ϕ(r)

)
1

t(t+ 1)
,

λn−1

r
≤ t <

λn+2

r
,

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
+

1

r
·

1− 2
t

t2 − 1
, t ≥ λn+2

r
.

Îòñþäà íàõîäèì

∞∫
0

ϕr(rt)− ϕr(r)
t2 − 1

dt =

∫
R+\ In,r

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
dt

+
1

r

 ∫
R+\ In,r

dt

t2 − 1
+

∫
In,r

dt

t(t+ 1)
−

∞∫
λn+2/r

2 dt

t(t2 − 1)

− ϕ(r)

∫
In,r

dt

t(t+ 1)

=

∫
R+\ In,r

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
dt

+
1

2r

(
ln

(r − λn−1)(r + λn+2)

(r + λn−1)(λn+2 − r)
+ 2 ln

λn+2(r + λn−1)

λn−1(r + λn+2)
− 2 ln

λ2
n+2

λ2
n+2 − r2

)
−ϕ(r) ln

λn+2(r + λn−1)

λn−1(r + λn+2)
=

∫
R+\ In,r

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
dt

+
1

2r
ln

(r2 − λ2
n−1)(λ2

n+2 − r2)

(λn−1λn+2)2
− ϕ(r) ln

λn+2(r + λn−1)

λn−1(r + λn+2)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ r ∈ [λn, λn+1), n ≥ 2, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∞∫
0

ϕr(rt)− ϕr(r)
t2 − 1

dt =

∫
R+\ In,r

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
dt +

lnA(r)

2r
− ϕ(r) lnB(r). (4.9)
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Çäåñü ôóíêöèè A(r) = AΛ(r) è B(r) = BΛ(r) îïðåäåëåíû äëÿ r ≥ λ2 òàê, ÷òî èõ
ñóæåíèÿ íà ïðîìåæóòêè [λn, λn+1), n ≥ 2, çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

A(r) =
(r2 − λ2

n−1) (λ2
n+2 − r2)

(λn−1λn+2)2
, B(r) =

λn+2 (r + λn−1)

λn−1 (r + λn+2)
.

Ïîêàæåì, ÷òî

lim
r→+∞

r

ω(r)

(
lnA(r)

2r
− ϕ(r) lnB(r)

)
= 0. (4.10)

Ïîñêîëüêó ω(r) ïðàâèëüíî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì (4.3), (4.4), òî ïî ëåììå 4.2 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (4.5), (4.6). Êðîìå òîãî,
èç (1.7) âûòåêàåò îöåíêà

λn+1 − λn ≥ h > 0, n ∈ N. (4.11)

Ó÷òåì åùå, ÷òî âåðõíþþ ïëîòíîñòü (1.2) ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

∆(Λ) = lim
r→+∞

nΛ(r)

r
= lim

r→+∞
ϕ(r),

è ïîýòîìó
0 < ϕ(r) < 2 ∆(Λ), (4.12)

åñëè r äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ïåðåõîäÿ ê îáîñíîâàíèþ (4.10), äàäèì äâóñòîðîííèå
îöåíêè âåëè÷èí A(r), B(r) ïðè r ∈ [λn, λn+1), n ≥ 2.

Ñíà÷àëà îöåíèì A(r). Ñ îäíîé ñòîðîíû, èç (4.3), (4.5), (4.6) èìååì

A(r) <
(λ2

n+1 − λ2
n−1) (λ2

n+2 − λ2
n)

(λn−1λn+2)2
<

(λ2
n+2 − λ2

n−1)2

(λn−1λn+2)2

=

(
(λn−1 + λn+2) o(ω(λn))

λn−1λn+2

)2

∼
(
o

(
ω(λn)

λn

))2

= o(1), n→∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (4.5), (4.11) äàþò

A(r) >
(λ2

n − λ2
n−1) (λ2

n+2 − λ2
n+1)

(λn−1λn+2)2
≥ h2 (λn−1 + λn) (λn+1 + λn+2)

(λn−1λn+2)2
∼ 4h2

λ2
n

,

êîãäà n→∞. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ n áóäåò âûïîëíåíî

−3 lnλn < lnA(r) < 0, r ∈ [λn, λn+1). (4.13)

Òåïåðü îöåíèì B(r). Ñ îäíîé ñòîðîíû, èç (4.3), (4.5), (4.6) èìååì

B(r) <
λn+2 (λn−1 + λn+1)

λn−1 (λn + λn+2)
<
λn+2

λn−1

= 1 +
λn+2 − λn−1

λn−1

= 1 +
o(ω(λn))

λn−1

= 1 + o

(
ω(λn)

λn

)
, n→∞.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

B(r) >
λn+2 (λn−1 + λn)

λn−1 (λn+1 + λn+2)
=

λn−1λn+2 + λnλn+2

λn−1λn+2 + λn−1λn+1

> 1.

Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâà îöåíêà

0 < lnB(r) < o

(
ω(λn)

λn

)
, r ∈ [λn, λn+1). (4.14)

Ñî÷åòàÿ îöåíêè (4.12)�(4.14), äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r ∈ [λn, λn+1) ïîëó÷àåì

r

ω(r)

∣∣∣∣ lnA(r)

2r
− ϕ(r) lnB(r)

∣∣∣∣ ≤ 1

2ω(r)
|lnA(r)| + ϕ(r)

r

ω(r)
|lnB(r)|

= − 1

2ω(r)
lnA(r) + ϕ(r)

r

ω(r)
lnB(r) <

3

2

ln r

ω(r)
+ 2 ∆(Λ)

r

ω(r)
o

(
ω(λn)

λn

)
.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.15), (4.5) è ïðàâèëüíîå èçìåíåíèå ôóíêöèè ω(r), ïðèõî-
äèì ê (4.10).

Ïðèìåíèâ (4.10) ê (4.9), èìååì

lim
r→+∞

r

ω(r)

∞∫
0

ϕr(rt)− ϕr(r)
t2 − 1

dt = lim
n→∞

sup
r∈[λn, λn+1)

r

ω(r)

∞∫
0

ϕr(rt)− ϕr(r)
t2 − 1

dt

= lim
n→∞

sup
r∈[λn, λn+1)

r

ω(r)


∫

R+\ In,r

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
dt +

lnA(r)

2r
− ϕ(r) lnB(r)


= lim

n→∞
sup

r∈[λn, λn+1)

r

ω(r)

∫
R+\ In,r

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
dt.

Ñ ó÷åòîì (4.1) îòñþäà ïîëó÷àåì (4.8). Ëåììà 4.3 äîêàçàíà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ω(r) = r äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ âèäà (1.1) ñî ñâîé-
ñòâîì (1.2), ïîä÷èíåííîé äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèÿì (1.7), (4.5), ìû ïîëó÷àåì
èç (4.8) ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ δ(Λ), àíàëîãè÷íóþ (4.2), íî çàïèñàííóþ â òåðìèíàõ
ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñàìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, à íå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λr.
Èìåííî,

δ(Λ) = 2 lim
n→∞

sup
r∈[λn, λn+1)

∫
R+\ In,r

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
dt.

Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå èç ëåììû 4.3.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (2.15) è ïðàâèëüíî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü Λ � íåèçìåðèìàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (1.1), èìåþùàÿ êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòüþ (1.2) è
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (1.7), (4.4). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (4.8).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ω(r) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (ii), à ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü Λ íåèçìåðèìà, òî îáîáùåííûé èíäåêñ êîíäåíñàöèè δ(ω,Λ)
íåîòðèöàòåëåí (ñì. íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 èç � 2). Îñòàåòñÿ ïðèìå-
íèòü ëåììó 4.3.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2.

� 5. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü âåñ ω(r) óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû 1.2. Â ýòîì ïàðà-
ãðàôå ïî ôóíêöèè ω(r) áóäåò ïîñòðîåíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ µ(r)
ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè (i)�(iii), ïîä÷èíåííàÿ òðåáîâàíèþ

∞∫
a

µ(r)

r2
dr = +∞, (5.1)

àíàëîãè÷íîìó (1.13). Êðîìå òîãî, µ(r) áóäåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè
r ≥ a, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

lim
r→+∞

rµ′(r)

µ(r)
= 1, (5.2)

µ(r) = o(ω(r)), r → +∞. (5.3)

Óñëîâèå (5.2), êàê èçâåñòíî [106; � 1.2], âëå÷åò âûïîëíåíèå ïðè ëþáîì t > 0
ñîîòíîøåíèÿ

lim
r→+∞

µ(tr)

µ(r)
= t, (5.4)

îçíà÷àþùåãî, ÷òî µ(r) � ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà p = 1.
Äëÿ óäîáñòâà ññûëîê ñôîðìóëèðóåì îòäåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåå òåõíè÷åñêîå

óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) ïðàâèëüíî ìåíÿåòñÿ
íà áåñêîíå÷íîñòè è ïîä÷èíåíà òðåáîâàíèþ (1.13). Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ µ(r)
ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè (i)�(iii), ïîä÷èíåííàÿ òðåáîâàíèþ (5.1), íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ïðè r ≥ a è óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì (5.2),
(5.3). Ïðè ýòîì µ(r) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (5.4), ÿâëÿÿñü ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ

íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèåé ïîðÿäêà p = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (1.13) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

(rn)n∈N : a = r1 < r2 < . . . < rn < . . . ,

÷òî
rn+1∫
rn

ω(r)

r2
dr ≥ 1, n ∈ N. (5.5)
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Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

rn+1 ≥ 2rn, n ∈ N. (5.6)

Ôóíêöèþ µ(r) çàäàäèì ïðè r ≥ a ïî ïðàâèëó:

µ(r) = ω(r), r ∈ [r1, r2),

µ(r) =
1

n
ω(r) +

n∑
k=2

ω(rk)

(k − 1)k
, r ∈ [rn, rn+1), n ≥ 2.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ω(r) â òî÷êàõ rn äàåò ñîîòíîøåíèÿ:

µ(r2 − 0) = ω(r2) =
1

2
ω(r2) +

1

2
ω(r2) = µ(r2) = µ(r2 + 0),

µ(rn+1 − 0) =
1

n
ω(rn+1) +

n∑
k=2

ω(rk)

(k − 1)k
, n ≥ 2,

µ(rn+1 + 0) =
1

n+ 1
ω(rn+1) +

n+1∑
k=2

ω(rk)

(k − 1)k

=
1

n
ω(rn+1) +

n∑
k=2

ω(rk)

(k − 1)k
, n ≥ 2.

Ïîýòîìó µ(rn+1 − 0) = µ(rn+1 + 0) ïðè âñåõ n ∈ N, è ôóíêöèÿ µ(r) íåïðåðûâíà
â òî÷êàõ rn, n ∈ N. Íåïðåðûâíîñòü µ(r) â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà r ≥ a
âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè ω(r) ïðè r ≥ a . Ïîëîæèòåëüíîñòü è âîçðàñòàíèå µ(r)
ïðè r ≥ a ñëåäóþò èç àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ âåñà ω(r). Ñëåäîâàòåëüíî, µ(r) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì (i). Óñëîâèå (5.1) âûïîëíåíî áëàãîäàðÿ (5.5) â ñèëó îöåíêè

∞∫
a

µ(r)

r2
dr =

∞∑
n=1

rn+1∫
rn

µ(r)

r2
dr ≥

∞∑
n=1

1

n

rn+1∫
rn

ω(r)

r2
dr ≥

∞∑
n=1

1

n
.

Èç âîçðàñòàíèÿ µ(r) è óñëîâèÿ (5.1) ñëåäóåò, ÷òî µ(r) → +∞ ïðè r → +∞, ò. å.
ñâîéñòâî (ii).

Òàê êàê ôóíêöèÿ ω(r) âîãíóòà ïðè r ≥ a , òî íà ïðîìåæóòêå r > a ñóùåñòâó-
þò îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå ω′−(r) ≥ ω′+(r), è ω′±(r) óáûâàþò ïðè r > a. Äëÿ
êàæäîãî n ∈ N èìååì

µ′±(r) =
1

n
ω′±(r), r ∈ (rn, rn+1),

µ′−(rn+1) =
1

n
ω′−(rn+1) ≥ 1

n
ω′+(rn+1) ≥ 1

n+ 1
ω′+(rn+1) = µ′+(rn+1),

µ′±(r) =
1

n+ 1
ω′±(r), r ∈ (rn+1, rn+2).
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Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå µ′±(r) ñóùåñòâóþò ïðè r > a è ÿâëÿ-
þòñÿ óáûâàþùèìè ôóíêöèÿì, ÷òî âëå÷åò âîãíóòîñòü µ(r) íà ïðîìåæóòêå r ≥ a .

Èòàê, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ µ(r) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (i)�(iii) è ïîä÷èíåíà òðå-
áîâàíèþ (5.1).

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîòðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî ïîðÿäîê p èñõîäíîé ïðàâèëüíî
ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè ω(r) ðàâåí åäèíèöå, ò. å. ÷òî

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
= t (5.7)

ïðè ëþáîì t > 0. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäñòàâèì ω(r) â âèäå

ω(r) = rp l(r), (5.8)

ãäå l(r) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
δ > 0 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ [106; � 1.5]:

lim
r→+∞

rδ l(r) = +∞, lim
r→+∞

r−δ l(r) = 0. (5.9)

Â ñèëó âîãíóòîñòè ω(r) ïðè r ≥ a ôóíêöèÿ ω(r)/r óáûâàåò, ñòðåìÿñü ê íåîòðèöà-
òåëüíîìó ïðåäåëó ïðè r → +∞. Èíûìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (4.7).
Âñå ÿñíî, åñëè â (4.7) çíà÷åíèå k > 0. Ðàññìîòðèì ñîäåðæàòåëüíûé ñëó÷àé

ω(r) = o(r), r → +∞. (5.10)

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, óñëîâèÿ (5.8), (5.9) ïîêàçûâàþò, ÷òî p ≤ 1, à ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïðè p < 1 îíè âñòóïàþò â ïðîòèâîðå÷èå ñ òðåáîâàíèåì ðàñõîäèìîñòè
èíòåãðàëà (1.13).

Òåïåðü èç (5.7) è îïðåäåëåíèÿ µ(r) ïîëó÷àåì (5.4).
Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (5.3). Çàïèñàâ ñîîòíîøåíèå

lim
r→+∞

µ(r)

ω(r)
= lim

n→∞

1

ω(rn)

n∑
k=2

ω(rk)

(k − 1)k
≤ lim

n→∞

1

ω(rn)

n∑
k=1

ω(rk)

k
,

âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Èåíñåíà

n∑
k=1

ω(rk)

k
≤ ω

(
n∑
k=1

rk
k

)
, n ∈ N,

ñïðàâåäëèâûì äëÿ âîãíóòîé ôóíêöèè ω(r). Ñîãëàñíî (5.6) èìååì

rk ≤
rn

2n−k
, k = 1, . . . , n, n ∈ N.

Ñëåäîâàòåëüíî,

n∑
k=1

ω(rk)

k
≤ ω

(
rn
2n

n∑
k=1

2k

k

)
≤ ω

(
3rn
n

)
, n ≥ n0.
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Çäåñü ó÷òåíû âîçðàñòàíèå ω(r) è àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

n∑
k=1

2k

k
∼ 2n+1

n
, n→∞,

êîòîðóþ ëåãêî âûâåñòè èç òåîðåìû Øòîëüöà.3

Òàêèì îáðàçîì,

lim
r→+∞

µ(r)

ω(r)
≤ lim

n→∞

ω(3rn/n)

ω(rn)
≤ lim

n→∞

ω(εrn)

ω(rn)

äëÿ ëþáîãî ε > 0. Îòñþäà, ïðèâëåêàÿ (5.7), ïîëó÷àåì (5.3).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàëîñü íàäåëèòü ôóíêöèþ µ(r) íåîá-

õîäèìîé ãëàäêîñòüþ, îáåñïå÷èâ (5.2) è ñîõðàíèâ âñå îòìå÷åííûå âûøå ñâîéñòâà.
Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, ïðèìåíèòü ê îáðàòíîé
ôóíêöèè µ−1(r) ðåçóëüòàòû Ã. Ã. Áðàé÷åâà î ñãëàæèâàíèè âûïóêëûõ ôóíêöèé (ñì.
[13; ÷àñòü II, ãë. 3, � 2]). Ïî-âèäèìîìó, ñàìûé ïðîñòîé ïóòü ñîñòîèò â çàìåíå ôóíê-
öèè µ(r) íà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ïðè r ≥ a ôóíêöèþ

µ̃(r) =

r∫
a

µ(τ)

τ
dτ. (5.11)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (5.4) ïî òåîðåìå Êàðàìàòû (ñì., íàïðèìåð, [140; òåîðå-
ìà 1.5.11]) èìååì

µ̃(r) ∼ µ(r), r → +∞.

Íî òîãäà ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äàåò

lim
r→+∞

r µ̃′(r)

µ̃(r)
= lim

r→+∞

µ(r)

µ̃(r)
= 1,

ïîäòâåðæäàÿ íàëè÷èå ó µ̃(r) ñâîéñòâà (5.2). Áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå êîíñòðóêöèè (5.11),
ïðîâåðêà òîãî, ÷òî µ̃(r) íàñëåäóåò ñâîéñòâà µ(r), ïðîïèñàííûå â ëåììå 5.1, íå âû-
çûâàåò çàòðóäíåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Îòìåòèì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ìîäèôèöèðîâàííîé âåñîâîé ôóíêöèè.

3Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ

an =

n∑
k=1

2k

k
, bn =

2n+1

n
,

èìååì

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= lim
n→∞

1

2− (n+ 1)/n
= 1.
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Ëåììà 5.2. Ïóñòü µ(r) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ

â ëåììå 5.1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî δ ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ r−δµ(r) ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ r ñòðîãî âîçðàñòàåò ê +∞, âñëåäñòâèå ÷åãî

lim
r→+∞

µ(r)

lns r
= +∞, s > 0. (5.12)

Êðîìå òîãî, ïðè r → +∞ ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ

µ(r) = o(r), (5.13)

r∫
a

µ(t)

t
dt ∼ µ(r),

r∫
a

µ(t)

t2
dt = o(ln r),

r∫
a

µ(t) ln t

t2
dt = o(ln2 r). (5.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, (5.2) âëå÷åò(
µ(r)

r δ

)′
=
r µ′(r)− δ µ(r)

r δ+1
=

(1− δ)µ(r) + o(µ(r))

r δ+1
> 0

ïðè ëþáîì δ ∈ (0, 1) è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r. Ýòî óêàçûâàåò íà ñòðîãîå âîç-
ðàñòàíèå ïðè áîëüøèõ r ôóíêöèè r−δµ(r) (ê +∞ â ñèëó (5.1)). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò (5.12). Ñîîòíîøåíèå (5.13) ïîëó÷àåì èç (4.7), (5.3).

Ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (5.14) óæå îòìå÷àëîñü â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ôóíêöèè (5.11). Íî òåïåðü, áëàãîäàðÿ (5.2), îíî ñîâñåì ïðîñòî âûâîäèòñÿ
ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ:

lim
r→+∞

r∫
a

t−1µ(t) dt

µ(r)
= lim

r→+∞

µ(r)

r µ ′(r)
= 1.

Ïðèâëåêàÿ åùå (5.13), àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåì îñòàâøèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.14):

lim
r→+∞

r∫
a

t−2µ(t) dt

ln r
= lim

r→+∞

µ(r)

r
= 0,

lim
r→+∞

r∫
a

t−2µ(t) ln t dt

ln2 r
= lim

r→+∞

µ(r)

2r
= 0.

Ëåììà 5.2 äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 ïîòðåáóåòñÿ çàìåíèòü èñõîäíóþ âåñîâóþ ôóíê-
öèþ ω(r) íà ìîäèôèöèðîâàííóþ âåñîâóþ ôóíêöèþ µ(r) è ïî íîâîé ôóíêöèè µ(r)
ïîñòðîèòü ñïåöèàëüíóþ íåèçìåðèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ñ êîíå÷íûì íåîòðè-
öàòåëüíûì èíäåêñîì µ-êîíäåíñàöèè. Îöåíèâàÿ âåëè÷èíó δ(µ,Λ), óäîáíî èìåòü äëÿ
íåå â ðàñïîðÿæåíèè ¾ðàáî÷óþ¿ ôîðìóëó. Íàêîíåö, âàæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè óêà-
çàííîé çàìåíå âåñîâîé èíäåêñ êîíäåíñàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, îòâå÷àþùèé
èñõîäíîé ôóíêöèè ω(r), îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Ïåðå÷èñëåííûì öåëÿì ñëóæèò
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 5.3. Ïóñòü µ(r) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ

â ëåììå 5.1. Ïóñòü Λ � íåèçìåðèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (1.1), èìåþùàÿ
êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü (1.2), ïîëîæèòåëüíûé øàã (1.7) è óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèþ

λn+1 − λn = o(µ(λn)), n→∞, (5.15)

àíàëîãè÷íîìó óñëîâèþ (4.4). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

δ(µ,Λ) = 2 lim
n→∞

sup
r∈[λn, λn+1)

r

µ(r)

∫
R+\ In,r

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
dt, (5.16)

ãäå îáîçíà÷åíî In,r = (λn−1/r, λn+1/r) è ϕ(r) = nΛ(r)/r. Åñëè ïðè ýòîì èíäåêñ

µ-êîíäåíñàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

δ(µ, Λ) < +∞, (5.17)

òî âûïîëíÿåòñÿ (1.15).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì ëåììû 5.1 ôóíêöèÿ µ(r) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ
óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáîâàíèÿì ëåììû 4.4. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (5.16),
àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå (4.8).

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ (5.17). Êàê óæå îòìå÷àëîñü â äîêàçàòåëüñòâå ëåì-
ìû 4.4, ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó δ(µ, Λ) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

0 ≤ δ(µ, Λ) < +∞. (5.18)

Ïîêàæåì, ÷òî δ(ω,Λ) = 0. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

1

ω(λn)
ln

1

|L′(λn)|
=
µ(λn)

ω(λn)
· 1

ω(λn)
ln

1

|L′(λn)|
, λn ≥ a, (5.19)

è âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ýëåìåíòàðíûì ôàêòîì. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé xn, yn, òàêèõ, ÷òî

xn ≥ 0, lim
n→∞

xn = 0, yn ∈ R, 0 ≤ lim
n→∞

yn < +∞,

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
lim
n→∞

xnyn = 0. (5.20)

Ïðèìåíèì (5.20) ê (5.19), ïîëàãàÿ

xn =
µ(λn)

ω(λn)
, yn =

1

ω(λn)
ln

1

|L′(λn)|
.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå âåñîâîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè è óñëîâèÿ (5.3), (5.18), ïîëó-
÷èì, ÷òî δ(ω,Λ) = 0, ò. å. âûïîëíåíî (1.15). Ëåììà 5.3 äîêàçàíà.

Ïîñëå ïðîäåëàííîé ïîäãîòîâèòåëüíîé ðàáîòû âåðíåìñÿ ê îñíîâíîé ëèíèè.
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� 6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2

Äëÿ óïðîùåíèÿ âåñüìà ãðîìîçäêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 ðàçîáüåì åãî
íà íåñêîëüêî ñìûñëîâûõ ýòàïîâ.

I. Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii) ïðàâèëüíî ìåíÿåòñÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè è ïîä÷èíåíà òðåáîâàíèþ (1.13). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.1, çàìåíèì ω(r)
íà ìîäèôèöèðîâàííóþ âåñîâóþ ôóíêöèþ µ(r) ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè (i)�(iii), ïîä-
÷èíåííóþ òðåáîâàíèþ (5.1), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ïðè r ≥ a è óäîâëå-
òâîðÿþùóþ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì (5.2), (5.3).

II. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëà α, β, 0 ≤ α < β. Ïî íîâîé âåñîâîé ôóíê-
öèè µ(r) ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ âèäà (1.1) ñ ïîëîæèòåëüíûì øàãîì (1.7)
òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (1.14), (5.15).

Îïèøåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ çàÿâëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âíà÷àëå âîçüìåì
ïîëîæèòåëüíóþ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ïðè r ≥ a ôóíêöèþ h(r), îáëàäà-
þùóþ ñâîéñòâàìè

h′(r) = O

(
µ(r)

r2

)
, r → +∞, (6.1)

1

β
= lim

r→+∞
h(r) < lim

r→+∞
h(r) =

1

α
(6.2)

(ïðè α = 0 â (6.2) èìååì lim
r→+∞

h(r) = +∞). Â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè ïðè α > 0

ïîäîéäåò, íàïðèìåð,

h(r) =
1

β
+

(
1

α
− 1

β

)
sin2

 r∫
a

µ(t)

t2
dt

 .

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ Ω(r) =

r∫
a

µ(t)

t2
dt, áëàãîäàðÿ òðåáîâàíèþ (5.1), íåïðå-

ðûâíî âîçðàñòàåò îò 0 äî +∞ íà ïðîìåæóòêå r ≥ a. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ Ω−1(r) íåïðåðûâíî âîçðàñòàåò îò a äî +∞ íà ïðîìåæóòêå r ≥ 0.
Ïîëàãàÿ

rn = Ω−1 (πn) , Rn = Ω−1
(π

2
+ πn

)
, n ∈ N,

ïîëó÷èì

lim
r→+∞

h(r) = lim
n→∞

h(rn) =
1

β
+

(
1

α
− 1

β

)
sin2 (Ω(rn)) =

1

β
,

lim
r→+∞

h(r) = lim
n→∞

h(Rn) =
1

β
+

(
1

α
− 1

β

)
sin2 (Ω(Rn)) =

1

α
.

Êðîìå òîãî,

h′(r) =

(
1

α
− 1

β

)
sin (2 Ω(r))

µ(r)

r2
= O

(
µ(r)

r2

)
, r → +∞.
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Åñëè æå α = 0, òî àíàëîãè÷íûå ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâè-
ÿì (6.1), (6.2) óäîâëåòâîðÿåò, ê ïðèìåðó, ôóíêöèÿ

h(r) =
1

β
+
√

Ω(r) sin2
√

Ω(r).

Ïîïóòíî îòìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèå (5.1) íå âûïîëíåíî, òî ôóíêöèþ h(r) ñ íóæ-
íûìè ñâîéñòâàìè (6.1), (6.2) âûáðàòü óæå íåëüçÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå èç îöåí-
êè (6.1) áóäåò ñëåäîâàòü (àáñîëþòíàÿ) ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

∞∫
a

h′(t) dt = lim
r→+∞

r∫
a

h′(t) dt,

ò. å. ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim
r→+∞

h(r).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = (λn)n∈N ñòðîèì òàê. Ïåðâûé åå ÷ëåí λ1 > a çàäàåì
ïðîèçâîëüíî, à îñòàëüíûå ÷ëåíû îïðåäåëÿåì èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

λn+1 = λn + h(λn), n ∈ N,

ãäå h(r) � âçÿòàÿ âûøå ôóíêöèÿ, ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèÿì (6.1) è (6.2).
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. ßñíî, ÷òî Λ èìååò ïîëî-

æèòåëüíûé øàã:

h(Λ) = lim
n→∞

(λn+1 − λn) = lim
n→∞

h(λn) ≥ lim
r→+∞

h(r) =
1

β
> 0.

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (5.15). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ
ñëó÷àÿ: α > 0 è α = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ h(r) ñîãëàñíî (6.2) îãðàíè÷åíà
ñâåðõó, îòêóäà

λn+1 − λn = h(λn) = O(1) = o(µ(λn)), n→∞.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî óñëîâèÿ (6.1), (5.14), (5.12), èìååì

h(r) = O

 r∫
a

h′(t) dt

 = O

 r∫
a

µ(t)

t2
dt

 = o(ln r) = o(µ(r)), r → +∞.

Ïîýòîìó
λn+1 − λn = h(λn) = o(µ(λn)), n→∞.

Òåïåðü ìû ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ âûïîëíåíû ñîîòíîøå-
íèÿ (1.14). Ïðè âñåõ r ≥ a ìîæåì çàïèñàòü

r =
∑
λn≤r

h(λn) +O(ln r) =

r∫
a

h(t) dnΛ(t) +O(ln r).
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

r = h(r)nΛ(r)−
r∫
a

nΛ(t)h′(t) dt+O(ln r),

èëè, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ ϕ(r) = nΛ(r)/r, ê ñîîòíîøåíèþ

1 = h(r)ϕ(r)− 1

r

r∫
a

ϕ(t) t h′(t) dt+O

(
ln r

r

)
.

Ïîëó÷èëè ôîðìóëó

ϕ(r) =
1

h(r)

1 +
1

r

r∫
a

ϕ(t) t h′(t) dt

+O

(
ln r

r

)
, r → +∞. (6.3)

Â îñòàòî÷íîì ÷ëåíå íåò h(r), òàê êàê ïðè r → +∞ ýòà ôóíêöèÿ îòäåëåíà îò íóëÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî lim

r→+∞
ϕ(r) = α, lim

r→+∞
ϕ(r) = β, îòêóäà è áóäåò ñëåäîâàòü (1.14).

Ñâîéñòâà (5.13), (5.14), (6.1) ôóíêöèè µ(r) äàþò

r∫
a

ϕ(t) t h′(t) dt = O

 r∫
a

µ(t)

t
dt

 = O(µ(r)) = o(r), r → +∞.

Ïîýòîìó èç (6.3) èìååì

ϕ(r) =
1

h(r)
+ o(1), r → +∞.

Áëàãîäàðÿ (6.2) îòñþäà ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

lim
r→+∞

ϕ(r) = lim
r→+∞

1

h(r)
= α, lim

r→+∞
ϕ(r) = lim

r→+∞

1

h(r)
= β,

ðàâíîñèëüíûå (1.14).
Òåïåðü èç (6.3) ìû âûâåäåì áîëåå ¾ãëàäêîå¿ ïðåäñòàâëåíèå

ϕ(r) = ϕ̃(r) +O

(
ln2 r

r

)
, r → +∞, (6.4)

â êîòîðîì ôóíêöèÿ ϕ̃(r) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè r ≥ a. Îáîçíà÷èì

ψ(r) =
1

h(r)

1 +
1

r

r∫
a

ϕ(t) t h′(t) dt


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è ïåðåïèøåì (6.3) â âèäå

ϕ(r) = ψ(r) +O

(
ln r

r

)
, r → +∞. (6.5)

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèÿ ψ(r) íåïðåðûâíà, à îñòàòîê O

(
ln r

r

)
èíòåãðèðóåì

íà [a, b] ïðè ëþáîì b > a. Ïîäñòàâèì (6.5) â (6.3):

ϕ(r) =
1

h(r)

1 +
1

r

r∫
a

ψ(t) t h′(t) dt+
1

r

r∫
a

O

(
ln t

t

)
t h′(t) dt

+O

(
ln r

r

)

=
1

h(r)

1 +
1

r

r∫
a

ψ(t) t h′(t) dt

+O

1

r

r∫
a

µ(t) ln t

t2
dt

+O

(
ln r

r

)

= ϕ̃(r) +O

(
ln2 r

r

)
.

Çäåñü ÷åðåç ϕ̃(r) îáîçíà÷åíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè r ≥ a ôóíêöèÿ

ϕ̃(r) =
1

h(r)

1 +
1

r

r∫
a

ψ(t) t h′(t) dt

 ,

èñïîëüçîâàíî (6.1) è ó÷òåíî (5.14).
Äîêàçàâ ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (6.4), ïåðåéäåì ê îöåíêå ëîãàðèôìè-

÷åñêîé ïðîèçâîäíîé âõîäÿùåé â íåãî ôóíêöèè ϕ̃(r). Âñïîìèíàÿ îãðàíè÷åííîñòü
ôóíêöèè ψ(r), îòäåëåííîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè îò íóëÿ ôóíêöèè h(r), à òàêæå ïîëü-
çóÿñü îïðåäåëåíèåì ϕ̃(r) è ñâîéñòâàìè (5.13), (5.14), (6.1), ïîëó÷èì

ϕ̃
′
(r)

ϕ̃(r)
=

1

ϕ̃(r)

 1

h(r)

1 +
1

r

r∫
a

ψ(t) t h′(t) dt

′

= −h
′(r)

h(r)
+

1

h(r) r2 ϕ̃(r)

ψ(r) r2 h′(r)−
r∫
a

ψ(t) t h′(t) dt


= O

(
µ(r)

r2

)
+O

(
µ(r)

r2

)
= O

(
µ(r)

r2

)
, r → +∞.

Ïîäâåäåì èòîã ïóíêòà II äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2. Ïîñòðîåííàÿ â ýòîì ïóíê-
òå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ íåèçìåðèìà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.7), (5.15). Ïî-
ðîæäåííàÿ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèåé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèÿ ϕ(r) äîïóñ-
êàåò ïðåäñòàâëåíèå (6.4):

ϕ(r) = ϕ̃(r) +O

(
ln2 r

r

)
, r → +∞,
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ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè r ≥ a ôóíêöèåé ϕ̃(r), îáëàäàþùåé ïðè
r → +∞ ñâîéñòâàìè

ϕ̃
′
(r)

ϕ̃(r)
= O

(
µ(r)

r2

)
, lim

r→+∞
ϕ̃(r) = α, lim

r→+∞
ϕ̃(r) = β. (6.6)

III. Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî (5.17), ò. å. èíäåêñ µ-êîíäåíñàöèè ïîñòðîåííîé
â ïóíêòå II ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ êîíå÷åí. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ
ëåììû 5.3, òî âåëè÷èíó δ(µ,Λ) ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå (5.16). Äëÿ îáëåã-
÷åíèÿ ðàáîòû ñíà÷àëà îöåíèì âêëàä îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà èç (6.4), èìåþùåãî âèä

O

(
ln2 r

r

)
, â ôîðìóëó (5.16):

δ(µ,Λ) = 2 lim
n→∞

sup
r∈[λn, λn+1)

r

µ(r)

∫
R+\ In,r

ϕ(rt)− ϕ(r)

t2 − 1
dt.

Ñ÷èòàåì, ÷òî r ∈ [λn, λn+1), è ïèøåì âñå îöåíêè äëÿ èíòåãðàëà

r

µ(r)

∫
[λ1/r, +∞)\ In, r

O
(
ln2 rt/(rt)

)
+O(ln2 r/r)

|t2 − 1|
dt

=
1

µ(r)
O

 ∫
[λ1/r, +∞)\ In, r

ln2 rt

t |t2 − 1|
dt + ln2 r

∫
R+\ In, r

dt

|t2 − 1|

 .

Âî-ïåðâûõ,

ln2 r

µ(r)
O

 ∫
R+\ In, r

dt

|t2 − 1|

 =
ln2 r

µ(r)
O

 λn−1/r∫
0

dt

1− t2
+

∞∫
λn+2/r

dt

t2 − 1



=
ln2 r

µ(r)
O

 λn−1/r∫
0

dt

1− t2
+

∞∫
λn+2/r

dt

t2 − 1

 = O

(
ln3 r

µ(r)

)
.

Âî-âòîðûõ, ïðè òåõ æå r ìîæåì çàïèñàòü

1

µ(r)
O

 ∫
[λ1/r,+∞)\ In, r

ln2 rt

t |t2 − 1|
dt

 =
1

µ(r)
O

 ∫
[λ1/r,+∞)\ In, r

ln2 r + ln2 t

t |t2 − 1|
dt



=
ln2 r

µ(r)
O

 ∫
[λ1/r,+∞)\In, r

dt

t |t2 − 1|

+
1

µ(r)
O

 ∫
[λ1/r,+∞)\ In, r

ln2 t

t |t2 − 1|
dt

 .
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Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî èìååì

ln2 r

µ(r)
O

 λn−1/r∫
λ1/r

dt

t (1− t2)
+

∞∫
λn+2/r

dt

t (t2 − 1)



=
ln2 r

µ(r)
O

 λn−1/r∫
λ1/r

dt

t (1− t2)
+

∞∫
λn+2/r

dt

t (t2 − 1)

 = O

(
ln3 r

µ(r)

)
.

Îöåíèâàÿ âòîðîå ñëàãàåìîå, ïîëó÷àåì

1

µ(r)
O

 ∫
[λ1/r,+∞)\ In, r

ln2 t

t |t2 − 1|
dt



=
1

µ(r)
O

 λn−1/r∫
λ1/r

ln2 t

t (1− t2)
dt +

∞∫
λn+2/r

ln2 t

t (t2 − 1)
dt



=
1

µ(r)
O

 ln2 r

λn−1/r∫
λ1/r

dt

t (1− t2)
+

∞∫
λn+2/r

dt

t (t+ 1)

 = O

(
ln3 r

µ(r)

)
.

Ñîãëàñíî (5.12) èìååì ln3 r = o(ω(r)) ïðè r → +∞. Ïîýòîìó ïðè ïîäñ÷åòå δ(µ,Λ)
ìîæíî â ñîîòíîøåíèå (5.16) âìåñòî ϕ(r) ïîäñòàâëÿòü ϕ̃(r), ò. å. èñïîëüçîâàòü ôîð-
ìóëó

δ(µ,Λ) = 2 lim
n→∞

sup
r∈[λn, λn+1)

r

µ(r)

∫
R+\ In,r

ϕ̃(rt)− ϕ̃(r)

t2 − 1
dt. (6.7)

â êîòîðîé ϕ̃(r) óäîâëåòâîðÿåò (6.6).

IV. Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (6.7) ïîòðåáóåò çíàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ôàêòîâ òåîðèè
ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé. Âñå ñâåäåíèÿ, ïîìåùåííûå â ýòîò ïóíêò äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ, çàèìñòâîâàíû ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè èç èçâåñòíîãî ðó-
êîâîäñòâà [106].

Ïóñòü ν(r) � îïðåäåëåííàÿ ïðè r > 0 ïîëîæèòåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ê +∞
ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ γ, b > 0 ôóíêöèÿ r−γ ν(r) óáûâàåò (íå îáÿ-
çàòåëüíî ñòðîãî) ïðè r ≥ b. Ïîëîæèòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ l(r), çàäàííàÿ
ïðè r > 0, íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ν(r), åñëè
ïðè ëþáîì t > 0 ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

l(rt)

l(r)
= 1 + O

(
1

ν(r)

)
, r → +∞.

Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé l(r) îáîçíà÷àåì äàëåå K(ν). Èçâåñòåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé.
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Òåîðåìà 6.1 [106; Äîïîëíåíèÿ, òåîðåìà A. 1.3]. Ïîëîæèòåëüíàÿ èç-

ìåðèìàÿ ôóíêöèÿ l(r) ïðèíàäëåæèò êëàññó K(ν) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íàéäóòñÿ ÷èñëî c > 0 è ïîëîæèòåëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè r ≥ c ôóíêöèÿ

l̃(r), ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèÿì

r l̃ ′(r)

l̃(r)
= O

(
1

ν(r)

)
, r → +∞,

l(r)

l̃(r)
= 1 + O

(
1

ν(r)

)
, r → +∞.

Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõ ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè, ÷àñòî
èñïîëüçóþò ãîòîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû. Ïðèâåäåì çäåñü äâà íåîáõîäèìûõ
â äàëüíåéøåì ðåçóëüòàòà, ïðåäîñòàâëÿþùèõ ôîðìóëû òàêîãî ðîäà.

Òåîðåìà 6.2 [106; Äîïîëíåíèÿ, òåîðåìà A. 2.1]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t)
èçìåðèìà ïðè t ≥ 1, è äëÿ íåêîòîðîãî s > 0 ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∞∫
1

t s |f(t)| dt.

Åñëè l ∈ K(ν), òî ïðè âñåõ r ≥ r0 ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∞∫
1

l(rt) |f(t)| dt,

è ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

∞∫
1

f(t)
l(rt)

l(r)
dt =

∞∫
1

f(t) dt + O

(
1

ν(r)

)
, r → +∞.

Òåîðåìà 6.3 [106; Äîïîëíåíèÿ, òåîðåìà A. 2.4]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t)
èçìåðèìà ïðè 0 ≤ t ≤ 1, è l ∈ K(ν). Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ t δ l(t) ïðè íåêîòî-

ðîì δ > γ îãðàíè÷åíà íà êàæäîì îòðåçêå [0, d], d > 0, è ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

1∫
0

t−δ |f(t)| dt.

Òîãäà ïðè âñåõ r > 0 ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

1∫
0

l(rt) |f(t)| dt,
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è ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

1∫
0

f(t)
l(rt)

l(r)
dt =

1∫
0

f(t) dt + O

(
1

ν(r)

)
, r → +∞.

Ôîðìóëû èç òåîðåì 6.2 è 6.3 ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∞∫
1

(l(rt)− l(r)) f(t) dt = O

(
l(r)

ν(r)

)
, r → +∞, (6.8)

1∫
0

(l(rt)− l(r)) f(t) dt = O

(
l(r)

ν(r)

)
, r → +∞. (6.9)

ßñíî, ÷òî â òåîðåìàõ 6.2 è 6.3, à, ñëåäîâàòåëüíî, è â ôîðìóëàõ (6.8), (6.9), ÷èñëî 1
êàê îäèí èç ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàìåíåíî ëþáûì ïîëîæèòåëü-
íûì ÷èñëîì.

V. Çàéìåìñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðêîé ñîîòíîøåíèÿ (5.17), îïèðàÿñü íà ôîð-
ìóëó (6.7). Ïîëîæèì ν(r) = r/µ(r). Òîãäà ôóíêöèÿ r−γ ν(r) = r1−γ/µ(r) óáûâàåò
äëÿ êàæäîãî 0 < γ < 1 ïðè áîëüøèõ r ñîãëàñíî ëåììå 5.2. Ïîñêîëüêó äëÿ ôóíê-
öèè ϕ̃(r), îïèñûâàåìîé ñîîòíîøåíèÿìè (6.6), âûïîëíåíî

rϕ̃ ′(r)

ϕ̃(r)
= r O

(
µ(r)

r2

)
= O

(
µ(r)

r

)
= O

(
1

ν(r)

)
, r → +∞ ,

òî ϕ̃(r) ïî òåîðåìå 6.1 ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ν(r). Ïîëàãàÿ â
òåîðåìàõ 6.2 è 6.3 f(t) = 1/(t2 − 1), âûâîäèì ñëåäóþùèå îöåíêè (ñì. ôîðìóëû
(6.8), (6.9) è êîììåíòàðèé ê íèì):

ν(r)

∞∫
1+ξ

ϕ̃(rt)− ϕ̃(r)

t2 − 1
dt = O(1), ν(r)

1−ξ∫
0

ϕ̃(rt)− ϕ̃(r)

t2 − 1
dt = O(1),

ãäå ξ � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èç (0, 1). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
ôîðìóëû (6.7) êîíå÷íà, îñòàëîñü îöåíèòü ïðè r ∈ [λn, λn+1) èíòåãðàëû

ν(r)

λn−1/r∫
1−ξ

ϕ̃(rt)− ϕ̃(r)

t2 − 1
dt, ν(r)

1+ξ∫
λn+1/r

ϕ̃(rt)− ϕ̃(r)

t2 − 1
dt.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn ∈ [λn, λn+1], íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ñóïðåìóì
â (6.7), è îáîçíà÷èì

pn =
λn−1

rn
∈
[
λn−1

λn+1

,
λn−1

λn

]
, qn =

λn+2

rn
∈
[
λn+2

λn+1

,
λn+2

λn

]
.
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Íà îñíîâàíèè (6.6) ïðè n→∞ èìååì

ν(rn)

pn∫
1−ξ

ϕ̃(rnt)− ϕ̃(rn)

t2 − 1
dt = O

ν(rn) rn max
rn(1−ξ)≤ τ ≤rn

|ϕ̃ ′(τ)|
pn∫

1−ξ

t− 1

t2 − 1
dt



= O

(
ν(rn)µ(rn)

rn

) 1∫
1−ξ

t− 1

t2 − 1
dt = O(1).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íî ñ äîïîëíèòåëüíûì ó÷åòîì òîãî, ÷òî µ(r) � ïðàâèëüíî
ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà p = 1, íàõîäèì

ν(rn)

1+ξ∫
qn

ϕ̃(rnt)− ϕ̃(rn)

t2 − 1
dt = O

ν(rn) rn max
rn≤ τ ≤rn(1+ξ)

|ϕ̃ ′(τ)|
1+ξ∫
qn

t− 1

t2 − 1
dt



= O

(
ν(rn)µ(rn(1 + ξ))

rn

) 1+ξ∫
1

t− 1

t2 − 1
dt = O

(
µ(rn(1 + ξ))

µ(rn)

)
= O(1), n→∞.

Ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ïðèõîäèì ê (5.17). Ïî ëåììå 5.3 âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå (1.15). Êàê ñëåäñòâèå, δ(Λ) = 0 äëÿ ñòàíäàðòíîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè (1.6).
Òåîðåìà 1.2 äîêàçàíà.

� 7. Äîïîëíåíèÿ ê îñíîâíûì òåîðåìàì

Ñäåëàåì íåêîòîðûå äîïîëíåíèÿ ê òåîðåìàì 1.1 è 1.2, ïîëåçíûå äëÿ ïîíèìàíèÿ
ñóòè äåëà. Èç òåîðåìû 1.1 ñðàçó èçâëåêàåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7.1. Ïóñòü Λ � íåèçìåðèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (1.1)
ñ êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòüþ (1.2). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ω(r) ñî ñâîé-

ñòâàìè (i)�(iii), ïîä÷èíåííîé òðåáîâàíèþ (1.10), èìååì

δ(ω,Λ) = +∞.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èíäåêñà (1.9) ñ 0 < p < 1 âûïîëíåíî δp(Λ) = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii), ïîä÷èíåííîé òðåáîâàíèþ (1.10), âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå (1.11). Òîãäà ïî òåîðåìå 1.1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ áóäåò èçìåðè-
ìîé. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ïðåäúÿâèì ïðîñòîé ïðèìåð âåñîâîé ôóíêöèè, ïîäïàäàþùåé ïîä äåé-
ñòâèå òåîðåìû 1.1, íî íå èìåþùåé ïðàâèëüíîãî èçìåíåíèÿ.
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Ïðèìåð 7.1. Ïðèâåäåì ïðèìåð ôóíêöèè ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii), ïîä÷è-
íåííîé òðåáîâàíèþ (1.10), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñêî-
íå÷íîñòè. Ôóíêöèþ ω(r) îïðåäåëèì ïðè r ≥ 2 òàê, ÷òîáû

ω(22m−1) = 16 · 3m−3, ω(22m) = 3m, m ∈ N,

à íà êàæäîì îòðåçêå âèäà 22m−1 ≤ r ≤ 22m, m ∈ N, çàäàäèì ω(r) ëèíåéíî. Ïî-
ñòðîåííàÿ êóñî÷íî ëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ω(r) áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâà-
ìè (i), (ii). Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî (iii), ò. å. ω(r) âîãíóòà ïðè r ≥ 2. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî óáûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ
ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ ω(r), ò. å. ïðè êàæäîì m ∈ N ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

ω(22m)− ω(22m−1)

22m − 22m−1
>
ω(22m+1)− ω(22m)

22m+1 − 22m
>
ω(22m+2)− ω(22m+1)

22m+2 − 22m+1
.

Äëÿ ëþáîãî m ∈ N èìååì

ω(22m)− ω(22m−1)

22m − 22m−1
=

3m − 16 · 3m−3

22m−1
=

22

27

(
3

4

)m
,

ω(22m+1)− ω(22m)

22m+1 − 22m
=

16 · 3m−2 − 3m

22m
=

7

9

(
3

4

)m
,

ω(22m+2)− ω(22m+1)

22m+2 − 22m+1
=

22

27

(
3

4

)m+1

=
11

18

(
3

4

)m
.

Ïîñêîëüêó 22/27 > 7/9 > 11/18, òî ω(r) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (iii).
Íî ôóíêöèÿ ω(r) íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, òàê

êàê íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà

lim
r→+∞

ω(2r)

ω(r)
.

Äåéñòâèòåëüíî,

ω(22m)

ω(22m−1)
=

27

16
,

ω(22m+1)

ω(22m)
=

16

9
, m ∈ N.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (1.10) äëÿ ôóíêöèè ω(r) èç ýòîãî ïðè-
ìåðà. Â ñàìîì äåëå, ïî ïîñòðîåíèþ

ω(r) = 5 · 3m−3 +
22

22m
3m−3 r, 22m−1 ≤ r ≤ 22m,

ω(r) = 2 · 3m−2 +
7

22m
3m−2 r, 22m ≤ r ≤ 22m+1,

ïðè êàæäîì m ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî,
∞∫

2

ω(r)

r2
dr =

∞∑
m=1

(
5 · 3m−3 1

r

∣∣∣∣22m−1

22m

+ 2 · 3m−2 1

r

∣∣∣∣22m

22m+1

)
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+
∞∑
m=1

(
22

22m
· 3m−3 ln r

∣∣∣∣22m

22m−1

+
7

22m
· 3m−2 ln r

∣∣∣∣22m+1

22m

)

=
∞∑
m=1

(
5

27

(
3

4

)m
+

1

9

(
3

4

)m
+

22

27

(
3

4

)m
ln 2 +

7

9

(
3

4

)m
ln 2

)

=

(
8

27
+

43

27
ln 2

) ∞∑
m=1

(
3

4

)m
=

8 + 43 ln 2

9
.

ßñíî òàêæå, ÷òî ôóíêöèþ ñ óêàçàííûìè â ýòîì ïðèìåðå ñâîéñòâàìè ìîæíî ñäåëàòü
äèôôåðåíöèðóåìîé, ïîäïðàâëÿÿ ω(r) â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê èçëîìà.

Â ñâÿçè ñ ïðèìåðîì 7.1 óïîìÿíåì ðàáîòó [12], â êîòîðîé äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ïîëîæèòåëüíîé âîçðàñòàþùåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïîëîæèòåëüíîãî
ïîðÿäêà (ïî ïîâîäó øêàëû ðîñòà ñì. [39; ãë. II, � 1]), ïðèíàäëåæàùåé êëàññó ñõî-
äèìîñòè (ò. å. ïîä÷èíåííîé òðåáîâàíèþ (1.10)), ïîñòðîåíà ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ
ìàæîðàíòà èç êëàññà ñõîäèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, âåñîâàÿ ôóíêöèÿ èç ïðèìåðà 7.1
èìååò ïðàâèëüíî ìåíÿþùóþñÿ ìàæîðàíòó, ïîä÷èíåííóþ òðåáîâàíèþ (1.10).

Ïðèìåð 7.2. Ñëåäóþùèé áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð ñâÿçàí ñ òåîðåìîé 1.2 è ïîêà-
çûâàåò, ÷òî è â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ òðåáîâàíèÿ (1.10) ôóíêöèÿ ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii)
ìîæåò íå èìåòü ïðàâèëüíîãî èçìåíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Êîíêðåòíåå, ïðèâåäåì
ïðèìåð ôóíêöèè ω(r) ñî ñâîéñòâàìè (i)�(iii), ïîä÷èíåííîé òðåáîâàíèþ (1.13), êî-
òîðàÿ ïðè ëþáîì t > 1 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (1.17). Äëÿ ýòîãî çàäàäèì
òðè âñïîìîãàòåëüíûå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an)n∈N , (bk)k∈N , (ck)k∈N ïî
ôîðìóëàì:

a1 = a > 1, a2k = (a2k−1)exp(exp k2) , a2k+1 = k a2k, k ∈ N;

b1 > 0, bk+1 = ea2k−a2k+1
ln a2k+1

ln a2k

bk, k ∈ N;

ck =
ea2k

ln a2k

bk, k ∈ N.

Ôóíêöèþ ω(r) ñòðîèì â âèäå

ω(r) =

r∫
a

ε(t) dt, r ≥ a, (7.1)

ãäå ε(r) ïðè êàæäîì k ∈ N çàäàåòñÿ òàê:

ε(r) =


bk

ln r
, r ∈ [a2k−1, a2k] ,

ck
er
, r ∈ [a2k, a2k+1] .

Ïðîâåðèì, ÷òî ε(r) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
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1) ε(r) > 0 îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è ñòðîãî óáûâàåò ïðè r ≥ a;

2) ε(r)→ 0 ïðè r → +∞;

3)

∞∫
a

ε(r)

r
dr = +∞.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì k ∈ N âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ε(a2k − 0) =
bk

ln a2k

, ε(a2k + 0) =
ck
ea2k

.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ck)k∈N , îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

ε(a2k − 0) = ε(a2k + 0), k ∈ N.

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (an)n∈N , (bk)k∈N , (ck)k∈N ,
ïðè âñåõ k ∈ N èìååì

ε(a2k+1 − 0) =
ck

ea2k+1
=
ea2k−a2k+1

ln a2k

bk,

ε(a2k+1 + 0) =
bk+1

ln a2k+1

=
ea2k−a2k+1

ln a2k

bk.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ε(a2k+1 − 0) = ε(a2k+1 + 0), k ∈ N.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ε(r) íåïðåðûâíà ïðè r ≥ a. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñâîéñòâî 1), ïî-
ñêîëüêó ïîëîæèòåëüíîñòü è óáûâàíèå ε(r) âûòåêàþò ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ ε(r) è
åå íåïðåðûâíîñòè. Ñâîéñòâî 2) åñòü î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ ε(r). Ïðîâå-
ðèì íàëè÷èå ñâîéñòâà 3). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðàñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=1

a2k∫
a2k−1

ε(r)

r
dr =

∞∑
k=1

dk. (7.2)

Èç îïðåäåëåíèé ôóíêöèè ε(r) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an)n∈N íàõîäèì

dk =

a2k∫
a2k−1

ε(r)

r
dr = bk

a2k∫
a2k−1

dr

r ln r
= bk ln

ln a2k

ln a2k−1

= bk e
k2

, k ∈ N.

Íî ñîãëàñíî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå, çàäàþùåé (bk)k∈N , èìååì

bk+1

bk
=

ln a2k+1

ek ln a2k

∼ e−k, k →∞.

Ïîýòîìó
dk+1

dk
=
bk+1

bk
e2k+1 ∼ ek+1, k →∞,
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è ðÿä (7.2) ðàñõîäèòñÿ.
Èòàê, ôóíêöèÿ ε(r) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1)�3). Íî òîãäà ôóíêöèÿ ω(r), çàäàí-

íàÿ ïîñðåäñòâîì (7.1), îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (i)�(iii) è ïîä÷èíåíà òðåáîâàíèþ (1.13).
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ε(r) íåïðåðûâíà ïðè r ≥ a è ïîëîæèòåëüíà ïðè r > a,
òî ω(r) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè r ≥ a è òàêæå ïî-
ëîæèòåëüíà ïðè r > a. Äàëåå,

ω(r) =

r∫
a

ε(t) dt ≥
r∫
a

ε(t)

t
dt→ +∞, r → +∞.

Òàê êàê ω′(r) = ε(r) ñòðîãî óáûâàåò (ê íóëþ) ïðè r ≥ a, òî ω(r) ñòðîãî âîãíóòà ïðè
r ≥ a. Ïðîâåðèì, íàêîíåö, ÷òî ω(r) ïîä÷èíåíà òðåáîâàíèþ (1.13). Èíòåãðèðóÿ ïî
÷àñòÿì, ïðè âñåõ R ≥ a íàõîäèì

R∫
a

ω(r)

r2
dr = − ω(R)

R
+

R∫
a

ε(r)

r
dr.

Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ è ñâîéñòâî 2) ôóíêöèè ε(r), èìååì

lim
R→+∞

ω(R)

R
= lim

R→+∞
ω′(R) = lim

R→+∞
ε(R) = 0.

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà 3) ôóíêöèè ε(r) òåïåðü ïîëó÷àåì (1.13), ïîñêîëüêó

lim
R→+∞

R∫
a

ω(r)

r2
dr = lim

R→+∞

R∫
a

ε(r)

r
dr = +∞.

Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.17). Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íî t > 1. Ïóñòü k > [t]. Òîãäà ta2k ∈ [a2k, a2k+1] = [a2k, k a2k], è

ω(ta2k)− ω(a2k) =

ta2k∫
a2k

ε(r) dr = ck

ta2k∫
a2k

e−r dr ∼ ck
ea2k

, k →∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ óáûâàíèå ôóíêöèè ε(r), èìååì

ω(r) =

r∫
a

ε(t) dt ≥ ε(r) (r − 1), r ≥ a.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ω(a2k) ≥ ε(a2k) (a2k − 1) ∼ bk a2k

ln a2k

, k →∞.
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Òàêèì îáðàçîì,

lim
k→∞

ω(ta2k)− ω(a2k)

ω(a2k)
≤ lim

k→∞

ck ln a2k

ea2k bk a2k

= lim
k→∞

1

a2k

= 0,

îòêóäà

lim
k→∞

ω(ta2k)

ω(a2k)
≤ 1.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ω(r) âîçðàñòàåò, òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
= 1, t > 1. (7.3)

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
= t, t > 1. (7.4)

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ε(r) âûòåêàåò, ÷òî

lim
r→+∞

ε(tr)

ε(r)
= 1, t > 1.

Ïðèìåíÿÿ îáîáùåííîå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, îòñþäà ïîëó÷àåì

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
≤ lim

r→+∞

t ω′(tr)

ω′(r)
= lim

r→+∞

t ε(tr)

ε(r)
= t,

÷òî äàåò îöåíêó ñâåðõó

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
≤ t, t > 1. (7.5)

Äëÿ âûâîäà îöåíêè ñíèçó âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíûì íåðàâåíñòâîì

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
≥ lim

k→∞

ω(a2k)

ω(t−1a2k)
. (7.6)

Ïîñêîëüêó, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, t−1a2k ∈ [a2k−1, a2k], òî

ω(a2k)− ω(t−1a2k) =

t−1a2k∫
a2k

ε(r) dr = bk

t−1a2k∫
a2k

dr

ln r
≥ bk a2k

ln a2k

(
1− t−1

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ω(t−1a2k) =

t−1a2k∫
a

ε(r) dr =

a2k−1∫
a

ε(r) dr + bk

t−1a2k∫
a2k−1

dr

ln r

< b1

a2k−1∫
a

dr

ln r
+ bk

t−1a2k∫
a

dr

ln r
<

b1

ln a
a2k−1 + bk

t−1a2k∫
a

dr

ln r
.
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Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðè k → ∞ ýêâèâàëåíòíî âåëè÷èíå t−1 bk a2k

ln a2k

â ñèëó àñèìïòî-
òèêè

R∫
a

dr

ln r
∼ R

lnR
, R→ +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ω(t−1a2k−1) < t−1 bk a2k

ln a2k

+ o

(
bk a2k

ln a2k

)
, k →∞.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
k→∞

ω(a2k)− ω(t−1a2k)

ω(t−1a2k)
≥ 1− t−1

t−1
= t− 1.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïåðåïèøåì â âèäå

lim
k→∞

ω(a2k)

ω(t−1a2k)
≥ t, t > 1. (7.7)

Ñî÷åòàÿ (7.7) ñ (7.6), ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
r→+∞

ω(tr)

ω(r)
≥ t, t > 1. (7.8)

Ñîîòíîøåíèÿ (7.5), (7.8) äàþò (7.4). Îáúåäèíÿÿ (7.4) è (7.3) ïðèõîäèì ê (1.17).

Â çàâåðøåíèå � 7 âû÷èñëèì èíäèêàòîð êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.4), ïî-
ñòðîåííîãî ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ èç òåîðåìû 1.2, à òàêæå ïðîèëëþñòðèðóåì
òåîðåìû 1.1 è 1.2 íà ¾ìîäåëüíîì¿ ïðèìåðå (1.16).

Ïóñòü Λ � íåèçìåðèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîñòðîåí-
íàÿ â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2. Ïóñòü nΛ(r) � ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ è ϕ(r) = nΛ(r)/r. Òîãäà ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà,
êîòîðóþ ìû çàïèøåì ñ îãðóáëåíèåì â îñòàòî÷íîì ÷ëåíå ïî ñðàâíåíèþ ñ (6.4):

ϕ(r) = ϕ̃(r) +O

(
1√
r

)
, r → +∞.

Çäåñü ôóíêöèÿ ϕ̃(r) óäîâëåòâîðÿåò (6.6). Òàêîå îñëàáëåíèå ôîðìóëû (6.4) âïîëíå
äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé è íåñêîëüêî óïðîùàåò äàëüíåéøèå âûêëàäêè. Êàê
èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [94]), ïðè âñåõ r > 0 è 0 < θ ≤ π/2 ëîãàðèôì ìîäóëÿ
êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.4) äîïóñêàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ln |L(reiθ)|
r

=

∞∫
0

G(t, θ)ϕ(rt) dt (7.9)

ñ ÿäðîì

G(t, θ) =
2(1− t2 cos 2θ)

t4 − 2 t2 cos 2θ + 1
.
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Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ (ýòî ïðîäåëàíî â [94]), ÷òî

∞∫
0

G(t, θ) dt = π sin θ.

Ïîñêîëüêó ϕ̃(r) ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, òî ê èíòåãðàëàì, ñîäåðæà-
ùèì ϕ̃(rt), ïðèìåíèìû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû òèïà (6.8), (6.9). Âîñïîëüçóåì-
ñÿ ïðîñòûì âàðèàíòîì òàêîé àñèìïòîòèêè â ôîðìå ñîîòíîøåíèÿ èç [105; � 1.2],
îáúåäèíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2.6 è 2.7 [106; ãë. 2]. Ïðèìåíèòåëüíî ê (7.9)
ïîëó÷àåì

∞∫
0

G(t, θ)ϕ(rt) dt =

∞∫
0

G(t, θ) ϕ̃(rt) dt+O

(
1√
r

) ∞∫
0

G(t, θ)√
t

dt

= ϕ̃(r)(1 + o(1))

∞∫
0

G(t, θ) dt+O

(
1√
r

)
, r → +∞.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ â (6.6) íàõîäèì

hL(θ) = lim
r→+∞

ln |L(reiθ)|
r

= π sin θ lim
r→+∞

ϕ̃(r) = πβ sin θ, 0 < θ ≤ π/2.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî èíäèêàòîð ôóíêöèè L(λ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðà-
âèëó

hL(θ) = πβ | sin θ| = σ | sin θ|, 0 ≤ θ ≤ 2π,

à èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ìíèìîé îñè [−σi, σi].
Íàêîíåö, ïîñìîòðèì, ÷òî äàþò òåîðåìû 1.1 è 1.2 â ñëó÷àå âåñîâûõ ôóíêöèé

ω(r) =
r

(ln r)q
, q > 0. (7.10)

Âñÿêèé âåñ âèäà (7.10) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (i)�(iii), åñëè âçÿòü a > eq+1. Ïðè ýòîì
ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

∞∫
a

ω(r)

r2
dr =

∞∫
a

dr

r(ln r)q

çàâèñèò îò ïàðàìåòðà q.
Ïóñòü ñíà÷àëà q > 1. Òîãäà ôóíêöèÿ (7.10) ïîä÷èíåíà òðåáîâàíèþ (1.10). Ïóñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ âèäà (1.1) ñ êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòüþ (1.2) òàêîâà, ÷òî
ïîñòðîåííîå ïî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (1.4) óäîâëå-
òâîðÿåò îöåíêå

ln
1

|L′(λn)|
= O

(
λn ( lnλn )−q

)
, q > 1, n→∞. (7.11)

65



Òîãäà ïî òåîðåìå 1.1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èçìåðèìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷è-
íû (1.2), (1.3) ñîâïàäàþò, ïðèíèìàÿ îáùåå çíà÷åíèå ∆(Λ) , à êàíîíè÷åñêîå ïðîèç-
âåäåíèå L(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ñ òèïîì σ = π∆(Λ) è
èíäèêàòîðîì hL(θ) = σ | sin θ| = π∆(Λ)| sin θ|.

Ïóñòü òåïåðü 0 < q ≤ 1. Òîãäà âåñîâàÿ ôóíêöèÿ (7.10) ïðàâèëüíî ìåíÿåòñÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè è ïîä÷èíåíà òðåáîâàíèþ (1.13). Â äàííîé ñèòóàöèè ïðèìåíèìà òåî-
ðåìà 1.2. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëà α, β, ñâÿçàâ èõ ñîîòíîøåíèåì 0 ≤ α < β.
Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 (ïðîïóñêàåì ýòàï I è äàëåå äî êîíöà äîêà-
çàòåëüñòâà èñïîëüçóåì èñõîäíûé âåñ ω(r) âìåñòî ìîäèôèöèðîâàííîãî µ(r)) óêàçàí
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ñ íèæíåé ïëîòíîñòüþ α è âåðõíåé
ïëîòíîñòüþ β , ÷òî ïîðîæäàåìàÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ öåëàÿ ôóíêöèÿ (1.4)
óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå âèäà (7.11) ñ çàäàííûì 0 < q ≤ 1. Çàâè-
ñÿùàÿ îò α, β, q ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, íàïðèìåð, ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïåðâûé ÷ëåí λ1 > e âûáèðàåì ïðîèçâîëüíî. Ïðè α > 0 îñòàëüíûå
÷ëåíû λn, n = 2, 3, . . . , ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì ïî ïðàâèëó

λn+1 = λn +


1

β
+

(
1

α
− 1

β

)
sin2

(
( lnλn )1−q ), 0 < q < 1,

1

β
+

(
1

α
− 1

β

)
sin2 ( ln lnλn ), q = 1.

Ïðè α = 0 ïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

λn+1 = λn +


1

β
+ (lnλn)γ sin2 ( ( lnλn )γ ) , 0 < q < 1, γ = (1− q)/2,

1

β
+
√

ln lnλn sin2
(√

ln lnλn

)
, q = 1.

Âñå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû âûïèñàíû â ñîîòâåòñòâèå ñ îáùèìè ñîîòíîøåíèÿìè
èç � 6 (ýòàï II äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2), ãäå âìåñòî ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíê-
öèè µ(r) áåðåòñÿ èñõîäíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ

ω(r) =
r

(ln r)q
, 0 < q ≤ 1. (7.12)

Íåèçìåðèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èìååò íàïåðåä çàäàííûå ïëîòíîñòè, ïðè÷åì
åå èíäåêñ ω-êîíäåíñàöèè êîíå÷åí, à ñòàíäàðòíûé èíäåêñ êîíäåíñàöèè ðàâåí íóëþ.

Íåìíîãî óñëîæíèì çàäà÷ó. Ïóñòü äëÿ âåñà (7.12) òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íåèçìå-
ðèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ òàê, ÷òîáû àñèìïòîòèêà (7.11) âûïîëíÿëàñü â óñè-
ëåííîì âàðèàíòå � ñ ñèìâîëîì o âìåñòî ñèìâîëà O, ò. å.

ln
1

|L′(λn)|
= o

(
λn ( lnλn )−q

)
, 0 < q ≤ 1, n→∞.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàðàíòèðîâàíî òåîðåìîé 1.2. Äëÿ êîí-
ñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ äåéñòâóåì ïî ñëåäóþùåé èíñòðóêöèè. Ñíà÷àëà çàìåíèì
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ôóíêöèþ (7.12) íà ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ µ(r). Äëÿ ýòîãî, êîíå÷íî, ìîæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ óíèâåðñàëüíûì ïðàâèëîì, óêàçàííûì â äîêàçàòåëüñòâå ëåì-
ìû 5.1. Îäíàêî, â äàííîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ïðîùå âçÿòü â êà÷åñòâå íîâîãî âåñà
ôóíêöèþ

µ(r) =
r

ln r ln ln r
= o

(
r

(ln r)q

)
, 0 < q ≤ 1, r → +∞.

Çàòåì âûïèøåì èñêîìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ïî ñõåìå, èçëîæåííîé â � 6. Íà-
ïðèìåð, òðåáóåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ñ íóëåâîé íèæíåé ïëîòíîñòüþ ìîæíî
ïîëó÷èòü, âûáðàâ äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå λ1 è ïîëîæèâ

λn+1 = λn +
1

β
+
√

ln ln lnλn sin2
(√

ln ln lnλn

)
, n ∈ N.

Êàê âåñîâîé (1.8), òàê è ñòàíäàðòíûé (1.6) èíäåêñû êîíäåíñàöèè òàêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè Λ ðàâíû íóëþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå L(λ)
èìååò èíäèêàòîð hL(θ) = πβ| sin θ|, íî íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî
ðîñòà. Áîëåå òîãî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â òåîðåìå 8.1 ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå ïðîèçâåäåíèå L(λ) íå èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íè íà îäíîì
èç ëó÷åé arg λ = θ ïðè θ 6= πk, k ∈ Z, íî èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò íà
ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì ëó÷àõ.

� 8. Çàäà÷à À. Ô. Ëåîíòüåâà

Èçó÷àÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðåäñòàâëåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðÿäàìè
ýêñïîíåíò, À.Ô. Ëåîíòüåâ â 1972 ã. ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ èíòåðåñíóþ çàäà÷ó [75;
çàìå÷àíèå íà ñ. 1291], [77; çàäà÷à 2]. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî òèïà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîñòûõ (âñåõ) íóëåé Λ = (λn)n∈N è èíäèêàòîðîì

hL(θ) ≡ lim
r→+∞

ln
∣∣L (reiθ)∣∣
r

, 0 ≤ θ ≤ 2π,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln |L′(λn)| − hL(arg λn)

}
= 0. (8.1)

Íóæíî âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè L(λ) ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Ïîñëåä-
íåå ñâîéñòâî â ñîîòâåòñòâèå ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì [72; ãë. III] ðàâíîñèëüíî ñóùå-
ñòâîâàíèþ ðàâíîìåðíîãî ïî 0 ≤ θ ≤ 2π ïðåäåëà

lim
r→+∞
r/∈E

ln
∣∣L (reiθ)∣∣
r

= hL(θ). (8.2)

Çäåñü E � íåêîòîðîå îáùåå äëÿ âñåõ θ ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íóëåâîé
îòíîñèòåëüíîé ìåðû, ò. å. òàêîå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå E ∩ (0, r) èçìåðèìî ïî Ëåáåãó
ïðè êàæäîì r > 0, è åãî ìåðà åñòü o(r) ïðè r → +∞.
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Åñëè ðàâåíñòâî (8.2) èìååò ìåñòî ïðè ôèêñèðîâàííîì 0 ≤ θ ≤ 2π, òî L(λ)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íà ëó÷å arg λ = θ. Êàê èçâåñò-
íî, ìíîæåñòâî ëó÷åé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà çàìêíóòî, ò. å. çàìêíóòûì â [0, 2π]
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íàïðàâëåíèé θ òàêèõ, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò âïîëíå ðåãó-
ëÿðíûé ðîñò íà ëó÷å arg λ = θ. Íàîáîðîò, âñÿêîå çàìêíóòîå â [0, 2π] ìíîæåñòâî
ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî ëó÷åé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íåêîòîðîé öåëîé ôóíêöèè
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà [5; òåîðåìà 1].

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, íå îãîâàðèâàÿ îñîáî, ÷òî ìíîæå-
ñòâî íóëåé öåëîé ôóíêöèè âûïèñûâàåòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëåé. Íåñëîæ-
íî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (8.1) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln

1

|L′(λn)|
+ hL(arg λn)

}
≤ 0. (8.3)

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî (8.3) âëå÷åò (8.1). Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî L′(λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ èíäèêà-
òîðîì ≤ hL(θ). Îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà

|L′(λn)| ≤ exp {(hL(arg λn) + ε)|λn|} , n ≥ n0(ε),

ñïðàâåäëèâàÿ ïðè ëþáîì ε > 0. Íî òîãäà

1

|λn|
ln

1

|L′(λn)|
≥ −hL(arg λn)− ε, n ≥ n0(ε),

è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln

1

|L′(λn)|
+ hL(arg λn)

}
≥ 0.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïîëíåíèå (8.3) âëå÷åò (8.1).
Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî ïîëåçíîå è ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 8.1. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ìíî-

æåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N è èíäèêàòîðîì hL(θ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ (8.3). Òîãäà

1) ïðè ëþáûõ a ∈ C \ {0} , b ∈ C, ôóíêöèÿ

L1(λ) ≡ L(aλ+ b), λ ∈ C,

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íó-

ëåé M = (µn)n∈N ,

µn =
λn − b
a

, n ∈ N,

èíäèêàòîðîì

hL1(θ) = |a|hL(θ + arg a), 0 ≤ θ ≤ 2π,

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8.3):

lim
n→∞

{
1

|µn|
ln

1

|L′1(µn)|
+ hL1(arg µn)

}
≤ 0;
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2) ïðè ëþáîì c ∈ C ôóíêöèÿ

L2(λ) ≡ e cλ L(λ), λ ∈ C,

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íó-

ëåé Λ = (λn)n∈N , èíäèêàòîðîì

hL2(θ) = hL(θ) + |c| cos(θ + arg c), 0 ≤ θ ≤ 2π,

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8.3):

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln

1

|L′2(λn)|
+ hL2(arg λn)

}
≤ 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ïðîñòûìè íóëÿ-
ìè λn âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè (8.3) è õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîâåäåíèå â íóëÿõ
ïðîèçâîäíîé L′(λ), ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èíäåêñà êîíäåíñàöèè (1.6) ïîëîæèòåëüíûõ
íóëåé êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.4).

Óñëîâèå (8.3) è áëèçêèå åìó ïî õàðàêòåðó èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè óñòà-
íîâëåíèè êðèòåðèåâ ïðåäñòàâèìîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðÿäàìè ýêñïîíåíò
èëè îáîáùåííûõ ýêñïîíåíò (ñì., íàïðèìåð, [76], [57]) è çàòðàãèâàåò öåëûé ðÿä
ñìåæíûõ âîïðîñîâ: èíòåðïîëÿöèè, ñëàáîé äîñòàòî÷íîñòè (γ-äîñòàòî÷íîñòè) è ìàê-
ñèìàëüíîñòè ìíîæåñòâ â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ öåëûõ ôóíêöèé. Èç áîëüøîãî êîëè-
÷åñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîò îòìåòèì åùå [4], [26], [61], [62], [118], èìåþùèå
íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê îïèñàííîé ïðîáëåìàòèêå.

Èíòåðåñóþùàÿ íàñ çàäà÷à èññëåäîâàëàñü À.Ô. Ëåîíòüåâûì, Þ.È. Ìåëüíèêîì,
À.Â. Áðàòèùåâûì êàê â ïðèâåäåííîé âûøå, òàê è â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå �
äëÿ öåëîé ôóíêöèè ñ êðàòíûìè íóëÿìè è èíäèêàòîðîì HL(θ) ïðè óòî÷íåííîì
ïîðÿäêå ρ(r) → ρ ∈ [0, ∞) (ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, íàäî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîä-
ïðàâëÿòü óñëîâèå (8.1)). Òàêàÿ îáîáùåííàÿ çàäà÷à èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
äëÿ çíà÷åíèé 0 ≤ ρ < 1/2. Òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [23] äëÿ 1/2 ≤ ρ < 1 ïðè
äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

min
0≤θ≤2π

HL(θ) > 0, lim
r→+∞

ln min
|λ|=r
|L (λ)|

ln r
= +∞.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ρ(r) ≡ ρ èç òåîðåìû 1 ðàáîòû Þ.È. Ìåëüíèêà [87] è
òåîðåìû 3 îáçîðíîé ñòàòüè Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà [57; ñ. 106-107] âûòåêàåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü öèòèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ À.Â. Áðàòèùåâà óæå ïðè ëþáîì ρ > 0. Åñëè
óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè èíäèêàòîðà íàðóøåíî, òî ïðè ρ ≥ 1/2 ñîîòíîøåíèå (8.1)
èëè åãî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå íå âëåêóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëíîé ðåãóëÿðíîñòè
ðîñòà ôóíêöèè. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð îïèñàí â [23]. Êîíñòðóêöèÿ ñòàòüè [23]
ñîäåðæèò, â ÷àñòíîñòè, îáñóæäàâøèéñÿ â � 1 ïðèìåð öåëîé ôóíêöèè âèäà (1.4).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè L(λ) åñòü ôóíêöèÿ (1.4), òî óñëîâèå (8.1) â îáîçíà÷åíèÿõ � 1
ïðèíèìàåò âèä

δ(Λ) = −hL(0).
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Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî

δ(Λ) = hL(0) = 0,

òàê êàê âñåãäà δ(Λ) ≥ 0 è hL(0) ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû 1.1 è 1.2, äîêàçàí-
íûå â ýòîé ãëàâå äèññåðòàöèè, äàþò äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé (1.4) ðàçâåð-
íóòûé îòâåò íà ïåðâîíà÷àëüíûé âîïðîñ À.Ô. Ëåîíòüåâà. Ê òîìó æå, êîíñòðóêöèÿ
èç � 6 ïðåäîñòàâëÿåò öåëóþ ñåðèþ ÿâíûõ êîíòðïðèìåðîâ ê çàäà÷å À.Ô. Ëåîíòüåâà,
â êîòîðûõ èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà D(L) åñòü îòðåçîê ìíèìîé îñè.

Êîíå÷íî, óñëîâèå (8.1) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò â òàêèõ âîïðîñàõ êîì-
ïëåêñíîãî àíàëèçà, â êîòîðûõ èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà ôóíêöèè L(λ) èìååò íåïó-
ñòóþ âíóòðåííîñòü. Íåñìîòðÿ íà óñèëèÿ ðÿäà àâòîðîâ, âîïðîñ î ïîëíîé ðåãóëÿð-
íîñòè ðîñòà öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ) ñ óñëîâèåì (8.1), èíäè-
êàòîðíàÿ äèàãðàììà êîòîðîé èìååò âíóòðåííèå òî÷êè, â îáùåé ñèòóàöèè îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Ðåçóëüòàòû Þ.È. Ìåëüíèêà ïîçâîëÿþò äàòü ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà
íåãî â ñëó÷àå íàëè÷èÿ îñîáîé ñèììåòðèè â ðàñïîëîæåíèè êîðíåé ôóíêöèè L(λ) èëè
îïðåäåëåííîé îöåíêè ñíèçó ðîñòà |L(λ)| íà íåêîòîðîé ñèñòåìå ðàñøèðÿþùèõñÿ äî
áåñêîíå÷íîñòè îêðóæíîñòåé |λ| = Rn. Íàïðèìåð [88], åñëè Λ èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî ïîâîðîòà âîêðóã íà÷àëà íà ôèêñèðîâàííûé óãîë ðàñòâîðà 2π/s, s ≥ 3,
èëè [89], åñëè

min
|λ|=Rn

|L(λ)| > R−pn , n ∈ N,

ïðè êàêîì-ëèáî p > 0. Òàê ÷òî, íåèçâåñòíî äàæå, èìååò ëè âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò
÷åòíàÿ ôóíêöèÿ L(λ), ïîä÷èíåííàÿ (8.1). Ìû îòâåòèì íà ýòîò ÷àñòíûé âîïðîñ, íà-
ëàãàÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ëîêàëèçàöèþ êîðíåé. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ
íà îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà, ïîëîæèòåëüíî ðåøàþùèé ïåðâîíà÷àëüíóþ çà-
äà÷ó À.Ô. Ëåîíòüåâà ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà ðîñò ôóíêöèè ëèøü âäîëü
îäíîé ïðÿìîé.

Â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëåäóþùèé áëèç-
êèé âîïðîñ. Áóäåò ëè îáëàäàòü ïîëíîé ðåãóëÿðíîñòüþ ðîñòà öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ) ñ ïðîñòûìè íóëÿìè (λn)n∈N è ïîëîæèòåëüíûì èíäèêà-
òîðîì hL(θ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ áîëåå ñëàáîìó, ÷åì (8.1), óñëîâèþ

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln |L′(λn)| − γ hL(arg λn)

}
≥ 0 (8.4)

ãäå γ ∈ (0, 1) � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî? (Ïîäîáíûå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàëèñü â
[61], [62] â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà.) Íà ýòîò âîïðîñ áóäåò äàí
îòðèöàòåëüíûé îòâåò.

Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ è òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè îòäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî
íàéòè â äèññåðòàöèè À.Â. Áðàòèùåâà [26; ââåäåíèå, ñ. 34-35; ãë. 2, � 2.5].

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèé. Ïåðâîå èç íèõ ñëóæèò äîïîëíåíèåì
ê òåîðåìàì 1.1 è 1.2.
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Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü Λ = (λn)n∈N � íåèçìåðèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà (1.1) ñ êîíå÷íîé âåðõíåé ïëîòíîñòüþ (1.2). Ïóñòü, äàëåå,
L(λ) � êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (1.4), ïîñòðîåííîå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ,
è âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
n→∞

{
1

λn
ln

1

|L′(λn)|
+ hL(0)

}
≤ 0, (8.5)

ãäå hL(θ) � èíäèêàòîð L(λ). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

δ(Λ) = hL(0) = 0, (8.6)

hL(θ) = σ | sin θ|, σ > 0, 0 ≤ θ ≤ 2π. (8.7)

Ïðè ýòîì L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íà êàæäîì èç ëó÷åé

arg λ = 0, arg λ = π è íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî íè íà êàêîì

äðóãîì ëó÷å arg λ = θ, 0 < θ < 2π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå L(λ) ÿâëÿåòñÿ ÷åò-
íûì, òî hL(0) = hL(π). Òåì ñàìûì, óñëîâèå (8.5) äëÿ ôóíêöèè (1.4) åñòü êîíêðå-
òèçàöèÿ îáùåãî óñëîâèÿ (8.3) äëÿ ïðîèçâîëüíîé öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà ñ ïðîñòûìè íóëÿìè. Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî èíäåêñà êîíäåíñà-
öèè (1.6) cîîòíîøåíèå (8.5) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

δ(Λ) ≤ −hL(0).

Íî âñåãäà δ(Λ) ≥ 0 è hL(0) ≥ 0 (ñì. � 1, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëó (1.5)), îòêóäà
ïîëó÷àåì (8.6). Â ñèëó (1.2) êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (1.4) èìååò ïîëîæèòåëüíûé
òèï σ, è (8.6) âëå÷åò (8.7).

Ïîêàæåì, ÷òî L(λ) íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íè íà îä-
íîì èç ëó÷åé arg λ = θ, 0 < θ < π. Â ñèëó ÷åòíîñòè L(λ) óòâåðæäåíèå áóäåò
ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëó÷åé arg λ = θ, π < θ < 2π. Äîïóñòèì, ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâ-
íîãî, ÷òî íà íåêîòîðîì ëó÷å arg λ = θ0, 0 < θ0 < π, ôóíêöèÿ L(λ) èìååò âïîëíå
ðåãóëÿðíûé ðîñò. Ñîãëàñíî (8.7) èíäèêàòîð hL(θ) ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì
âíóòðè óãëà 0 < arg λ < π. Ïðèìåíÿÿ [72; ãë. III, � 5, òåîðåìà 6], ïîëó÷èì, ÷òî
L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò âíóòðè âñåãî óãëà 0 < arg λ < π. Ïîñêîëü-
êó ôóíêöèÿ L(λ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, à ìíîæåñòâî ëó÷åé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà
çàìêíóòî, òî L(λ) áóäåò ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Ïîñëåäíåå ðàâíî-
ñèëüíî èçìåðèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Óáåäèìñÿ, íàêîíåö, ÷òî L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íà
ëó÷àõ arg λ = 0, arg λ = π. Ðàññóæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî
ëó÷à. Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì [97; òåîðåìà 1.1] (ñì. òàêæå ôîðìóëó (2.17) èç
ïðåäëîæåíèÿ 2.2 äëÿ ω(r) = r ):

δ(Λ) ≡ lim
n→∞

1

λn
ln

1

|L′(λn)|
= lim

r→+∞

1

r
ln

1

L∗(r)
≡ δ∗(Λ), (8.8)

ãäå

d(r) = min
n∈N
|r − λn|, L∗(r) =

|L(r)|
d(r)

.
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Ââåäåì ïî ôîðìóëå (3.16) ìíîæåñòâî êðóãîâ U ñ êîíå÷íîé ñóììîé ðàäèóñîâ. Òîãäà
ìíîæåñòâî

E ≡ R+ ∩ U =
∞⋃
n=1

(
λn −

1

n2
, λn +

1

n2

)
áóäåò èìåòü íóëåâóþ îòíîñèòåëüíóþ ìåðó. Êàê ïîêàçàíî â � 3, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

1

d(r)
= O(r2), r ∈ R+ \ E.

Ïîýòîìó

lim
r→+∞
r/∈E

ln d(r)

r
≥ 0. (8.9)

Èñïîëüçóÿ (8.6), (8.8), (8.9), ïîëó÷àåì

0 = δ∗(Λ) = lim
r→+∞

1

r
ln

d(r)

|L(r)|
≥ lim

r→+∞
r/∈E

{
ln d(r)

r
+

1

r
ln

1

|L(r)|

}

≥ lim
r→+∞
r/∈E

ln d(r)

r
+ lim

r→+∞
r/∈E

1

r
ln

1

|L(r)|
≥ lim

r→+∞
r/∈E

1

r
ln

1

|L(r)|
= − lim

r→+∞
r/∈E

ln |L(r)|
r

,

îòêóäà

lim
r→+∞
r/∈E

ln |L(r)|
r

≥ 0 = hL(0) = lim
r→+∞

ln |L(r)|
r

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáû÷íûé ïðåäåë

lim
r→+∞
r/∈E

ln |L(r)|
r

= 0. (8.10)

Ðàâåíñòâî (8.10) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò íà
ëó÷å arg λ = 0. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.1 çàâåðøåíî.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò êàñàåòñÿ ôóíêöèé, ïîä÷èíåííûõ îöåíêå (8.4), è ïîêàçû-
âàåò, ÷òî â îñëàáëåííîé ïîñòàíîâêå ïðîáëåìà À.Ô. Ëåîíòüåâà ðåøàåòñÿ îòðèöà-
òåëüíî.

Òåîðåìà 8.2. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà γ ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò öåëàÿ

ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ) ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäèêàòîðîì hL(θ) è
ïðîñòûìè íóëÿìè (λn)n∈N, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (8.4), íî íå ÿâëÿþùàÿñÿ

ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî σ > 1 è ïîñòðîèì òàêîé óòî÷íåííûé
ïî Âàëèðîíó ïîðÿäîê (ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ ñì. [72; ãë. I, � 12])

ρ(r)→ 1, r → +∞,

÷òî
lim

r→+∞
l(r) = 1, lim

r→+∞
l(r) = σ, (8.11)

ãäå l(r) = rρ(r)−1. Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ρ(r), óäîâëåòâîðÿþùåé (8.11), àíîíñè-
ðîâàíî â [23]. Â êà÷åñòâå ρ(r) ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ôóíêöèþ

ρ(r) = 1 + lnσ
sin2(ln ln r)

ln r
, r > 1.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè äëÿ òàêîé ôóíêöèè ρ(r) âñåõ ñâîéñòâ óòî÷íåí-
íîãî ïîðÿäêà è ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèé (8.11).

Ïîëîæèì h(r) = rρ(r) è âûáåðåì íà ïîëîæèòåëüíîì ëó÷å ðåãóëÿðíîå îòíîñè-
òåëüíî ρ(r) (ñì., íàïðèìåð, [72; ãë. II, � 1], [76; ãë. I, �� 2, 3]) ìíîæåñòâî òî÷åê

(µn)n∈N : 0 < µ1 < µ2 < . . . ,

èìåþùåå ρ(r)-ïëîòíîñòü

lim
r→+∞

n(r)

h(r)
= ∆ > 0.

Çäåñü n(r) � ÷èñëî òî÷åê µn, ïîïàâøèõ â ïðîìåæóòîê (0, r]. Çàíóìåðîâàâ â ïî-
ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëåé âñå òî÷êè âèäà ±µn, ±iµn, òàêæå ïîëó÷èì ðåãóëÿðíîå
ìíîæåñòâî ïðè ïîêàçàòåëå ρ(r), êàíîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ L(λ) êîòîðîãî ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå

L(λ) = L1(λ)L2(λ), λ ∈ C,

ãäå

L1(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

µ2
n

)
, L2(λ) =

∞∏
n=1

(
1 +

λ2

µ2
n

)
.

Èíäèêàòîð ôóíêöèè L(λ) ïðè ïîðÿäêå ρ(r) îáîçíà÷èì

HL(θ) ≡ lim
r→+∞

ln
∣∣L (reiθ)∣∣
h(r)

, 0 ≤ θ ≤ 2π,

à íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè L(λ) � ÷åðåç

Λ = (λn)n∈N : 0 < |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . .

Ïî ïîñòðîåíèþ èìååì

HL(θ) = π∆ (| sin θ|+ | cos θ|) , 0 ≤ θ ≤ 2π,
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ïðè÷åì L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà îòíîñèòåëüíî óòî÷íåí-
íîãî ïîðÿäêà ρ(r), è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
n→∞

{
1

h(|λn|)
ln |L′(λn)| − HL(arg λn)

}
= 0. (8.12)

Âñå èñïîëüçîâàííûå çäåñü ñâîéñòâà ôóíêöèé ñ ðåãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì íóëåé õî-
ðîøî èçâåñòíû [76; ãë. I, � 2, òåîðåìà 1.2.6 ].

Ïóñòü

Θ ≡
{
πj

2
: j = 0, 1, 2, 3

}
.

Òîãäà

lim
r→+∞

ln
∣∣L (reiθ)∣∣
h(r)

= HL(θ), θ /∈ Θ. (8.13)

Ïîñêîëüêó
ln
∣∣L (reiθ)∣∣
r

=
ln
∣∣L (reiθ)∣∣
h(r)

l(r),

òî èç (8.11) è (8.13) äëÿ âñåõ θ /∈ Θ ïîëó÷àåì

lim
r→+∞

ln
∣∣L (reiθ)∣∣
r

= σHL(θ), lim
r→+∞

ln
∣∣L (reiθ)∣∣
r

= HL(θ).

Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè èíäèêàòîðà îçíà÷àþò, ÷òî ïðè îáû÷-
íîì ïîðÿäêå ρ = 1 ôóíêöèÿ L(λ) èìååò èíäèêàòîð

hL(θ) = σHL(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π,

è íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà (îòíîñèòåëüíî ρ = 1 ), èáî â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç-çà îòñóòñòâèÿ ó L(λ) íóëåé íà ëó÷àõ arg λ = θ, θ /∈ Θ,
ñóùåñòâîâàë áû ïðåäåë

lim
r→+∞

ln
∣∣L (reiθ)∣∣
r

= hL(θ), θ /∈ Θ.

Ïðèâëåêàÿ, íàêîíåö, ñîîòíîøåíèÿ (8.11), (8.13) è ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü èí-
äèêàòîðà

HL(θ) =
1

σ
hL(θ),

ïîëó÷èì

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln |L′(λn)| − 1

σ
hL(arg λn)

}
= lim

n→∞

{
l(|λn|)
h(|λn|)

ln |L′(λn)| − l(|λn|)HL(arg λn) + (l(|λn|)− 1)HL(arg λn)

}
≥ lim

n→∞

{
l(|λn|)

[
1

h(|λn|)
ln |L′(λn)| − HL(arg λn)

]}
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+ lim
n→∞

{HL(arg λn) (l(|λn|)− 1) } ≥ 0.

Èòàê,

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln |L′(λn)| − 1

σ
hL(arg λn)

}
≥ 0.

Ïîñêîëüêó èíäèêàòîð hL(θ) ïîëîæèòåëåí, à ÷èñëî σ > 1 ïðîèçâîëüíî, òî íóæíîå
ïîñòðîåíèå, à ñ íèì è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.

Öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà óäîáíî âíà÷àëå ïîëó÷èòü â îñëàáëåííîì âè-
äå, à ïîñëå äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó â ïîëíîì îáúåìå.

Ïðåäëîæåíèå 8.1. Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ) ñ

ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N è ïîëîæèòåëüíûì èíäèêàòîðîì hL(θ)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8.1). Ïóñòü íà íåêîòîðîé ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êó λ = 0, äëÿ ôóíêöèè L(λ) âûïîëíåíà îöåíêà

inf
λ∈S
|L(λ)| > 0, (8.14)

ãäå S � îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ïî ìåðå ìíîæåñòâî íà l. Òîãäà L(λ) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G ñîäåðæàùóþ íà÷àëî êîîðäèíàò âû-
ïóêëóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé ôóíêöèåé

hG(θ) ≡ sup
z∈G

Re (ze−iθ) = hL(−θ), 0 ≤ θ ≤ 2π.

Òàêàÿ îáëàñòü îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî èíäèêàòîðó hL(θ) > 0 ñîãëàñíî
ôîðìóëå

G =
⋂

0≤θ≤2π

{
z ∈ C : Re (ze−iθ) < hL(−θ)

}
.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

Φ(λ, z) ≡ eλz −
∞∑
n=1

L(λ) eλnz

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C, z ∈ G.

Èç ñâîéñòâ èíäèêàòîðîâ è ñóììû èíòåðïîëÿöèîííîãî ðÿäà Ëàãðàíæà ñðàçó ñëåäó-
þò ïåðå÷èñëåííûå íèæå ñâîéñòâà ôóíêöèè Φ(λ, z). Èìåííî, ïðè ôèêñèðîâàííîì
z ∈ G ôóíêöèÿ Φ(λ, z) ÿâëÿåòñÿ ïî ïåðåìåííîé λ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî òèïà ñ èíäèêàòîðîì

hz,Φ(θ) ≤ hL(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì λ ∈ C ôóíêöèÿ Φ(λ, z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïî z â
îáëàñòè G. Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ z ∈ G âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Φ(λn, z) = 0, n ∈ N.
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Ïîýòîìó ïî òåîðåìå î êàòåãîðèÿõ [72; ãë. I, � 9] ôóíêöèÿ

Ψ(λ, z) ≡ Φ(λ, z)

L(λ)
=

eλz

L(λ)
−

∞∑
n=1

eλnz

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C, z ∈ G,

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ïî ïåðåìåííîé λ ïðè ôèêñèðî-
âàííîì z ∈ G è àíàëèòè÷åñêîé ïî ïåðåìåííîé z â îáëàñòè G ïðè ôèêñèðîâàííîì
λ ∈ C. Ïîêàæåì, ÷òî Ψ(λ, z) ≡ 0 ïðè âñåõ λ ∈ C è z ∈ G.

ÏóñòüK � ïðîèçâîëüíûé ñîäåðæàùèé òî÷êó λ = 0 îòðåçîê, ëåæàùèé â îáëàñòè
G òàê, ÷òî åãî çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ïðÿìîé l. ×åðåç hK(θ) îáîçíà÷èì îïîðíóþ ôóíêöèþ êîìïàêòà K. Äëÿ
âñåõ λ ∈ l \ Λ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

max
z∈K
|Ψ(λ, z)| ≤

max
z∈K
|eλz|

|L(λ)|
+

∞∑
n=1

max
z∈K
|eλnz|

|L′(λn)| |λ− λn|

=
1

|L(λ)|
+

∞∑
n=1

e |λn|hK(arg λn)

|L′(λn)| |λ− λn|
. (8.15)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U îáúåäèíåíèå êðóãîâ

Un =
{
λ ∈ C : |λ− λn| < e−ε |λn|

}
, n ∈ N,

â îïðåäåëåíèè êîòîðûõ ÷èñëî ε > 0 çàôèêñèðîâàíî íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëîñü óñëîâèå

hK(θ) + 3ε ≤ hL(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π. (8.16)

Ïîñêîëüêó L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Λ èìååò êîíå÷íóþ âåðõíþþ ïëîòíîñòü

∆(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|
< +∞.

Ïîýòîìó ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé D âûïîëíåíà îöåíêà

|λn| ≥ Dn, n ∈ N,

ïîêàçûâàþùàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∞∑
n=1

e−ε |λn| <∞. (8.17)

Çàìå÷àÿ, ÷òî ìíîæåñòâî
{ |λ| : λ ∈ l ∩ U }

ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èíòåðâàëîâ ñ êîíå÷íîé ñóììîé äëèí, äå-
ëàåì âûâîä, ÷òî ìíîæåñòâî

S1 ≡ S \ U
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îòíîñèòåëüíî ïëîòíî ïî ìåðå íà ïðÿìîé l. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (8.14) èìååì

inf
λ∈S1

|L(λ)| > 0. (8.18)

Óñëîâèå (8.1) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé A > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

1

|L′(λn)|
≤ Ae |λn| (ε−hL(arg λn)), n ∈ N. (8.19)

Ó÷èòûâàÿ (8.15), (8.16), (8.19) è îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà U, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøå-
íèþ

max
z∈K
|Ψ(λ, z)| ≤ 1

|L(λ)|
+ A

∞∑
n=1

e−ε |λn|, λ ∈ l \ U. (8.20)

Ïðèâëåêàÿ (8.17), (8.18), èç (8.20) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà-
÷åíèè z ∈ K ìîäóëü ôóíêöèè Ψ(λ, z) îãðàíè÷åí íà ìíîæåñòâå λ ∈ S1, îòíîñè-
òåëüíî ïëîòíîì ïî ìåðå íà ïðÿìîé l. Ñîãëàñíî ëåììå Á.ß. Ëåâèíà [74] ìîäóëü
ýòîé ôóíêöèè îãðàíè÷åí íà âñåé ïðÿìîé l. Íî òîãäà ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
z ∈ K ôóíêöèÿ Ψ(λ, z) ÿâëÿåòñÿ ïî ïåðåìåííîé λ öåëîé ôóíêöèåé âïîëíå ðåãó-
ëÿðíîãî ðîñòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç hz,Ψ(θ) èíäèêàòîð ýòîé ôóíêöèè è âîñïîëüçóåìñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì

Ψ(λ, z)L(λ) = eλz −
∞∑
n=1

L(λ) eλnz

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C, z ∈ K, (8.21)

ó÷èòûâàÿ ÷òî èíäèêàòîð ïðîèçâåäåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè (8.21) ðàâåí ñóììå èíäèêà-
òîðîâ ñîìíîæèòåëåé. Ïåðåõîäÿ ê èíäèêàòîðàì, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

hz,Ψ(θ) + hL(θ) ≤ hL(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ñëåäîâàòåëüíî,
hz,Ψ(θ) ≡ 0, 0 ≤ θ ≤ 2π, z ∈ K.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì z ∈ K ìîäóëü |Ψ(λ, z)| îãðàíè÷åí íà ïðÿìîé λ ∈ l,
è Ψ(λ, z) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Îòñþäà ïî
ïðèíöèïó Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà â ôîðìå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 22 èç [72; ãë. I, � 14]
ïîëó÷àåì

Ψ(λ, z) ≡ cz, λ ∈ C, z ∈ K. (8.22)

Çàôèêñèðóåì z ∈ K è âåðíåìñÿ ê îöåíêå

|Ψ(λ, z)| ≤ 1

|L(λ)|
+

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

eλnz

L′(λn) (λ− λn)

∣∣∣∣∣ , λ ∈ l \ Λ. (8.23)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (8.23) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè λ→∞, λ /∈ U. Âû-
áåðåì ñîãëàñíî òåîðåìå Â.Áåðíøòåéíà (ñì., íàïðèìåð, [72; ãë. I, � 18, òåîðåìà 31])
íà îäíîì èç äâóõ ëó÷åé l θ0 , ñîñòàâëÿþùèõ ïðÿìóþ l, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

µj = rje
iθ0 →∞, j →∞,
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òàê, ÷òîáû µj /∈ U è

|L(µj)| > exp

(
1

2
hL(θ0) rj

)
, j ∈ N.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

1

L(µj)
→ 0,

∞∑
n=1

eλnz

L′(λn) (µj − λn)
→ 0, j →∞.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé (8.22), (8.23) äàþò

Ψ(µj, z) ≡ 0, j ∈ N, z ∈ K. (8.24)

Ñî÷åòàÿ (8.22), (8.24) ñ òåîðåìîé åäèíñòâåííîñòè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïðè-
õîäèì ê òîæäåñòâó

Ψ(λ, z) ≡ 0, λ ∈ C, z ∈ G. (8.25)

Ïîäñòàâëÿÿ (8.25) â (8.21), âèäèì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ eλz äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

eλz =
∞∑
n=1

L(λ) eλnz

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C, z ∈ G, (8.26)

ïî ñèñòåìå ýêñïîíåíò
EΛ ≡

{
eλnz

}
n∈N , z ∈ G,

ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîë÷èíåíû óñëîâèþ (8.1). Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû
ìîíîãðàôèè [76; ãë. IV, � 6] èëè îáçîðà [57; ãë. III, � 1], èç (8.26) ïîëó÷èì, ÷òî L(λ)
åñòü ôóíêöèÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Ïðåäëîæåíèå 8.1 äîêàçàíî.

Îêàçûâàåòñÿ, ïðåäëîæåíèå 8.1 ñîõðàíÿåò ñèëó ïðè ìåíåå æåñòêîì, ÷åì (8.14),
äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà ôóíêöèþ L(λ). Èìåííî, ìîæíî ðàçðåøèòü ôóíêöèè
L(λ) ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ (íî íå ñëèøêîì áûñòðî) âäîëü íåêîòîðîãî îòíîñèòåëüíî
ïëîòíîãî ïî ìåðå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé. Äàäèì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ) ñ ìíî-

æåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N è ïîëîæèòåëüíûì èíäèêàòîðîì hL(θ)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8.1). Ïóñòü íà íåêîòîðîé ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êó λ = 0, äëÿ ôóíêöèè L(λ) âûïîëíåíà îöåíêà

inf { |L(λ)| expω(|λ|) : λ ∈ S } > 0, (8.27)

ãäå S � îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ïî ìåðå ìíîæåñòâî íà l, à ω(r) � ïîëîæè-

òåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî) ïðè r ≥ a ôóíêöèÿ, ïîä÷èíåííàÿ

òðåáîâàíèþ (1.10). Òîãäà L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì ñèòóàöèþ ê ðàññìîòðåííîé â ïðåäëîæåíèè 8.1. Âû-
áåðåì ÷èñëî ε > 0 è îïðåäåëèì âåñ

ωε(r) ≡ (1 + ε)ω(r), r ≥ a.

Íîâàÿ ôóíêöèÿ ωε(r) ïîä÷èíåíà, êàê è ω(r), òðåáîâàíèþ (1.10). Ïðèìåíÿÿ òåîðå-
ìó Èíãàìà-Ëåâèíñîíà (ñì. [105; � 3.3]), ïîñòðîèì ÷åòíóþ öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà F (λ), èìåþùóþ òîëüêî âåùåñòâåííûå
íóëè, èíäèêàòîðíóþ äèàãðàììó â âèäå îòðåçêà ìíèìîé îñè è óäîâëåòâîðÿþùóþ
îöåíêå

|F (r)| ≤ exp (−ωε(r)) , r > r0. (8.28)

Ïðè ýòîì ÷èñëî ε > 0 ìîæíî âçÿòü íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíî-
øåíèå

hF (θ) ≤ hL(θ)− 4ε, 0 ≤ θ ≤ 2π. (8.29)

Ââåäåì îáúåäèíåíèå êðóãîâ ñ êîíå÷íîé ñóììîé ðàäèóñîâ

U ≡
∞⋃
n=1

{
λ ∈ C : |λ− λn| < e−ε |λn|

}
è ôóíêöèþ

Φ(λ) ≡ F (λ)

L(λ)
−

∞∑
n=1

F (λn)

L′(λn)(λ− λn)
, λ ∈ C. (8.30)

Èñïîëüçóÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò F (λ), ïîëó÷èì, ÷òî c íåêîòîðîé ïîëîæèòåëü-
íîé êîíñòàíòîé B ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|F (λn)| ≤ B exp {(hF (arg λn) + ε)|λn|} , n ∈ N.

Ó÷èòûâàÿ åùå (8.19), (8.29), äëÿ âñåõ λ /∈ U è n ∈ N âûâîäèì îöåíêó∣∣∣∣ F (λn)

L′(λn) (λ− λn)

∣∣∣∣ ≤ B

A
exp {(hF (arg λn)− hL(arg λn) + 3ε)|λn|} ≤

B

A
e−ε |λn|.

Îòñþäà è èç òåîðåìû î êàòåãîðèÿõ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì çàêëþ÷àåì, ÷òî Φ(λ),
îïðåäåëåííàÿ ïîñðåäñòâîì (8.30), åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìàÿ l èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñîâïàäàåò ñ âåùåñòâåííîé
îñüþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, S ⊂ R, ÷òî, ðàçóìååòñÿ, îáùíîñòè ðàññóæäåíèé íå íàðó-
øàåò. Ñåðèÿ äàëüíåéøèõ øàãîâ ïîêàæåò, ÷òî Φ(λ) ≡ 0. Èç (8.27), (8.28) âûòåêàåò
ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êîíñòàíòû M > 0, ÷òî∣∣∣∣F (λ)

L(λ)

∣∣∣∣ ≤ M exp {−ωε(|λ|) + ω(|λ|)} = M e−ε ωε(|λ|), λ ∈ S.

Çíà÷èò, ïðè λ ∈ S \ U ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Φ(λ)| ≤M e−ε ωε(|λ|) +
B

A

∞∑
n=1

e−ε |λn|.
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Èòàê, öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà Φ(λ) îãðàíè÷åíà íà îòíîñèòåëüíî
ïëîòíîì ïî ìåðå ìíîæåñòâå S \U, à ïî ëåììå Á.ß. Ëåâèíà èç [74] � è íà âñåé ïðÿ-
ìîé R. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Φ(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò. Ýòîò ôàêò
ìû èñïîëüçóåì íèæå ïðè íàõîæäåíèè åå èíäèêàòîðà, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî ¾èíäèêà-
òîð ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ñóììå èíäèêàòîðîâ¿. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïîëàãàåì

Ψ(λ) ≡ L(λ)
∞∑
n=1

F (λn)

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C,

îòìå÷àÿ, ÷òî Ψ(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ èíäèêàòîðîì

hΨ(θ) ≤ hL(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ïðîàíàëèçèðóåì òåïåðü òîæäåñòâî

F (λ) = Ψ(λ) + Φ(λ)L(λ), λ ∈ C.

Ñîãëàñíî (8.29) èìååì hF (θ) < hL(θ) ïðè âñåõ θ. Åñëè áû ïðè êàêîì-òî çíà÷åíèè
θ0 âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî hΦ(θ0) > 0, òî ìû ìîãëè áû çàïèñàòü

hF (θ0) = max {hΨ(θ0), hΦ(θ0) + hL(θ0)} = hΦ(θ0) + hL(θ0) > hL(θ0),

ïðèõîäÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Φ(λ) èìååò íóëåâîé ýêñïîíåí-
öèàëüíûé òèï. Áîëåå òîãî, ïî òåîðåìå Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà Φ(λ) åñòü òîæäå-
ñòâåííàÿ êîíñòàíòà, òàê êàê âåëè÷èíà |Φ(λ)| îãðàíè÷åíà íà R. Íî ïðè λ→∞ ïî
ìíîæåñòâó S \ U èìååì

|Φ(λ)| ≤M e−ε ωε(|λ|) +

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

F (λn)

L′(λn)(λ− λn)

∣∣∣∣∣→ 0.

Èòàê, Φ(λ) ≡ 0. Ñîãëàñíî (8.30) äëÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè F (λ)/L(λ) ñïðàâåä-
ëèâî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå äðîáè

F (λ)

L(λ)
=

∞∑
n=1

F (λn)

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå C \ U, ïîýòîìó
íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|L(λ)| ≥ C |F (λ)|, λ ∈ C \ U.

Íî äëÿ ôóíêöèÿ F (λ) ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïî ìíèìîé îñè

lim
r→+∞

ln |F (ir)|
r

> 0.

Òàêèì îáðàçîì, íà ìíèìîé îñè ìîæíî âûáðàòü îòíîñèòåëüíî ïëîòíîå ïî ìåðå ìíî-
æåñòâî S0, íà êîòîðîì

inf
λ∈S0

|L(λ)| > 0.

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 8.1, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé
ðîñò. Òåîðåìà 8.3 äîêàçàíà.
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Ïðèâåäåì åùå îäèí ðåçóëüòàò, âûòåêàþùèé èç ïðåäëîæåíèÿ 8.1.

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü ÷åòíàÿ èëè íå÷åòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà L(λ) ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N è ïîëîæèòåëüíûì èíäè-

êàòîðîì hL(θ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8.1). Ïóñòü ïðè êàêèõ-ëèáî 0 ≤ θ0 ≤ 2π
è D > 0 ìíîæåñòâî Λ ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðàõ

Γ(θ0, D) ≡
{
λ ∈ C : Re

(
λe−iθ0

)2 ≤ D
}
.

Òîãäà L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ôóíêöèÿ L(λ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé. Òîãäà

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
, λ ∈ C.

Ïîñêîëüêó Λ ⊂ Γ(θ0, D), òî ïðè âñåõ n ∈ N âåðíà îöåíêà

|λn|2 cos(2(arg λn − θ0)) ≤ D.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî îöåíèì ñíèçó |L(λ)| íà ëó÷å lθ0 ≡ {λ ∈ C : arg λ = θ0} . Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî λ ∈ lθ0 , |λ| ≥

√
2D, èìååì

|L(λ)| =
∞∏
n=1

√
1− 2

∣∣∣∣ λλn
∣∣∣∣2 cos(2(arg λn − θ0)) +

∣∣∣∣ λλn
∣∣∣∣4

≥
∞∏
n=1

√
1 +

|λ|2
|λn|4

(|λ|2 − 2D) ≥ 1.

Â ñèëó ÷åòíîñòè L(λ) îöåíêà

|L(λ)| ≥ 1, |λ| ≥
√

2D,

âûïîëíåíà íà âñåé ïðÿìîé l, ñîäåðæàùåé ëó÷ lθ0 . Ïî ïðåäëîæåíèþ 8.1 ôóíêöèÿ
L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò. Òåîðåìà 8.4 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ÷åòíàÿ èëè íå÷åòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî

òèïà L(λ) ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N è ïîëîæèòåëüíûì èíäè-

êàòîðîì hL(θ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8.1). Ïóñòü ïðè êàêîì-ëèáî 0 ≤ θ0 ≤ 2π
ìíîæåñòâî Λ ñîäåðæèòñÿ â óãëàõ

θ0 +
π

4
≤ arg λ ≤ θ0 +

3π

4
, θ0 +

5π

4
≤ arg λ ≤ θ0 +

7π

4
.

Òîãäà L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ Λ ⊂ Γ(θ0, D) äëÿ ëþáîãî D > 0. Îñòàåòñÿ
ïðèìåíèòü òåîðåìó 8.4.
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Ê ðåçóëüòàòàì ýòîãî ïàðàãðàôà ïðèìûêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà òèïà Ëåâèíñî-
íà.

Ïðåäëîæåíèå 8.2. Ïóñòü (νn)n∈N è (µn)n∈N � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

âèäà (1.1) ñ ïîëîæèòåëüíûìè íèæíèìè ïëîòíîñòÿìè (1.3) è êîíå÷íûìè âåðõ-

íèìè ïëîòíîñòÿìè D1 è D2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

ν2
n

) (
1 +

λ2

µ2
n

)
, λ ∈ C,

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
n→∞

ln |L′(νn)|
νn

= hL(0), lim
n→∞

ln |L′(iµn)|
µn

= hL(π/2).

Ïóñòü Φ(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà < π
√
D2

1 +D2
2, ïðè÷åì

α1 ≡ max

{
lim
n→∞

ln |Φ(νn)|
νn

, lim
n→∞

ln |Φ(−νn)|
νn

}
< πD2,

α2 ≡ max

{
lim
n→∞

ln |Φ(iµn)|
µn

, lim
n→∞

ln |Φ(−iµn)|
µn

}
< πD1.

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

sup

{
hΦ(θ)

hL(θ)
: 0 ≤ θ ≤ 2π

}
= max

{
α1

πD2

,
α2

πD1

}
,

sup
λ∈C
| Φ(λ)| = max

{
sup
n∈N
|Φ(±νn)|, sup

n∈N
|Φ(±iµn)|

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò. Äåé-
ñòâèòåëüíî, L(λ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, âñå åå
íóëè ïðîñòûå è ëåæàò íà âåùåñòâåííîé è ìíèìîé îñÿõ. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå (8.1). Ïðîâåðèì, ÷òî èíäèêàòîð hL(θ) ïîëîæèòåëåí. Ñîãëàñíî [72; ñ. 245]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim
r→∞

νL(r)

r
≤ 1

2π

[
hL

(π
2

)
+ hL

(
−π

2

) ]
,

ãäå νL(r) � ÷èñëî íóëåé L(λ) â êðóãå {λ ∈ C : |λ− r/2| ≤ r/2} . Ïîýòîìó

hL

(π
2

)
≥ π lim

n→∞

n

νn
> 0.

Àíàëîãè÷íî, hL(0) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, hL(θ) > 0 äëÿ âñåõ θ. Ïî ñëåäñòâèþ èç
òåîðåìû 8.4 ôóíêöèÿ L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò. Íî òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (νn)∞n=1 è (µn)∞n=1 èìåþò ïëîòíîñòè D1 è D2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòåëüñòâî
çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì [62; òåîðåìà 10].

Óñòàíîâëåííîå óòâåðæäåíèå óòî÷íÿåò ÷àñòü öèòèðîâàííîãî âûøå ðåçóëüòàòà
Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà [62; òåîðåìà 10 ïðè γ = 1]. Îòìåòèì åùå âûòåêàþùåå èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 8.2 îáîáùåíèå èçâåñòíîé òåîðåìû Ëåâèíñîíà (ñì., íàïðèìåð, [72; ñ. 267]).
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ÷èñëà νn è µn òàêèå æå, êàê è â ïðåäëîæåíèè 8.2.
Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà Φ(λ) îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå

òî÷åê ±νn, ±iµn, à åå òèï ìåíüøå ÷èñëà π
√
D2

1 +D2
2. Òîãäà Φ(λ) åñòü òîæ-

äåñòâåííàÿ êîíñòàíòà.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 8.1 îöåíêå (8.14)
óäîâëåòâîðÿåò öåëàÿ ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ âåëè÷èíà êîòîðîé ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïðî-
ñòûå äðîáè. Ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè ïðîñòûõ äðîáåé èçó÷àþòñÿ â òðåòüåé
ãëàâå äèññåðòàöèè. Ñåé÷àñ æå ìû äàäèì îäíî óòâåðæäåíèå, îòíîñÿùååñÿ ê ðàçëî-
æåíèþ íà ïðîñòûå äðîáè. Ýòîò ðåçóëüòàò áóäåò ïðèìåíåí â òåîðèè ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ñèñòåì ýêñïîíåíò (ñì. � 9).

Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ìíî-

æåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N è ïîëîæèòåëüíûì èíäèêàòîðîì hL(θ),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (8.3) è äîïóñêàþùàÿ ðàçëîæåíèå

1

L(λ)
=

∞∑
n=1

1

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ. (8.31)

Òîãäà L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U � ìíîæåñòâî êðóãîâ ñ êîíå÷íîé ñóììîé ðàäèó-
ñîâ, îïðåäåëåííîå â (3.16). Òîãäà èç (8.31) ñ ó÷åòîì (8.3) èìååì

1

|L(λ)|
≤

∞∑
n=1

n2

|L′(λn)|
≡ 1

C
, λ ∈ C \ U.

Â ÷àñòíîñòè, íà ìíîæåñòâå S ≡ R \ U, îòíîñèòåëüíî ïëîòíîì ïî ìåðå, ñ ïîëîæè-
òåëüíîé êîíñòàíòîé C âåðíà îöåíêà

|L(λ)| ≥ C, λ ∈ S.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 8.1 L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò. Òåîðåìà 8.5 äîêàçàíà.

� 9. Àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ýêñïîíåíò

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−θ)
è A(G) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè G ôóíêöèé ñ òîïîëîãè-
åé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç G. Âîçüìåì êàêóþ-ëèáî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Λ = (λn)n∈N ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ åäèíñòâåííîé
ïðåäåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè è ñîñòàâèì ñèñòåìó ýêñïîíåíò

EΛ ≡
{
eλnz

}
n∈N , z ∈ G.

Ñëåäóÿ îáùåìó îïðåäåëåíèþ [57], íàçûâàåì EΛ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé ñè-

ñòåìîé (ÀÏÑ) â A(G), åñëè êàæäóþ ôóíêöèþ f(z) èç A(G) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
(íå îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì) â âèäå ñóììû ðÿäà

f(z) =
∞∑
n=1

cn e
λnz, cn ∈ C, n ∈ N, (9.1)
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ñõîäÿùåãîñÿ àáñîëþòíî ïî òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà A(G). Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü,
êàê â [57], ÷òî EΛ � ýôôåêòèâíî àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìà (ÝÀÏÑ)
â A(G), åñëè EΛ ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â A(G), è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(z) ∈ A(G) ñóùå-
ñòâóåò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ õîòÿ áû îäíîãî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä (9.1).

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû îá ÀÏÑ è ÝÀÏÑ ýêñïîíåíò ïðèíàäëåæàò À.Ô. Ëåîíòüå-
âó [76]. Îäèí èç íèõ ìû ñåé÷àñ ñôîðìóëèðóåì. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü
öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ) ñ ïðîñòûìè íóëÿìè λn, n ∈ N,
èíäèêàòîðîì hL(θ) = h(θ), è îáðàçóåì ñèñòåìó ôóíêöèé

ψn(t) =
1

L′(λn)

∞∫
0

L(λ)

λ− λn
e−λt dλ, n ∈ N, (9.2)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî ëó÷ó arg λ = θ. Êàê äîêàçàíî â ìîíîãðàôèè
[76; ãë. IV, � 1], ôóíêöèè ψn(t) ðåãóëÿðíû âíå G, è (9.2) � áèîðòîãîíàëüíàÿ
ê
{
eλnz

}
n∈N ñèñòåìà. Äàëåå, êàæäîé ôóíêöèè f(z) ∈ A(G), ò. å. àíàëèòè÷åñêîé

íà êîìïàêòå G, ñîïîñòàâëÿåòñÿ ðÿä

f(z) ∼
∞∑
n=1

cn e
λnz, cn =

1

2πi

∫
Γ

f(t)ψn(t) dt, n ∈ N, (9.3)

ãäå Γ � êîíòóð, îõâàòûâàþùèé G, íà êîòîðîì è âíóòðè êîòîðîãî f(z) � àíà-
ëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ñèìâîëîì [1, h(θ)) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ
ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, èíäèêàòîðû êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì h(θ), à [1, 0]
åñòü êëàññ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà íóëü.

Òåîðåìà 9.1 [76; ÷àñòü òåîðåìû èç Äîïîëíåíèÿ]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä

ýêñïîíåíò (9.3) ñõîäèëñÿ â îáëàñòè G ê ñâîåé ôóíêöèè f(z), êàêîâà áû íè áûëà

f(z) ∈ A(G), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëþáàÿ ôóíêöèÿ Φ(λ) èç [1, h(θ))
äîïóñêàëà ïðåäñòàâëåíèå

Φ(λ) =
∞∑
n=1

Φ(λn)

L′(λn)

L(λ)

λ− λn
, λ ∈ C. (9.4)

Â [76] óêàçàí òàêæå öåëûé ðÿä äðóãèõ ðàâíîñèëüíûõ (9.4) óñëîâèé ñõîäèìîñòè
ðÿäà (9.3) (àáñîëþòíî ïî òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà A(G)) èìåííî ê f(z). Îäíî èç
íèõ: L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå (8.3). Â ðàáîòå [60] òàêàÿ ôóíêöèÿ L(λ) íàçâàíà (1, h(θ))-èíòåðïîëèðóþùåé.

Òåîðåìà 9.1 äîñòàâëÿåò ïðèìåðû ÝÀÏÑ â ïðîñòðàíñòâå A(G) ñ èíäóöèðîâàí-
íîé èç A(G) òîïîëîãèåé. Èç ðåçóëüòàòîâ [76], [57] ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ýêñïî-
íåíò ñ ïîêàçàòåëÿìè â íóëÿõ (1, h(θ))-èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè áóäåò îáðàçîâû-
âàòü ÝÀÏÑ è â ïðîñòðàíñòâå A(G). Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (9.3)
â G ê ñâîåé ôóíêöèè f(z) äîñòàòî÷íî â óñëîâèè (9.4) âçÿòü ëèøü îäíó ôóíêöèþ
Φ(λ) ≡ 1. Òåì ñàìûì âûÿâëÿåòñÿ âàæíàÿ ðîëü, êîòîðóþ â òåîðèè ÀÏÑ ýêñïîíåíò
èãðàþò ðàçëîæåíèÿ ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè íà ïðîñòûå äðîáè.
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Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C, 0 ∈ G, è
h(−θ) � åå îïîðíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî

òèïà ñ èíäèêàòîðîì h(θ) è ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ = (λn)n∈N . Ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ðÿä (9.3), ñîñòàâëåííûé ïî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(z) ∈ A(G), ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî â A(G) ê ñâîåé ôóíêöèè f(z);

2) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (8.31), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ (8.3);
3) ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ

ϕ(λ) ≡
∞∑
n=1

1

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ,

ñ êîýôôèöèåíòàìè, ïîä÷èíåííûìè (8.3), íå èìååò íóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü òîëüêî èìïëèêà-
öèé 2) ⇒ 1) è 3) ⇒ 2), ïîñêîëüêó 2) ñ î÷åâèäíîñòüþ âëå÷åò 3), à 1) ⇒ 2) èìååò
ìåñòî ïî òåîðåìå 9.1.

Èòàê, ïóñòü ïðè óñëîâèè (8.3) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (8.31). Òîãäà ïî òåî-
ðåìå 8.5 ôóíêöèÿ L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò. Òàêèì îáðàçîì, L(λ) ÿâ-
ëÿåòñÿ (1, h(θ))-èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèåé. Îòñþäà, êàê îòìå÷àëîñü ïîñëå ôîð-
ìóëèðîâêè òåîðåìû 9.1, óæå ñëåäóåò óñëîâèå (9.4). Ïîýòîìó 2)⇒ 1).

Äîêàæåì, ÷òî 3)⇒ 2). Èç óòâåðæäåíèÿ 3) ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî

Ψ(λ) ≡ ϕ(λ)L(λ) =
∞∑
n=1

L(λ)

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C, (9.5)

åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ èíäèêàòîðîì

hΨ(θ) ≤ h(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π,

íå èìåþùàÿ íóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ÷èñëà a ∈ C, A ∈ C\{0} , òàêèå, ÷òî

Ψ(λ) = Ae aλ, λ ∈ C, (9.6)

ïðè÷åì Ψ(λn) = 1 äëÿ âñåõ n ∈ N, ò. å. e aλn = A−1 äëÿ âñåõ n. Îòñþäà

Re (aλn) = − ln |A|, n ∈ N. (9.7)

Äîïóñòèì, ÷òî a 6= 0. Òîãäà ïðåäûäóùèå ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî òî÷êè λn ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Ñäåëàâ ëèíåéíóþ çàìåíó àðãóìåíòà, ïåðåéäåì îò ôóíêöèè L(λ)
ê íîâîé ôóíêöèè ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè. Ïî ëåììå 8.1 íîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò
ïîëîæèòåëüíûé èíäèêàòîð è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8.3). Ïîýòîìó áóäåì ñðàçó
ñ÷èòàòü, ÷òî Λ ⊂ R. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Àäàìàðà, ðàçëîæèì L(λ) â áåñêîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå:

L(λ) = λs e bλ+d

∞∏
n=1

(
1− λ

λn

)
e

λ
λn , λ ∈ C,
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ãäå s ∈ {0, 1} , b, d ∈ C. Ïîëîæèì

L1(λ) ≡ e−(i Im b)λ L(λ), λ ∈ C.

Èñïîëüçóÿ âåùåñòâåííîñòü λn è ïîëîæèòåëüíîñòü èíäèêàòîðà hL(θ), ïîëó÷èì ñî-
îòíîøåíèÿ

|L1(iµ)| = |µ|s eRe d

∞∏
n=1

√
1 +

µ2

λ2
n

≥ |µ|s eRe d, µ ∈ R,

hL1

(π
2

)
= hL1

(
−π

2

)
> 0.

Ó÷èòûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ è ëåììó 8.1, âèäèì, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ÷èñëà
c ∈ R ôóíêöèÿ

L2(λ) ≡ e c λ L1(λ), λ ∈ C,

óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïðåäïîëîæåíèÿì ïðåäëîæåíèÿ 8.1. Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíåå, óáåæ-
äàåìñÿ â òîì, ÷òî L2(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò. Ñëåäîâàòåëüíî, L(λ) òàê-
æå åñòü ôóíêöèÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Ïîñêîëüêó ê òîìó æå âñå íóëè ôóíê-
öèè L(λ) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, òî åå èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà îáÿçàíà áûòü
îòðåçêîì (ñì. [72; ãë. V, � 4]). Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì

hL(θ) > 0, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Èòàê, â ñîîòíîøåíèè (9.7) a = 0, A = 1, è (9.6) äàåò Ψ(λ) ≡ 1. Íî òîãäà
èç (9.5) ïîëó÷àåì (8.31). Óñëîâèå 2) âûïîëíåíî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.2 çàâåð-
øåíî.

Äëÿ óäîáñòâà ôîðìóëèðîâîê ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
íåêîòîðûå êëàññû öåëûõ ôóíêöèé. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó çàôèêñèðîâàíû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Λ = (λn)n∈N ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ åäèíñòâåííîé
ïðåäåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè è îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü G ñ îïîð-
íîé ôóíêöèåé h(−θ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(Λ; h) êëàññ âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ) òàêèõ, ÷òî

hL(θ) ≤ h(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π,

è âñå òî÷êè λn ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè íóëÿìè L(λ). Åñëè L ∈ M(Λ; h), òî ó L(λ)
ìîãóò áûòü íóëè, îòëè÷íûå îò λn, ïðè÷åì ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòè. Ïóñòü åùå
M̃(Λ; h) îáîçíà÷àåò ïîäêëàññ òåõ ôóíêöèé L ∈ M(Λ; h), äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî
Λ(L) \ Λ ëèáî ïóñòî, ëèáî êîíå÷íî, ëèáî èìååò íóëåâóþ ïëîòíîñòü. Çäåñü Λ(L)
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé ôóíêöèè L(λ).

Ñôîðìóëèðóåì ïðèíàäëåæàùèé Þ.Ô. Êîðîáåéíèêó êðèòåðèé òîãî, ÷òî ñèñòå-
ìà ýêñïîíåíò EΛ, ïîñòðîåííàÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â ïðî-
ñòðàíñòâå A(G).
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Òåîðåìà 9.3 [57; ãë. III, � 1, òåîðåìà 6 ïðè ρ = 1]. Ïóñòü êëàññ M(Λ; h)
íå ïóñò, è L(λ) ∈M(Λ; h). Ñèñòåìà EΛ ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â A(G) â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ D(λ) ∈ [1, 0] \ {0} òàêàÿ, ÷òî

D(λ) eλz =
∞∑
n=1

D(λn)

L′(λn)

L(λ)

λ− λn
eλnz, λ ∈ C, z ∈ G, (9.8)

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïî òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà A(G). Äàëåå, äëÿ òîãî

÷òîáû EΛ áûëà ÀÏÑ â A(G), íåîáõîäèìî, à åñëè Λ(L) = Λ, òî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå: L(λ) èìååò èíäèêàòîð h(θ), âïîëíå ðåãóëÿðíûé
ðîñò, è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ D(λ) ∈ [1, 0] \ {0} òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

{
1

|λn|
ln

∣∣∣∣D(λn)

L′(λn)

∣∣∣∣ + h(arg λn)

}
≤ 0. (9.9)

Äëÿ îáëàñòè G, ñîäåðæàùåé òî÷êó z = 0, òåîðåìà 9.3, êàê ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì,
äîïóñêàåò óñèëåíèå â òîì æå êëþ÷å, ÷òî è òåîðåìà 9.1.

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C, 0 ∈ G, è
h(−θ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè G. Ïóñòü, äàëåå, êëàññ M(Λ; h) íå ïóñò, è

L ∈M(Λ; h). Ñèñòåìà EΛ ÿâëÿåòñÿ ÀÏÑ â A(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñ

íåêîòîðîé îòëè÷íîé îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ ôóíêöèåé D(λ) èç [1, 0] ñïðàâåä-
ëèâî ðàçëîæåíèå

D(λ)

L(λ)
=

∞∑
n=1

D(λn)

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ, (9.10)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèþ (9.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî. Åñëè â ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ òåîðåìû EΛ � ÀÏÑ â A(G), òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (9.8) èç
òåîðåìû 9.3. Â ÷àñòíîñòè, ïðè z = 0 ∈ G ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèå (9.10), ïðè-
÷åì óñëîâèå (9.9) ðàâíîñèëüíî àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ïî òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà
A(G) ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9.8) ïðè ôèêñèðîâàííîì λ /∈ Λ.

Îáðàòíî, ïóñòü ïðè óñëîâèè (9.9) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (9.10). Äîïóñòèì, ÷òî
Λ(L) \ Λ 6= Ø è λ0 ∈ Λ(L) \ Λ. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Λ(D) ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé
ôóíêöèè D(λ). Èç (9.10) ëåãêî âèäåòü, ÷òî â òî÷êå λ0 ôóíêöèÿ D(λ) äîëæíà
îáðàòèòüñÿ â íóëü, îòêóäà âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

Λ(L) \ Λ ⊆ Λ(D).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Λ(L) \ Λ èìååò íå áîëåå ÷åì íóëåâóþ ïëîòíîñòü, è
L ∈ M̃(Λ; h). Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

Φ(λ, z) ≡ D(λ) eλz −
∞∑
n=1

D(λn)

L′(λn)

L(λ)

λ− λn
eλnz, λ ∈ C, z ∈ G, (9.11)
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êîòîðàÿ â ñèëó (9.9) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïî z â îáëàñòè G ïðè ôèêñèðîâàííîì
λ ∈ C, à òàêæå öåëîé ïî λ ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ èíäèêàòîðîì, íå
ïðåâîñõîäÿùèì h(θ), ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ G. Âàæíî, ÷òî

Φ(λ, z) = 0, λ ∈ Λ(L), z ∈ G.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ

Ψ(λ, z) ≡ Φ(λ, z)

L(λ)
=

D(λ)

L(λ)
eλz −

∞∑
n=1

D(λn)

L′(λn)

eλnz

λ− λn
, λ ∈ C, z ∈ G,

ÿâëÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ G ïî ïåðåìåííîé λ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà.

Ïîêàæåì, ÷òî
Ψ(λ, z) ≡ 0, λ ∈ C, z ∈ G. (9.12)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå 0 ∈ G, âûáåðåì îòðåçîê K ìíèìîé îñè, ëåæàùèé â G, è ÷èñëî
ε > 0 òàê, ÷òîáû

hK(θ) + 3ε ≤ h(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π,

ãäå hK(−θ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U îáúåäèíåíèå êðó-
ãîâ

Un =
{
λ ∈ C : |λ− λn| < e−ε|λn|

}
, n ∈ N,

c êîíå÷íîé ñóììîé ðàäèóñîâ. Íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ (9.10) ñ ó÷åòîì (9.9) è
âûáîðà ÷èñëà ε > 0 äëÿ âñåõ λ ∈ R \ U è z ∈ K ìîæíî çàïèñàòü îöåíêó

|Ψ(λ, z)| ≤
∣∣∣∣D(λ)

L(λ)

∣∣∣∣ + A
∞∑
n=1

exp { (2ε− h(arg λn) + hK(arg λn))|λn| } ≤ B,

ïðè÷åì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà A, B íå çàâèñÿò îò àðãóìåíòîâ ôóíêöèè Ψ. Ïî-
ëó÷åííîé îöåíêè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïî ñõåìå, íåîäíîêðàòíî ïðèìåíÿâøåéñÿ âûøå,
âûâåñòè ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ K öåïî÷êó èìïëèêàöèé:

|Ψ(λ, z)| îãðàíè÷åí íà R \ U ⇒ |Ψ(λ, z)| îãðàíè÷åí íà R

⇒ Ψ(λ, z) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà

⇒ Ψ(λ, z) ∈ [1, 0] ⇒ Ψ(λ, z) ≡ cz.

Òàêèì îáðàçîì,
Ψ(λ, z) ≡ cz, λ ∈ C, z ∈ K.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ K ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Ψ(λ, z)→ 0, λ→∞, λ ∈ R \ U,

ïîñêîëüêó ïðè óêàçàííûõ z è λ ñ àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé C > 0 èìååì

|Ψ(λ, z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

D(λn) (1− eλnz)
L′(λn) (λ− λn)

∣∣∣∣∣
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≤ C
∞∑
n=1

e|λn|(ε−h(arg λn)+hK(arg λn))

|λ− λn|
≤ C

∞∑
n=1

e−2ε |λn|

|λ− λn|
.

Èòàê, cz = 0 äëÿ âñåõ z ∈ K, à ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè � è äëÿ âñåõ z ∈ G.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå (9.12). Íî òîãäà

Φ(λ, z) ≡ 0, λ ∈ C, z ∈ G. (9.13)

Ïîäñòàâëÿÿ (9.13) â (9.11), ïîëó÷àåì (9.8). Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3 ñèñòåìà ýêñïî-
íåíò EΛ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùåé â ïðîñòðàíñòâå A(G). Äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 9.4 çàâåðøåíî.

Çàäà÷à îá îïèñàíèè â ðàçëè÷íûõ òåðìèíàõ ïîêàçàòåëåé àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ ñèñòåì ýêñïîíåíò (èëè îáîáùåííûõ ýêñïîíåíò), âêëþ÷àÿ è óñòðàíåíèå ¾çà-
çîðà¿ ìåæäó íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷íîé ÷àñòÿìè â òåîðåìå 9.3, ïîëó÷èëà áëèçêîå
ê îêîí÷àòåëüíîìó ðåøåíèå â ðàáîòàõ À.Â. Àáàíèíà [1]�[3]. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí
èç åãî ðåçóëüòàòîâ [2] ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå EΛ è ïðîñòðàíñòâó A(G).

Òåîðåìà 9.5 [2; òåîðåìà 3 èëè 4, óñëîâèå ã) ïðè ρ(r) ≡ 1]. Ïóñòü G �

îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C ñ îïîðíîé ôóíêöèåé h(−θ), è Λ = (λn)n∈N �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ åäèíñòâåííîé ïðå-

äåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà EΛ áûëà ÀÏÑ â

A(G), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ñîäåðæàëà ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü Λ′ ⊂ Λ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ: ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíê-

öèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà L(Λ) ñ èíäèêàòîðîì h(θ)
è ïðîñòûìè íóëÿìè â òî÷êàõ èç Λ′, äëÿ êîòîðîé ñîâîêóïíîñòü âñåõ åå íóëåé îò-
ëè÷àåòñÿ îò Λ′ íå áîëåå, ÷åì íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íóëåâîé ïëîòíîñòüþ, è

lim
n→∞
λn∈Λ′

{
1

|λn|
ln |L′(λn)| − h(arg λn)

}
= 0. (9.14)

Ïðèâëåêàÿ òåîðåìû 9.4, 9.5, äàäèì îïèñàíèå ïîêàçàòåëåé àáñîëþòíî ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ñèñòåì ýêñïîíåíò â òåðìèíàõ ðàçëîæåíèé íà ïðîñòûå äðîáè.

Òåîðåìà 9.6. Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â C, ñîäåðæàùàÿ

òî÷êó z = 0, è h(−θ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè G. Ïóñòü Λ = (λn)n∈N �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ åäèíñòâåííîé ïðå-

äåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà ýêñïîíåíò EΛ áûëà

ÀÏÑ â A(G), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëèñü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Λ′ ⊂ Λ è ôóíêöèè L(λ) ∈ M̃(Λ′; h), D(λ) ∈ [1, 0] \ {0}, òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå

D(λ)

L(λ)
=
∑
λn∈Λ′

D(λn)

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ′, (9.15)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïîä÷èíåíû ñîîòíîøåíèþ

lim
n→∞
λn∈Λ′

{
1

|λn|
ln

∣∣∣∣D(λn)

L′(λn)

∣∣∣∣ + h(arg λn)

}
≤ 0. (9.16)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Èç (9.15), (9.16) ïî òåîðåìå 9.4 ïîëó÷à-
åì, ÷òî EΛ′ � ÀÏÑ â A(G). Ïîäàâíî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è EΛ.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü EΛ � ÀÏÑ â A(G). Èç òåîðåìû 9.5 âûòåêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ′ ⊂ Λ è ôóíêöèè âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà
L(λ) ∈ M̃(Λ′; h) ñ èíäèêàòîðîì h(θ), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (9.14). Íî òîãäà
EΛ′ � òîæå ÀÏÑ â A(G), è ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.4, ñîãëàñíî óîòîðîé
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (9.15), (9.16). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìå÷àíèÿ ê ãëàâå 1

Ïàðàãðàôû 1�7 äàþò ðàñøèðåííîå èçëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè àâòîðà [130].
Ñëó÷àþ δ(ω, Λ) < 0 îñíîâíîé òåîðåìû 1.1 îòâåäåí îòäåëüíûé � 2, ïðè íàïèñà-
íèè êîòîðîãî èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû ðàáîò [119], [125]. Áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ
çàìå÷àòåëüíîé òàóáåðîâîé òåîðåìû Âàëèðîíà [173] â ôèíàëå äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 1.1 óäàëîñü ñíÿòü ëèøíåå îãðàíè÷åíèå íà èíäèêàòîðíóþ äèàãðàììó êàíîíè-
÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.4), ïðèñóòñòâîâàâøåå â ðàáîòå [122; òåîðåìà 2]. Ðàçâèòèå
òåîðåìû Âàëèðîíà äàíî â ðàáîòàõ Å. Òèò÷ìàðøà [172], Í. Áîóåíà è À. Ìàêèíòàéðà
[144]. Ïî ïîâîäó òåîðåìû Âàëèðîíà, áëèçêèõ óòâåðæäåíèé è îáîáùåíèé ñì. òàêæå
êíèãè Ð. Áîàñà [141; ãëàâà 4 è çàìå÷àíèÿ ê íåé], Í. Âèíåðà è Ð. Ïýëè [28; ãëàâà V]
è ñòàòüþ À.À. Øêàëèêîâà [134; � 6].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà 7.2 âåñîâîé ôóíêöèè ω(r), íå èìåþùåé ïðàâèëüíîãî
èçìåíåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðèìåíåí ïîäõîä, áëèçêèé ê [96; òåîðåìà 3].

Â � 8 âîøëè èçáðàííûå ðåçóëüòàòû èç ñòàòåé [119], [121], ïðè èçëîæåíèè êîòî-
ðûõ èñïîëüçîâàíû èäåè [120]. Îñíîâíûå òåîðåìû 8.3 è 8.4 ñîäåðæàòñÿ â [129].

Ìàòåðèàë � 9 âçÿò èç ðàáîòû àâòîðà [126; � 4]. Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ çäåñü çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû À.Ô. Ëåîíòüå-
âà [76] î ðàçëîæåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðÿäû ýêñïîíåíò. Ñîñòîÿíèå òåîðèè
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì (íà íà÷àëî 80-õ ãîäîâ) èçëîæåíî â îáñòîÿòåëüíîì îáçî-
ðå Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà [57]. Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ïîñëåäóþùåì ðàçâèòèè ýòîé
òåîðèè â íàïðàâëåíèè, ñâÿçàííîì ñ ñèñòåìàìè ýêñïîíåíò, ìîæíî ñîñòàâèòü ïî äèñ-
ñåðòàöèÿì À.Â. Àáàíèíà [4] è Ñ.Í. Ìåëèõîâà [86]. Ñ òåîðåìàìè � 9 ñîïðèêàñàþòñÿ
òàêæå ðåçóëüòàòû Ñ.Í. Ìåëèõîâà [85] î ðàçëîæåíèè ôóíêöèé f(z) ∈ A(G) â ðÿäû
ýêñïîíåíò, ñõîäÿùèåñÿ ïî òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà A(G). Ïðåäñòàâëÿþùèå ñèñòåìû
ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå A(G) ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà
èçó÷åíû ãîðàçäî õóæå. Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ññûëêîé íà ñòàòüþ àâòîðà [127], â êî-
òîðîé îáñóæäàþòñÿ ïðîáëåìû äâîéñòâåííîãî îïèñàíèÿ ïðåäñòàâëÿþùèõ ñèñòåì â
ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíäóêòèâíîé òîïîëîãèåé.
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Ãëàâà 2

ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À
ÄËß ÒÈÏÀ ÖÅËÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ñ ÍÓËßÌÈ Â ÓÃËÅ

Â ýòîé ãëàâå ðåøåíà çàäà÷à îòûñêàíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè òèïîâ ïðè ïîðÿä-
êå ρ ∈ (0, 1) öåëûõ ôóíêöèé ñ íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â óãëå ôèêñèðîâàííîãî
ðàñòâîðà è èìåþùèìè çàäàííûå ρ-ïëîòíîñòè. Ïîäðîáíî îïèñàíî ïîñòðîåíèå ýêñ-
òðåìàëüíîé ôóíêöèè. Äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé íà îäíîì ëó÷å äàíî ðàç-
âåðíóòîå èññëåäîâàíèå âåëè÷èíû ýêñòðåìàëüíîãî òèïà, â ÷àñòíîñòè, åå àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè ρ→ + 0. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê íàõîæäå-
íèþ ãðàíèö ðàäèóñà ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò. Ïàðàãðàôû �� 10 � 14 ïîñâÿùåíû
ôóíêöèÿì ñ íóëÿìè íà ëó÷å, à � 15 � ôóíêöèÿì, íóëè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû â
íåêîòîðîì óãëå.

� 10. Îöåíêà ñíèçó òèïà öåëîé ôóíêöèè ïîðÿäêà ìåíüøå åäèíèöû
ñ ïîëîæèòåëüíûìè íóëÿìè ôèêñèðîâàííûõ ïëîòíîñòåé

Â ïàðàãðàôå äàåòñÿ ñòðîãàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ôîðìóëèðóåòñÿ îäèí èç îñíîâ-
íûõ ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû � òåîðåìà 10.1 � è äîêàçûâàåòñÿ åãî ïåðâàÿ ÷àñòü.

10.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðîèçâîëüíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, âñå íóëè êîòîðîé ëåæàò íà ôèêñèðîâàííîì ëó÷å è
èìåþò çàäàííûå ïëîòíîñòè ïðè ïîêàçàòåëå ρ ∈ (0, 1). Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü òèï ïðè ïîðÿäêå ρ òàêîé ôóíêöèè? Ýòó çàäà÷ó áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè ìîæíî ðåøàòü äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî
âîçðàñòàþùåé (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë
ïðè óñëîâèè, ÷òî åå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ρ-ïëîòíîñòè ïðèíèìàþò çàðàíåå âûáðàííûå
çíà÷åíèÿ.

Ïóñòü Λ = (λn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà:

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn ≤ . . . , lim
n→∞

λn = +∞. (10.1)

Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî ρ ∈ (0, 1). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Λ èìååò êîíå÷íóþ ïîëîæèòåëü-
íóþ âåðõíþþ ρ-ïëîòíîñòü

∆ ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

λρn
, 0 < ∆ ρ(Λ) < +∞.

Íèæíÿÿ ρ-ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∆ ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

λρn
.

Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ∆ ρ(Λ) è ∆ ρ(Λ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ íàçûâàåòñÿ
èçìåðèìîé (ïðè ïîêàçàòåëå ρ).
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Ïîñòðîèì ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ

λn

)
, λ ∈ C, (10.2)

îïðåäåëÿþùåå öåëóþ ôóíêöèþ êîíå÷íîãî òèïà σρ ïðè ïîðÿäêå ρ, ãäå

0 < σρ ≤
π∆ ρ(Λ)

sin πρ
.

Íàïîìíèì, ÷òî òèïîì ïðè ïîðÿäêå ρ (êîðîòêî, ρ-òèïîì) L(λ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

σρ ≡ lim
r→+∞

ln max
|λ|=r
|L(λ)|

rρ
= lim

r→+∞

lnL(−r)
rρ

.

Ôóíêöèÿ L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà [78; ãë. I, � 6],
êîãäà

∆ ρ(Λ) = ∆ ρ(Λ) = ∆ ρ(Λ),

ò. å. êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èçìåðèìà. Â ýòîì ñëó÷àå òèï âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî:

σρ =
π∆ ρ(Λ)

sin πρ
.

Ôîðìàëèçîâàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î íàèìåíüøåì âîçìîæíîì òèïå òàêîâà.
Äëÿ òðåõ çàäàííûõ ÷èñåë ρ ∈ (0, 1), β > 0, α ∈ [0, β] òðåáóåòñÿ íàéòè âåëè÷èíó

s(α, β; ρ) ≡ inf
{
σρ = σρ(Λ) : Λ ⊂ R+, ∆ ρ(Λ) ≥ α, ∆ ρ(Λ) = β

}
. (10.3)

Òàêàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ôóíêöèè äàâíî ðåøåíà ïðè
ëþáîì ρ > 0, è îòâåò â íåé çàïèñûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî ([141; � 2.5]; ñì. òàêæå
[100; ðàçäåë 2]):

β

ρ
exp

(
α

β
− 1

)
.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû, äàþùèé ðåøåíèå ïðîáëåìû (10.3).

Òåîðåìà 10.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ρ ∈ (0, 1) è ëþáûõ ÷èñåë β > 0, α ∈ [0, β]
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

s(α, β; ρ) = β

 πk

sin πρ
+ max

a>0

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ

 , (10.4)

ãäå k = α /β. Íèæíÿÿ ãðàíü s(α, β; ρ) äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîé ñòðîãî âîç-

ðàñòàþùåé ê +∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ R+, ó êîòîðîé ∆ ρ(Λ) = α è

∆ ρ(Λ) = β.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 0 èç òåîðåìû 10.1 ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äîêà-
çàííîå À.Þ. Ïîïîâûì [98] ñîîòíîøåíèå

s(0, β; ρ) ≡ s(β; ρ) ≡ inf
{
σρ = σρ(Λ) : Λ ⊂ R+, ∆ ρ(Λ) = β

}
= β C(ρ) ≡ β max

a>0
a−ρ ln(1 + a), (10.5)

à ïðè α = β ðàâåíñòâî (10.4) äàåò óæå óïîìèíàâøèéñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò î
ρ-òèïå ôóíêöèè L(λ) ñ èçìåðèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ íóëåé:

s(β, β; ρ) =
πβ

sin πρ
.

Èñêëþ÷àÿ ðàññìîòðåííûå ¾êðàéíèå¿ ñëó÷àè, â äàëüíåéøåì óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî
β = 1, α = k ∈ (0, 1) è ââåñòè âåëè÷èíó

C(k, ρ) ≡ πk

sin πρ
+ max

a>0

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè C(k, ρ) êîððåêòíî, ïîñêîëüêó ó÷àñòâóþùèé â åå çàäàíèè
ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ôèêñèðîâàííûõ ρ è k èíòåãðàë

ϕ(a) ≡ ϕk, ρ(a) ≡
a∫

a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ

êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé a íåïðåðûâåí íà ëó÷å a > 0, íåîòðèöàòåëåí, è ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ è ïðè a→ + 0 è ïðè a→ +∞.

Ïåðåä òåì, êàê ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10.1, ñôîðìóëèðóåì äâà
óòâåðæäåíèÿ, îïèðàþùèåñÿ íà íàøó òåîðåìó, íî èìåþùèå è ñàìîñòîÿòåëüíûé èí-
òåðåñ. Ïåðâûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè C(k, ρ) ïî ïåðåìåí-
íîé k.

Ïðåäëîæåíèå 10.1. Ïóñòü ρ ∈ (0, 1), β > 0, è Pρ(β) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ

âîçðàñòàþùèõ (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîëîæèòåëüíûõ

÷èñåë âåðõíåé ρ-ïëîòíîñòè β. Òîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ρ-òèïà-
ìè âñåâîçìîæíûõ öåëûõ ôóíêöèé f ñ íóëåâûìè ìíîæåñòâàìè Λf ∈ Pρ(β), ñîâ-
ïàäàåò ñ îòðåçêîì [β C(ρ), πβ cosecπρ] , ãäå âåëè÷èíà C(ρ) îïðåäåëåíà â (10.5).

Âòîðîé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñî÷åòàíèåì òåîðåìû 4 èç ðàáîòû
Á.Í.Õàáèáóëëèíà [117] è íàøåé òåîðåìû 10.1.

Ïðåäëîæåíèå 10.2. Ïóñòü ρ ∈ (0, 1), β > 0, α ∈ [0, β], è Pρ(α, β) � ñîâî-

êóïíîñòü âñåõ âîçðàñòàþùèõ (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãî) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî-

ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ íèæíÿÿ ρ-ïëîòíîñòü íå ìåíüøå α, à âåðõíÿÿ

ρ-ïëîòíîñòü ðàâíà β. Ïóñòü Λ ∈ Pρ(α, β). Òîãäà òèï ïðè ïîðÿäêå ρ ëþáîé öåëîé
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ôóíêöèè f 6≡ 0, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ (ó f ìîãóò áûòü

è äðóãèå íóëè, ïðè÷åì ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòè) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

σρ(f) ≥ 2 ρ
√
π Γ(1− ρ/2)

Γ((1− ρ)/2)
s(α, β; ρ) =

sin πρ

π
Γ(ρ) Γ2(1− ρ/2) s(α, β; ρ),

ãäå âåëè÷èíà s(α, β; ρ) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (10.4).

Î ïðèìåíåíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [117] ê îöåíêàì ðàäèóñà ïîëíîòû ñèñòåì
çêñïîíåíò ìû ïîãîâîðèì ïîäðîáíî â � 14. Ñåé÷àñ âåðíåìñÿ ê îñíîâíîìó âîïðîñó.

10.2. Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà � îöåíêà ñíèçó. Äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëü-
íîé òåîðåìû 10.1 ðàçáèâàåòñÿ íà äâà îñíîâíûõ ýòàïà, êàæäîìó èç êîòîðûõ îòâåäåí
îòäåëüíûé ïàðàãðàô. Â ýòîì ïàðàãðàôå âûâîäèòñÿ îöåíêà ñíèçó ρ-òèïà êàíîíè÷å-
ñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (10.2). Ïîñëå ýòîãî â � 11 ñëåäóåò ïîñòðîåíèå ïðèìåðà, ïîä-
òâåðæäàþùåãî òî÷íîñòü ïîëó÷åííîé îöåíêè. Ðåàëèçàöèÿ íàìå÷åííîãî ïëàíà íà
ïåðâîì ýòàïå òåõíè÷åñêè íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åì ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà
àðãóìåíòû êîðíåé. Â ñàìîì äåëå, áåç òðåáîâàíèÿ Λ ⊂ R+ ïåðâûé øàã ñâîäèòñÿ
ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ ôîðìóëû Èåíñåíà è îöåíêè ñíèçó óñðåäíåííîé
âåðõíåé ρ-ïëîòíîñòè ÷åðåç âåðõíþþ ρ-ïëîòíîñòü, óìíîæåííóþ íà ρ−1 exp(k − 1).
Íàø ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ρ-òèïà ñíèçó â èäåéíîì îòíîøåíèè áëèçîê ê ìåòîäàì
èññëåäîâàíèÿ èíäåêñà êîíäåíñàöèè, ðàçðàáîòàííûì â [94], [95], [97] è ïåðâîé ãëàâå
äèññåðòàöèè.

Èòàê, ïî çàìå÷àíèþ ê òåîðåìå 10.1 áóäåì óñòàíàâëèâàòü ðàâåíñòâî

s(k, 1; ρ) = C(k, ρ),

â êîòîðîì ρ ∈ (0, 1), k ∈ (0, 1). Ïóñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (10.1) ñ âåðõíåé
ρ-ïëîòíîñòüþ ∆ ρ(Λ) = 1 è íèæíåé ρ-ïëîòíîñòüþ ∆ ρ(Λ) ≥ k. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç
nΛ(x) ñ÷èòàþùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, çàïèøåì äëÿ êàíîíè÷åñêîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (10.2) ïðè êàæäîì r > 0 ñîîòíîøåíèå

ln max
|λ|=r
|L(λ)| =

∞∑
n=1

ln

(
1 +

r

λn

)
=

∞∫
0

ln
(

1 +
r

x

)
dnΛ(x).

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé ïåðåìåííîãî x = rt äàåò
∞∫

0

ln
(

1 +
r

x

)
dnΛ(x) = nΛ(x) ln

(
1 +

r

x

)∣∣∣∞
0

+

∞∫
0

nΛ(x)
r dx

(r + x)x
=

∞∫
0

nΛ(rt)
dt

t(1 + t)
.

Ïîëàãàÿ ϕr(t) ≡
nΛ(rt)

(rt)ρ
, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

r−ρ ln max
|λ|=r
|L(λ)| =

∞∫
0

ϕr(t)
tρ−1

1 + t
dt. (10.6)
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Ïóñòü òåïåðü çàôèêñèðîâàíû ïðîèçâîëüíî ÷èñëà a > 0 è k′ ∈ (0, k). Íàéäåì èç
îïðåäåëåíèÿ íèæíåé ρ-ïëîòíîñòè Λ ÷èñëî c > 0 òàê, ÷òîáû ïðè êàæäîì r ≥ ac
äëÿ âñåõ t ≥ c/r âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî ϕr(t) > k′. Îáîçíà÷èâ

η = η(r) ≡ ϕr(1/a) =
nΛ(r/a)

(r/a)ρ
,

èìååì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî η > k
′
. Ïî óñëîâèþ

lim
r→+∞

η(r) = 1, lim
r→+∞

η(r) ≥ k.

ßñíî, ÷òî nΛ(rt) ≥ nΛ(r/a) ïðè t ≥ 1/a. Îòñþäà ïðè r > 0 è t ≥ 1/a ïîëó÷àåì

ϕr(t) =
nΛ(rt)

(rt)ρ
≥ nΛ(r/a)

(rt)ρ
=

nΛ(r/a)

(r/a)ρ
1

(at)ρ
=

η

(at)ρ
.

Òàêèì îáðàçîì, ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

ψr(t) ≡


k′, 0 ≤ t ≤ 1/a,
η

(at)ρ
, 1/a < t ≤ (1/a)(η/k′)1/ρ,

k′, t > (1/a)(η/k′)1/ρ,

ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè êàæäîì r ≥ ac è ëþáûõ t ≥ c/r ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

ϕr(t) ≥ ψr(t). (10.7)

Èç (10.6) è (10.7) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì r ≥ ac èìååò ìåñòî îöåíêà

r−ρ ln max
|λ|=r
|L(λ)| ≥

∞∫
c/r

ψr(t)
tρ−1

1 + t
dt. (10.8)

Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (10.8), âûäåëÿÿ èçâåñòíûé èíòåãðàë

∞∫
0

tρ−1

1 + t
dt =

π

sin πρ
.

Ïðè âñåõ r ≥ ac èìååì

∞∫
c/r

ψr(t)
tρ−1

1 + t
dt = k′

a−1∫
c/r

tρ−1

1 + t
dt+ ηa−ρ

a−1(η/k′)1/ρ∫
a−1

dt

t(1 + t)
+ k′

∞∫
a−1(η/k′)1/ρ

tρ−1

1 + t
dt

= k′

 ∞∫
c/r

tρ−1

1 + t
dt−

a−1(η/k′)1/ρ∫
a−1

tρ−1

1 + t
dt

+ ηa−ρ
a−1(η/k′)1/ρ∫

a−1

dt

t(1 + t)
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= k′

 π

sin πρ
−

c/r∫
0

tρ−1

1 + t
dt

+

a−1(η/k′)1/ρ∫
a−1

ηa−ρ − k′tρ

t(1 + t)
dt

= k′

 π

sin πρ
−

c/r∫
0

tρ−1

1 + t
dt

+

a∫
a(k′/η)1/ρ

ηa−ρ − k′τ−ρ

1 + τ
dτ.

Âûáèðàÿ òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rj → +∞, äëÿ êîòîðîé lim
j→∞

η(rj) = 1, èç (10.8)
âûâîäèì îöåíêó

σρ(Λ) ≥ lim
j→∞

∞∫
c/rj

ψr(t)
tρ−1

1 + t
dt =

πk′

sin πρ
+

a∫
a(k′)1/ρ

a−ρ − k′τ−ρ

1 + τ
dτ.

Ïîñêîëüêó ÷èñëà a > 0 è k′ ∈ (0, k) âçÿòû ïðîèçâîëüíî, òî

σρ(Λ) ≥ πk

sinπρ
+ max

a>0

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

1 + τ
dτ,

è íåðàâåíñòâî s(k, 1 ; ρ) ≥ C(k, ρ) óñòàíîâëåíî.

Òåì ñàìûì, ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû 10.1 äîêàçàíà.

� 11. Ïîñòðîåíèå ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10.1 íàì òðåáóåòñÿ ïðè ëþáûõ ρ ∈ (0, 1)
è k ∈ (0, 1) ïðèâåñòè ïðèìåð ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ âèäà (10.1)
ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ∆ ρ(Λ) = k, ∆ ρ(Λ) = 1, äëÿ êîòîðîé òèï σρ = σρ(Λ) êàíîíè÷å-
ñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (10.2) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

C(k, ρ) =

∞∫
0

ψ0(t)
tρ−1

1 + t
dt.

Çäåñü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïîìåùåíà âåëè÷èíà

ψ0(t) ≡


k, 0 ≤ t ≤ 1/a0,

1

(a0t)ρ
, 1/a0 < t ≤ 1/(a0k

1/ρ),

k, t > 1/(a0k
1/ρ),

(11.1)

ïðè÷åì a0 = a0(k, ρ) � òî÷êà ìàêñèìóìà íà ëó÷å a > 0 ôóíêöèè

ϕ(a) =

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ,

îïðåäåëåííîé â çàìå÷àíèè ê òåîðåìå 10.1.
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11.1. Îïèñàíèå êîíñòðóêöèè. Ýêñòðåìàëüíàÿ â çàäà÷å (10.1) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Λ = (λn)n∈N ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
m1 òàê, ÷òîáû (m2

1−1)ρ−mρ
1 > 1/k. Âñïîìîãàòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (mn)n∈N

çàäàäèì ïî ïðàâèëó
mn+1 = m4

n, n ∈ N.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèå Λρ ≡ (λρn)n∈N. Óñëîâèå íà m1 íîñèò
òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, îáåñïå÷èâàÿ íàëè÷èå òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λρ óæå íà
ïåðâîì èç îïðåäåëÿåìûõ íèæå ïðîìåæóòêîâ. Äàëåå ïðè êàæäîì çíà÷åíèè n ∈ N
ïîëàãàåì

Λρ ∩
[
mρ
n, (m2

n − 1)ρ
]

=
{
mρ
n + ν/k : ν ∈ N, ν ≤

(
(m2

n − 1)ρ −mρ
n

)
k
}
,

Λρ ∩
(
(m2

n − 1)ρ, m2ρ
n

]
=

{
(m2

n − 1)ρ + ν
ρ

(1− k)m2
n

: ν ∈ N,

ν ≤
(
m2ρ
n − (m2

n − 1)ρ
)
ρ−1(1− k)m2

n

}
,

Λρ ∩
(
m2ρ
n ,

1

k
m2ρ
n

)
= Ø,

Λρ ∩
[

1

k
m2ρ
n , m

ρ
n+1

]
=

{
1

k
m2ρ
n + ν/k : ν ∈ N, ν ≤

(
mρ
n+1 −

1

k
m2ρ
n

)
k

}
.

Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêàõ [mn, m
2
n − 1] òî÷êè λj ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ âûáèðà-

þòñÿ òàê, ÷òîáû λρj îáðàçîâûâàëè àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ 1/k.
Íà ïîëóèíòåðâàëàõ (m2

n − 1, m2
n] òî÷êè λj òàêîâû, ÷òî λρj åñòü àðèôìåòè÷åñêàÿ

ïðîãðåññèÿ ñ ðàçíîñòüþ
ρ

(1− k)m2
n

. Äàëåå, íà èíòåðâàëàõ âèäà

(
m2
n,

1

k1/ρ
m2
n

)
òî÷êè λj îòñóòñòâóþò. Íàêîíåö, äëÿ λj, ïîìåùåííûõ íà îòðåçêè

[
1

k1/ρ
m2
n, mn+1

]
,

òî÷êè λρj îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ 1/k.
Ïîñêîëüêó ñ÷èòàþùèå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ è Λρ ñâÿçàíû ðàâåí-

ñòâîì
nΛ(r) = nΛρ(r

ρ),

òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ρ-ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåí-
íî ñ 1-ïëîòíîñòÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λρ. Âû÷èñëèì ýòè ïëîòíîñòè. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Λρ ïîñòðîåíà òàê, ÷òî

nΛρ(m
ρ
n) = kmρ

n + O(mρ/2
n ), n→∞. (11.2)

Äåéñòâèòåëüíî, óêàçàííîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (n ∈ N)
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nΛρ(m
ρ
n+1)− nΛρ(m

ρ
n) =

(
(m2

n − 1)ρ −mρ
n

)
k + ρ−1(1− k)m2

n

(
m2ρ
n − (m2

n − 1)ρ
)

+ (mρ
n+1 − (1/k)m2ρ

n ) k + O(1) = k
(
m2ρ
n −mρ

n + O(m2ρ−2
n )

)
+ ρ−1(1− k)m2

n

(
ρm2ρ−2

n + O(m2ρ−4
n )

)
+ kmρ

n+1 −m2ρ
n + O(1)

= kmρ
n+1 − kmρ

n + O(1),

ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå êîòîðûõ äàåò öåïî÷êó ðàâåíñòâ

nΛρ(m
ρ
n) = nΛρ(m

ρ
n−1) + k (mρ

n −m
ρ
n−1) + O(1) = nΛρ(m

ρ
n−2) + k (mρ

n −m
ρ
n−2)

+ 2O(1) = . . . = k (mρ
n −m

ρ
1) + nO(1) = kmρ

n + nO(1) = kmρ
n + O(mρ/2

n ).

Ñ ó÷åòîì (11.2) âûïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Λρ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêàõ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.
Åñëè r ∈ [mρ

n, (m2
n − 1)ρ] , òî

nΛρ(r) = nΛρ(m
ρ
n) + (r −mρ

n) k + O(1) = r k + O(mρ/2
n ), n→∞.

Åñëè r ∈ ((m2
n − 1)ρ, m2ρ

n ] , òî

nΛρ(r) = nΛρ
(
(m2

n − 1)ρ
)

+
(
r − (m2

n − 1)ρ
)
ρ−1(1− k)m2

n + O(1)

= k (m2
n − 1)ρ +

(
r − (m2

n − 1)ρ
)
ρ−1(1− k)m2

n + O(mρ/2
n ), n→∞.

Åñëè r ∈ (m2ρ
n , (1/k)m2ρ

n ) , òî

nΛρ(r) = nΛρ(m
2ρ
n ) = ρ−1(1− k)m2

n

(
m2ρ
n − (m2

n − 1)ρ
)

+ k (m2
n − 1)ρ + O(mρ/2

n ) = (1− k)m2ρ
n + k

(
m2ρ
n + O(m2ρ−2

n )
)

+ O(mρ/2
n )

= m2ρ
n + O(mρ/2

n ), n→∞.
Åñëè r ∈

[
(1/k)m2ρ

n , m
ρ
n+1

]
, òî

nΛρ(r) = nΛρ(m
2ρ
n ) +

(
r − (1/k)m2ρ

n

)
k + O(1) = m2ρ

n +
(
r − (1/k)m2ρ

n

)
k

+O(mρ/2
n ) = r k + O(mρ/2

n ), n→∞.
Ïðîäåëàííûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðè n ∈ N çàïèñàòü ïðåäñòàâëåíèå

nΛρ(r)

r
=



k + O

(
1√
r

)
, r ∈ [mρ

n, (m2
n − 1)ρ] ,

ρ−1(1− k)m2
n +

(m2
n − 1)ρ

r

(
k − ρ−1(1− k)m2

n

)
+ O

(
1√
r

)
, r ∈ ((m2

n − 1)ρ, m2ρ
n ] ,

m2ρ
n

r
+ O

(
1√
r

)
, r ∈

(
m2ρ
n , (1/k)m2ρ

n

)
,

k + O

(
1√
r

)
, r ∈

[
(1/k)m2ρ

n , m
ρ
n+1

]
,

(11.3)

98



çàäàþùåå ñóæåíèå ôóíêöèè nΛρ(r)/r íà îòðåçêè âèäà
[
mρ
n, m

ρ
n+1

]
. Òåì ñàìûì,

óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì (11.3) ïðè r ≥ mρ
1, à ïðè 0 < r < mρ

1

îíà åñòü òîæäåñòâåííûé íóëü. Ïîÿñíèì âèä îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ïîëó÷åííîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ëèøü íà ó÷àñòêå r ∈ ((m2

n − 1)ρ, m2ρ
n ] , ïîñêîëüêó íà îñòàëüíûõ ó÷àñòêàõ

âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû è ÷óòü ïðîùå. Ïðè óêàçàííûõ r èìååì (m2
n − 1)ρ ≤ r.

Ñëåäîâàòåëüíî, m2
n ≤ r1/ρ + 1 < 2 r1/ρ, îòêóäà

m
ρ/2
n

r
<

2 ρ/4 r1/4

r
= O

(
1

r 3/4

)
= O

(
1√
r

)
.

Íåïîñðåäñòâåííî èç (11.3) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

∆ ρ(Λ) = lim
r→+∞

nΛ(r)

rρ
= lim

r→+∞

nΛρ(r
ρ)

rρ
= lim

r→+∞

nΛρ(r)

r
= k,

∆ ρ(Λ) = lim
r→+∞

nΛ(r)

rρ
= lim

r→+∞

nΛρ(r
ρ)

rρ
= lim

r→+∞

nΛρ(r)

r
= 1,

ïîêàçûâàþùèå, ÷òî Λ èìååò íóæíûå ïëîòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè.

11.2. Âû÷èñëåíèå ρ-òèïà. Äîêàæåì, ÷òî ρ-òèï êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ (10.2), ïîðîæäåííîãî ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Λ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

σρ(Λ) =

∞∫
0

ψ0(t)
tρ−1

1 + t
dt, (11.4)

ãäå ôóíêöèÿ ψ0(t) îïðåäåëåíà â (11.1). Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (10.4) ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

σρ(Λ) = lim
r→+∞

∞∫
0

ϕr(t)
tρ−1

1 + t
dt. (11.5)

Âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ϕr(t) ïîëó÷èì èç (11.3) ñ ó÷åòîì ñâÿçè

ϕr(t) =
nΛ(rt)

(rt)ρ
=

nΛρ ((rt)ρ)

(rt)ρ
.

Çàìåíÿÿ â (11.3) r íà (rt)ρ, çàïèøåì ïðè ëþáîì n ∈ N ôîðìóëó

ϕr(t) =



k +
1

tρ/2
O

(
1

rρ/2

)
, t ∈

[
mn

r
,
m2
n − 1

r

]
,

ρ−1(1− k)m2
n +

1

tρ

(
m2
n − 1

r

)ρ (
k − ρ−1(1− k)m2

n

)
+

1

tρ/2
O

(
1

rρ/2

)
, t ∈

(
m2
n − 1

r
,
m2
n

r

]
,

1

tρ

(
m2
n

r

)ρ
+

1

tρ/2
O

(
1

rρ/2

)
, t ∈

(
m2
n

r
,

1

k1/ρ

m2
n

r

)
,

k +
1

tρ/2
O

(
1

rρ/2

)
, t ∈

[
1

k1/ρ

m2
n

r
,
m4
n

r

]
,
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êîòîðàÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì r > 0 îïðåäåëÿåò ñóæåíèå ôóíêöèè ϕr(t) íà îòðåçêè
âèäà [mn/r, mn+1/r] . Ïðè ýòîì ϕr(t) ≡ 0, åñëè 0 < t < m1/r.

Íàì îñòàåòñÿ ëèøü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Λ ôóíêöèè ϕr(t) ïðè áîëüøèõ r â îïðåäåëåííîì ñìûñëå áëèçêè ê ôóíê-
öèè ψ0(t). Ïðè ôèêñèðîâàííîì r > 0 ââîäèì äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ôóíê-
öèþ Φr(t) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Åñëè 0 < t < m1/r, òî Φr(t) ≡ 0. Åñëè æå
t > m1/r, òî íàéäåòñÿ n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî t ∈ [mn/r, mn+1/r] , è òîãäà ïîëàãàåì

Φr(t) =



k, t ∈
[
mn

r
,
m2
n − 1

r

]
,

ρ−1(1− k)m2
n +

1

tρ

(
m2
n − 1

r

)ρ
× (k − ρ−1(1− k)m2

n) , t ∈
(
m2
n − 1

r
,
m2
n

r

]
,

1

tρ

(
m2
n

r

)ρ
, t ∈

(
m2
n

r
,

1

k1/ρ

m2
n

r

)
,

k, t ∈
[

1

k1/ρ

m2
n

r
,
m4
n

r

]
.

ßñíî, ÷òî

ϕr(t) = Φr(t) +
1

tρ/2
O

(
1

rρ/2

)
, t > 0.

Ïóñòü rn = a0m
2
n, ãäå òî÷êà a0 òà æå, ÷òî è â ôîðìóëå (11.1). Î÷åâèäíî, ñîîò-

íîøåíèå (11.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

σρ(Λ) = lim
n→∞

sup
rn≤r<rn+1

∞∫
0

ϕr(t)
tρ−1

1 + t
dt.

Îöåíèì ñâåðõó èíòåãðàë â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ÷åðåç èíòåãðàë

∞∫
0

ψ0(t)
tρ−1

1 + t
dt,

èñïîëüçóÿ íåçíà÷èòåëüíûé ðîñò ðàçíîñòè ϕr(t) − ψ0(t) ïðè ôèêñèðîâàííîì r è
t → +∞. Âíà÷àëå ñâåäåì çàäà÷ó ê àíàëîãè÷íîé ñ çàìåíîé ϕr(t) íà Φr(t). Ïðè
êàæäîì n ∈ N ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

∞∫
0

ϕr(t)
tρ−1

1 + t
dt =

mnr−1∫
0

ϕr(t)
tρ−1

1 + t
dt +

∞∫
mnr−1

ϕr(t)
tρ−1

1 + t
dt.

Ïóñòü r ∈ [rn, rn+1) = [a0m
2
n, a0m

8
n) , n ∈ N. Ïðè òàêèõ r èìååì

mnr−1∫
0

ϕr(t)
tρ−1

1 + t
dt ≤

(a0 mn)−1∫
0

ϕr(t)
tρ−1

1 + t
dt→ 0
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ðàâíîìåðíî ïî r ïðè n→∞. Îòñþäà

sup
rn≤r<rn+1

∞∫
0

ϕr(t)
tρ−1

1 + t
dt

≤ sup
rn≤r<rn+1

 ∞∫
mnr−1

Φr(t)
tρ−1

1 + t
dt + O

(
1

rρ/2

) ∞∫
0

dt

(1 + t)t1−ρ/2

 + o(1),

êîãäà n→∞.
Ñìåùåíèå ¾âñïëåñêîâ¿ ôóíêöèè Φr(t) ïðè äâèæåíèè r âäîëü ïðîìåæóòêà [rn, rn+1)

âûíóæäàåò â äàëüíåéøèõ îöåíêàõ èíòåãðàëîâ ïî-ðàçíîìó ó÷èòûâàòü áëèçîñòü r ê
êîíöàì ýòîãî ïîëóèíòåðâàëà. Ïðåäñòàâëÿÿ

[rn, rn+1) =
[
a0m

2
n, m

7
n

]
∪
(
m7
n, a0m

8
n

)
,

ïîëó÷àåì

σρ(Λ) ≤ lim
n→∞

sup
rn≤r<rn+1

∞∫
mnr−1

Φr(t)
tρ−1

1 + t
dt

= lim
n→∞

max

 sup
a0m2

n≤r≤m7
n

∞∫
mnr−1

Φr(t)
tρ−1

1 + t
dt, sup

m7
n<r<a0 m8

n

∞∫
mnr−1

Φr(t)
tρ−1

1 + t
dt

 .

Ïóñòü âíà÷àëå r ∈ [a0m
2
n, m

7
n] . Òîãäà èç îïðåäåëåíèé ôóíêöèé Φr(t), ψ0(t) è

òî÷êè a0 ñëåäóåò, ÷òî ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∞∫
mnr−1

Φr(t)
tρ−1

1 + t
dt ≤

∞∫
0

ψ0(t)
tρ−1

1 + t
dt + o(1) +

∞∫
m2
n+1r

−1

(Φr(t)− k)
tρ−1

1 + t
dt

≤
∞∫

0

ψ0(t)
tρ−1

1 + t
dt+

∞∫
mn

(Φr(t)− k)
tρ−1

1 + t
dt + o(1) =

∞∫
0

ψ0(t)
tρ−1

1 + t
dt + o(1).

Åñëè æå r ∈ (m7
n, a0m

8
n) , òî

∞∫
mnr−1

Φr(t)
tρ−1

1 + t
dt =

m4
nr
−1∫

mnr−1

Φr(t)
tρ−1

1 + t
dt+

∞∫
m4
nr
−1

Φr(t)
tρ−1

1 + t
dt

≤
m−3
n∫

(a0 m7
n)−1

Φr(t)
tρ−1

1 + t
dt+

∞∫
0

ψ0(t)
tρ−1

1 + t
dt+

∞∫
m2
n+2r

−1

(Φr(t)− k)
tρ−1

1 + t
dt + o(1)
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=

∞∫
0

ψ0(t)
tρ−1

1 + t
dt + o(1), n→∞.

Òàêèì îáðàçîì,

σρ(Λ) ≤
∞∫

0

ψ0(t)
tρ−1

1 + t
dt.

Óñòàíîâëåííîå ðàíåå îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

σρ(Λ) ≥
∞∫

0

ψ0(t)
tρ−1

1 + t
dt = C(k, ρ)

çàâåðøàåò ïðîâåðêó ñîîòíîøåíèÿ (11.4). Òåîðåìà 10.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

� 12. Îöåíêè âåëè÷èíû ýêñòðåìàëüíîãî òèïà

Â çàäà÷å áåç îãðàíè÷åíèÿ íà àðãóìåíòû êîðíåé çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ýêñòðå-
ìàëüíîãî òèïà îò k è ρ î÷åíü ïðîñòàÿ. Â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé íà îäíîì
ëó÷å óïîìÿíóòàÿ çàâèñèìîñòü, îïèñûâàåìàÿ ñ ïîìîùüþ (10.4), îêàçàëàñü íàìíîãî
ñëîæíåå. Ïîýòîìó äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 10.1 â êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ è ñðàâ-
íåíèÿ åå ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè ïîëåçíî èìåòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ
î ïîâåäåíèè íåýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè

C(k, ρ) =
πk

sin πρ
+ max

a>0

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ, k ∈ [0, 1], ρ ∈ (0, 1).

Â ÷àñòíîñòè, âàæíî ïîëó÷èòü îáîçðèìûå îöåíêè C(k, ρ) ÷åðåç èññëåäîâàííóþ ðà-
íåå â [98] âåëè÷èíó

C(ρ) = max
a>0

ln(1 + a)

aρ
= C(0, ρ), ρ ∈ (0, 1),

è ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ k, ρ. Èìåííî ýòèì è îïðåäåëÿåòñÿ ñîäåðæà-
íèå íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà.

12.1. Ðàâíîìåðíûå îöåíêè. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ C(k, ρ) íåïðåðûâíà íà ¾êâàä-
ðàòå¿ [0, 1]× (0, 1). Ìû íà÷íåì ñ îöåíîê, äàþùèõ îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè
ôóíêöèè C(k, ρ) íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 12.1. Ôóíêöèÿ C(k, ρ) ïðè ôèêñèðîâàííîì k ∈ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
âûïóêëîé ïî ρ íà èíòåðâàëå (0, 1), à ïðè ôèêñèðîâàííîì ρ ∈ (0, 1) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
âîçðàñòàþùåé è ñòðîãî âûïóêëîé ïî k íà îòðåçêå [0, 1]. Äàëåå, ïðè âñåõ ρ ∈ (0, 1)
è k ∈ (0, 1] äëÿ ôóíêöèè C(k, ρ) ñïðàâåäëèâû äâóñòîðîííèå îöåíêè

πk

sin πρ
+
(

1− k ln
e

k

)
C(ρ) ≤ C(k, ρ) ≤ πk

sinπρ
+ (1− k)C(ρ). (12.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïðîâåðèì ñòðîãóþ âûïóêëîñòü C(k, ρ) ïî ïåðå-
ìåííîé ρ ∈ (0, 1) ïðè ôèêñèðîâàííîì k ∈ [0, 1]. Ïðè k = 0 ñîãëàñíî [98] ôóíêöèÿ
C(0, ρ) = C(ρ) ñòðîãî âûïóêëà íà (0, 1). Ïðè k = 1 ôóíêöèÿ C(1, ρ) = π/ sin πρ
òîæå ñòðîãî âûïóêëà íà (0, 1). Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðû k ∈ (0, 1), a > 0, è ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ

h(ρ) ≡ hk, a(ρ) ≡ πk

sin πρ
+

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ

= k

∞∫
0

τ−ρ

τ + 1
dτ +

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ.

Åñëè a 6= 1, òî, äâàæäû äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì

h′(ρ) = −k
∞∫

0

τ−ρ ln τ

τ + 1
dτ +

a∫
a k1/ρ

−a−ρ ln a+ k τ−ρ ln τ

τ + 1
dτ,

h′′(ρ) = k

∞∫
0

τ−ρ ln2 τ

τ + 1
dτ

+
a k1/ρ ln k

ρ2

−a−ρ ln a+ a−ρ ln(a k1/ρ)

a k1/ρ + 1
+

a∫
a k1/ρ

a−ρ ln2 a− k τ−ρ ln2 τ

τ + 1
dτ

= k

∫
R+\ (a k1/ρ, a)

τ−ρ ln2 τ

τ + 1
dτ +

a1−ρ k1/ρ ln2 k

ρ3 (a k1/ρ + 1)
+ a−ρ ln2 a ln

1 + a

1 + a k1/ρ
> 0.

Åñëè a = 1, òî âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé çàïèøåòñÿ â âèäå

k

∫
R+\ (k1/ρ, 1)

τ−ρ ln2 τ

τ + 1
dτ +

k1/ρ ln2 k

ρ3 (k1/ρ + 1)
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ k ∈ (0, 1), a > 0, ôóíêöèÿ h(ρ) ñòðîãî
âûïóêëà íà (0, 1). Íî òîãäà è C(k, ρ) ñòðîãî âûïóêëà ïî ρ ∈ (0, 1) êàê ìàêñèìóì
ñòðîãî âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Òåïåðü ïðîâåðèì ñòðîãóþ âûïóêëîñòü C(k, ρ) ïî ïåðåìåííîé k ∈ [0, 1] ïðè
ôèêñèðîâàííîì ρ ∈ (0, 1). Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a > 0 ôóíêöèÿ

f(k) ≡ fρ, a(k) ≡
a∫

a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ
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ñòðîãî âûïóêëà íà [0, 1], òàê êàê

f ′(k) = −
a∫

a k1/ρ

τ−ρ

τ + 1
dτ, f ′′(k) =

a1−ρ k1/ρ−2

ρ (ak1/ρ + 1)
> 0, k ∈ (0, 1].

Ñëåäîâàòåëüíî, C(k, ρ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé k
íà [0, 1] êàê ìàêñèìóì ñòðîãî âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Çàìåòèì, ÷òî èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû s(α, β; ρ) è ñâÿçè
s(α, β; ρ) = β C(k, ρ) âûòåêàåò âîçðàñòàíèå (ñòðîãîå â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè)
âåëè÷èíû C(k, ρ) ïî k ∈ [0, 1] ïðè ôèêñèðîâàííîì ρ ∈ (0, 1).

Èç âûïóêëîñòè ïî k ôóíêöèè C(k, ρ) ïðè êàæäîì ρ ∈ (0, 1) ñðàçó âûâîäèì
äëÿ íåå íóæíóþ îöåíêó ñâåðõó, ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè (12.1) ñòîèò ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ âìåñòå ñ C(k, ρ) ïðè k = 0 è k = 1 çíà÷åíèÿ C(ρ) è
π

sin πρ
ñîîòâåòñòâåííî. Âïðî÷åì, ýòó ÷àñòü äâîéíîãî íåðàâåíñòâà (12.1) ìîæíî ïîëó÷èòü
è íàïðÿìóþ:

C(k, ρ)− πk

sin πρ
≤ max

a>0

a∫
a k1/ρ

a−ρ − ka−ρ

τ + 1
dτ = (1− k) max

a>0

{
a−ρ ln

1 + a

1 + ak1/ρ

}

≤ (1− k) max
a>0

a−ρ ln(1 + a) = (1− k)C(ρ).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëåâîé ÷àñòè (12.1) ïðè ëþáîì a > 0 çàïèøåì

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ =

a∫
a k1/ρ

(a−ρ − k τ−ρ) d(ln(τ + 1))

=
(
a−ρ − k τ−ρ

)
ln (τ + 1)

∣∣a
a k1/ρ − kρ

a∫
a k1/ρ

ln(τ + 1)

τ ρ+1
dτ

= (1− k) a−ρ ln(1 + a)− kρ
a∫

a k1/ρ

ln(τ + 1)

τ ρ
dτ

τ

≥ (1− k) a−ρ ln(1 + a) + kρC(ρ) ln k1/ρ.

Ïåðåõîä ê ìàêñèìóìó ïî a > 0 ïðèâîäèò ê íóæíîìó ðåçóëüòàòó:

C(k, ρ) ≥ πk

sin πρ
+
(

1− k ln
e

k

)
C(ρ).

Òåîðåìà 12.1 äîêàçàíà.
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Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà (12.1) ñïðàâåäëèâà è ïðè k = 0, åñëè åå ëåâóþ ÷àñòü
ïîíèìàòü â ïðåäåëüíîì ñìûñëå. Â ýòîì ñëó÷àå (12.1) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî
C(0, ρ) = C(ρ). Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 12.1 ñ ó÷åòîì ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ ñîîòíîøåíèé

lim
ρ→+0

C(k, ρ) = lim
ρ→1−0

C(k, ρ) = +∞, k ∈ (0, 1],

ìîæíî â îáùèõ ÷åðòàõ äàòü îïèñàíèå õàðàêòåðà ìîíîòîííîñòè C(k, ρ) ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì k. Èìåííî, äëÿ êàæäîãî k ∈ [0, 1] íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå ρ(k) ∈ (0, 1),
÷òî ôóíêöèÿ C(k, ρ) ñòðîãî óáûâàåò ïî ρ íà ïðîìåæóòêå (0, ρ(k)), à çàòåì ñòðîãî
âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå (ρ(k), 1).

12.2. Äîïîëíèòåëüíûå îöåíêè ñíèçó. Ïðîäîëæàÿ èçó÷åíèå íåýëåìåíòàð-
íîé ôóíêöèè C(k, ρ), äîêàæåì ñíà÷àëà îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ
óäîáñòâà îáîçíà÷èì

G(ρ, a) ≡ a−ρ ln(1 + a), a > 0,

è ïóñòü a(ρ) � òî÷êà ìàêñèìóìà ýòîé ôóíêöèè, ò. å. G(ρ, a(ρ)) = C(ρ).

Ëåììà 12.1. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ ρ ∈ (0, 1) è k ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

C(k, ρ) ≥ ln(1 + a)

aρ
+ k

∞∫
a

τ−ρ

τ + 1
dτ. (12.2)

Â ÷àñòíîñòè,

C(k, ρ) ≥ C(ρ) + k

∞∫
a(ρ)

τ−ρ

τ + 1
dτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 12.1,
ôóíêöèÿ

f(k) =

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ

âûïóêëà íà [0, 1] è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

f(k) ≥ f(0) + k f ′(0), k ∈ [0, 1].

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà íàéäåííûå âûøå çíà÷åíèÿ

f(0) =

a∫
0

a−ρ

τ + 1
dτ = G(ρ, a), f ′(0) = −

a∫
0

τ−ρ

τ + 1
dτ,

íàõîäèì ïðè ëþáîì a > 0, ÷òî

C(k, ρ)− πk

sin πρ
≥

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ ≥ G(ρ, a) − k

a∫
0

τ−ρ

τ + 1
dτ.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

C(k, ρ) ≥ πk

sin πρ
− k

a∫
0

τ−ρ

τ + 1
dτ +G(ρ, a) = G(ρ, a) + k

∞∫
a

τ−ρ

τ + 1
dτ.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû 12.1 ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé â ýòî íåðà-
âåíñòâî çíà÷åíèÿ a = a(ρ).

Â ñâåòå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû À.Þ. Ïîïîâà [98] è òåîðåìû 12.1 èç ëåì-
ìû 12.1 íåìåäëåííî âûòåêàåò òàêîé ôàêò.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ â çàäà÷å (10.5) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñåë Λ èìååò íóëåâóþ íèæíþþ ρ-ïëîòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (10.5) äîñòèãà-
åòñÿ íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ R+ ñ íèæíåé ρ-ïëîòíîñòüþ α è âåðõíåé
ρ-ïëîòíîñòüþ β, òî ïî ëåììå 12.1 òèï êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (10.2), ïîñòðî-
åííîãî ïî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

β C(ρ) = σρ(Λ) ≥ β C

(
α

β
, ρ

)
≥ β C(ρ) + α

∞∫
a(ρ)

τ−ρ

τ + 1
dτ,

÷òî âëå÷åò α = 0.

Çàêëþ÷åíèå ñëåäñòâèÿ, ðàçóìååòñÿ, ñïðàâåäëèâî äëÿ ýêñòðåìàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ïîñòðîåííîé â [98] ïðè îáîñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (10.5). Ýòîò ÷àñòíûé
ôàêò îòìå÷åí â [145]. Óêàæåì åùå íà òåñíóþ ñâÿçü ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 12.1 ñ ðå-
çóëüòàòàìè çàìåòîê [148] è [18].

Âûâåäåì äàëåå èç ëåììû 12.1 îöåíêè ñíèçó âåëè÷èíû C(k, ρ), äîïîëíÿþùèå
îöåíêó (12.2) è îòëè÷àþùèåñÿ ïðîñòîòîé.

Ïðåäëîæåíèå 12.1. Ïóñòü k ∈ [0, 1]. Ïðè âñåõ ρ ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

C(k, ρ) ≥ max
a>0
{G(ρ, a) + k G(1− ρ, 1/a)} . (12.3)

Ïðè ρ ∈ (0, 1/ ln 4] èìååò ìåñòî áîëåå ïðîñòàÿ îöåíêà

C(k, ρ) ≥ max

{
πk

sin πρ
, (1 + k)C(ρ)− k

ρe

}
, (12.4)

à ïðè ρ ∈ (1/ ln 4, 1) âåðíà îöåíêà

C(k, ρ) ≥ πk

sin πρ
+ max {0, C(ρ)− k B(−ρ)} , (12.5)

ãäå

B(ρ) =

1∫
0

τ ρ

1 + τ
dτ =

∞∑
n=0

(−1)n

ρ+ 1 + n
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îòïðàâëÿÿñü îò íåðàâåíñòâà (12.2), ïîëó÷àåì (12.3):

C(k, ρ) ≥ G(ρ, a) + k

∞∫
a

τ 1−ρ

τ(τ + 1)
dτ ≥ G(ρ, a) + ka1−ρ

∞∫
a

dτ

τ(τ + 1)

= G(ρ, a) + ka1−ρ ln(1 + 1/a) = G(ρ, a) + k G(1− ρ, 1/a).

Ïóñòü òåïåðü ρ ∈ (0, 1/ ln 4] . Íåðàâåíñòâî (12.4) áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû ïðîâå-
ðèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

C(k, ρ) ≥ (1 + k)C(ρ)− k/(ρe).

Çàïèøåì ïðè a ≥ 1 öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

C(k, ρ) ≥ G(ρ, a) + k G(1− ρ, 1/a) ≥ G(ρ, a) + ka−ρ ln(1 + 1/a)

= (1 + k)a−ρ ln(1 + a)− (k/ρ)
ln aρ

aρ
= (1 + k)G(ρ, a)− (k/ρ) max

t≥1

ln t

t

= (1 + k)G(ρ, a)− k/(ρe).

Êàê ïîêàçàíî â [98], ïðè ρ ∈ (0, 1/ ln 4] âûïîëíåíî a(ρ) ≥ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

C(k, ρ) ≥ (1 + k) max
a≥1

G(ρ, a)− k/(ρe) = (1 + k)C(ρ)− k/(ρe).

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé ρ ∈ (1/ ln 4, 1) . Ñ ó÷åòîì ëåììû 12.1 è äîêàçàí-
íîãî â [98] íåðàâåíñòâà a(ρ) < 1 ïîëó÷èì

C(k, ρ) ≥ C(ρ) + k

∞∫
a(ρ)

τ−ρ

1 + τ
dτ ≥ C(ρ) + k

∞∫
1

τ−ρ

1 + τ
dτ

= C(ρ) +
πk

sin πρ
− k

1∫
0

τ−ρ

1 + τ
dτ =

πk

sinπρ
+ C(ρ)− k B(−ρ),

÷òî âëå÷åò (12.5). Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 12.1 çàêîí÷åíî.
Äîáàâèì, ÷òî B(ρ) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì β(ρ + 1) õîðîøî èçâåñòíîé ñïåöè-

àëüíîé ôóíêöèè (ñì. [102; ïðèëîæåíèå II. 3])

β(λ) =
∞∑
n=0

(−1)n

n+ λ
.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà äëÿ âåëè÷èíû ýêñòðåìàëüíîãî òèïà äîêàæåì
åùå îäíó ïîëåçíóþ îöåíêó ñíèçó.
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Ïðåäëîæåíèå 12.2. Äëÿ âñåõ ρ ∈ (0, 1) è k ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C(k, ρ) >
ek−1

ρ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì âõîäÿùèé â íåðàâåíñòâî (12.2) èíòåãðàë:

∞∫
a

τ−ρ

τ + 1
dτ =

∞∫
a

τ−ρ−1

(
1− 1

τ + 1

)
dτ =

∞∫
a

τ−ρ−1 dτ −
∞∫
a

τ−ρ

τ(τ + 1)
dτ

>
τ−ρ

−ρ

∣∣∣∣∞
a

− a−ρ
∞∫
a

dτ

τ(τ + 1)
=

a−ρ

ρ
− a−ρ ln

(
1 +

1

a

)
.

Âîçâðàùàÿñü ê îöåíêå (12.2), èìååì

C(k, ρ) > a−ρ
[
ln(1 + a) +

k

ρ
− k ln

(
1 +

1

a

)]
= a−ρ

[
ln a+ ln

(
1 +

1

a

)
+
k

ρ
− k ln

(
1 +

1

a

)]
= a−ρ

[
ln a+

k

ρ
+ (1− k) ln

(
1 +

1

a

)]
≥ a−ρ

[
ln a+

k

ρ

]
.

Ïîëüçóÿñü ïðîèçâîëüíîñòüþ a > 0, íàõîäèì

C(k, ρ) > a−ρ
[
ln a+

k

ρ

]∣∣∣∣
a=exp 1−k

ρ

= ek−1

[
ln e

1−k
ρ +

k

ρ

]
=
ek−1

ρ
.

Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî.

Èç òåîðåìû 10.1 è ïðåäëîæåíèÿ 12.2 ñëåäóåò êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî, ñâÿçû-
âàþùåå òèï öåëîé ôóíêöèè ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ åå íóëåé. Â ñàìîì äåëå,
êàê óæå îòìå÷àëîñü, òèï σρ ïðè ïîðÿäêå ρ > 0 öåëîé ôóíêöèè ñ íóëÿìè Λ ⊂ C,
èìåþùèìè çàäàííûå íèæíþþ è âåðõíþþ ρ-ïëîòíîñòè α è β, óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó [141; p. 16] (ñð. ñ [148])

σρ ≥
β

ρ
ek−1, (12.6)

ãäå k = α /β. Íåóëó÷øàåìàÿ îöåíêà

σρ(Λ) ≥ β C(k, ρ),

ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå 10.1, ÿâëÿåòñÿ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 12.2 óòî÷íåíèåì óêàçàí-
íîãî íåðàâåíñòâà äëÿ òèïà â ñëó÷àå, êîãäà Λ ⊂ R+ è ρ ∈ (0, 1).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ëàìáåðòà îöåíêè ðàçëè÷íîãî
õàðàêòåðà è òî÷íîñòè âåëè÷èí a(ρ), C(ρ) è C(k, ρ) ïîëó÷åíû íåäàâíî Ñ.Ì. Ñèòíè-
êîì [108].
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� 13. Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ êàðòèíû ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé è ñðàâíåíèÿ
ñëó÷àåâ, êîãäà íóëè ôóíêöèé ðàñïîëîæåíû òîëüêî íà îäíîì ëó÷å èëè ïðîèçâîëüíî
â ïëîñêîñòè, âàæíî çíàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íàéäåííîé âåëè÷èíû ýêñòðå-
ìàëüíîãî òèïà C(k, ρ) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ρ. Êàê âèäèì, ïðàâûå ÷àñòè íåðà-
âåíñòâ

σρ ≥ β

 πk

sin πρ
+ max

a>0

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ

 , σρ ≥
β

ρ
ek−1, k =

α

β
,

õàðàêòåðèçóþùèõ ýòè ñëó÷àè ñîîòâåòñòâåííî, âíåøíå çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ.
Óêàçàííûå ïðàâûå ÷àñòè ñðàâíèâàþòñÿ â ïðåäëîæåíèè 12.2, îäíàêî îá èõ áëèçîñòè
îöåíêè èç � 12 íè÷åãî íå ãîâîðÿò. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîìèìî íàéäåí-
íûõ âûøå ¾ðàâíîìåðíûõ¿ ïî ρ è k îöåíîê âåëè÷èíû C(k, ρ) ïîëó÷èòü àñèìïòîòè-
÷åñêèå ïî ρ ôîðìóëû äëÿ ýòîé âåëè÷èíû ïðè ôèêñèðîâàííîì k. Ïðè k ∈ {0, 1}
àñèìïòîòèêà C(k, ρ) èçâåñòíà, ïîñêîëüêó

C(1, ρ) =
π

sin πρ
,

C(0, ρ) =
1

ρe
+ exp

(
−1− 1

ρ

)
+ O

(
1

ρ
exp

(
−2

ρ

))
, ρ→ +0. (13.1)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷åíî â [98].
Ìû äàäèì â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ C(k, ρ)

ïðè ρ→ +0. Âñþäó íèæå îáå ïåðåìåííûå k, ρ ∈ (0, 1). Ïóñòü, êàê è ðàíåå,

ϕ(a) = ϕk,ρ(a) =

a∫
a k1/ρ

a−ρ − k τ−ρ

τ + 1
dτ

è a0 = a0(k, ρ) åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà ýòîé ôóíêöèè íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó a, ïîëó÷èì âûðàæåíèå

ϕ ′(a) = a−1−ρ
(
a(1− k)

1 + a
− ρ ln

1 + a

1 + ak
1
ρ

)
≡ a−1−ρg(a).

Íåñëîæíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ

g(a) ≡ gk, ρ(a) ≡ a(1− k)

1 + a
− ρ ln

1 + a

1 + ak
1
ρ

âîçðàñòàåò îò g(0) = 0 äî íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ g(a∗), ãäå

a∗ ≡ a∗k, ρ ≡
1− k − ρ(1− k

1
ρ )

ρ(1− k
1
ρ )− (1− k)k

1
ρ

,
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à çàòåì óáûâàåò, ñòðåìÿñü ê ñâîåìó ïðåäåëó 1− k + ln k < 0 ïðè a→ +∞. Îòñþäà
ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî a0 � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ϕ ′(a), äîñòàâëÿþùèé
ìàêñèìóì ϕ(a).

Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà èçëàãàåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ñíà÷àëà â ëåì-
ìå 13.1 äîêàçûâàþòñÿ äâóñòîðîííèå îöåíêè êîðíÿ a0 = a0(k, ρ) ôóíêöèè ϕ ′(a).
Çàòåì â ëåììå 13.2 äàåòñÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ âåëè÷èíû C(k, ρ), à â ëåììå 13.3 �
îöåíêà ñâåðõó äëÿ ýòîé æå âåëè÷èíû. Áëèçîñòü óñòàíîâëåííûõ â ëåììàõ 13.2 è 13.3
îöåíîê ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåêóùåãî ïàðàãðàôà, ïðåäúÿâëÿ-
þùèé äâó÷ëåííóþ àñèìïòîòèêó âåëè÷èíû s(α, β; ρ) ïðè ρ→ +0.

13.1. Äâóñòîðîííèå îöåíêè a0. Íàì òðåáóåòñÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ íàéòè
ïðè ìàëûõ ρ èíòåðâàë ëîêàëèçàöèè òî÷êè ìàêñèìóìà ôóíêöèè ϕ(a). Ýòîé öåëè
ñëóæèò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 13.1. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k ∈ (0, 1) è âñåõ äîñòàòî÷íî ìà-

ëûõ ρ (ò. å. ïðè 0 < ρ < ρ0(k) < 1) âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî

e
1−k
ρ − 1− k

ρ
e1−k − 1 < a0 < e

1−k
ρ + 1.1 k

1
ρ e

2(1−k)
ρ − 1. (13.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (13.2) âûâåäåì èç áîëåå òî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ

e
1−k
ρ

(1−u) − 1 < a0 < e
1−k
ρ v − 1, (13.3)

ãäå

u ≡ e(1−k) (1− 1
ρ

), v ≡
(

1− k
1
ρ e

1−k
ρ

)−1

.

Çàìåòèì, ÷òî ëåâîå íåðàâåíñòâî â (13.3) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

g
(
e

1−k
ρ

(1−u) − 1
)
> 0,

êîòîðîå â ðàçâåðíóòîì âèäå âûãëÿäèò òàê:

(1− k)
e

1−k
ρ

(1−u) − 1

e
1−k
ρ

(1−u)
− (1− k)(1− u) + ρ ln

[
1 + k

1
ρ

(
e

1−k
ρ

(1−u) − 1
)]

> 0.

Ïîñêîëüêó u < 1, òî k
1
ρ

(
e

1−k
ρ

(1−u) − 1
)
> 0, è ïîòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

(1− k)
e

1−k
ρ

(1−u) − 1

e
1−k
ρ

(1−u)
− (1− k) (1− u) > 0.

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà 1− k ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ â âèäå

u > e
1−k
ρ

(1−u).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû u, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

e
1−k
ρ

(ρ−1) > e
1−k
ρ

(u−1),
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èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, u < ρ. Åùå ðàç ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû u, óáåæ-
äàåìñÿ â íåîáõîäèìîñòè äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâî

e
1−k
ρ

(ρ−1) < ρ,

ò. å. íåðàâåíñòâî
1− k
ρ

(ρ− 1) < ln ρ.

Ïåðåïèñàâ îêîí÷àòåëüíî ýòî íåðàâåíñòâî â óäîáíîé ôîðìå

ln
1

ρ
< (1− k)

(
1

ρ
− 1

)
,

âèäèì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ρ.
Èòàê,

a0 > e
1−k
ρ

(1−u) − 1 = exp

{
1− k
ρ

(1− e
1−k
ρ

(ρ−1))

}
− 1

= e
1−k
ρ exp

{
− 1− k

ρ
e

1−k
ρ

(ρ−1)

}
− 1.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòñþäà ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (13.2) âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðè
âñåõ µ > 0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà e−µ > 1− µ. Âûáèðàÿ

µ =
1− k
ρ

e
1−k
ρ

(ρ−1),

èìååì

a0 > e
1−k
ρ

(
1− 1− k

ρ
e

1−k
ρ

(ρ−1)

)
− 1 = e

1−k
ρ − 1− k

ρ
e1−k − 1.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (13.3). Äëÿ ýòîãî çàïè-
øåì a0 â âèäå

a0 = e
1−k
ρ (1 + w)− 1,

ãäå w = w(k, ρ) > −1, è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ðàâåíñòâî g(a0) = 0. Ïîëó÷èì

1− k
ρ

(
1− 1

1 + a0

)
− ln(1 + a0) + ln(1 + k

1
ρ a0) = 0,

îòêóäà

ln(1 + k
1
ρ a0) − ln(1 + w) − 1− k

ρ

e
k−1
ρ

1 + w
= 0. (13.4)

Ïðåîáðàçóåì, à çàòåì îöåíèì îòäåëüíî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (13.4):

ln(1 + k
1
ρ a0) = ln

(
1 + k

1
ρ (e

1−k
ρ (1 + w)− 1)

)
= ln

(
1− k

1
ρ + k

1
ρ e

1−k
ρ (1 + w)

)
= ln(1 + w) + ln

(
1− k

1
ρ

1 + w
+ k

1
ρ e

1−k
ρ

)
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= ln(1 + w) + ln

(
1− w + k

1
ρ

1 + w
+ k

1
ρ e

1−k
ρ

)
≤ ln(1 + w) + k

1
ρ e

1−k
ρ − w + k

1
ρ

1 + w
.

Îòñþäà íà îñíîâàíèè (13.4) ìîæíî çàïèñàòü

− 1− k
ρ

e
k−1
ρ

1 + w
+ k

1
ρ e

1−k
ρ − w + k

1
ρ

1 + w
≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(1 + w) (k
1
ρ e

1−k
ρ − 1) ≥ −1 + k

1
ρ +

1− k
ρ

e
k−1
ρ .

Ïîýòîìó

1 + w ≤
1− k

1
ρ − 1−k

ρ
e
k−1
ρ

1− k
1
ρ e

1−k
ρ

<
1

1− k
1
ρ e

1−k
ρ

= v.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ a0 è ïîëó÷åííîé îöåíêè 1 + w < v íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî

a0 < e
1−k
ρ v − 1.

Îñòàëîñü âûâåñòè îòñþäà ïðàâóþ ÷àñòü (13.2). Íåðàâåíñòâî

ln k + 1− k < 0

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì k ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

k
1
ρ e

1−k
ρ → +0, ρ→ +0,

è ïîòîìó

v =
1

1− k
1
ρ e

1−k
ρ

< 1 + 1.1 k
1
ρ e

1−k
ρ

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ρ. Çíà÷èò, ïðè òåõ æå ρ èìååì

a0 < e
1−k
ρ + 1.1 k

1
ρ e

2(1−k)
ρ − 1,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 13.1.

13.2. Îöåíêà C(k, ρ) ñíèçó. Âîçâðàùàÿñü ê ñàìîé âåëè÷èíå ýêñòðåìàëüíîãî
òèïà, íà÷íåì ñ ïîëó÷åíèÿ ïîäõîäÿùåé íèæíåé îöåíêè.

Ëåììà 13.2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì k ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

îöåíêà

C(k, ρ) >
ek−1

ρ
+

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) +

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1)

+O
(
e−

2(1−k)
ρ

)
+ O

(
ρ k

2
ρ e

2(1−k)
ρ

)
, ρ→ +0. (13.5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü õîðîøî èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì

π

sin πρ
=

∞∫
0

τ−ρ

τ + 1
dτ,

ïðåîáðàçóì C(k, ρ) ê âèäó

C(k, ρ) = max
a>0

ψ(a),

ãäå

ψ(a) ≡ a−ρ ln
1 + a

1 + k
1
ρa

+ k


a k

1
ρ∫

0

τ−ρ

1 + τ
dτ +

∞∫
a

τ−ρ

1 + τ
dτ

 .

Î÷åâèäíî,

C(k, ρ) ≥ ψ
(
e

1−k
ρ

)

= ek−1 ln
1 + e

1−k
ρ

1 + k
1
ρ e

1−k
ρ

+ k

k
1
ρ e

1−k
ρ∫

0

τ−ρ

1 + τ
dτ + k

∞∫
e

1−k
ρ

τ−ρ

1 + τ
dτ.

Îöåíèì ñíèçó ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðåäñòàâëåíèè ψ
(
e

1−k
ρ

)
, èñïîëüçóÿ ñïðàâåäëè-

âûå ïðè âñåõ x > 0 íåðàâåíñòâà

x− x2

2
< ln(1 + x) < x− x2

2
+
x3

3
.

Èìååì

ek−1 ln
1 + e

1−k
ρ

1 + k
1
ρ e

1−k
ρ

= ek−1

(
1− k
ρ

+ ln
(

1 + e
k−1
ρ

)
− ln

(
1 + k

1
ρ e

1−k
ρ

))

> ek−1

(
1− k
ρ

+ e
k−1
ρ − 1

2
e

2(k−1)
ρ − k

1
ρ e

1−k
ρ +

1

2
k

2
ρ e

2(1−k)
ρ − 1

3
k

3
ρ e

3(1−k)
ρ

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè âñåõ τ > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

1 + τ
> 1− τ,

1

1 + τ−1
> 1− τ−1 + τ−2 − τ−3,

îöåíèì ñíèçó èíòåãðàëû â çàïèñè ψ
(
e

1−k
ρ

)
:

k

k
1
ρ e

1−k
ρ∫

0

τ−ρ

1 + τ
dτ > k

k
1
ρ e

1−k
ρ∫

0

(
τ−ρ − τ 1−ρ) dτ = k

(
τ 1−ρ

1− ρ
− τ 2−ρ

2− ρ

)∣∣∣∣k
1
ρ e

1−k
ρ

0
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=
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1)

1− ρ
− k

2
ρ e(1−k) ( 2

ρ
−1)

2− ρ
;

k

∞∫
e

1−k
ρ

τ−ρ

1 + τ
dτ = k

∞∫
e

1−k
ρ

τ−1−ρ

1 + τ−1
dτ > k

∞∫
e

1−k
ρ

τ−1−ρ (1− τ−1 + τ−2 − τ−3
)
dτ

= k

(
ek−1

ρ
− e−(1−k) ( 1

ρ
+1)

ρ+ 1
+
e−(1−k) ( 2

ρ
+1)

ρ+ 2
− e−(1−k) ( 3

ρ
+1)

ρ+ 3

)
.

Âîçâðàùàÿñü ê îöåíêå C(k, ρ), ïîëó÷èì

C(k, ρ) ≥ ψ
(
e

1−k
ρ

)
> ek−1

(
1− k
ρ

+ e
k−1
ρ − 1

2
e

2(k−1)
ρ − k

1
ρ e

1−k
ρ +

1

2
k

2
ρ e

2(1−k)
ρ − 1

3
k

3
ρ e

3(1−k)
ρ

)
+
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1)

1− ρ
− k

2
ρ e(1−k) ( 2

ρ
−1)

2− ρ

+ k

(
ek−1

ρ
− e−(1−k) ( 1

ρ
+1)

ρ+ 1
+
e−(1−k) ( 2

ρ
+1)

ρ+ 2
− e−(1−k) ( 3

ρ
+1)

ρ+ 3

)

=
ek−1

ρ
+

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) +

(
k

ρ+ 2
− 1

2

)
e−(1−k) ( 2

ρ
+1)

+

(
1

1− ρ
− 1

)
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1) +

(
1

2
− 1

2− ρ

)
k

2
ρ e(1−k) ( 2

ρ
−1)

− k

ρ+ 3
e−(1−k) ( 3

ρ
+1) − 1

3
k

3
ρ e(1−k) ( 3

ρ
−1)

=
ek−1

ρ
+

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) + O

(
e−(1−k) ( 2

ρ
+1)
)

+
ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k)( 1

ρ
−1) + O

(
ρ k

2
ρ e(1−k) ( 2

ρ
−1)
)
, ρ→ +0.

Ïîñëåäíåå ñîâïàäàåò ñ òðåáóåìîé îöåíêîé (13.5).

13.3. Îöåíêà C(k, ρ) ñâåðõó. Íåîáõîäèìàÿ äëÿ öåëåé äàííîãî ïàðàãðàôà âåðõ-
íÿÿ îöåíêà ôóíêöèè C(k, ρ) óñòàíàâëèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå, ÷åì íèæíÿÿ; ïðè
ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè âåëè÷èíû a0 èç ëåììû 13.1.

Ëåììà 13.3. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòî-

òè÷åñêàÿ îöåíêà

C(k, ρ) <
ek−1

ρ
+

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) +

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1)

+ O

(
1

ρ
e−

2(1−k)
ρ

)
+ O

(
ρ k

2
ρ e

2(1−k)
ρ

)
, ρ→ +0. (13.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè, êàê è ïðåæäå, a0 = a0(k, ρ) � òî÷êà ìàêñèìóìà
ôóíêöèè ψ(a), òî

C(k, ρ) = max
a>0

ψ(a)

= ψ(a0) = a−ρ0 ln
1 + a0

1 + k
1
ρa0

+ k


a0 k

1
ρ∫

0

τ−ρ

1 + τ
dτ +

∞∫
a0

τ−ρ

1 + τ
dτ

 .

Îöåíèì òåïåðü ñâåðõó êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðåäñòàâëåíèè ψ(a0). Â îöåíêå ïåð-
âîãî ñëàãàåìîãî ïðèìåíèì òå æå íåðàâåíñòâà, ÷òî è â ëåììå 13.2:

a−ρ0 ln
1 + a0

1 + k
1
ρa0

< a−ρ0

(
ln a0 + a−1

0 − a−2
0

2
+
a−3

0

3
− a0k

1
ρ +

1

2
a2

0 k
2
ρ

)
.

Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå ψ(a0), èñïîëüçóåì ïðè τ > 0
íåðàâåíñòâà

1

1 + τ
< 1− τ + τ 2,

1

1 + τ−1
< 1− τ−1 + τ−2.

Òîãäà
a0 k

1
ρ∫

0

τ−ρ

1 + τ
dτ <

a0 k
1
ρ∫

0

(
τ−ρ − τ−1−ρ + τ−2−ρ) dτ

=

(
a0 k

1
ρ

)1−ρ

1− ρ
−

(
a0 k

1
ρ

)2−ρ

2− ρ
+

(
a0 k

1
ρ

)3−ρ

3− ρ
;

∞∫
a0

τ−ρ

1 + τ
dτ <

∞∫
a0

(
τ−ρ−1 − τ−ρ−2 + τ−ρ−3

)
dτ =

a−ρ0

ρ
− a−ρ−1

0

ρ+ 1
+
a−ρ−2

0

ρ+ 2
.

Ïîýòîìó

C(k, ρ) < a−ρ0

(
ln a0 +

k

ρ

)
+ a−ρ−1

0

(
1− k

ρ+ 1

)
− a−ρ−2

0

(
1

2
− k

ρ+ 2

)

+
a−3−ρ

0

3
+ a1−ρ

0 k
1
ρ

(
1

1− ρ
− 1

)
− a2−ρ

0 k
2
ρ

(
1

2− ρ
− 1

2

)
+ k

(
a0 k

1
ρ

)3−ρ

3− ρ
.

Îòáðàñûâàÿ îòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ a > 0 âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

a−ρ
(

ln a+
k

ρ

)
≤ ek−1

ρ
,
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ïîëó÷àåì

C(k, ρ) <
ek−1

ρ
+ a−ρ−1

0

(
1− k

ρ+ 1

)
+ a1−ρ

0

ρ k
1
ρ

1− ρ
+
a−3−ρ

0

3
+
a3−ρ

0 k
3
ρ

3− ρ
. (13.7)

Ïðè îöåíêå ñâåðõó âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (13.7) âîñïîëüçóåìñÿ ëåâûì íåðàâåí-
ñòâîì (13.2) è òåì, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ x > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(1− x)−(ρ+1) < 1 + 2x.

Òîãäà

a−ρ−1
0 <

(
e

1−k
ρ − 1− k

ρ
e1−k − 1

)−1−ρ

= e−(1−k) ( 1
ρ

+1)
(

1− 1− k
ρ

e(1−k)(1− 1
ρ) − e

k−1
ρ

)−(ρ+1)

< e−(1−k) ( 1
ρ

+1)
(

1 + 2e
k−1
ρ

(
1− k
ρ

e1−k + 1

))−(ρ+1)

= e−(1−k) ( 1
ρ

+1) + 2e−(1−k) ( 2
ρ

+1)
(

1− k
ρ

e1−k + 1

)
= e−(1−k)( 1

ρ
+1) + O

(
1

ρ
e−

2(1−k)
ρ

)
, ρ→ +0.

Çíà÷èò, ïðè ρ→ +0 ìîæåì çàïèñàòü(
1− k

ρ+ 1

)
a−ρ−1

0 <

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) + O

(
1

ρ
e−

2(1−k)
ρ

)
. (13.8)

Äëÿ îöåíêè ñâåðõó òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (13.7) èñïîëüçóåì íàðÿäó ñ ïðàâîé
÷àñòüþ (13.2) ñïðàâåäëèâîå ïðè x ≥ −1 íåðàâåíñòâî

(1 + x)1−ρ ≤ 1 + (1− ρ)x.

Ïðèìåíÿÿ óêàçàííûå íåðàâåíñòâà, èìååì

a1−ρ
0 <

(
e

1−k
ρ + 1.1 k

1
ρ e

2(1−k)
ρ − 1

)1−ρ

= e(1−k) ( 1
ρ
−1)
(

1 + 1.1 k
1
ρ e

1−k
ρ − e

k−1
ρ

)1−ρ

≤ e(1−k) ( 1
ρ
−1)
(

1 + (1− ρ)
(

1.1 k
1
ρ e

1−k
ρ − e

k−1
ρ

))
< e(1−k) ( 1

ρ
−1) + (1− ρ) 1.1 k

1
ρ e

2(1−k)
ρ .

Ñëåäîâàòåëüíî,

a1−ρ
0

ρ k
1
ρ

1− ρ
<

ρ k
1
ρ

1− ρ
e(1−k) ( 1

ρ
−1) + O

(
ρ k

2
ρ e

2(1−k)
ρ

)
, ρ→ +0. (13.9)
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Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â (13.7) èìåþò ïðîñòóþ îöåíêó. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó
ëåììû 13.1 èìååì

a0 ∼ e
1−k
ρ , ρ→ +0,

à ýòî âëå÷åò

1

3
a−3−ρ

0 = o
(
e−

2(1−k)
ρ

)
,

a3−ρ
0 k

3
ρ

3− ρ
= o

(
ρ k

2
ρ e

2(1−k)
ρ

)
, ρ→ +0. (13.10)

Ïîäñòàâëÿÿ â (13.7) íàéäåííûå îöåíêè (13.8)�(13.10), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíî-
øåíèå (13.6):

C(k, ρ) <
ek−1

ρ
+

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) +

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1)

+O

(
1

ρ
e−

2(1−k)
ρ

)
+ O

(
ρ k

2
ρ e

2(1−k)
ρ

)
, ρ→ +0.

Ëåììà 13.3 óñòàíîâëåíà.

13.4. Àñèìïòîòèêà C(k, ρ) ïðè ìàëûõ ρ. Êàê âèäíî èç ëåìì 13.2 è 13.3,
ïåðâûå ñëàãàåìûå â îöåíêàõ (13.5), (13.6) îäèíàêîâû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàþò
ñ ïåðâûì ÷ëåíîì èñêîìîé àñèìïòîòèêè. ×òîáû âûäåëèòü âòîðîé è îñòàòî÷íûé
÷ëåíû íåîáõîäèìî ñðàâíèòü ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé, âõîäÿùèõ â ýòè ÷ëåíû. Ðåøèâ
ýòó çàäà÷ó, ìû ïðèäàäèì íàäëåæàùèé âèä ïðåäâàðèòåëüíîé ôîðìóëå äëÿ C(k, ρ),
îáúåäèíÿþùåé óòâåðæäåíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ ëåìì:

C(k, ρ) =
ek−1

ρ
+

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) +

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k)( 1

ρ
−1)

+O

(
1

ρ
e−

2(1−k)
ρ

)
+ O

(
ρ k

2
ρ e

2(1−k)
ρ

)
, ρ→ +0. (13.11)

Âíà÷àëå îïðåäåëèì, êàêîå èç ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (13.11) ÿâëÿåòñÿ âòîðûì
÷ëåíîì çàÿâëåííîé àñèìïòîòèêè:(

1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) èëè

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1).

Ñ ýòîé öåëüþ ñðàâíèì âåëè÷èíû

− (1− k)

(
1

ρ
+ 1

)
è

1

ρ
ln k + (1− k)

(
1

ρ
− 1

)
.

Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ñðàâíåíèþ ÷èñåë 2(k − 1) è ln k. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç k1 = 0.20319 . . . åäèíñòâåííûé â èíòåðâàëå (0, 1) êîðåíü óðàâíåíèÿ

ln k = 2(k − 1). (13.12)
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Òîãäà ïðè k ∈ (0, k1] âòîðûì ÷ëåíîì â ôîðìóëå (13.11) äîëæåí áûòü çàïèñàí(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1),

à ïðè k ∈ (k1, 1) åãî çàìåíèò

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1).

Ïóñòü k ∈ (0, k1] . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç (13.11) äâó÷ëåííîé àñèìïòîòèêè òðåáóåòñÿ
âûÿñíèòü, êàêàÿ èç âåëè÷èí ïðè ρ→ +0 óáûâàåò ìåäëåííåå:

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1) èëè O

(
1

ρ
e−

2
ρ

(1−k)

)
.

Ýòîò âîïðîñ ïðèâîäèò ê ñðàâíåíèþ

1

ρ
ln k +

1− k
ρ

è − 2(1− k)

ρ
,

à îíî, â ñâîþ î÷åðåäü, � ê óðàâíåíèþ

ln k = 3(k − 1), (13.13)

åäèíñòâåííûì êîðíåì êîòîðîãî íà (0, 1) áóäåò k0 = 0.05952 . . . . Òåïåðü ïðè ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ k îñòàòî÷íûé ÷ëåí â (13.11) èçâåñòåí, è ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé
ïðîìåæóòî÷íûé âûâîä:

ïðè k ∈ (0, k0] äåéñòâóåò àñèìïòîòèêà

C(k, ρ) =
ek−1

ρ
+

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) + O

(
1

ρ
e−

2(1−k)
ρ

)
, ρ→ +0,

à ïðè k ∈ (k0, k1] äåéñòâóåò àñèìïòîòèêà

C(k, ρ) =
ek−1

ρ
+

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) + O

(
ρ k

1
ρ e

1−k
ρ

)
, ρ→ +0.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ k ∈ (k1, 1) . Ôîðìóëà (13.11) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ
âûäåëåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñðàâíèòü ñêîðîñòè óáûâà-
íèÿ ïðè ρ→ +0 âåëè÷èí

e−
1−k
ρ è ρ k

2
ρ e

2(1−k)
ρ .

Â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ ïîëó÷èì åùå îäíî óðàâíåíèå

ln k =
3

2
(k − 1), (13.14)

ñ êîðíåì k2 = 0.41719 . . . .
Çäåñü âûâîä òàêîé:
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ïðè k ∈ (k1, k2] äåéñòâóåò àñèìïòîòèêà

C(k, ρ) =
ek−1

ρ
+

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1) + O

(
e−

1−k
ρ

)
, ρ→ +0,

à ïðè k ∈ (k2, 1) äåéñòâóåò àñèìïòîòèêà

C(k, ρ) =
ek−1

ρ
+

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1) + O

(
ρ k

2
ρ e

2(1−k)
ρ

)
, ρ→ +0.

Ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ óäîáíî ñîáðàòü â îòäåëüíîå óòâåðæäåíèå, ïîäûòî-
æèâàþùåå ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü kj, j = 0, 1, 2, � êîðíè íà (0, 1) óðàâíåíèé (13.13),
(13.12) è (13.14) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ âåëè÷èíû C(k, ρ) ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì k è ρ→ +0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:

C(k, ρ) =
ek−1

ρ
+

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) + O

(
1

ρ
e−

2(1−k)
ρ

)
, k ∈ (0, k0] ;

C(k, ρ) =
ek−1

ρ
+

(
1− k

ρ+ 1

)
e−(1−k) ( 1

ρ
+1) + O

(
ρ k

1
ρ e

1−k
ρ

)
, k ∈ (k0, k1] ;

C(k, ρ) =
ek−1

ρ
+

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1) + O

(
e−

1−k
ρ

)
, k ∈ (k1, k2] ; (13.15)

C(k, ρ) =
ek−1

ρ
+

ρ

1− ρ
k

1
ρ e(1−k) ( 1

ρ
−1) + O

(
ρ k

2
ρ e

2(1−k)
ρ

)
, k ∈ (k2, 1) .

Òåîðåìà 13.1 îòêðûâàåò íåñêîëüêî íåîæèäàííûé ôàêò ñóùåñòâåííîé çàâèñèìî-
ñòè àñèìïòîòèêè ïðè ρ → +0 ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû C(k, ρ) (è, ñëåäîâàòåëüíî,

s(α, β ; ρ)) îò k =
α

β
, íå òîëüêî ¾êîëè÷åñòâåííîé¿, ñêàçàâøåéñÿ â ðàçëè÷èè âòîðûõ

÷ëåíîâ ôîðìóë (13.15), íî è ¾êà÷åñòâåííîé¿, âûðàæåííîé â îòëè÷èè îñòàòî÷íûõ
÷ëåíîâ.

Çàìåòèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (13.1) ñîãëàñóåòñÿ ñ ïåðâûì ñëó÷àåì
â òåîðåìå 13.1, òàê êàê ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â íåãî k = 0.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êàêîâî áû íè áûëî çíà÷åíèå k ∈ [0, 1], ôîðìóëû (13.1)
è (13.15) ïîêàçûâàþò, ÷òî âåëè÷èíû, îïèñûâàþùèå ýêñòðåìàëüíûé òèï öåëûõ ôóíê-
öèé ñ íóëåâûìè è ïðîèçâîëüíûìè àðãóìåíòàìè êîðíåé, ïðè ïîðÿäêå ρ, áëèçêîì ê
íóëþ, ìàëî îòëè÷àþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êîð-
íåé îòâå÷àþò ïåðâûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë (13.1) è (13.15), à óêàçàííîå
ðàçëè÷èå ìîæíî îöåíèòü ïî âòîðûì ÷ëåíàì ýòèõ ôîðìóë.

Íàïðîòèâ, ðàçëè÷èå óêàçàííûõ ýêñòðåìàëüíûõ âåëè÷èí ïðè ρ → 1 ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííûì. Òàê, ïðè k = 0 íàèìåíüøèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ òèïîâ 1/(ρe)
è C(ρ), îòâå÷àþùèå ñëó÷àÿì ïðîèçâîëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé è ðàñïîëîæåíèÿ
íà ôèêñèðîâàííîì ëó÷å, àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêè ê 1/e è 1 (ñì. [98]) ñîîòâåòñòâåí-
íî. Áîëåå òîãî, ïðè k ∈ (0, 1] ýòè íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ ñóòü ek−1/ρ è C(k, ρ).
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Ïåðâàÿ âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ ê ek−1 ïðè ρ→ 1, âòîðàÿ æå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó

C(k, ρ) ≥ πk

sin πρ
>

k

1− ρ
è ïîòîìó ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè ρ→ 1− 0.

� 14. Î ðàäèóñå ïîëíîòû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ âòîðîé ãëà-
âû ê âîïðîñàì ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò ñ ïîêàçàòåëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè íà
íåñêîëüêèõ ëó÷àõ.

14.1. Ïåðåõîä ê öåëûì ôóíêöèÿì ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Â òåîðèè
ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âàæíóþ
ðîëü èãðàþò öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (ñì., íàïðèìåð, [72], [116]).
Ñðåäè íèõ, êàê ïîêàçàíî â [76], [78], âèäíîå ìåñòî çàíèìàþò áåñêîíå÷íûå ïðî-
èçâåäåíèÿ, íóëè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû îäèíàêîâî íà íåñêîëüêèõ ëó÷àõ. Èìååòñÿ
î÷åâèäíàÿ ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïðîèçâåäåíèÿìè è öåëûìè ôóíêöèÿìè (10.2) ñ ïîëî-
æèòåëüíûìè íóëÿìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû åþ âîñïîëüçîâàòüñÿ, çàôèêñèðóåì äâà ÷èñëà
β > 0, 0 ≤ α ≤ β è ðàññìîòðèì êëàññ P (α, β), ñîñòîÿùèé ïî îïðåäåëåíèþ èç
âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ = (λn)n∈N âèäà (10.1), òàêèõ, ÷òî

∆(Λ) = lim
n→∞

n

λn
= β, ∆(Λ) = lim

n→∞

n

λn
≥ α.

Ïóñòü Λ ∈ P (α, β) è m ∈ N, m ≥ 2. Ñâÿæåì ñ Λ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Λm ≡ (λmn )n∈N ⊂ R+, (14.1)

Λ(m) ≡
m−1⋃
j=0

(
λne

2πj
m
i
)
n∈N

. (14.2)

Âèäèì, ÷òî âåðõíÿÿ (1/m)-ïëîòíîñòü ∆ 1/m(Λm) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λm è âåðõ-
íÿÿ ïëîòíîñòü ∆(Λ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ñîâïàäàþò:

∆ 1/m(Λm) = lim
n→∞

n

(λmn )1/m
= lim

n→∞

n

λn
= ∆(Λ).

Òî÷íî òàê æå
∆ 1/m(Λm) = ∆(Λ).

Ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (14.1) ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ

λmn

)
, λ ∈ C, (14.3)
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âèäà (10.2), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé öåëóþ ôóíêöèþ íîðìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå
ρ = 1/m ∈ (0, 1). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (14.2) îòâå÷àåò êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå

L(λm) =
∞∏
n=1

(
1− λm

λmn

)
, λ ∈ C, (14.4)

îïðåäåëÿþùåå öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ íóëÿìè, ðàñïîëîæåííû-
ìè îäèíàêîâî íà m ≥ 2 ëó÷àõ

arg λ =
2πj

m
, j = 0, 1, . . . ,m− 1.

Ïóñòü σ(Λ(m)) îáîçíà÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (14.4),
à σ 1/m(Λm) � òèï ïðè ïîðÿäêå ρ = 1/m ôóíêöèè (14.3). Òîãäà ñïðàâåäëèâà öå-
ïî÷êà ðàâåíñòâ

σ(Λ(m)) ≡ lim
r→+∞

r−1 ln max
|λ|=r

∞∏
n=1

∣∣∣∣ 1− λm

λmn

∣∣∣∣
= lim

r→+∞
r−1 ln

∞∏
n=1

(
1 +

(
r

λn

)m)
= lim

r→+∞
r−1 ln max

|λ|=rm
|L(λ)|

= lim
r→+∞

r−1/m ln max
|λ|=r
|L(λ)| ≡ σ1/m(Λm).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû (10.3) ïðè ρ = 1/m èìååì

s (α, β ; 1/m) = min
{
σ1/m(Λm) : Λ ⊂ R+, ∆ 1/m(Λm) ≥ α, ∆ 1/m(Λm) = β

}
= min

{
σ(Λ(m)) : Λ ∈ P (α, β)

}
. (14.5)

Êîíêðåòèçèðóåì ïðè ρ = 1/m âåëè÷èíó

s(α , β ; ρ) = s (α , β ; 1/m) =
πα

sin(π/m)
+ max

a>0

a∫
a (α/β)m

β a−1/m − α τ−1/m

τ + 1
dτ

èç ôîðìóëû (10.2). Ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííîé τ = t−m, çàïèøåì

a∫
a (α/β)m

τ−1/m

τ + 1
dτ = m

(β/α) a−1/m∫
a−1/m

dt

tm + 1
. (14.6)

Ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè

1

tm + 1
, m ∈ N, m ≥ 2,

ìîæíî ïðåäñòàâèòü (ñì., íàïðèìåð, [102; ñ. 28]) â âèäå

1

m

[m−2
2 ]∑
j=0

(
2 sin

π(2j + 1)

m
arctg

t− cos π(2j+1)
m

sin π(2j+1)
m

(14.7)
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− cos
π(2j + 1)

m
ln

(
t2 − 2t cos

π(2j + 1)

m
+ 1

))
+

1− (−1)m

2m
ln |t+ 1| .

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ïðåäñòàâëåíèÿ (14.6) è (14.7), äëÿ âåëè÷èíû (14.5) ïðè òåõ æå m
ïîëó÷àåì

s (α , β ; 1/m) =
πα

sin(π/m)
+ max

a>0

 β
m
√
a

ln
1 + a

1 + a (α/β)m
− αm

β/(α m√a)∫
1/ m
√
a

dt

tm + 1


=

πα

sin(π/m)
+ max

a>0

{
β
m
√
a

ln
1 + a

1 + a (α/β)m
+

1− (−1)m

2m
ln
α m
√
a+ β

α m
√
a+ α

−α
[m−2

2 ]∑
j=0

(
2 sin

π(2j + 1)

m
arctg

(β − α) sin π(2j+1)
m

α m
√
a+ (β/ m

√
a)− (α + β) cos π(2j+1)

m

+ cos
π(2j + 1)

m
ln
α2 − 2α2 m

√
a cos π(2j+1)

m
+ (α m

√
a)2

β2 − 2βα m
√
a cos π(2j+1)

m
+ (α m

√
a)2

)}
. (14.8)

Îïèðàÿñü íà òåîðåìó 10.1, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (14.5) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 14.1. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ≥ 2, à òàêæå ÷èñëà β > 0
è α ∈ [0, β]. Òîãäà òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ýêñïîíåíöèàëüíûõ òèïîâ σ(Λ(m)) âñå-

âîçìîæíûõ áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé (14.4), îòâå÷àþùèõ ïîëîæèòåëüíûì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòÿì Λ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ∆(Λ) ≥ α è ∆(Λ) = β, âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå (14.8). Ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîé ôóíêöèè âè-

äà (14.4), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà íåêîòîðîé âîçðàñòàþùåé ïîëåäîâàòåëüíî-

ñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ïëîòíîñòè êîòîðîé ñîâïàäàþò

ñ α è β ñîîòâåòñòâåííî.

14.2. Îöåíêè ðàäèóñà ïîëíîòû. ×òîáû ðàñêðûòü âîçìîæíîñòè äëÿ ïðèìå-
íåíèÿ òåîðåìû 14.1 ê ýêñïîíåíöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè â êîìïëåêñíîé îáëàñòè,
íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü Λ = (λj)j∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
èç C è

EΛ ≡
{
zn−1eλz : λ ∈ Λ, n = 1, 2, . . . ,Λ(λ)

}
, z ∈ C,

ãäå Λ(λ) îáîçíà÷àåò ÷èñëî âõîæäåíèé òî÷êè λ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ.
Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (êðàòíûõ) ýêñïîíåíò EΛ ïîëíà â êðóãå

KR ≡ {z ∈ C : |z| < R} , R > 0,

åñëè îíà ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå A(KR) ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ýòîì êðóãå, íà-
äåëåííîì òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç KR. Ñèìâîë R(Λ)
îáîçíà÷àåò ðàäèóñ êðóãà ïîëíîòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ò. å. òî÷íóþ âåðõíþþ
ãðàíü ðàäèóñîâ êðóãîâ KR, â êîòîðûõ ïîëíà ñèñòåìà EΛ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σinf (Λ)
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òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü çíà÷åíèé σ > 0, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ
f 6≡ 0 ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ≤ σ òàêàÿ, ÷òî f(Λ) = 0, ò. å. f îáðàùàåòñÿ â íóëü
íà Λ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. (Ðàçóìååòñÿ, f ìîæåò èìåòü íóëè, îòëè÷íûå îò òî÷åê
èç Λ.) Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó êðèòåðèþ ïîëíîòû ñèñòåìû EΛ â ïðîñòðàíñòâå A(KR)
(ñì., íàïðèìåð, [116; � 3.3.1]) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

σinf (Λ) = R(Λ).

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ β > 0, 0 ≤ α ≤ β ðàññìîòðèì ââåäåííûé âûøå êëàññ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé P (α, β). Äëÿ çàäàííûõ m ≥ 2 è Λ ∈ P (α, β) îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ(m) ïî ôîðìóëå (14.2). Ïîëîæèì

R(α, β ; m) ≡ inf
Λ∈P (α, β)

R(Λ(m)).

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû êàê ìîæíî òî÷íåå îöåíèòü õàðàêòå-
ðèñòèêó R(α, β ; m). Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, òðåáóåòñÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ íàéòè ðà-
äèóñ íàèáîëüøåãî èç êðóãîâ, â êîòîðûõ çàâåäîìî ïîëíà ëþáàÿ ñèñòåìà ýêñïîíåíò,
ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé êîòîðîé ïîðîæäåíî êàêîé-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Λ èç

êëàññà P (α, β) ïîñðåäñòâîì ïîâîðîòîâ íà óãëû
2πj

m
, j = 0, 1, . . . ,m − 1, îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè íóëü.
Íàèëó÷øèå èç èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó îöåíîê äëÿ R(α, β ; m) óäàåòñÿ

ïîëó÷èòü, ñî÷åòàÿ òî÷íûé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà (òåîðåìà 14.1) ñ êëàññè÷åñêîé
îöåíêîé (12.6) è íåäàâíèìè ðåçóëüòàòàìè ãëóáîêèõ èññëåäîâàíèé Á.Í. Õàáèáóëëè-
íà [117].

Òåîðåìà 14.2. Ïðè ëþáûõ β > 0, 0 ≤ α ≤ β, è öåëîì m ≥ 2 ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

R(α, β ; m) ≤ min
Λ∈P (α, β)

σ
(
Λ(m)

)
= s

(
α, β ;

1

m

)
, (14.9)

R(α, β ; m) ≥ max

{
β m exp

(
α

β
− 1

)
, µm s

(
α, β ;

1

m

)}
, (14.10)

ãäå âåëè÷èíà s

(
α, β ;

1

m

)
äàåòñÿ ôîðìóëîé (14.8), à

µm ≡ Γ

(
1

m

)
Γ2

(
1− 1

2m

)
1

π
sin

π

m
. (14.11)

Â ÷àñòíîñòè,
β m

e
≤ R(β ;m) ≡ R(0, β ;m) ≤ βC

(
1

m

)
, (14.12)

ãäå â ñîîòâåòñòâèå ñ (10.3) îáîçíà÷åíî

C

(
1

m

)
= max

a>0

ln(1 + a)
m
√
a

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàäèóñà ïîëíîòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ(m)

è âåëè÷èíû R(α, β ; m) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ∈ P (α, β) âåðíà öåïî÷êà
ñîîòíîøåíèé

R(α, β ; m) ≤ R
(
Λ(m)

)
≤ σ

(
Λ(m)

)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (14.9) äîñòàòî÷íî òåïåðü ïåðåéòè çäåñü ê ìèíèìóìó ïî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿì Λ ∈ P (α, β) è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 14.1

×òîáû îáîñíîâàòü îöåíêó (14.10), âîñïîëüçóåìñÿ óñòàíîâëåííûì â ðàáîòå [117;
òåîðåìà 5 (î ïîëíîòå)] íåðàâåíñòâîì

R
(
Λ(m)

)
≥ µm σ

(
Λ(m)

)
,

â êîòîðîì ìíîæèòåëü µm íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (14.11). Ïåðåõîäÿ ê òî÷íîé íèæíåé
ãðàíè ïî Λ ∈ P (α, β) è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 14.1, ïîëó÷àåì îöåíêó

R(α, β ; m) ≥ µm s

(
α, β ;

1

m

)
,

ãäå s

(
α, β ;

1

m

)
âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (14.8). Çàìåòèì åùå, ÷òî èç êëàññè÷åñêîãî

íåðàâåíñòâà (12.6) âûòåêàåò

R
(
Λ(m)

)
≥ β m exp

(
α

β
− 1

)
,

îòêóäà è

R(α, β ; m) ≥ β m exp

(
α

β
− 1

)
.

Îöåíêà ñíèçó (14.10) óñòàíîâëåíà. Íàêîíåö, äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà (14.12) åñòü ÷àñò-
íûé ñëó÷àé (14.9) è (14.10) ïðè α = 0. Òåîðåìà 14.2 äîêàçàíà.

Êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè α = 0 ìàêñèìóì â ïðàâîé
÷àñòè (14.10) äîñòèãàåòñÿ íà ïåðâîé èç âåëè÷èí, ò. å.

max

{
β m

e
, µm β C

(
1

m

)}
=
β m

e
.

Íàïðèìåð, ïðè m = 3 è m = 4 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

max

{
3

e
, µ3C

(
1

3

)}
= max {1.1036 . . . , 1.0579 . . .} = 1.1036 . . . ;

max

{
4

e
, µ4C

(
1

4

)}
= max {1.4715 . . . , 1.4326 . . .} = 1.4715 . . . ,

è èç îöåíêè (14.12) ïîëó÷àåì, ÷òî
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1.1036 . . . β ≤ R(β; 3) ≤ 1.1243 . . . β ;

1.4715 . . . β ≤ R(β; 4) ≤ 1.4786 . . . β .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâëå÷åíèå ðåçóëüòàòà Á.Í. Õàáèáóëëèíà îá îöåíêå ðàäèóñà
ïîëíîòû íå äàåò â íàøåé çàäà÷å ýôôåêòà, åñëè íå ó÷èòûâàòü íèæíåé ïëîòíîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Çäåñü îöåíêà ñíèçó ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò êëàññè÷åñêî-
ãî íåðàâåíñòâà, íå îòðàæàþùåãî ñïåöèôèêè ñëó÷àÿ Λ ⊂ R+. Òåì íå ìåíåå, çàçîð
ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè (14.12) óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì m, èñ÷åçàÿ â ïðåäåëå
ïðè m→∞ (ñì. àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó (13.1)).

Åùå áîëåå èíòåðåñíîé ÿâëÿåòñÿ êàðòèíà ïðè ïðîèçâîëüíîì α > 0. Â ñèëó ôîð-
ìóëû äîïîëíåíèÿ

Γ

(
1

m

)
Γ

(
1− 1

m

)
=

π

sin π
m

âåëè÷èíà (14.11) ýêâèâàëåíòíà âåëè÷èíå

Γ2
(
1− 1

2m

)
Γ
(
1− 1

m

) → 1, m→∞.

Ïîýòîìó, ïðèâëåêàÿ àñèìïòîòèêó (13.5), âèäèì, ÷òî îöåíêè (14.9) è (14.10) òàê æå,
êàê è ïðè α = 0, ¾ñìûêàþòñÿ¿, êîãäà m → ∞. Îäíàêî òåïåðü ïðè îöåíèâàíèè
R(α, β ; m) ñíèçó ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ α/β ïî-ïðåæíåìó ëó÷øèé ðåçóëüòàò äà-
åò ïðèìåíåíèå (12.6), íî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ α/β ýôôåêòèâíåé ñòàíîâèòñÿ
èñïîëüçîâàíèå îöåíêè Á.Í. Õàáèáóëëèíà âêóïå ñ òåîðåìîé 14.1. ×èñëåííîå ïîä-
òâåðæäåíèå ñêàçàííîìó ìû ïðèâåäåì íèæå äëÿ m = 2. Ïîêà îáðàòèì âíèìàíèå
íà òî, ÷òî â ¾êðàéíåì¿ ñëó÷àå α = β íåðàâåíñòâî (14.9) ïðåâðàùàåòñÿ â

R(β, β ; m) ≤ πβ

sin π
m

,

à íåðàâåíñòâî (14.10) � ñîîòâåòñòâåííî â

R(β, β ; m) ≥ β max

{
m,

πµm
sin π

m

}
=

πµm
sin π

m

β = Γ

(
1

m

)
Γ2

(
1− 1

2m

)
β,

è òåîðåìà 14.2 äàåò äâóñòîðîííþþ îöåíêó

Γ

(
1

m

)
Γ2

(
1− 1

2m

)
β =

πβ

sin π
m

µm ≤ R(β, β ; m) ≤ πβ

sin π
m

.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 3 è m = 4 ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî

3.4133 . . . β ≤ R(β, β ; 3) ≤ 3.6275 . . . β,

4.3048 . . . β ≤ R(β, β ; 4) ≤ 4.4428 . . . β.
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Îäíàêî, íàëè÷èå ïëîòíîñòè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü áîëü-
øåå: äëÿ ëþáûõ β > 0 è öåëîãî m ≥ 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

R
(
Λ(m)

)
=

πβ

sin π
m

, Λ ∈ P (β, β), (14.13)

âñëåäñòâèå êîòîðîãî

R(β, β ; m) = inf
Λ∈P (β, β)

R(Λ(m)) =
πβ

sin π
m

.

Òàê, ïðè m = 3 è m = 4 ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâóþò òî÷íûå ôîðìóëû

R(β, β ; 3) =
2π√

3
β = 3.6275 . . . β,

R(β, β ; 4) = π
√

2 β = 4.4428 . . . β.

Îáùåå ñîîòíîøåíèå (14.13) áåç ïîäðîáíîãî îáîñíîâàíèÿ ôàêòè÷åñêè îòìå÷åíî â
ñòàòüå [117; ñ. 145]. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû äàäèì âûâîä ôîðìóëû (14.13).

Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (14.4), ïîñòðîåííîå ïî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ(m), ãäå Λ ∈ P (β, β). Êàê èçâåñòíî [76; ãë. I, � 2, ñ. 46�48], äëÿ àðãóìåíòîâ
âèäà

(2j − 1)π

m
, j = 1, 2, . . . m,

çíà÷åíèÿ èíäèêàòîðà öåëîé ôóíêöèè (14.4) âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç îáû÷íûé ïðåäåë è
ðàâíû åå ýêñïîíåíöèàëüíîìó òèïó

σ
(
Λ(m)

)
=

πβ

sin π
m

.

Ïóñòü òåïåðü f 6≡ 0 � ïðîèçâîëüíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σf
òàêàÿ, ÷òî f

(
Λ(m)

)
= 0. Òîãäà, ðàçäåëèâ ôóíêöèþ f íà êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäå-

íèå (14.4), ïîëó÷èì íåêîòîðóþ öåëóþ ôóíêöèþ g ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè èíäèêàòîðîâ

σf = max
0≤θ≤2π

hf (θ),
m∑
j=1

hg

(
(2j − 1)π

m

)
≥ 0,

è çàïèøåì

mσf ≥
m∑
j=1

hf

(
(2j − 1)π

m

)
=

m∑
j=1

hg

(
(2j − 1)π

m

)
+ mσ

(
Λ(m)

)
≥ mσ

(
Λ(m)

)
.

Îòñþäà

σf ≥ σ
(
Λ(m)

)
=

πβ

sin π
m

,

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ R
(
Λ(m)

)
ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó (14.13).
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Îòìåòèì åùå, ÷òî êîìáèíèðóÿ íåðàâåíñòâà òåîðåìû 14.2 ñ ðåçóëüòàòàìè � 12,
ìîæíî ïðåäúÿâëÿòü ìåíåå òî÷íûå, íî áîëåå ïðîñòûå îöåíêè äëÿ R(α, β ; m). Íà-
ïðèìåð, ñî÷åòàíèå (14.9) ñ (12.1) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ëèíåéíîé ïî α è β îöåíêå:

R(α, β ; m) ≤ β C

(
1

m

)
+

(
π

sin π
m

− C
(

1

m

))
α . (14.14)

Âûäåëèì îñîáî âàæíûé â âîïðîñàõ ïîëíîòû (ñì. òàêæå ïåðâóþ ãëàâó) êëàññ
êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé ñ âåùåñòâåííûìè ñèììåòðè÷íûìè íóëÿìè

∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
, λ ∈ C,

ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àþ m = 2 â îïðåäåëåíèè (14.4). Ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï
òàêîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïî êàêîé-ëèáî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ ∈ P (α, β), îáîçíà÷àåì σ (Λ) âìåñòî σ

(
Λ(2)

)
. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè

áóäåì ïèñàòü òàêæå R(α, β) âìåñòî R(α, β ; 2) è R(β) âìåñòî R(0, β).
Ïðè m = 2 ôîðìóëà (14.8) ïðèíèìàåò âèä

s

(
α, β ;

1

2

)
= πα + max

a>0

{
β√
a

ln
1 + a

1 + a(α/β)2
− 2α arctg

(β − α)
√
a

β + aα

}

= max
a>0

{
β√
a

ln
1 + a

1 + a(α/β)2
+ 2α arctg

β + aα

(β − α)
√
a

}
è ïðèâîäèò ê òàêîìó ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 14.2, ñîäåðæàùåìó ÷àñòü òåîðåìû
À.Þ. Ïîïîâà èç ðàáîòû [93].

Òåîðåìà 14.3. Äëÿ ëþáûõ β > 0 è 0 ≤ α ≤ β ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

R(α, β) ≤ min
Λ∈P (α, β)

σ (Λ) = β C(α/β, 1/2)

= max
a>0

{
β√
a

ln
1 + a

1 + a(α/β)2
+ 2α arctg

β + aα

(β − α)
√
a

}
; (14.15)

R(α, β) ≥ βmax

{
2 exp

(
α

β
− 1

)
,

Γ2(3/4)√
π

C(α/β, 1/2)

}
. (14.16)

Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

0.7357 . . . β ≤ R(β) ≤ 0.8047 . . . β.

Ïðè α = β äåéñòâóåò òî÷íàÿ ôîðìóëà

R(β, β) = πβ.
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Îöåíêè (14.15) è (14.16) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îöåíîê (14.9) è (14.10)
ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷íî òàê æå, ïîäñòàâèâ m = 2 â (14.14), ïîëó÷èì

R(α, β) ≤ πα + (β − α)C(1/2) = 0.8047 . . . β + 2.3368 . . . α. (14.17)

Îöåíêè R(β) èç òåîðåìû 14.3 íå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Áëàãîäàðÿ ïðèìåðó èç ðà-
áîòû [93] íàèëó÷øèå íà ñåãîäíÿ ãðàíèöû, â êîòîðûõ çàêëþ÷åíà âåëè÷èíà R(β),
òàêîâû:

0.7357 . . . β ≤ R(β) ≤ 0.8 β.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàõîæäåíèå òàêîé îöåíêè ñâåðõó ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû
R(α, β), êîòîðàÿ â íàïðàâëåíèè ó÷åòà íèæíåé ρ-ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
Λ óòî÷íÿëà áû íåðàâåíñòâî R(β) < 0.8 β èç [93], òðåáóåò îòäåëüíîãî ãëóáîêîãî
èññëåäîâàíèÿ. Íî óæå è ïîëó÷åííàÿ îöåíêà (14.17) äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ñòåïå-
íè âîçìîæíîãî âëèÿíèÿ âåëè÷èíû α íà çíà÷åíèå R(α, β) òî÷íîé íèæíåé ãðàíè
ðàäèóñîâ êðóãîâ ïîëíîòû ñèñòåì âèäà E±Λ, ãäå Λ ∈ P (α, β).

Ñäåëàåì, íàêîíåö, îäíî çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî âûáîðà ìàêñèìàëüíîé âåëè÷è-
íû â íåðàâåíñòâå (14.16) èç òåîðåìû 14.3. Óêàçàííûé âûáîð îïðåäåëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì íà [0, 1] êîðíåì k∗ óðàâíåíèÿ

ek = γ C(k, 1/2),

ãäå ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò â ïðàâîé ÷àñòè

γ =
eΓ2(3/4)

2
√
π

= 1.1514 . . . .

Íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà çíà÷åíèå k∗ = 0.1702 . . . ¾ðàñùåïëÿåò¿ îöåí-
êó (14.16) íà äâå. Ïåðâîé èç íèõ (êëàññè÷åñêîé)

R(α, β) ≥ 2β exp

(
α

β
− 1

)
ïðåäïî÷òèòåëüíî ïîëüçîâàòüñÿ ëèøü ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ α/β, à èìåí-
íî, ïðè α ∈ [0, k∗β]. Âòîðàÿ èç íèõ

R(α, β) ≥ Γ2(3/4)√
π

β C(α/β, 1/2) = 0.8472 . . . β C(α/β, 1/2)

íåòðèâèàëüíà è ÿâëÿåòñÿ íà ïðîìåæóòêå α ∈ [k∗β, β] íàèëó÷øåé èç èçâåñòíûõ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè 0.1702 . . . β ≤ α ≤ β ñïðàâåäëèâà äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

0.8472 . . . β C(α/β, 1/2) ≤ R(α, β) ≤ β C(α/β, 1/2),

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé âûïèñàíà â ôîðìóëå (14.15).
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� 15. Íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå òèïà
öåëîé ôóíêöèè ïîðÿäêà ìåíüøå åäèíèöû

ñ íóëÿìè ôèêñèðîâàííûõ ïëîòíîñòåé, ëåæàùèìè â óãëå

Â ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèé â ñâÿçè
ñ òåîðåìîé 10.1: ìîæíî ëè ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàò ýòîé òåîðåìû â íàïðàâëåíèè
ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà ëîêàëèçàöèè íóëåé ñ îäíîãî ëó÷à íà íåêîòîðûé óãîë? Èñ-
÷åðïûâàþùèé îòâåò áóäåò äàí äëÿ óãëà, ïîìåùàþùåãîñÿ â ïîëóïëîñêîñòü. Òî÷íåå,
ðàññìàòðèâàåòñÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, âñå íóëè êîòîðîé ëåæàò â íåêîòîðîì óãëå ðàñòâî-
ðà ≤ π è èìåþò çàäàííûå ïëîòíîñòè ïðè ïîêàçàòåëå ρ ∈ (0, 1). Òðåáóåòñÿ íàéòè
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðèíèìàòü òèï ïðè ïîðÿäêå ρ òàêîé ôóíêöèè.
Áëàãîäàðÿ òåîðåìå Àäàìàðà [72; ãë. I, � 10] è èíâàðèàíòíîñòè òèïà öåëîé ôóíê-
öèè îòíîñèòåëüíî ñäâèãà è ïîâîðîòà ìíîæåñòâà åå íóëåé çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ïðåäñòàâëåíèå (15.2) íèæå).

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Λ = (λn)n∈N âèäà

0 < |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . ≤ |λn| ≤ . . . , lim
n→∞

λn =∞, (15.1)

ðàñïîëîæåíà â íåêîòîðîì óãëå ôèêñèðîâàííîãî ðàñòâîðà ≤ π. Ïóñòü òàêæå çàäàíî
÷èñëî ρ ∈ (0, 1). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Λ èìååò êîíå÷íóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåðõíþþ

ρ-ïëîòíîñòü

∆ ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ
, 0 < ∆ ρ(Λ) < +∞.

Íèæíÿÿ ρ-ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∆ ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ
.

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

∆ ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ íàçûâàåì, êàê îáû÷íî, èçìåðèìîé (ïðè ïîêàçàòåëå ρ), à
âåëè÷èíó ∆ ρ(Λ) � ρ-ïëîòíîñòüþ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîñòðîèì ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ

λn

)
, λ ∈ C, (15.2)

îïðåäåëÿþùåå öåëóþ ôóíêöèþ êîíå÷íîãî òèïà σρ > 0 ïðè ïîðÿäêå ρ, ãäå

σρ = σρ(Λ) ≡ lim
r→+∞

ln max
|λ|=r
|L(λ)|

rρ
.

Ïðîèçâåäåíèå (15.2) áóäåò ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èìååò óãëîâóþ ïëîòíîñòü ∆ρ(ψ) ïðè ïîêàçàòåëå ρ.
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Â ýòîì ñëó÷àå òèï âû÷èñëÿåòñÿ ïî òî÷íîé ôîðìóëå, âûòåêàþùåé èç [72; ãë. II, � 2]:

σρ =
π

sinπρ
max

0≤ϕ≤2π

2π∫
0

hρ(ϕ− ψ) d∆ρ(ψ),

ãäå hρ(ϕ) åñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè cos ρ(ϕ−π) ñ îòðåçêà [0, 2π]
íà âñþ âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ðàñïîëîæåííîé íà îä-
íîì ëó÷å, ñóùåñòâîâàíèå óãëîâîé ïëîòíîñòè ïðè ïîêàçàòåëå ρ ðàâíîñèëüíî èçìåðè-
ìîñòè Λ ïðè òîì æå ïîêàçàòåëå. Â îáùåì ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
â óãëå ýòî íå òàê, è ñóùåñòâóþò êàíîíè÷åñêèå ïðîèçâåäåíèÿ (15.2) ñ èçìåðèìîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé, íå ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.
Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî çàäà÷à î íàèìåíüøåì òèïå ñîäåðæà-
òåëüíà äàæå äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé (15.2) ñ èçìåðèìûìè íóëÿìè.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëà β > 0, α ∈ [0, β]. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèå ìîæåò ïðèíèìàòü âåëè÷èíà σρ, åñëè

∆ ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ
= β, ∆ ρ(Λ) ≡ lim

n→∞

n

|λn|ρ
≥ α.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

Λ ⊂ Γθ ≡ {λ ∈ C : | arg λ| ≤ θ} , (15.3)

ãäå θ ∈ [0, π/2], ñâîäÿ çàäà÷ó ê íàõîæäåíèþ ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû

sθ(α, β; ρ) ≡ inf
{
σ ρ = σ ρ(Λ) : Λ ⊂ Γθ, ∆ ρ(Λ) = β, ∆ ρ(Λ) ≥ α

}
. (15.4)

Òàê, ïðè θ = 0 ïîëó÷àåì çàäà÷ó äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ñ íóëÿìè íà ëó÷å, ðåøåííóþ
ðàíåå À.Þ. Ïîïîâûì äëÿ α = 0 è àâòîðîì äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, β] (ñì. � 10).

Â ýòîì ïàðàãðàôå âåëè÷èíà sθ(α, β; ρ) âû÷èñëÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà θ ∈ [0, π/2]. Ñíà÷àëà ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó äëÿ òèïà ôóíêöèè (15.2). Çàòåì
äîêàçûâàåòñÿ òî÷íîñòü ýòîé îöåíêè. Ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 15.1. Ïóñòü çàäàíû ÷åòûðå ÷èñëà ρ ∈ (0, 1), β > 0, α ∈ [0, β],
θ ∈ [0, π/2]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

sθ(α, β; ρ) =
πα

sin πρ
cos ρ θ + max

a>0

a∫
a(α/β)1/ρ

(
β a−ρ − αx−ρ

) x+ cos θ

x2 + 2x cos θ + 1
dx.

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü (15.4) äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè (15.2) ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ íóëåé Λ, ðàñïîëîæåííîé íà ëó÷àõ arg λ = ± θ, ïðè÷åì ∆ ρ(Λ) = β,
∆ ρ(Λ) = α.
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå θ = π/2 òåîðåìà 15.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
äëÿ òèïà ïðè ïîðÿäêå ρ ∈ (0, 1) öåëîé ôóíêöèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé
Λ : ∆ ρ(Λ) = β, ∆ ρ(Λ) ≥ α, ëåæàùèõ â íåêîòîðîé (çàìêíóòîé) ïîëóïëîñêîñòè,
âûðàæàåòñÿ âåëè÷èíîé

πα

2 sin πρ
2

+ max
a>0

a∫
a(α/β)1/ρ

(β a−ρ − αx−ρ)x
x2 + 1

dx,

è óêàçàííîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé öåëîé ôóíêöèè ñ íóëÿìè, ðàñïî-
ëîæåííûìè íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñëåäíåãî èíòå-
ãðàëà ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

sπ/2(α, β; ρ) =
1

2
s(α, β; ρ/2) =

β

2
C(k, ρ/2), k =

α

β
∈ [0, 1], ρ ∈ (0, 1),

êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò òåîðåìû 10.1, 15.1 è äåìîíñòðèðóåò, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ρ-òèïà öåëîé ôóíêöèè ñ íóëÿìè â ïîëóïëîñêîñòè (èëè íà ïðÿìîé) ðàâíî ïîëîâèíå
íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ (ρ/2)-òèïà öåëîé ôóíêöèè ñ íóëÿìè íà ëó÷å.

Çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè sθ(α, β; ρ) ïîñòàâèë ïðè α = 0 (ò. å. áåç ó÷åòà íèæíåé
ρ-ïëîòíîñòè íóëåé) è ðåøèë À.Þ. Ïîïîâ [100], îòûñêàâ âåëè÷èíó

sθ(0, β; ρ) =
β

2
max
a>0

a−ρ ln(a2 + 2a cos θ + 1), 0 ≤ θ ≤ π/2.

Äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé Λ = (λn)n∈N êîòî-
ðûõ èçìåðèìû, ò. å. èìåþò ρ-ïëîòíîñòü

∆ ρ(Λ) ≡ lim
n→∞

n

|λn|ρ
= β,

èç òåîðåìû 15.1 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

sθ(β, β; ρ) =
πβ

sin πρ
cos ρ θ.

Îòìåòèì, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ âåëè÷èíà sθ(β, β; ρ) äîñòèãàåòñÿ, åñëè âñå íóëè ôóíê-
öèè (15.2) ðàñïîëîæåíû íà ëó÷àõ arg λ = ± θ è íà êàæäîì èç íèõ îáðàçóþò èç-
ìåðèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ðàâíûìè ρ-ïëîòíîñòÿìè (= β/2). Êàê ìû ïîêàæåì
íèæå, sθ(β, β; ρ) çàâåäîìî íå äîñòèãàåòñÿ, åñëè ýòè ρ-ïëîòíîñòè ðàçëè÷íû.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 15.1.

15.1. Îöåíêà ñíèçó. Èòàê, ïóñòü ρ ∈ (0, 1). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Λ = (λn)n∈N âèäà (15.1) ëåæèò â óãëå Γθ ñ ôèêñèðîâàííûì θ ∈ [0, π/2] è åå
âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ρ-ïëîòíîñòè ïîä÷èíåíû îãðàíè÷åíèÿì ∆ ρ(Λ) = β, ∆ ρ(Λ) ≥ α.
Âñþäó äàëåå α ∈ (0, β], ïîñêîëüêó ñëó÷àé α = 0 ðàññìîòðåí â [100]. Îáðàçóåì
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (15.2) êîíå÷íîãî òèïà σρ è
äîêàæåì îöåíêó

σρ ≥
πα

sin πρ
cos ρ θ + max

a>0

a∫
a(α/β)1/ρ

(
β a−ρ − αx−ρ

) x+ cos θ

x2 + 2x cos θ + 1
dx. (15.5)
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Ó÷èòûâàÿ (15.3), çàïèøåì λn = rn e
iϕn , |ϕn| ≤ θ, n ∈ N. Òîãäà èç îïðåäåëå-

íèÿ (15.2) ïîëó÷èì:

ML(r) ≡ max
|λ|=r
|L(λ)| ≥ |L(−r)| =

∞∏
n=1

∣∣∣∣1 +
r

λn

∣∣∣∣ =
∞∏
n=1

∣∣∣∣1 +
r

rn
e−iϕn

∣∣∣∣
=
∞∏
n=1

√
1 +

2r

rn
cosϕn +

(
r

rn

)2

≥
∞∏
n=1

√
1 +

2r

rn
cos θ +

(
r

rn

)2

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç nΛ(τ) =
∑
|λn| ≤ τ

1 ñ÷èòàþùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ,

èëè, ÷òî âñå ðàâíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè |Λ| ≡ (|λn|)n∈N = (rn)n∈N. Ïîïóòíî îòìåòèì,
÷òî

∆ ρ(Λ) = lim
t→+∞

nΛ(t)

tρ
= β, ∆ ρ(Λ) = lim

t→+∞

nΛ(t)

tρ
≥ α. (15.6)

Ñòàíäàðòíîå ïðèâëå÷åíèå èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà äàåò

lnML(r) ≥
∞∑
n=1

ln

√
1 +

2r

rn
cos θ +

(
r

rn

)2

=
1

2

∞∫
0

ln

(
1 +

2r

τ
cos θ +

( r
τ

)2
)
d nΛ(τ).

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì óñëîâèé

L(0) = 1, nΛ(τ) = O(τ ρ), τ → +∞,

èçáàâëÿþùèõ îò ïîäñòàíîâêè, ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

1

2

∞∫
0

ln

(
1 +

2r

τ
cos θ +

( r
τ

)2
)
d nΛ(τ) =

∞∫
0

nΛ(τ)
r (τ cos θ + r)

τ (τ 2 + 2rτ cos θ + r2)
dτ.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé τ = rt è îáîçíà÷åíèé

ϕr(t) ≡
nΛ(rt)

(rt)ρ
, K(t) ≡ tρ−1 (t cos θ + 1)

t2 + 2t cos θ + 1
, t > 0, (15.7)

ïðèõîäèì ê îöåíêå

r−ρ lnML(r) ≥
∞∫

0

ϕr(t)K(t) dt, r > 0. (15.8)

Â èíòåãðàëå èç (15.8) ôóíêöèÿ ϕr(t) ïðè ôèêñèðîâàííîì r óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
t→+∞

ϕr(t) = β, lim
t→+∞

ϕr(t) ≥ α,

132



à ÿäðî K(t) ïîëîæèòåëüíî ïðè t > 0, êàêîâî áû íè áûëî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
θ ∈ [0, π/2] (ñì. (15.6), (15.7)). Ïîýòîìó â äàëüíåéøèõ îöåíêàõ ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ìåòîäîì, ðàçðàáîòàííûì â � 10 ýòîé ãëàâû äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ íó-
ëåé Λ íà îäíîì ëó÷å (θ = 0). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëî a > 0 è ïîëîæèì
η = η(r) ≡ ϕr(1/a). Èìååì

lim
r→+∞

η(r) = β, lim
r→+∞

η(r) ≥ α.

Ïóñòü α′ ∈ (0, α). Êàê ïîêàçàíî â � 10, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî c > 0, ÷òî ïðè âñåõ
r ≥ ac è t ≥ c/r âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϕr(t) ≥ ψr(t), ãäå ôóíêöèÿ ψr(t)
îïðåäåëåíà äëÿ ïîëîæèòåëíûõ t ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû

ψr(t) ≡


α′, t /∈

[
1

a
,
( η
α′

)1/ρ 1

a

]
,

η

(at)ρ
, t ∈

[
1

a
,
( η
α′

)1/ρ 1

a

]
.

(15.9)

Îòñþäà íà îñíîâàíèè (15.8) çàêëþ÷àåì, ÷òî

r−ρ lnML(r) ≥
∞∫

c/r

ψr(t)K(t) dt, r ≥ ac. (15.10)

Ïîäñòàâëÿÿ â (15.10) âûðàæåíèÿ K(t) èç (15.7) è ψr(t) èç (15.9) è âûäåëÿÿ èçâåñò-
íûé èíòåãðàë (ñì., íàïðèìåð, [29; çàäà÷à 4. 174])

∞∫
0

K(t) dt =
π

sin πρ
cos ρ θ, (15.11)

ïîëó÷àåì îöåíêó

r−ρ lnML(r) ≥ πα′

sin πρ
cos ρ θ

+

(1/a)(η/α′)1/ρ∫
1/a

(ηa−ρ − α′tρ) (t cos θ + 1)

t (t2 + 2t cos θ + 1)
dt − α′

c/r∫
0

K(t) dt.

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê âåðõíåìó ïðåäåëó ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé r, íà êîòîðîé
η = η(r) ñòðåìèòñÿ ê β, èìååì

σρ ≥
πα′

sinπρ
cos ρ θ +

(1/a)(β/α′)1/ρ∫
1/a

(βa−ρ − α′tρ) (t cos θ + 1)

t (t2 + 2t cos θ + 1)
dt.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè (15.5) îñòàëîñü ñäåëàòü â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíó ïå-
ðåìåííîé t = 1/x è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîáîäîé âûáîðà ÷èñåë α′ ∈ (0, α) è a > 0.
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15.2. Äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîñòè îöåíêè. Ïîêàæåì, ÷òî îöåíêà (15.5) äî-
ñòèæèìà. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ðàñïîëîæèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ íà ëó÷àõ
arg λ = ±θ òàê, ÷òîáû

∆ ρ(Λ) = β, ∆ ρ(Λ) = α, (15.12)

à êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (15.2), ïîñòðîåííîå ïî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìå-
ëî òèï

σρ =
πα

sin πρ
cos ρ θ + max

a>0

a∫
a(α/β)1/ρ

(
β a−ρ − αx−ρ

) x+ cos θ

x2 + 2x cos θ + 1
dx. (15.13)

Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ çàäà÷è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ρ ∈ (0, 1), β > 0, α ∈ (0, β], θ ∈ (0, π/2],

íàõîäÿñü â ñèòóàöèè, íå èçó÷åííîé ðàíåå. Ñëó÷àè α ∈ (0, β) è α = β ðàçáåðåì
îòäåëüíî.

Ïóñòü âíà÷àëå α ∈ (0, β). Âîñïîëüçóåìñÿ êîíñòðóêöèåé ýêñòðåìàëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ïðåäëîæåííîé àâòîðîì äëÿ θ = 0. Âûáèðàåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïîëî-
æèòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (mk)k∈N ñî ñâîéñòâîì

m1 > 1, mk+1 = m4
k, k ∈ N,

è ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (rj)j∈N ⊂ R+, ñîáëþäàÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî. Íà ïðî-

ìåæóòêàõ âèäà [mk, m
2
k − 1] è

[
(β/α)1/ρm2

k, mk+1

)
òî÷êè rρj îáðàçóþò àðèôìåòè-

÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ 2/α ; íà ïðîìåæóòêàõ âèäà (m2
k − 1, m2

k] òî÷êè r
ρ
j

îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ
2ρ

(β − α)m2
k

; íà ïðîìåæóòêàõ

âèäà
(
m2
k, (β/α)1/ρm2

k

)
òî÷åê rρj íåò. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ρ - ïëîòíîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (rj)j∈N ðàâíû β/2 è α/2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëàãàÿ

Λ ≡
(
rj e

−iθ)
j∈N

⋃(
rj e

iθ
)
j∈N ,

ñðàçó ïîëó÷àåì (15.12). Îáðàçóåì ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ êàíîíè÷åñêîå ïðîèç-
âåäåíèå (15.2). Çàìåòèì, ÷òî

L(λ) =
∞∏
j=1

(
1− λ

rj
eiθ
) (

1− λ

rj
e−iθ

)
=
∞∏
j=1

(
1− 2λ

rj
cos θ +

(
λ

rj

)2
)
,

îòêóäà

ML(r) = max
|λ|=r
|L(λ)| = L(−r) =

∞∏
j=1

(
1 +

2r

rj
cos θ +

(
r

rj

)2
)
.
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Ïîñêîëüêó ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ nΛ(τ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ åñòü óäâîåííàÿ ñ÷è-
òàþùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (rj)j∈N, òî, ïîâòîðÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âû-
êëàäêè èç ïóíêòà 15.1, ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ

r−ρ lnML(r) =

∞∫
0

ϕr(t)K(t) dt, r > 0, (15.14)

ãäå ϕr(t) è K(t) îïðåäåëåíû â (15.7). Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå êàíîíè÷åñêîå
ïðîèçâåäåíèå L(λ) äîñòàâëÿåò ðàâåíñòâî â (15.8).

Ñ òî÷íîñòüþ äî îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ, íå âëèÿþùèõ íà âåëè÷èíó òèïà σρ, ôóíêöèÿ
ϕr(t) ñ ïàðàìåòðîì r > 0 ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Φr(t), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè
t > 0 ôîðìóëàìè

Φr(t) ≡ α, t ∈
(

0,
m1

r

]
,

Φr(t) | [mkr ,
mk+1
r ] ≡


α, t /∈

[
m2
k

r
,

(
β

α

)1/ρ
m2
k

r

]
,

β

(
m2
k

rt

)ρ
, t ∈

[
m2
k

r
,

(
β

α

)1/ρ
m2
k

r

]
,

ãäå k ∈ N (ïîäðîáíîñòè ñì. â � 11). Òåì ñàìûì, èç (15.14) ñëåäóåò, ÷òî

σρ(Λ) = lim
r→+∞

∞∫
0

Φr(t)K(t) dt. (15.15)

Ââåäåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü

g(a) ≡
a∫

a(α/β)1/ρ

(β a−ρ − αx−ρ) (x+ cos θ)

x2 + 2x cos θ + 1
dx

=

(β/α)1/ρ(1/a)∫
1/a

(
β

(at)ρ
− α

)
K(t) dt. (15.16)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g(a) íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà ïðè a > 0, ïðè÷åì

lim
a→+0

g(a) = lim
a→+∞

g(a) = 0, (15.17)

òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà a0 > 0, ÷òî g(a0) = max
a>0

g(a). Äëÿ t > 0 ïîëîæèì

ψ0(t) ≡


α, t /∈

[
1

a0

,

(
β

α

)1/ρ
1

a0

]
,

β

(a0t)ρ
, t ∈

[
1

a0

,

(
β

α

)1/ρ
1

a0

]
.

(15.18)
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Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (15.16), (15.18) ñïðàâåäëèâóþ â îáùåé ñèòóàöèè îöåíêó (15.5)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

σρ ≥
πα

sin πρ
cos ρ θ + g(a0) =

∞∫
0

ψ0(t)K(t) dt.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñòðîåííîé â ýòîì ïóíêòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ èìååì

σρ(Λ) ≥
∞∫

0

ψ0(t)K(t) dt. (15.19)

Òðåáóþùåå îáîñíîâàíèÿ ñîîòíîøåíèå (15.13) ðàâíîñèëüíî ôîðìóëå

σρ(Λ) =

∞∫
0

ψ0(t)K(t) dt. (15.20)

Äîêàæåì, ÷òî

lim
r→+∞

∞∫
0

(Φr(t)− ψ0(t)) K(t) dt ≤ 0, (15.21)

è òîãäà ðàâåíñòâî (15.20) áóäåò óñòàíîâëåíî. Äåéñòâèòåëüíî, èç (15.19), (15.15),
(15.21) èìååì

∞∫
0

ψ0(t)K(t) dt ≤ σρ(Λ) = lim
r→+∞

∞∫
0

(Φr(t)− ψ0(t)) K(t) dt

+

∞∫
0

ψ0(t)K(t) dt ≤
∞∫

0

ψ0(t)K(t) dt,

îòêóäà è âûòåêàåò (15.20).
Èòàê, îñòàëîñü ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî (15.21), âûðàæàþùåå ¾áëèçîñòü¿ âåñîâîé

ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ϕr(t) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ê ¾ýêñòðåìàëüíîé¿ ôóíêöèè ψ0(t)
èç (15.18). Âíà÷àëå âûâåäåì ïðåäñòàâëåíèå

∞∫
0

(Φr(t)− ψ0(t)) K(t) dt =
∞∑
k=1

g

(
r

m2
k

)
− g(a0), (15.22)

îïèðàÿñü íà (15.16), (15.18). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

ψ0(t)− α ≡ 0, t /∈

[
1

a0

,

(
β

α

)1/ρ
1

a0

]
,
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(β/α)1/ρ (1/a0)∫
1/a0

(ψ0(t)− α) K(t) dt = g(a0).

Êðîìå òîãî,

Φr(t)− α ≡ 0, t /∈
∞⋃
k=1

[
m2
k

r
,

(
β

α

)1/ρ
m2
k

r

]
≡ Tr,∫

Tr

(Φr(t)− α) K(t) dt

=
∞∑
k=1

(β/α)1/ρ (m2
k/r)∫

m2
k/r

(
β

(
m2
k

rt

)ρ
− α

)
K(t) dt =

∞∑
k=1

g

(
r

m2
k

)
.

Ïîýòîìó

∞∫
0

(Φr(t)− ψ0(t)) K(t) dt =

∞∫
0

(Φr(t)− α) K(t) dt −
∞∫

0

(ψ0(t)− α) K(t) dt

=

∫
Tr

(Φr(t)− α) K(t) dt −
(β/α)1/ρ (1/a0)∫

1/a0

(ψ0(t)− α) K(t) dt

=
∞∑
k=1

g

(
r

m2
k

)
− g(a0),

è ìû ïîëó÷èëè (15.22).
Òåïåðü îöåíèì ñóììó â (15.22) äëÿ r ∈

[
m2
s, m

2
s+1

]
ïðè ôèêñèðîâàííîì s ∈ N,

ðàçáèâàÿ åå íà òðè ÷àñòè:

∞∑
k=1

g

(
r

m2
k

)
− g(a0) =

s−1∑
k=1

g

(
r

m2
k

)
+

∞∑
k=s+2

g

(
r

m2
k

)

+

(
g

(
r

m2
s

)
+ g

(
r

m2
s+1

)
− g(a0)

)
.

Èñïîëüçóÿ â îöåíêå ïåðâîé ñóììû î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

K(t) ≤ tρ−1, t > 0,

è îòáðàñûâàÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà îòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå, èìååì

0 <

s−1∑
k=1

g

(
r

m2
k

)
=

s−1∑
k=1

(β/α)1/ρ (m2
k/r)∫

m2
k/r

(
β

(
m2
k

rt

)ρ
− α

)
K(t) dt
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≤
s−1∑
k=1

(β/α)1/ρ (m2
k/r)∫

m2
k/r

(
β

(
m2
k

rt

)ρ
− α

)
tρ−1 dt

≤ β
s−1∑
k=1

(
m2
k

r

)ρ (β/α)1/ρ (m2
k/r)∫

m2
k/r

dt

t

=
β

ρ
ln
β

α

s−1∑
k=1

(
m2
k

r

)ρ
≤ β

ρ
ln
β

α

s−1∑
k=1

(
mk

ms

)2ρ

.

Â ñèëó âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (mk)k∈N âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

lim
s→∞

s−1∑
k=1

(
mk

ms

)2ρ

= 0,

ïîñêîëüêó
s−1∑
k=1

(
mk

ms

)2ρ

< s

(
ms−1

ms

)2ρ

=
s

m
3ρ/2
s

.

Îòñþäà

lim
s→∞

sup
r∈[m2

s,m
2
s+1]

s−1∑
k=1

g

(
r

m2
k

)
= 0. (15.23)

Èñïîëüçóÿ â îöåíêå âòîðîé ñóììû äðóãîå ëåãêî ïðîâåðÿåìîå íåðàâåíñòâî

K(t) ≤ tρ−2, t > 0,

è ñíîâà îòáðàñûâàÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà îòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå, èìååì

0 <
∞∑

k=s+2

g

(
r

m2
k

)
=

∞∑
k=s+2

(β/α)1/ρ (m2
k/r)∫

m2
k/r

(
β

(
m2
k

rt

)ρ
− α

)
K(t) dt

≤
∞∑

k=s+2

(β/α)1/ρ (m2
k/r)∫

m2
k/r

(
β

(
m2
k

rt

)ρ
− α

)
tρ−2 dt

≤ β
∞∑

k=s+2

(
m2
k

r

)ρ (β/α)1/ρ (m2
k/r)∫

m2
k/r

dt

t2

= β

(
1−

(
α

β

)1/ρ
)

∞∑
k=s+2

(
m2
k

r

)ρ−1
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≤ β

(
1−

(
α

β

)1/ρ
)

∞∑
k=s+2

(
ms+1

mk

)2(1−ρ)

.

Âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (mk)k∈N îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

lim
s→∞

∞∑
k=s+2

(
ms+1

mk

)2(1−ρ)

= 0.

Äåéñòâèòåëüíî,

∞∑
k=s+2

(
ms+1

mk

)2(1−ρ)

≤
∞∑

k=s+2

(
mk−1

mk

)2(1−ρ)

=
∞∑

k=s+2

1

m
3(1−ρ)/2
k

.

Îòñþäà

lim
s→∞

sup
r∈[m2

s,m
2
s+1]

∞∑
k=s+2

g

(
r

m2
k

)
= 0. (15.24)

Îöåíèì, íàêîíåö, âûðàæåíèå

g

(
r

m2
s

)
+ g

(
r

m2
s+1

)
− g(a0), r ∈

[
m2
s, m

2
s+1

]
,

îïèðàñü íà îïðåäåëåíèå òî÷êè a0 è ñâîéñòâî (15.17) ôóíêöèè g(a). Ðàññìîòðèì äâà
âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: r ∈ [m2

s, msms+1] è r ∈
[
msms+1, m

2
s+1

]
. Â ïåðâîì ñëó÷àå

èìååì
r

m2
s+1

≤ ms

ms+1

è

g

(
r

m2
s

)
− g(a0) + g

(
r

m2
s+1

)
≤ g

(
r

m2
s+1

)
→ 0, s→∞.

Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååì
r

m2
s

≥ ms+1

ms

è

g

(
r

m2
s+1

)
− g(a0) + g

(
r

m2
s

)
≤ g

(
r

m2
s

)
→ 0, s→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî

lim
s→∞

sup
r∈[m2

s,m
2
s+1]

(
g

(
r

m2
s

)
+ g

(
r

m2
s+1

)
− g(a0)

)
≤ 0. (15.25)

Ñî÷åòàÿ (15.22)�(15.25), ïîëó÷àåì (15.21).
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå α ∈ (0, β) ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ L(λ) âèäà (15.2), êî-

òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò (15.13) è, òåì ñàìûì, ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â çàäà÷å (15.4)
ïðè θ ∈ (0, π/2].
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Ñëó÷àé α = β â òåõíè÷åñêîì îòíîøåíèè ãîðàçäî ïðîùå ïðåäûäóùåãî, íî îáëà-
äàåò ñâîåé ñïåöèôèêîé. Ñîãëàñíî (15.5) òèï ïðè ïîðÿäêå ρ ∈ (0, 1) êàíîíè÷åñêîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (15.2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

σρ(Λ) ≥ πβ

sin πρ
cos ρ θ, (15.26)

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ âñåõ åãî íóëåé ëåæèò â óãëå

Γθ = {λ ∈ C : | arg λ| ≤ θ}

ñ θ ∈ (0, π/2] è èìååò ρ-ïëîòíîñòü

∆ ρ(Λ) = ∆ ρ(Λ) = ∆ ρ(Λ) = lim
n→∞

n

|λn|ρ
= β. (15.27)

Èñêëþ÷åííîå çäåñü çíà÷åíèå θ = 0 â ñâåòå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (15.4) ïðè α = β
íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî, òèï öåëîé ôóíêöèè ïîðÿäêà
ρ ∈ (0, 1), íóëè êîòîðîé ëåæàò íà îäíîì ëó÷å è èçìåðèìû ñ ρ-ïëîòíîñòüþ β,
âñåãäà âû÷èñëÿåòñÿ ïî òî÷íîé ôîðìóëå

σρ =
πβ

sin πρ
.

Îäíàêî, êàðòèíà óñëîæíÿåòñÿ, êîãäà â îãðàíè÷åíèè (15.3) íà ðàñïîëîæåíèå íóëåé
ðàñòâîð óãëà ïîëîæèòåëüíûé.

Ïîêàæåì, ÷òî îöåíêà (15.26) òî÷íà. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì èçìåðèìóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (rj)j∈N ⊂ R+ ñ ρ-ïëîòíîñòüþ β/2 è ñíîâà ïîëîæèì

Λ =
(
rj e

−iθ)
j∈N

⋃(
rj e

iθ
)
j∈N .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ðàñïîëîæåíà ñèììåòðè÷íî íà ñòîðîíàõ óãëà Γθ è èìå-
åò ρ-ïëîòíîñòü ∆ ρ(Λ) = β, ïîä÷èíÿÿñü (15.27), à äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ (15.2), ïîñòðîåííîãî ïî Λ, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (15.14). Ðàññóæäàÿ
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, çàôèêñèðóåì ε > 0 è ïîäáåðåì t0 = t0(ε) > 0 òàê, ÷òîáû ïðè
âñåõ rt ≥ t0 âûïîëíÿëàñü îöåíêà

ϕr(t) =
nΛ(rt)

(rt)ρ
≤ β + ε.

Òîãäà

r−ρ lnML(r) =

∞∫
0

ϕr(t)K(t) dt

=

∞∫
t0/r

ϕr(t)K(t) dt +

t0/r∫
0

ϕr(t)K(t) dt
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≤ (β + ε)

∞∫
t0/r

K(t) dt + o(1), r → +∞.

Ïîñêîëüêó ε > 0 ïðîèçâîëüíî, òî ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (15.11) ïîëó÷àåì

σρ(Λ) ≤ πβ

sin πρ
cos ρ θ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ L(λ) äîñòàâëÿåò ðàâåíñòâî â (15.26).
Òåîðåìà 15.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Îáñóäèì òåïåðü íåêîòîðûå íþàíñû, ïîëåçíûå äëÿ ïîíèìàíèÿ ñóòè äåëà. Âíà-
÷àëå îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ L(λ), ïðåäúÿâëåííàÿ â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 15.1, èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò. Óêàæåì åñòåñòâåííîå
îáîáùåíèå ýòîãî ïðèìåðà.

Âîçüìåì íà ëó÷å arg λ = − θ ïðîèçâîëüíóþ èçìåðèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ1

ñ ρ-ïëîòíîñòüþ β/2, à íà ëó÷å arg λ = θ � ïðîèçâîëüíóþ èçìåðèìóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Λ2 ñ ρ-ïëîòíîñòüþ β/2. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ≡ Λ1

⋃
Λ2 áóäåò

îáëàäàòü ñâîéñòâîì (15.27). Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ (15.2), ïîñòðîåííàÿ ïî òàêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, èìååò òèï

σρ(Λ) =
πβ

sinπρ
cos ρ θ. (15.28)

Ïî-ïðåæíåìó, L(λ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, íî òåïåðü â
ðàñïîëîæåíèè åå íóëåé ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, âîîáùå ãîâîðÿ,
îòñóòñòâóåò. Ñîãëàñíî [72; ãë. II, � 2] èíäèêàòîð L(λ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

hρ(L, ϕ) ≡ lim
r→+∞

r−ρ ln |L(reiϕ)|

=
πβ

2 sinπρ
(hρ(ϕ+ θ) + hρ(ϕ− θ)) , 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

â êîòîðîé ÷åðåç hρ(ϕ) îáîçíà÷åíî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêèè cos ρ(ϕ− π)
ñ îòðåçêà [0, 2π] íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü R. Ïðÿìîé ïîäñ÷åò äàåò

hρ(L, ϕ) =
πβ

sinπρ
·


cos ρ(π − θ) · cos ρϕ, 0 ≤ ϕ ≤ θ,
cos ρθ · cos ρ(ϕ− π), θ ≤ ϕ ≤ 2π − θ,
cos ρ(π − θ) · cos ρ(2π − ϕ), 2π − θ ≤ ϕ ≤ 2π.

Íî òîãäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà cos ρ θ ≥ cos ρ(π − θ) ïîëó÷èì

σρ(Λ) = max
0≤ϕ≤ 2π

hρ(L, ϕ) = hρ(L, π) =
πβ

sin πρ
cos ρ θ,

ïîäòâåðæäàÿ (15.28).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàæå äëÿ ôóíêöèé âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íåðàâåíñòâî
â (15.26) ìîæåò îêàçàòüñÿ ñòðîãèì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Λ ñîñòîèò èç äâóõ èçìå-
ðèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îäíà èç êîòîðûõ èìååò ρ-ïëîòíîñòü β1 ≥ 0 è ðàñïî-
ëîæåíà íà ëó÷å arg λ = − θ, à äðóãàÿ èìååò ρ-ïëîòíîñòü β2 ≥ 0, β2 6= β1, è ðàñïî-
ëîæåíà íà ëó÷å arg λ = θ, ïðè÷åì β1 + β2 = β. Ñíîâà âûïîëíåíî (15.27). Îáðàçóåì
ïî òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (15.2). Èñêëþ÷èâ òðå-
áîâàíèåì β2 6= β1 ñëó÷àé ¾ïðàâèëüíîé¿ ôóíêöèè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ìû
âñå ðàâíî èìååì äåëî ñ ôóíêöèåé L(λ) âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Íî èíäèêàòîð
hρ(L, ϕ) òåïåðü èìååò âèä [72; ãë. II, � 2]

hρ(L, ϕ) =
π

sin πρ
(β1 hρ(ϕ+ θ) + β2 hρ(ϕ− θ)) , 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê ðàçâåðíóòîé çàïèñè

hρ(L, ϕ) =
π

sin πρ
·


A
π−θ cos

(
ρϕ− ϕ

π−θ

)
, 0 ≤ ϕ ≤ θ,

A
θ

cos (ρ(ϕ− π)− ϕ
θ
) , θ ≤ ϕ ≤ 2π − θ,

A
π−θ cos

(
ρ(2π − ϕ)− ϕ

π−θ

)
, 2π − θ ≤ ϕ ≤ 2π,

ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî

A
θ
≡
√
β2 cos2 ρ θ + (β2 − β1)2 sin2 ρ θ, ϕ

θ
≡ arctg

(
β2 − β1

β
tg ρ θ

)
.

Âñëåäñòâèå îãðàíè÷åíèé, íàëîæåííûõ íà ïàðàìåòðû, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

A
θ
> β cos ρ θ, |ϕ

θ
| ≤ ρ θ.

Áåðåì ϕ∗ ≡ π + ϕ
θ
/ρ. Òîãäà θ ≤ π − θ ≤ ϕ∗ ≤ π + θ ≤ 2π − θ. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå

ϕ∗ â âûðàæåíèå äëÿ èíäèêàòîðà, ïîëó÷èì

σρ(Λ) ≥ hρ(L, ϕ
∗) =

π

sin πρ
A
θ
>

πβ

sinπρ
cos ρ θ.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ïðèìåðå îöåíêà (15.26) âûïîëíåíà ñî ñòðîãèì çíàêîì
íåðàâåíñòâà.

15.3. Îöåíêè ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû è íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ.

Âñþäó äàëåå ρ ∈ (0, 1), k ∈ [0, 1], θ ∈ [0, π/2]. Ââåäåì ôóíêöèþ

Cθ(k, ρ) ≡ πk

sin πρ
cos ρ θ + max

a>0

a∫
a k1/ρ

(
a−ρ − k x−ρ

) x+ cos θ

x2 + 2x cos θ + 1
dx,

ñâÿçàííóþ ñ âåëè÷èíîé (15.4) ñîîòíîøåíèåì

sθ(α, β; ρ) = β Cθ(k, ρ), k = α/β. (15.29)

Ïîëàãàÿ Cθ(ρ) ≡ Cθ(0, ρ), ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïðèõîäèì ê çàïèñè

Cθ(ρ) =
1

2
max
a>0

a−ρ ln(a2 + 2a cos θ + 1). (15.30)
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Ôóíêöèÿ, ñâîäÿùàÿñÿ ê Cθ(ρ), áûëà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èññëåäîâàíà â [100]. Ýòî
òðóäîåìêîå èññëåäîâàíèå, ðàçâèâàþùåå èäåè [98], ïîêàçàëî, ÷òî ïåðåõîä îò θ = 0
ê θ ∈ (0, π/2] òðåáóåò èçîùðåííîé òåõíèêè, íî íå òàèò â ñåáå ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ
ýôôåêòîâ. Íàïðèìåð, ïðè θ ∈ [0, π/2) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (ñì.
[100; òåîðåìà 3.2], ñð. ôîðìóëà (13.1))

Cθ(ρ) =
1

ρe
+ cos θ exp

(
−1− 1

ρ

)
+ O

(
1

ρ 2
exp

(
−2

ρ

))
, ρ→ +0.

Òî÷íî òàê æå, íå âûçûâàåò ñîìíåíèé, ÷òî â ðóñëå ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå â �� 12, 13 äëÿ C(k, ρ) = C0(k, ρ), ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà
Cθ(k, ρ) ïðè θ ∈ [0, π/2]. Â ïîäòâåðæäåíèå ïðèâåäåì ëèøü íåêîòîðûå ñâîéñòâà
ôóíêöèè Cθ(k, ρ) ñ êðàòêèìè óêàçàíèÿìè îòíîñèòåëüíî èõ âûâîäà.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì θ ∈ [0, π/2] ôóíêöèÿ Cθ(k, ρ) ÿâëÿåòñÿ: íåïðåðûâíîé íà
ìíîæåñòâå [0, 1]×(0, 1); ñòðîãî âûïóêëîé ïî ρ ∈ (0, 1) ïðè ôèêñèðîâàííîì k ∈ [0, 1];
ñòðîãî âîçðàñòàþùåé è ñòðîãî âûïóêëîé ïî k ∈ [0, 1] ïðè ôèêñèðîâàííîì ρ ∈ (0, 1).

Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî. Äëÿ ïðîâåðêè âòîðîãî ñâîéñòâà âðåìåííî ââîäèì
îáîçíà÷åíèå

P (x, θ) ≡ x+ cos θ

x2 + 2x cos θ + 1

è ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ

h(ρ) ≡ hk, θ, a(ρ) ≡ π k

sin π ρ
cos ρ θ +

a∫
a k1/ρ

(
a−ρ − k x−ρ

)
P (x, θ) dx

= k

∞∫
0

x−ρP (x, θ) dx +

a∫
a k1/ρ

(
a−ρ − k x−ρ

)
P (x, θ) dx.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

h′′(ρ) = k

∫
R+\(a k1/ρ, a)

x−ρ P (x, θ) ln2 x dx

+ a−ρ ln2 a

a∫
a k1/ρ

P (x, θ) dx +
a1−ρ

ρ 3
P (a k1/ρ, θ) k1/ρ ln2 k > 0

íà èíòåðâàëå (0, 1), à ôóíêöèÿ h(ρ) ñòðîãî âûïóêëà íà ýòîì èíòåðâàëå ïðè âñåõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ k ∈ (0, 1] è a > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óêàçàííûõ k ôóíêöèÿ
Cθ(k, ρ) = max

a>0
hk, θ, a(ρ) ñòðîãî âûïóêëà ïî ρ íà (0, 1).

Ïðè k = 0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ h′′(ρ) îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ a = 1, îñòàâàÿñü
ïîëîæèòåëüíîé äëÿ îñòàëüíûõ a > 0. Â ýòîé ñèòóàöèè ãàðàíòèðîâàíà âûïóêëîñòü
ôóíêöèè Cθ(ρ) = Cθ(0, ρ) íà (0, 1). Âîïðîñ î ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè Cθ(ρ),
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ïîñòàâëåííûé â [100], òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé. Ïðèâå-
äåì âîçìîæíóþ ñõåìó ðàññóæäåíèé, îïèðàþùóþñÿ íà íåêîòîðûå ôàêòû èç [100].
Ïàðàìåòð θ ∈ [0, π/2] ïî-ïðåæíåìó çàôèêñèðîâàí. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

Cθ(ρ) = max
a>1

h 0, θ, a(ρ), 0 < ρ <
1

2 ln(2 cos θ
2
)
.

Ôóíêöèÿ
h 0, θ, a(ρ) = a−ρ ln(a2 + 2a cos θ + 1)

ïðè a > 1 ñòðîãî âûïóêëà ïî ρ íà ïðîìåæóòêå (0, (2 ln(2 cos(θ/2))−1) , à ïîòîìó
è Cθ(ρ) ñòðîãî âûïóêëà íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå. Òî÷íî òàê æå

Cθ(ρ) = max
0<a<1

h 0, θ, a(ρ),
1

2 ln(2 cos θ
2
)
< ρ < 1,

ãäå ôóíêöèÿ h 0, θ, a(ρ) = a−ρ ln(a2 + 2a cos θ+ 1) ïðè 0 < a < 1 ñòðîãî âûïóêëà ïî ρ
íà ïðîìåæóòêå ((2 ln(2 cos(θ/2))−1, 1) , à ïîòîìó è Cθ(ρ) ñòðîãî âûïóêëà íà óêà-
çàííîì ïðîìåæóòêå. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà èìåþùèõñÿ ñâåäåíèé ïîëó÷àåì ñòðîãóþ
âûïóêëîñòü ôóíêöèè Cθ(ρ) íà âñåì èíòåðâàëå ρ ∈ (0, 1). Èòàê, ôóíêöèÿ Cθ(k, ρ)
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ïî ρ ∈ (0, 1) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k ∈ [0, 1].

Ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü Cθ(k, ρ) ïî ïåðåìåííîé k ∈ [0, 1] ïðè ôèêñèðîâàííîì àð-
ãóìåíòå ρ ∈ (0, 1) ïðîâåðÿåòñÿ ïðîùå. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a > 0
ôóíêöèÿ

f(k) ≡ fρ, θ, a(k) ≡ π k

sin π ρ
cos ρ θ +

a∫
a k1/ρ

(
a−ρ − k x−ρ

)
P (x, θ) dx

ñòðîãî âûïóêëà íà [0, 1], òàê êàê

f ′(k) =
π

sin π ρ
cos ρ θ −

a∫
a k1/ρ

x−ρP (x, θ) dx,

f ′′(k) =
a1−ρ k1/ρ−2

ρ
P (a k1/ρ, θ) > 0, k ∈ (0, 1].

Ñëåäîâàòåëüíî, Cθ(k, ρ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé k
íà [0, 1] êàê ìàêñèìóì ñòðîãî âûïóêëûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, èç ñàìîãî îïðå-
äåëåíèÿ (ñì. ôîðìóëó (15.4)) ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû sθ(α, β; ρ) è ñâÿçè (15.29)
âûòåêàåò âîçðàñòàíèå (ñòðîãîå â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè) âåëè÷èíû Cθ(k, ρ) ïî
k ∈ [0, 1] ïðè ôèêñèðîâàííîì ρ ∈ (0, 1).

Äàëåå, îáîáùåíèå îöåíêè (12.1) èìååò âèä

πk

sin πρ
cos ρ θ +

(
1− k ln

e

k

)
Cθ(ρ) ≤ Cθ(k, ρ) ≤ πk

sin πρ
cos ρ θ + (1− k)Cθ(ρ).
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Äëÿ âûâîäà îöåíêè ñâåðõó íàäî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî

Cθ(k, ρ) − πk

sin πρ
cos ρ θ ≤ (1− k) max

a>0
a−ρ

a∫
a k1/ρ

x+ cos θ

x2 + 2x cos θ + 1
dx

è âû÷èñëèòü èíòåãðàë. Îöåíêà ñíèçó ïîëó÷àåòñÿ òàê æå, êàê è â òåîðåìå 12.1, åñëè
ïðåäñòàâèòü èíòåãðàë â îïðåäåëåíèè Cθ(k, ρ) â âèäå

1

2

a∫
a k1/ρ

(
a−ρ − k x−ρ

)
d
(
ln(x2 + 2x cos θ + 1)

)
è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îöåíêà

Cθ(k, ρ) >
ek−1

ρ
,

óêàçûâàþùàÿ íà ðàçëè÷èå ìåæäó ñëó÷àåì Λ ⊂ Γθ è îáùèì ñëó÷àåì ðàñïîëîæåíèÿ
íóëåé Λ ⊂ C â çàäà÷å î íàèìåíüøåì òèïå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè ïðèìåíÿåòñÿ
òîò æå ìåòîä, ÷òî è ïðè θ = 0. Ñíà÷àëà èñïîëüçóåì âûïóêëîñòü íà îòðåçêå k ∈ [0, 1]
ïðè ëþáîì a > 0 ôóíêöèè

g(k) ≡ gρ, a(k) ≡
a∫

a k1/ρ

(
a−ρ − k x−ρ

) x+ cos θ

x2 + 2x cos θ + 1
dx.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò

g′(k) = −
a∫

a k1/ρ

x−ρ(x+ cos θ)

x2 + 2x cos θ + 1
dx,

g′′(k) =
a

ρ
k1/ρ−1 x−ρ(x+ cos θ)

x2 + 2x cos θ + 1

∣∣∣∣
x=a k1/ρ

> 0.

Òåïåðü, ïðèâëåêàÿ íåðàâåíñòâî g(k) ≥ g(0) + kg′(0), ïîëó÷àåì îöåíêó

Cθ(k, ρ) ≥ a−ρ

2
ln(a2 + 2a cos θ + 1) + k

∞∫
a

x−ρ(x+ cos θ)

x2 + 2x cos θ + 1
dx, (15.31)

ñïðàâåäëèâóþ ïðè ëþáîì a > 0. Îöåíèâàÿ èíòåãðàë ñíèçó òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è
â ïðåäëîæåíèè 12.2, áóäåì èìåòü

∞∫
a

x−ρ(x+ cos θ)

x2 + 2x cos θ + 1
dx > a−ρ

{
1

ρ
− 1

2
ln
a2 + 2a cos θ + 1

a2

}
.
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Íî òîãäà

Cθ(k, ρ) > a−ρ
{

ln a+
k

ρ
+

1

2
(1− k) ln

a2 + 2a cos θ + 1

a2

}
≥ a−ρ

{
ln a+

k

ρ

}
.

Îñòàåòñÿ ïîëîæèòü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå a = e(1−k)/ρ.

Ïðåäëîæåíèå 15.1. Ïóñòü ρ ∈ (0, 1), β > 0, θ ∈ [0, π/2]. Òîãäà ëþáàÿ

ýêñòðåìàëüíàÿ â çàäà÷å

sθ(β; ρ) = inf
{
σ ρ(Λ) : Λ ⊂ Γθ, ∆ ρ(Λ) = β

}
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èìååò íóëåâóþ íèæíþþ ρ-ïëîòíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì çíà÷åíèå a = a0(θ, ρ), ðåàëèçóþùåå ìàêñèìóì
â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû Cθ(ρ). Ïóñòü òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü sθ(β; ρ) äîñòèãàåò-
ñÿ íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ Γθ ñ íèæíåé ρ-ïëîòíîñòüþ α è âåðõ-
íåé ρ-ïëîòíîñòüþ β. Òîãäà ñîãëàñíî (15.30), (15.31) òèï êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ (15.2), ïîñòðîåííîãî ïî òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

β Cθ(ρ) = σρ(Λ) ≥ β Cθ

(
α

β
, ρ

)
≥ β Cθ(ρ) + α

∞∫
a0(θ, ρ)

x−ρ(x+ cos θ)

x2 + 2x cos θ + 1
dx,

÷òî âëå÷åò α = 0.

Ïðèâåäåì òåïåðü îáîáùåíèå ïðåäëîæåíèÿ 10.1, âûòåêàþùåå èç íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè Cθ(k, ρ) ïî ïåðåìåííîé k ∈ [0, 1] è èçâåñòíîãî ïðè ëþáîì θ ∈ [0, π] ñîîò-
íîøåíèÿ

sup
{
σ ρ(Λ) : Λ ⊂ Γθ, ∆ ρ(Λ) = β

}
= max

{
σ ρ(Λ) : Λ ⊂ Γθ, ∆ ρ(Λ) = β

}
=

πβ

sin πρ

êëàññè÷åñêîé òåîðèè Âàëèðîíà-Ãîëüäáåðãà.

Òåîðåìà 15.2. Ïóñòü ρ ∈ (0, 1), β > 0, θ ∈ [0, π/2], è Pρ, θ(β) � ñîâî-

êóïíîñòü âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âåðõíåé ρ-ïëîòíîñòè β,
ðàñïîëîæåííûõ â íåêîòîðîì óãëå ðàñòâîðà 2θ. Òîãäà äèàïàçîí çíà÷åíèé, ïðèíè-

ìàåìûõ ρ-òèïàìè âñåâîçìîæíûõ öåëûõ ôóíêöèé f ñ íóëåâûìè ìíîæåñòâàìè

Λf ∈ Pρ, θ(β), åñòü îòðåçîê [β Cθ(ρ), πβ cosecπρ] , ãäå Cθ(ρ) îïðåäåëåíà â (15.30).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò � 15 � òåîðåìà 15.1 � ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íîâûå òåîðåìû
åäèíñòâåííîñòè äëÿ öåëûõ ôóíêöèé è òåîðåìû î ïîëíîòå ñèñòåì ýêñïîíåíò. Òàê,
åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïðåäëîæåíèÿ 10.2, ðàçâèâàþùèì ðåçóëüòàò Á.Í. Õà-
áèáóëëèíà [117; òåîðåìà 4], ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15.3. Ïóñòü ρ ∈ (0, 1), è ïóñòü Λ = (λn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êîíå÷íîé âåðõíåé ρ-ïëîòíîñòè β > 0 è íèæíåé ρ-ïëîòíîñòè
≥ α ∈ [0, β], ðàñïîëîæåííàÿ â íåêîòîðîì óãëå ðàñòâîðà 2θ ≤ π. Åñëè òèï ïðè

ïîðÿäêå ρ öåëîé ôóíêöèè f, îáðàùàþùåéñÿ â íóëü íà Λ, ìåíüøå âåëè÷èíû

2 ρ
√
π Γ(1− ρ/2)

Γ((1− ρ)/2)
sθ(α, β; ρ) =

sin πρ

π
Γ(ρ) Γ2(1− ρ/2) sθ(α, β; ρ),

ãäå sθ(α, β; ρ) âûïèñàíà â òåîðåìå 15.1, òî f ≡ 0 íà C.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì ñîåäèíåíèåì òåîðåìû 4 èç [117] è òåîðå-
ìû 15.1.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû � 14 î ïîëíîòå ñèñòåì ýêñïîíåíò, ïîðîæäàåìûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Λ ⊂ R+, áåç òðóäà ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé Λ ⊂ Γθ, θ ∈ [0, π/2].
Ñåé÷àñ ìû óêàæåì ëèøü îäíî èç ñëåäñòâèé òåîðåìû 15.1, îòíîñÿùååñÿ ê ÷åòíûì
öåëûì ôóíêöèÿì ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàç-
ëè÷íûõ ðàçäåëàõ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, íàïðèìåð, â òåîðèè ðÿäîâ Äèðèõëå.

Òåîðåìà 15.4. Ïóñòü β > 0, α ∈ [0, β], θ ∈ [0, π/4], è ïóñòü

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
, | arg λn| ≤ θ,

ïðè÷åì

lim
n→∞

n

|λn|
= β, lim

n→∞

n

|λn|
≥ α.

Òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï

σ(Λ) ≡ lim
r→+∞

r−1 ln max
|λ|=r
|L(λ)|

ôóíêöèè L(λ) óäîâëåòâîðÿåò òî÷íîìó íåðàâåíñòâó

σ(Λ) ≥ πα cos θ + max
a>0

a∫
a(α/β)2

(
β√
a
− α√

x

)
x+ cos 2θ

x2 + 2x cos 2θ + 1
dx. (15.32)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü öåëóþ ôóíêöèþ
∞∏
n=1

(
1− λ

µn

)
, µn = λ2

n,

ïîðÿäêà ρ = 1/2 ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé

M ≡ (µn)∞n=1 ⊂ Γ2θ = {λ ∈ C : | arg λ| ≤ 2θ} , 2θ ∈ [0, π/2],

ó÷åñòü, ÷òî

lim
n→∞

n

|µn|1/2
= β, lim

n→∞

n

|µn|1/2
≥ α, σ1/2(M) = σ(Λ),

è ïðèìåíèòü ê íåé òåîðåìó 15.1.
Áåç ó÷åòà íèæíåé ïëîòíîñòè íóëåé (α = 0) îöåíêà (15.32) ïðèíèìàåò âèä

σ(Λ) ≥ β

2
max
a>0

1√
a

ln
(
a2 + 2a cos 2θ + 1

)
.

Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé L(λ) èìååò ïëîòíîñòü (α = β), òî (15.32) ïðå-
âðàùàåòñÿ â îöåíêó

σ(Λ) ≥ πβ cos θ.

Âñå îöåíêè òî÷íû. Èíòåãðàë â (15.32) âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè
è â ñëó÷àå α ∈ (0, β), íî èòîãîâîå âûðàæåíèå ñòîëü ãðîìîçäêî, ÷òî âðÿä ëè öåëå-
ñîîáðàçíî åãî ïðèâîäèòü.
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Ïðèìå÷àíèÿ ê ãëàâå 2

Ìàòåðèàë �� 10�14 âçÿò èç ðàáîòû [20], íàïèñàííîé ñîâìåñòíî ñ Ã. Ã. Áðàé÷åâûì.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà 10.1 ïðèíàäëåæèò àâòîðó. Êëàññ öåëûõ ôóíêöèé, ôèãóðèðóþ-
ùèé â ýòîé òåîðåìå, ìîæíî íåñêîëüêî ðàñøèðèòü. Èìåííî, òåîðåìà 10.1 ñîõðàíèò
ñèëó, åñëè â îïðåäåëåíèè ýêñòðåìàëüíîé âåëè÷èíû (10.3) òðåáîâàíèå Λ ⊂ R+ çàìå-
íèòü ñëåäóþùèì: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî

{λn ∈ Λ : | arg λn| ≥ ε}

èìååò íå áîëåå ÷åì íóëåâóþ ïëîòíîñòü. Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî è â
îòíîøåíèè òåîðåìû 15.1. Ðåçóëüòàòû � 15 îïóáëèêîâàíû â [131]. Íåêîòîðûå ôàê-
òû ïðîìåæóòî÷íîãî õàðàêòåðà óñòàíîâëåíû â ðàáîòàõ Ã. Ã. Áðàé÷åâà è àâòîðà
[18], [21], [145]. Òî÷íûå îöåíêè íèæíåãî òèïà íàéäåíû â ñòàòüå Ã. Ã. Áðàé÷åâà
è Î.Â. Øåðñòþêîâîé [22]. Îáçîð ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé â òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷ äëÿ òèïîâ öåëûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà ρ < 1 ñ íóëÿìè íà ëó÷å èëè â óãëå äàí
â [19], [100]. Òðóäíûé ñëó÷àé ρ > 1 ðàññìàòðèâàëñÿ À.Þ. Ïîïîâûì â [99], îä-
íàêî ðåçóëüòàòû çäåñü äàëåêè îò çàâåðøåíèÿ. Òàê, òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ C(ρ),
íå ãîâîðÿ óæå î âåëè÷èíàõ C(k, ρ), Cθ(k, ρ), íå èçâåñòíî íè ïðè îäíîì çíà÷åíèè
ρ > 1, ρ /∈ N. Äîáàâèì ê ýòîìó, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ðåçóëüòàòîâ âòîðîé ãëàâû
íà öåëûå ôóíêöèè ñ íóëÿìè â óãëå ðàñòâîðà > π òðåáóåò, ïî-âèäèìîìó, ðàçðàáîò-
êè íîâûõ ìåòîäîâ. Îòìåòèì òàêæå íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ À.Þ. Ïîïîâà [101] è
Ô.Ñ. Ìûøàêîâà [90], íàïðàâëåííûå íà ðàçâèòèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Âàëèðîíà-
Ãîëüäáåðãà. Îñòàëüíûå íåîáõîäèìûå ññûëêè ñäåëàíû â îñíîâíîì òåêñòå.
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Ãëàâà 3

ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÍÀ ÏÐÎÑÒÛÅ ÄÐÎÁÈ ÂÅËÈ×ÈÍÛ,
ÎÁÐÀÒÍÎÉ Ê ÖÅËÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Â ýòîé ãëàâå ðåøåíà âîñõîäÿùàÿ ê Ì.Ã. Êðåéíó çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè öåëîé
ôóíêöèè L(λ) ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ íóëåé Λ(L), îáðàòíàÿ âå-
ëè÷èíà êîòîðîé ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñòðóêòóðèðîâàííûé ðÿä
ïðîñòûõ äðîáåé. Ïàðàãðàô 16 ïîñâÿùåí èñòîðèè çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêàì óòâåð-
æäåíèé. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû � òåîðåìà 16.4 � äîêàçàí â � 18 äëÿ áîëåå
øèðîêîé ñèòóàöèè ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé â íåêîòîðîé ïîëîñå êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè. Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íîâûì è â ñëó÷àå Λ(L) ⊂ R. Ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèè ñ
âåùåñòâåííûìè íóëÿìè ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ â îòäåëüíîé òåîðåìå 16.5. Òàêæå
âûäåëåí ñëó÷àé öåëîé ôóíêöèè íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (òåîðåìà 16.6).
Â ñëåäóþùåì � 17 èçó÷åíû íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ðàçëîæåíèé íà ïðîñòûå
äðîáè è ïîëó÷åíû ñïåöèàëüíûå ñóììàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ. Â � 19 äëÿ ÷åòíîé
(òåîðåìà 19.1) è íå÷åòíîé (òåîðåìà 19.2) öåëûõ ôóíêöèé óñòàíîâëåíû êðèòåðèè
íàëè÷èÿ ¾ñãðóïïèðîâàííîãî¿ ðàçëîæåíèÿ òèïà Êðåéíà. Îáùàÿ òåîðèÿ ïðèìåíÿåò-
ñÿ â � 20 ê êîíêðåòíûì êëàññàì öåëûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîäðîáíî ðàçîáðàí
âîïðîñ î ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå äðîáè âåëè÷èíû, îáðàòíîé ê ôóíêöèè Áåññåëÿ ñ
ïðîèçâîëüíûì èíäåêñîì ν > −1, è íàéäåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñóìì îïðåäåëåííîãî
âèäà, ñîäåðæàùèõ ñòåïåíè íóëåé ôóíêöèè Áåññåëÿ.

� 16. Èñòîðèÿ âîïðîñà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå äðîáè ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì è ÷àñòî ïðèìåíÿåìûì èí-
ñòðóìåíòîì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé. Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòà-
òû Ìèòòàã-Ëåôôëåðà (ñì., íàïðèìåð, [84; ãë. 7]) èìåþò ñëèøêîì îáùèé õàðàêòåð
è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ óòî÷íåíèé â ðàçíûõ ñïåöèàëüíûõ ñèòóàöèÿõ. Îñîáûé
ïîäêëàññ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ñîñòàâëÿþò ôóíêöèè âèäà

F (λ) =
1

L(λ)
, (16.1)

ãäå L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ëèøü ïðîñòûå íóëè λn, n ∈ N. Ìíîæåñòâî
âñåõ íóëåé îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(L), ò. å. Λ(L) = (λn)n∈N . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íó-
ëåé λn, ñîñòàâëÿþùèõ Λ(L), çàïèñûâàåòñÿ îáû÷íî â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîäóëåé.

Âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè âåëè÷èíû, îáðàòíîé L(λ), ðÿäîì ïðîñòûõ äðîáåé èìå-
åò áîãàòóþ èñòîðèþ. Îñíîâîïîëàãàþùåé â òåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Ì.Ã. Êðåé-
íà [67]. Âàæíóþ ñòèìóëèðóþùóþ ðîëü â ïîÿâëåíèè ýòàïíîé ñòàòüè [67] ñûãðàëè
èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ è ïðîáëåìå ìîìåíòîâ (ñì. [66],
[154]). Ðàáîòà [67] ïîðîäèëà ïðîáëåìó îïèñàíèÿ òåõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé âè-
äà (16.1), êîòîðûå ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ Z+ äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

1

L(λ)
= P (λ) +

a0

λ
+ λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
(16.2)
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â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
< +∞. (16.3)

Çäåñü P (λ) � íåêîòîðûé ïîëèíîì; êîýôôèöèåíò a0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

a0 =

{
1/L′(0), 0 ∈ Λ(L),
0, 0 /∈ Λ(L).

(16.4)

Âèä ôîðìóëû (16.4) îáúÿñíÿåòñÿ î÷åíü ïðîñòî: âûðàæåíèå äëÿ a0 åñòü âû÷åò
ôóíêöèè (16.1) â òî÷êå λ = 0. Êîýôôèöèåíòû 1/ (L′(λn)λpn) ðÿäà ïðîñòûõ äðîáåé
â (16.2) ñóòü âû÷åòû ôóíêöèè 1/ (λp L(λ)) â òî÷êàõ λn 6= 0. Òåì ñàìûì, ðàçíîñòü

∆p
L(λ) ≡ 1

L(λ)
− a0

λ
− λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
, λ ∈ C,

âñåãäà ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé. Ñìûñë ðàçëîæåíèÿ (16.2) ñîñòîèò â òðåáîâàíèè,
÷òîáû ýòà ðàçíîñòü áûëà ïîëèíîìîì. Èìåííî òàêèå ðàçëîæåíèÿ èãðàþò îñîáóþ
ðîëü â òåîðèè è ïðèëîæåíèÿõ. Âîïðîñ î íàõîæäåíèè êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà
P (λ) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (16.2) íå òðèâèàëåí è îáñóæäàåòñÿ â � 17. Óñëîâèå (16.3)
ðàâíîñèëüíî àáñîëþòíîé è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà â (16.2) íà êîìïàêòàõ
îáëàñòè C \Λ(L). Ïðåäñòàâëåíèå (16.2) ïðè óñëîâèè (16.3) áóäåì íàçûâàòü ðàçëî-
æåíèåì ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè (16.1) â ðÿä Êðåéíà ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà p.

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [67; òåîðåìà 4] óòâåðæäàåò: åñëè öåëàÿ

ôóíêöèÿ L(λ) ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ íóëåé Λ(L) äîïóñêàåò ðàç-

ëîæåíèå â ðÿä Êðåéíà êàêîãî-ëèáî ïîðÿäêà p ∈ Z+, òî îíà èìååò ýêñïîíåíöè-

àëüíûé òèï è ïîä÷èíåíà óñëîâèþ

∞∫
−∞

ln+ |L(r)|
1 + r2

dr < +∞. (16.5)

Êàê îáû÷íî, äëÿ a ≥ 0 îáîçíà÷åíî

ln+ a ≡
{

ln a, a > 1,
0, 0 ≤ a ≤ 1.

Öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (16.5), îáðà-
çóþò èçâåñòíûé êëàññ Êàðòðàéò. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ êëàññà Êàðòðàéò èìååò âïîëíå
ðåãóëÿðíûé ðîñò è èíäèêàòîðíóþ äèàãðàììó â âèäå îòðåçêà ìíèìîé îñè (ñì. [67],
[72; ãë. V, � 6]).

Óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè íóëåé λn â öèòèðîâàííîé òåîðåìå Ì.Ã. Êðåéíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðîñòîì ïðèìåðå, ïðèâåäåííîì
â ðàáîòå [67; � 4]. Ïóñòü íåêîòîðàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ L(λ) ïîëîæèòåëüíîãî ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà p = 0, ïðè÷åì
P (λ) ≡ 0, 0 /∈ Λ(L), ò. å.

1

L(λ)
=

∞∑
n=1

1

L′(λn) (λ− λn)
,

∞∑
n=1

1

|L′(λn)| |λn|
< +∞. (16.6)
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Òîãäà (ïðè ôèêñèðîâàííîì âûáîðå âåòâè êîðíÿ
√
λ) äëÿ öåëîé ôóíêöèè L(λ2)

òàêæå èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

1

L(λ2)
=

∞∑
n=1

1

2
√
λn L′(λn)

{
1

λ−
√
λn
− 1

λ+
√
λn

}
â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà p = 0, íî L(λ2) óæå íå áóäåò ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà.

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññîì A (îáîçíà÷åíèå Á.ß. Ëåâèíà) ïðèíÿòî íàçûâàòü ââå-
äåííîå â 1946 ã. Í.È. Àõèåçåðîì [7] ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ôóíêöèé, íóëè êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ∑

λn 6=0

∣∣∣∣ Im 1

λn

∣∣∣∣ < +∞.

Êëàññ A ñëóæèò åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìíîæåñòâà âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ñ âå-
ùåñòâåííûìè íóëÿìè è èãðàåò â òåîðèè çàìåòíóþ ðîëü. Â ñâåòå öèòèðîâàííîãî
ïðèìåðà èíòåðåñåí ñëåäóþùèé óñòàíîâëåííûé â [67; òåîðåìà 5 ] ôàêò î ïðåäñòàâ-
ëåíèè ôóíêöèé êëàññà A, óñèëèâàþùèé òåîðåìó 4 èç [67]. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî
ïðèâåäåííîãî íèæå ðåçóëüòàòà äàíî â êíèãå [72; ãë. V, � 6, òåîðåìà 13]. Íàøà ôîð-
ìóëèðîâêà íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îðèãèíàëüíîé.

Òåîðåìà 16.1. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ êëàññà A, èìåþùàÿ ëèøü ïðî-

ñòûå íóëè. Ïóñòü âåëè÷èíà 1/L(λ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà p = 0
c ïîëèíîìîì P (λ) ≡ 0. Òîãäà ôóíêöèÿ L(λ) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï, è

âûïîëíÿåòñÿ (16.5). Äðóãèìè ñëîâàìè, L(λ) ïðèíàäëåæèò êëàññó Êàðòðàéò.

Òåîðåìà Ì.Ã. Êðåéíà, ðàçóìååòñÿ, ñïðàâåäëèâà è äëÿ ôóíêöèé, ðàñêëàäûâàþ-
ùèõñÿ â ðÿä âèäà (16.2), ïîñêîëüêó ýòîò áîëåå îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæå-
íèþ èç òåîðåìû 16.1 óìíîæåíèåì L(λ) íà ïîäõîäÿùèé ìíîãî÷ëåí (ïîäðîáíîñòè
ñì. â [67]).

Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä Êðåéíà ôèêñè-
ðîâàííîãî ïîðÿäêà, èçó÷àëèñü è èñïîëüçîâàëèñü â ðÿäå ðàáîò ïî òåîðèè ôóíêöèé
è íåãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó, òåîðèè îïåðàòîðîâ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Êðîìå ñòàòåé [66], [68], [154] è êíèãè [72] îòìåòèì åùå èññëåäîâàíèÿ Ì.Â. Êåë-
äûøà, È.Â. Îñòðîâñêîãî [39; ãë. V, � 6, ãë. VI, � 2], Ë. äå Áðàíæà [147], Þ.Ô. Êî-
ðîáåéíèêà [58], [60], À. Áîðè÷åâà è Ì.Ë. Ñîäèíà [143], Ë.Ñ. Ìàåðãîéçà [81; � 6],
[164]. Òàê, â [58] èçó÷àëèñü ñâîéñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ áåñ-
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ñèìâîëîì a(λ) ∈ [1, 0], äîïóñêàþùèì ðàçëîæåíèå òèïà (16.6).
Ðàáîòà [143] âûÿâëÿåò ðîëü ðàçëîæåíèé â ðÿä Êðåéíà ïðè èçó÷åíèè ìíîæåñòâ îãðà-
íè÷åííîãî òèïà è ìíîæåñòâ Àõèåçåðà-Ëåâèíà, ñâÿçàííûõ ñ ïðîáëåìîé Ñ.Í. Áåðí-
øòåéíà î âåñîâîé àïïðîêñèìàöèè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Íåäàâíèå ðåçóëüòà-
òû [81] êàñàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðÿäîì ïðîñòûõ äðîáåé îáðàòíîé âåëè÷èíû öåëîé
ôóíêöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà, âîçíèêàþùåé â òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ óòî÷íåííûõ
ïîðÿäêîâ.

Â ðàáîòå À.À. Ãîëüäáåðãà [37] â òåðìèíàõ ñïåöèàëüíûõ êîíôîðìíûõ îòîáðà-
æåíèé äàíî îïèñàíèå ìíîæåñòâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü ìíî-
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æåñòâàìè êîðíåé âåùåñòâåííûõ4 öåëûõ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä
Êðåéíà. Íàäî ñêàçàòü, ýòî îïèñàíèå âåñüìà ñëîæíî è â ñèëó ñâîåé ñïåöèôèêè âðÿä
ëè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè óñòàíîâëåíèè îáîçðèìûõ êðèòåðèåâ ïðåäñòàâè-
ìîñòè îáðàòíîé âåëè÷èíû öåëîé ôóíêöèè ðÿäîì Êðåéíà. Íàõîæäåíèå æå òàêîãî
ðîäà êðèòåðèåâ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé, âîçíèêøåé â ðåçóëüòàòå êàê âíóòðåííèõ
ïîòðåáíîñòåé òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé, òàê è âûÿâëåííûõ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëî-
æåíèé. Ýòîé çàäà÷åé èíòåðåñîâàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè: Ë. äå Áðàíæ, Ï.Êóñèñ,
Ã.Ïåäåðñåí, À. Ã. Áàêàí è äðóãèå. Ìû ïðèâåäåì â ýòîì ïóíêòå íåêîòîðûå èç èç-
âåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàê, â 1959 ãîäó Ëóè äå Áðàíæ óñòàíîâèë [146; ëåììà 2
ïðè G ≡ 1 ], ÷òî åñëè öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ) ñ ìíîæåñòâîì
ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N, ïðèíàäëåæèò êëàññó Êàðòðàéò è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

|L(iµ)| → +∞, µ→ ±∞,

∞∑
n=1

1

|L′(λn)| |λn|
< +∞, (16.7)

òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

1

L(λ)
=

∞∑
n=1

1

L′(λn) (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ(L). (16.8)

Ï. Êóñèñ [158; Remark, p. 204-205] ïîêàçàë, ÷òî â ëåììå äå Áðàíæà íåëüçÿ îòáðî-
ñèòü (ñîõðàíÿÿ îñòàëüíûå óñëîâèÿ è åå çàêëþ÷åíèå) òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè
ôóíêöèè L(λ) êëàññó Êàðòðàéò. Â ðàáîòå [138; Theorem 6.6] Ã. Ïåäåðñåíîì áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ïðîñòûìè âå-
ùåñòâåííûìè íóëÿìè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (16.7), äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå (16.8). Íàè-
áîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû ïî îáðàùåíèþ òåîðåìû Êðåéíà äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè
ïðèíàäëåæàëè À. Ã. Áàêàíó [9], [136], [137] è ïîëó÷åíû â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå.
Äëÿ òîãî ÷òîáû èõ ñôîðìóëèðîâàòü, âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûìè îáîçíà÷åíèÿìè èç
ýòèõ ðàáîò, îïóñêàÿ ïðè ýòîì òðèâèàëüíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ìíîæåñòâî Λ(L) íå
áîëåå ÷åì êîíå÷íî.

Äëÿ öåëîé ôóíêöèè L(λ) ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N îáî-
çíà÷èì

dL ≡ inf

{
q ∈ Z :

∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|q+1
< +∞

}
. (16.9)

Åñëè dL < +∞, òî äëÿ âñÿêîãî öåëîãî ÷èñëà p ≥ max{0, dL} ìîæíî ââåñòè öåëóþ
ôóíêöèþ

∆p
L(λ) ≡ 1

L(λ)
− a0

λ
− λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
, λ ∈ C,

4Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå
çíà÷åíèÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.
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ñ êîýôôèöèåíòîì a0, âû÷èñëÿåìûì ïî ïðàâèëó (16.4).
Â ðàáîòàõ [136; Theorem 3.1, p. 25] è [137; Theorem 3.1, p. 40] À. Ã. Áàêàí ïîëó÷èë

ñëåäóþùóþ íîâóþ âåðñèþ òåîðåìû Êðåéíà äëÿ âåùåñòâåííîé öåëîé ôóíêöèè ñ
âåùåñòâåííûìè íóëÿìè.

Òåîðåìà 16.2. Ïóñòü L(λ) � âåùåñòâåííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì

ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N, ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèþ dL < +∞.
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1) Ñóùåñòâóåò öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî p ≥ dL òàêîå, ÷òî öåëàÿ ôóíê-

öèÿ ∆p
L(λ) åñòü ìíîãî÷ëåí.

2) L(λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ (16.4). Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ L(λ) âõîäèò â êëàññ Êàðòðàéò.
3) Åñëè Λ(L) � ïîëóîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íà âåùåñòâåííîé îñè, òî L(λ)

èìååò íóëåâîé ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï; åñëè æå ìíîæåñòâî Λ(L) íå ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííûì íè ñâåðõó, íè ñíèçó, òî L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî

òèïà.

ßñíî, ÷òî èìïëèêàöèÿ 1) ⇒ 2) ñîâïàäàåò äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ íà âåùå-
ñòâåííîé îñè ôóíêöèé ñ òåîðåìîé Êðåéíà. Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 2) ⇒ 1)
ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ññûëêå íà ëåììó äå Áðàíæà. Èìïëèêàöèÿ æå 3)⇒ 1) äëÿ
ôóíêöèè ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà äîêàçàíà â öèòèðîâàííîé âûøå
òåîðåìå Ïåäåðñåíà. Òàêèì îáðàçîì, íîâûìè â òåîðåìå À. Ã. Áàêàíà ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïðåäøåñòâóþùèìè ðåçóëüòàòàìè ÿâëÿþòñÿ äâà ìîìåíòà. Âî-ïåðâûõ, ýòî äîïîëíå-
íèå ê òåîðåìå Êðåéíà â âèäå èìïëèêàöèè 1)⇒ 3) â ÷àñòè, ãäå ðå÷ü èäåò î ôóíêöèè
ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Âî-âòîðûõ, ýòî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
îáðàòíàÿ âåëè÷èíà âåùåñòâåííîé öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ) ñ
Λ(L) ⊂ R è dL < +∞ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
ÿâëÿåòñÿ, íà íàø âçãëÿä, íàèáîëåå èíòåðåñíûì. Îíî äîêàçàíî íà îñíîâàíèè òåîðå-
ìû 3.2 èç [136] è [137], íàøåäøåé ïðèìåíåíèå â àêòóàëüíûõ âîïðîñàõ êîìïàêòíî-
ñòè ñåìåéñòâ öåëûõ ôóíêöèé [9]. Óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè öåëîé ôóíêöèè L(λ) â
ýòîì óòâåðæäåíèè ñóùåñòâåííî. Â ñâÿçè ñ óêàçàííûì îáñòîÿòåëüñòâîì ïðèâåäåì
íåäàâíèé àíîíñèðîâàííûé â [10; òåîðåìà 1] ðåçóëüòàò, ñâîáîäíûé îò îãðàíè÷åíèÿ
âåùåñòâåííîçíà÷íîñòè L(λ) íà R. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü q ∈ Z, è ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé
Λ(L) = (λn)n∈N, òàêàÿ, ÷òî dL < +∞. Ñëåäóÿ [10], ãîâîðèì, ÷òî L(λ) ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó Kq, åñëè ïðè q ≤ 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (16.8), à ïðè q ≥ 1
ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì P (λ) ñòåïåíè q ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(P ) = (µj)
q
j=1 ⊂ C \ Λ(L),

÷òî ïðè λ ∈ C \ (Λ(L) ∪ Λ(P )) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

1

L(λ)P (λ)
=

q∑
j=1

1

P ′(µj)L(µj) (λ− µj)
+

∞∑
n=1

1

P (λn)L′(λn) (λ− λn)
.

Äàäèì òåïåðü ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû À.Ã. Áàêàíà èç [10].
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Òåîðåìà 16.3. Ïóñòü q ∈ Z, è ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì

ïðîñòûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N, òàêàÿ, ÷òî dL < +∞. Ôóíêöèÿ L(λ) ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó A ∩ Kq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L(λ) ïðèíàäëåæèò êëàññó

Êàðòðàéò, è ñóùåñòâóþò òàêîå ìíîæåñòâî E íóëåâîé îòíîñèòåëüíîé ìåðû è

òàêîå ÷èñëî s ∈ Z+, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|µ|s|L(iµ)| → +∞, µ→ ±∞, |µ| ∈ R+ \ E.

Îñíîâîïîëàãàþùèå òåîðåìû Ì.Ã. Êðåéíà è ïîñëåäîâàâøèå çà íèìè ðåçóëüòà-
òû Ë. äå Áðàíæà, Ï.Êóñèñà è À. Ã. Áàêàíà âûçûâàþò îùóùåíèå, ÷òî ïðè îïèñàíèè
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ öåëîé ôóíêöèè (íå îáÿçàòåëüíî âåùåñòâåííîé) ñ âå-
ùåñòâåííûìè íóëÿìè, îáðàòíàÿ âåëè÷èíà êîòîðîé ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïðîñòûõ
äðîáåé, íå óäàñòñÿ îáîéòèñü áåç èñïîëüçîâàíèÿ êëàññà Êàðòðàéò è êàêèõ-ëèáî îöå-
íîê ñíèçó, íàëàãàåìûõ íà ðîñò ôóíêöèè, íàïðèìåð, íà ìíèìîé îñè. Îäíàêî, èññëå-
äîâàíèå, ïðîâåäåíîå àâòîðîì, ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè
(è äàæå ñ íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â íåêîòîðîé ïîëîñå) â èçó÷àåìîì êðóãå âî-
ïðîñîâ êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò ëèøü íàëè÷èå ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè ñâåðõó íà
ðîñò ìîäóëÿ ôóíêöèè è íåîòðèöàòåëüíîñòü åå èíäèêàòîðà. Äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ íå
íóæíû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ öåëîé ôóíêöèè L(λ) ñ ïðîñòûìè íóëÿìè, ëåæàùèìè â
ïîëîñå, â ñàìûõ åñòåñòâåííûõ òåðìèíàõ ïîëó÷åí êðèòåðèé ðàçëîæèìîñòè îáðàòíîé
âåëè÷èíû 1/L(λ) â ðÿä Êðåéíà ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâ-
êó öåíòðàëüíîãî ðåçóëüòàòà ãëàâû III, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî áóäåò äàíî â � 18.

Òåîðåìà 16.4. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(L) = (λn)n∈N, ðàñïîëîæåííûì â íåêîòîðîé ïîëîñå Π êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ïóñòü êîýôôèöèåíò a0 îïðåäåëåí ôîðìóëîé (16.4), è p ∈ Z+. Ñïðàâåäëèâû ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

1

L(λ)
= P (λ) +

a0

λ
+ λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ(L), (16.10)

ãäå P (λ) � íåêîòîðûé ïîëèíîì, à ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîì-

ïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L) , òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
(i) L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ íåîòðèöàòåëüíûì èíäè-

êàòîðîì hL(θ);

(ii) ñõîäèòñÿ ðÿä
∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
.

Ïðè ýòîì, åñëè p = 0, òî P (λ) ≡ 0, à åñëè p ∈ N, òî P (λ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

P (λ) =


p−1∑
m=0

F (m)(0)

m!
λm, 0 /∈ Λ(L),

p−1∑
m=0

(λF (λ))(m+1) (0)

(m+ 1)!
λm, 0 ∈ Λ(L).

(16.11)
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2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii), òî âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â

ðÿä (16.10), ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C\Λ(L),
ãäå ïîëèíîì P (λ) ≡ 0 ïðè p = 0, è P (λ) îïðåäåëåí ôîðìóëîé (16.11) ïðè p ∈ N.

Ïîñêîëüêó êàæäûé èç ñëó÷àåâ 0 /∈ Λ(L) è 0 ∈ Λ(L) îáëàäàåò ñâîåé ñïåöè-
ôèêîé, ïîëåçíî ïðèâåñòè ôîðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ îòäåëüíî,
çàîäíî ïðèäàâ èì ôîðìó êðèòåðèåâ. Äëÿ ÿñíîñòè ðàçëè÷àåì ðàçëîæåíèÿ íà ïðî-
ñòûå äðîáè, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè p = 0 è ïðè p ∈ N.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(L) = (λn)n∈N, 0 /∈ Λ(L), ðàñïîëîæåííûì â íåêîòîðîé ïîëîñå Π êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê L(λ), ðàñêëàäûâàëàñü â ðÿä

1

L(λ)
=

∞∑
n=1

1

L′(λn) (λ− λn)
,

ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C\Λ(L), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèå (i) èç òåîðåìû 16.4 è óñëîâèå

∞∑
n=1

1

|L′(λn)| |λn|
< +∞.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(L) = (λn)n∈N, 0 /∈ Λ(L), ðàñïîëîæåííûì â íåêîòîðîé ïîëîñå Π êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, è ïóñòü p ∈ N. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê L(λ), ðàñêëà-
äûâàëàñü â ðÿä

F (λ) ≡ 1

L(λ)
=

p−1∑
m=0

F (m)(0)

m!
λm + λp

∞∑
n=1

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
,

ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C\Λ(L), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (i), (ii) èç òåîðåìû 16.4.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(L) = (λn)n∈N, 0 ∈ Λ(L), ðàñïîëîæåííûì â íåêîòîðîé ïîëîñå Π êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê L(λ), ðàñêëàäûâàëàñü â ðÿä

1

L(λ)
=

1

L′(0)λ
+
∑
λn 6=0

1

L′(λn) (λ− λn)
,

ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C\Λ(L), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèå (i) èç òåîðåìû 16.4 è óñëîâèå∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|
< +∞.
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Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(L) = (λn)n∈N, 0 ∈ Λ(L), ðàñïîëîæåííûì â íåêîòîðîé ïîëîñå Π êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, è ïóñòü p ∈ N. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáðàòíàÿ âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ)
ðàñêëàäûâàëàñü â ðÿä

F (λ) =

p−1∑
m=0

(λF (λ))(m+1) (0)

(m+ 1)!
λm +

1

L′(0)λ
+ λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
,

ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C\Λ(L), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (i), (ii) èç òåîðåìû 16.4.

Ââèäó èñêëþ÷èòåëüíîé ïðàêòè÷åñêîé âàæíîñòè âûäåëèì èç îñíîâíîé òåîðå-
ìû 16.4 ñëó÷àé öåëîé ôóíêöèè ñ ïðîñòûìè âåùåñòâåííûìè íóëÿìè.

Òåîðåìà 16.5. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ âå-

ùåñòâåííûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N. Ïóñòü êîýôôèöèåíò a0 îïðåäåëåí ôîðìó-

ëîé (16.4), è p ∈ Z+. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå (16.10), ãäå P (λ) �

íåêîòîðûé ïîëèíîì, à ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îá-

ëàñòè C \ Λ(L) , òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
(i) L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ íåîòðèöàòåëüíûì èíäè-

êàòîðîì hL(θ);

(ii) ñõîäèòñÿ ðÿä
∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
.

Ïðè ýòîì, åñëè p = 0, òî P (λ) ≡ 0, à åñëè p ∈ N, òî P (λ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå (16.11).
2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii), òî âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) ðàñêëàäûâà-

åòñÿ â ðÿä (16.10), ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè

C \ Λ(L), ãäå ïîëèíîì P (λ) ≡ 0 ïðè p = 0, è P (λ) îïðåäåëåí ôîðìóëîé (16.11)
ïðè p ∈ N.

Äëÿ öåëîé ôóíêöèè íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà èç òåîðåìû 16.4 èçâëå-
êàåì ðåçóëüòàò, îáîáùàþùèé òåîðåìó Ïåäåðñåíà [138; Theorem 6.6].

Òåîðåìà 16.6. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî

òèïà ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N, ðàñïîëîæåííûì â íåêî-

òîðîé ïîëîñå Π êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü êîýôôèöèåíò a0 îïðåäåëåí ôîð-

ìóëîé (16.4), è p ∈ Z+. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê L(λ), ðàñêëàäû-
âàëàñü â ðÿä (16.10), ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè
C\Λ(L), ãäå ïîëèíîì P (λ) ≡ 0, åñëè p = 0, è P (λ) îïðåäåëåí ôîðìóëîé (16.11),
åñëè p ∈ N, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
< +∞.
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Â ðàáîòå [10; òåîðåìà 2] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 16.6 ðåçóëüòàò
ñïðàâåäëèâ è áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñïîëîæåíèå íóëåé Λ(L) öåëîé ôóíêöèè íóëå-
âîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà L(λ). Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òàêîãî óòâåðæäåíèÿ,
êàê ñîîáùàåòñÿ â öèòèðîâàííîé ðàáîòå, ïðèíàäëåæèò Ì.Ë. Ñîäèíó è îñíîâûâàåò-
ñÿ íà ôîðìóëå âûïóêëîñòè Êàðëåìàíà-Öóè-Õåéíñà. Ðàçâåðíóòîå äîêàçàòåëüñòâî,
ïî-âèäèìîìó, íèãäå íå îïóáëèêîâàíî.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòà-
òîâ ãëàâ I è III äèññåðòàöèè, èäåéíî áëèçêè è îñíîâàíû íà ñâîéñòâàõ ðàçëîæåíèé
ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé â ðÿäû ïðîñòûõ äðîáåé.

� 17. Îáùèå ñâîéñòâà ðÿäîâ Êðåéíà

Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà íîñÿò ââîäíûé õàðàêòåð è ñâÿçàíû ñî ñòðóêòóðîé ðÿäà
Êðåéíà. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè âèäà (16.1)
âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè åå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä (16.2) ìîæíî ñòàâèòü òîëüêî ïðè
ôèêñèðîâàííîì p ∈ Z+. Äðóãèìè ñëîâàìè, îäíà è òà æå ôóíêöèÿ ìîæåò äîïóñêàòü
ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Êðåéíà ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

Ëåììà 17.1. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(L) = (λn)n∈N. Åñëè âåëè÷èíà 1/L(λ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà p,
òî îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà ëþáîãî áîëüøåãî ïîðÿäêà p1 > p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p ∈ Z+, è äëÿ 1/L(λ) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (16.2)
â ïðåäïîëîæåíèè (16.3). Âîñïîëüçóåìñÿ ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

λp

λpn (λ− λn)
=

λp+1

λp+1
n

(
1

λ− λn
− 1

λ

)
=

λp+1

λp+1
n (λ− λn)

− λp

λp+1
n

.

Ñóììà â (16.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

λp
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
= λp+1

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+1
n (λ− λn)

+ Q1(λ), (17.1)

ãäå ïîëèíîì Q1(λ) èìååò âèä

Q1(λ) = −λp
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+1
n

.

Áëàãîäàðÿ (16.3) âñå ðÿäû â (17.1) ñõîäÿòñÿ. Çàìåíÿÿ â (17.1) p íà p+ 1, ðàçëîæèì
ñóììó

λp+1
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+1
n (λ− λn)

= λp+2
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+2
n (λ− λn)

− λp+1
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+2
n

. (17.2)
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Ïîäñòàâëÿÿ (17.2) â (17.1), èìååì

λp
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
= λp+2

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+2
n (λ− λn)

+ Q2(λ),

ãäå ïîëèíîì Q2(λ) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Q2(λ) = −λp
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+1
n

− λp+1
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+2
n

.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ p1 − p ðàç, äëÿ ëþáîãî p1 > p ìîæåì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå

λp
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
= λp1

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp1
n (λ− λn)

+ Qp1−p(λ), (17.3)

ãäå ïîëèíîì Qp1−p(λ) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Qp1−p(λ) = −λp
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+1
n

− . . . − λp1−1
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp1
n
. (17.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (17.3) â (16.2), ïîëó÷àåì äëÿ 1/L(λ) ðàçëîæåíèå â ðÿä Êðåéíà ïîðÿä-
êà p1. Èìåííî,

1

L(λ)
= Pp1−p(λ) +

a0

λ
+ λp1

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp1
n (λ− λn)

,

ãäå ïîëèíîì Pp1−p(λ) åñòü ñóììà ïîëèíîìà P (λ) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (16.2) è ïîëè-
íîìà Qp1−p(λ), îïðåäåëåííîãî â (17.4), êîýôôèöèåíò a0 çàäàí ïîñðåäñòâîì (16.4),
è, íàêîíåö, â ñèëó (16.3) ñõîäèòñÿ ðÿä∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p1+1
< +∞.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò âûÿâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà âîçìîæíî ïîíèæåíèå ïîðÿäêà
ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Êðåéíà.

Ëåììà 17.2. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(L) = (λn)n∈N òàêàÿ, ÷òî dL < +∞, ãäå õàðàêòåðèñòèêà dL çàäàíà ôîðìó-

ëîé (16.9). Ïóñòü p ∈ N, p > dL, è äëÿ 1/L(λ) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ðÿä

Êðåéíà ïîðÿäêà p. Òîãäà äëÿ 1/L(λ) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ðÿä Êðåéíà ïî-

ðÿäêà p− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñõîäèòñÿ ðÿä∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
,

è ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

1

L(λ)
= P (λ) +

a0

λ
+ λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ(L),

ãäå a0 çàäàí ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû (16.4), à P (λ) � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Ïîñêîëü-
êó p ∈ N, dL ∈ Z+ è p > dL, òî p− 1 ∈ Z+ è p− 1 ≥ dL. Ïîýòîìó ðÿä∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p

òàêæå ñõîäèòñÿ. Íî òîãäà

λp
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
= λp−1

∑
λn 6=0

(λ− λn) + λn
L′(λn)λpn (λ− λn)

= λp−1
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn
+ λp−1

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp−1
n (λ− λn)

,

è äëÿ 1/L(λ) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà p− 1 :

1

L(λ)
= Q(λ) +

a0

λ
+ λp−1

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp−1
n (λ− λn)

, λ ∈ C \ Λ(L),

ãäå ïîëèíîì Q(λ) èìååò âèä

Q(λ) = P (λ) + λp−1
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Â ñâÿçè ñ ëåììîé 17.2 îòìåòèì, ÷òî ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå
äðîáè âîçìîæíî è â ñëó÷àå p = dL ∈ N, åñëè ïðè ýòîì ðÿä∑

λn 6=0

1

L′(λn)λpn

ñõîäèòñÿ5. Â òàêîì ñëó÷àå ïðîõîäÿò ðàññóæäåíèÿ èç ëåììû 17.2 ñ îäíîé îãîâîðêîé.
Ïîëó÷àþùååñÿ ðàçëîæåíèå ïîðÿäêà p−1 ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî â îáëàñòè C\Λ(L), íî
íå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà p−1, òåðÿÿ ñâîéñòâî àáñîëþòíîé è
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ ýòîé îáëàñòè. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñêàçàííîå
íà ïðîñòîì ïðèìåðå.

5Ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòèêè dL ðÿä
∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p
ðàñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ðÿä∑

λn 6=0

1

L′(λn)λpn
ìîæåò ñõîäèòüñÿ òîëüêî óñëîâíî.
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Ïðèìåð 17.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

L(λ) = sinλ, λ ∈ C.

Êàê èçâåñòíî, L(λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Åå èíäè-
êàòîðíàÿ äèàãðàììà DL åñòü îòðåçîê ìíèìîé îñè [−i, i]. Âñå íóëè ôóíêöèè ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîñòûìè è îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Λ(L) = (λn)n∈N : λn = (−1)n π [n/2] , n ∈ N.

Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ λn ëåãêî íàõîäÿòñÿ:

L′(λn) = cosλn = cos (π [n/2]) = (−1)[n/2], n ∈ N.

Ïîýòîìó âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

L′(λn)λn = (−1)[n/2]+n π [n/2] = (−1)[(n+1)/2] π [n/2] , n ∈ N,

|L′(λn)| = 1, n ∈ N.

Âû÷èñëÿÿ âåëè÷èíó dL ïî îïðåäåëåíèþ (16.9), èìååì

dL ≡ inf

{
q ∈ Z :

∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|q+1
< +∞

}

= inf

{
q ∈ Z :

∞∑
n=2

1

[n/2]q+1

}
= 1.

Ïî ñëåäñòâèþ 4 òåîðåìû 16.4 èëè ïî òåîðåìå 16.5 ôóíêöèÿ

F (λ) =
1

sinλ
= cosecλ

ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà (16.2) ïîðÿäêà p = 1 ñ êîýôôèöèåíòîì

a0 =
1

L′(0)
= 1

è ïîëèíîìîì

P (λ) ≡ (λF (λ))′ (0) =

(
λ

sinλ

)′
(0) = 0.

Èòàê,
1

sinλ
=

1

λ
+
λ

π

∞∑
n=2

(−1)[(n+1)/2]

[n/2] ( λ− (−1)n π [n/2] )
, (17.5)

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C \ πZ.
Â ýòîì ïðèìåðå ïðè p = dL = 1 ðÿä∑

λn 6=0

1

L′(λn)λpn
=
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λn
=

1

π

∞∑
n=2

(−1)[(n+1)/2]

[n/2]
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=
1

π

(
−1 + 1 +

1

2
− 1

2
− 1

3
+

1

3
+

1

4
− 1

4
− 1

5
+

1

5
+ . . .

)
óñëîâíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ, è ïîýòîìó ìîæíî ïîíèçèòü íà åäèíèöó ïîðÿäîê ðàçëî-
æåíèÿ (17.5). Èìåííî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî∑

λn 6=0

1

L′(λn)λn
= 0,

çàïèøåì òîæäåñòâî

λ
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λn (λ− λn)
=
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λn
+
∑
λn 6=0

1

L′(λn) (λ− λn)

=
∑
λn 6=0

1

L′(λn) (λ− λn)
,

ò. å. òîæäåñòâî

λ

π

∞∑
n=2

(−1)[(n+1)/2]

[n/2] ( λ− (−1)n π [n/2] )
=

∞∑
n=2

(−1)[n/2]

λ− (−1)n π [n/2]
.

Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ê (17.5), èìååì

1

sinλ
=

1

λ
+

∞∑
n=2

(−1)[n/2]

λ− (−1)n π [n/2]
, (17.6)

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå C\πZ óæå òîëüêî ïîòî÷å÷íî è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ
äëÿ ôóíêöèè F (λ) = cosecλ ðÿäîì Êðåéíà íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Ïîñëå ãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà èõ ñëåäî-
âàíèÿ ñíîâà âîçíèêàåò ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñ òîé æå ñóììîé. Ãðóïïèðóÿ ÷ëåíû ëþáîãî
èç ðÿäîâ (17.5), (17.6) ïàðàìè, ïîëó÷èì õîðîøî èçâåñòíîå â àíàëèçå ðàçëîæåíèå

1

sinλ
=

1

λ
+ 2λ

∞∑
m=1

(−1)m

λ2 − π2m2
, (17.7)

ñõîäÿùååÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C \ πZ. Íàïðèìåð, â
ñëó÷àå ðÿäà (17.5) ïðîöåññ ãðóïïèðîâêè âûãëÿäèò òàê:

∞∑
n=2

(−1)[(n+1)/2]

[n/2] ( λ− (−1)n π [n/2] )
=

∞∑
m=1

(
(−1)m

m (λ− πm)
+

(−1)m+1

m (λ+ πm)

)

=
∞∑
m=1

(−1)m

m

(
1

λ− πm
− 1

λ+ πm

)
= 2π

∞∑
m=1

(−1)m

λ2 − π2m2
.

Ïåðåõîä îò (17.5) ê (17.7) ñòàë âîçìîæåí áëàãîäàðÿ íå÷åòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé
ôóíêöèè L(λ) = sinλ. Ïðåäñòàâëåíèå (17.7) èìååò ïðîñòîé è óäîáíûé äëÿ ïðèìå-
íåíèé âèä, íî ôîðìàëüíî íå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì F (λ) = cosecλ â ðÿä Êðåéíà.
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Ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé ôóíêöèè áîëåå åñòåñòâåííî
ðàñêëàäûâàòü åå îáðàòíóþ âåëè÷èíó íå â ðÿä Êðåéíà, à â ¾ñãðóïïèðîâàííûé¿ ðÿä
òèïà (17.7). Ïîäðîáíî âîïðîñ áóäåò ðàññìîòðåí â � 19. Íà ýòîì çàêîí÷èì ðàçáîð
ïðèìåðà è âåðíåìñÿ ê îñíîâíîé ëèíèè.

Ïîñëå òîãî, êàê ëåììû 17.1, 17.2 ïîëó÷åíû, âîçíèêàåò ñëåäóþùèé åñòåñòâåí-
íûé âîïðîñ. Ïóñòü ÷èñëî p ∈ Z+ çàôèêñèðîâàíî, è ïóñòü ìåðîìîðôíàÿ ôóíê-
öèÿ 1/L(λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (16.3) è ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà (16.2)
çàäàííîãî ïîðÿäêà p. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà P (λ). Ïî-
êàæåì, ÷òî ïðè äîâîëüíî ¾ëèáåðàëüíîì¿ äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà ôóíê-
öèþ L(λ) ïîëèíîì P (λ) â ýòîé çàäà÷å âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ëåììà 17.3. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(L) = (λn)n∈N. Ïóñòü íåêîòîðûé óãîë

{λ ∈ C : | arg λ− θ0| < δ} , 0 ≤ θ0 < 2π, 0 < δ < π,

ñîäåðæèò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê λn, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå6

lim
r→+∞

rp L(reiθ0) = ∞. (17.8)

Ïóñòü, íàêîíåö, äëÿ F (λ) = 1/L(λ) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (16.2) â ðÿä Êðåéíà
ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà p ∈ Z+ ñ ïîëèíîìîì P (λ) è êîýôôèöèåíòàìè, ïîä÷èíåí-

íûìè (16.3), (16.4). Òîãäà ïîëèíîì P (λ) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (16.2) âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè p = 0, òî P (λ) ≡ 0, à åñëè p ∈ N, òî P (λ) èìååò

âèä (16.11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çíà-
÷åíèå θ0 = 0. Òîãäà ïî óñëîâèþ ëåììû âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

| arg λn| ≥ δ, n ≥ n0, 0 < δ < π, (17.9)

1

L(rj) r
p
j

→ 0, rj → +∞, j →∞. (17.10)

Ïîäñòàâëÿÿ â (16.2) çíà÷åíèÿ λ = r ≥ |λn0|, çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå

F (r)

rp
≡ 1

L(r) rp
=

P (r)

rp
+

a0

rp+1
+
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (r − λn)
,

èëè

P (r)

rp
=

1

L(r) rp
− a0

rp+1
−
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (r − λn)
, r ≥ |λn0|. (17.11)

6Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (17.8) íå ÿâëÿåòñÿ îáðåìåíèòåëüíûì è âûïîëíåíî äëÿ áîëüøèíñòâà
öåëûõ ôóíêöèé, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå. Ñòîèò, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî ñóùåñòâóþò ¾ýê-
çîòè÷åñêèå¿ öåëûå ôóíêöèè, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ âäîëü ëþáîãî ëó÷à, èñõîäÿùåãî èç òî÷-
êè λ = 0 (ñì., íàïðèìåð, [92; Îòä. IV, ãë. 3, � 3, � 184]). Ïðè p = 0 äëÿ òàêèõ ôóíêöèé
óñëîâèå (17.8) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè θ0.
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Çäåñü a0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó (16.4), à êîýôôèöèåíòû ðÿäà óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (16.3). Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (17.11) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rj → +∞ èç óñëîâèÿ (17.10). Ïîêàæåì, ÷òî∑

λn 6=0

1

L′(λn)λpn (r − λn)
→ 0, r → +∞. (17.12)

Èñïîëüçóÿ (17.9), äëÿ r > 0 è n ≥ n0 ïîëó÷èì

|r − λn| =
√
r2 − 2r |λn| cos(arg λn) + |λn|2 ≥

√
r2 − 2r |λn| cos δ + |λn|2

=

√
(r − |λn| cos δ)2 + (|λn| sin δ)2 ≥ |λn| sin δ.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ε > 0. Ó÷èòûâàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (16.3), ïîäáåðåì
íîìåð N ≥ n0 íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

∞∑
n=N+1

1

|L′(λn)| |λn|p+1
<

ε sin δ

2
. (17.13)

Ïðèìåíÿÿ (17.13) è îöåíêó

|r − λn| ≥ |λn| sin δ, r > 0, n ≥ n0,

íàõîäèì, ÷òî

∞∑
n=N+1

1

|L′(λn)| |λn|p |r − λn|
≤

∞∑
n=N+1

1

|L′(λn)| |λn|p+1 sin δ
<

ε

2
, r > 0.

À ïîñêîëüêó åùå ïðè r ≥ r0(ε) âåðíà îöåíêà∑
λn 6=0, n≤N

1

|L′(λn)| |λn|p |r − λn|
<

ε

2
,

òî ñïðàâåäëèâî (17.12).
Ñîîòíîøåíèÿ (17.10), (17.12) ïðèìåíèòåëüíî ê (17.11) äàþò

P (rj)

rpj
→ 0, j →∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, P (λ) ≡ 0, åñëè p = 0, à åñëè p ∈ N, òî ïîêà ëèøü ÿñíî, ÷òî
ñòåïåíü ïîëèíîìà P (λ) íå ïðåâîñõîäèò p−1. Îñòàëîñü äîêàçàòü ôîðìóëó (16.11).
Ñëó÷àè 0 /∈ Λ(L) è 0 ∈ Λ(L) ðàçáåðåì îòäåëüíî.

Ïóñòü 0 /∈ Λ(L). Ïîëàãàÿ

P (λ) = bp−1 λ
p−1 + . . .+ b1 λ+ b0,
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çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå (16.2):

F (λ) = bp−1 λ
p−1 + . . .+ b1 λ+ b0 + λp

∞∑
n=1

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
, (17.14)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ λ ∈ C \ Λ(L). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà λ = 0 /∈ Λ(L), ïîëó÷èì, ÷òî
b0 = F (0). Åñëè p = 1, òî ïîëèíîì P (λ) ≡ F (0) = 1/L(0) íàéäåí, è åãî âèä
ñîãëàñóåòñÿ ñ (16.11). Ïóñòü p ≥ 2. Áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (16.3) ðÿä

∞∑
n=1

1

L′(λn)λpn (λ− λn)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L), è åãî ïðîèç-
âîäíûå íàõîäÿòñÿ ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (17.14):

F ′(λ) = (p− 1) bp−1 λ
p−2 + . . .+ b1

+ p λp−1

∞∑
n=1

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
− λp

∞∑
n=1

1

L′(λn)λpn (λ− λn)2
, λ ∈ C \ Λ(L).

Ïîäñòàâèâ ñþäà λ = 0, íàéäåì b1 = F ′(0). Ïðè p = 2 íà ýòîì îñòàíàâëèâàåìñÿ.
Ïðîäîëæàÿ ïðè p ≥ 3 óêàçàííóþ ïðîöåäóðó, ïîñëåäîâàòåëüíî íàéäåì

bm =
F (m)(0)

m!
, m = 0, . . . , p− 1.

Ôîðìóëà (16.11) â ñëó÷àå 0 /∈ Λ(L) ïîëó÷åíà.
Ïóñòü 0 ∈ Λ(L). Çàïèñàâ ïðåäñòàâëåíèå (16.2):

F (λ) = bp−1 λ
p−1 + . . .+ b1 λ+ b0 +

1

L′(0)λ
+ λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)

è óìíîæèâ åãî íà λ, èìååì

λF (λ) = bp−1 λ
p + . . .+ b1 λ

2 + b0 λ +
1

L′(0)
+ λp+1

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî p ðàç è ïîäñòàâëÿÿ íà êàæäîì øàãå â ïîëó÷åí-
íîå ñîîòíîøåíèå λ = 0, íàéäåì

bm =
(λF (λ))(m+1) (0)

(m+ 1)!
, m = 0, . . . , p− 1.

Ôîðìóëà (16.11) â ñëó÷àå 0 ∈ Λ(L) ïîëó÷åíà. Ëåììà äîêàçàíà.

164



Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì
ïðîñòûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N. Äîïóñòèì, ÷òî â íåêîòîðîì óãëå ñ âåðøèíîé â
òî÷êå λ = 0 íàõîäèòñÿ íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê λn, è íà áèññåêòðèñå óãëà
âûïîëíåíî óñëîâèå (17.8). Òîãäà, êàê ïîêàçûâàþò ëåììû 17.1�17.3, åñëè îáðàòíàÿ
âåëè÷èíà 1/L(λ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà êàêîãî-ëèáî ïîðÿäêà, òî ýòà æå
âåëè÷èíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà p = max {0, dL} , è ïîñëåäíåå
ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì ïî ôîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 17.3 ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Âíà÷àëå ïîêàçûâàåì, ÷òî
â ïðåäñòàâëåíèè (16.2) ïîëèíîì P (λ) ≡ 0 ïðè p = 0, è ñòåïåíü ïîëèíîìà P (λ)
íå ïðåâîñõîäèò p − 1 ïðè p ∈ N. Çàòåì íàõîäèì êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà P (λ).
Íà âòîðîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà P (λ), ïîçâîëÿþùèé äîïîëíèòåëüíî íàõîäèòü íåêîòîðûå
ñóììèðóåìûå êîìáèíàöèè íóëåé λn, n ∈ N .

Ëåììà 17.4. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(L) = (λn)n∈N, è p ∈ Z+. Ïóñòü F (λ) = 1/L(λ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà

ïîðÿäêà p ñ ïîëèíîìîì P (λ) ≡ 0 ïðè p = 0, è ïîëèíîìîì P (λ) ñòåïåíè ≤ p−1
ïðè p ∈ N. Òîãäà äëÿ çíà÷åíèé m = p+ 1, p+ 2, . . . , ñïðàâåäëèâû ñóììàöèîííûå

ñîîòíîøåíèÿ

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λmn
=


− F

(m−1)(0)

(m− 1)!
, 0 /∈ Λ(L),

− (λF (λ))(m) (0)

m!
, 0 ∈ Λ(L).

(17.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ(L) = (λn)n∈N âûïèñûâàåì â ïîðÿä-
êå íåóáûâàíèÿ ìîäóëåé. Ñëó÷àè 0 /∈ Λ(L) è 0 ∈ Λ(L) ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

Ïóñòü 0 /∈ Λ(L). Òîãäà

0 < |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . .

Ïî óñëîâèþ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

F (λ) = P (λ) + λp
∞∑
n=1

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
(17.16)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
∞∑
n=1

1

|L′(λn)| |λn|p+1
< +∞. (17.17)

Çäåñü P (λ) ≡ 0 ïðè p = 0, è ïîëèíîìîì P (λ) èìååò ñòåïåíü ≤ p − 1 ïðè
p ∈ N. Îáå ÷àñòè ôîðìóëû (17.16) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â êðóãå |λ| < |λ1|
ôóíêöèÿìè. Ðàçëîæèì èõ â ðÿä Òåéëîðà â ýòîì êðóãå è ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ â ïîëó÷åííûõ ðàçëîæåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ,

F (λ) =
∞∑
m=0

F (m)(0)

m!
λm, |λ| < |λ1|. (17.18)
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Âî-âòîðûõ, ñ ó÷åòîì (17.17) ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ λ çàïèøåì

λp
∞∑
n=1

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
= λp

∞∑
n=1

1

L′(λn)λpn

(
−
∞∑
j=0

λj

λj+1
n

)

= −
∞∑
j=0

λj+p
∞∑
n=1

1

L′(λn)λj+p+1
n

,

ïîëó÷àÿ ðàçëîæåíèå

λp
∞∑
n=1

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
= −

∞∑
m=p

(
∞∑
n=1

1

L′(λn)λm+1
n

)
λm, |λ| < |λ1|. (17.19)

Ïîäñòàâëÿÿ (17.18), (17.19) â (17.16), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

∞∑
m=0

F (m)(0)

m!
λm = P (λ) −

∞∑
m=p

(
∞∑
n=1

1

L′(λn)λm+1
n

)
λm, (17.20)

âåðíîìó äëÿ âñåõ |λ| < |λ1|. Òåïåðü ïðè p = 0 èìååì

∞∑
m=0

F (m)(0)

m!
λm = −

∞∑
m=0

(
∞∑
n=1

1

L′(λn)λm+1
n

)
λm, |λ| < |λ1|,

îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà

∞∑
n=1

1

L′(λn)λm+1
n

= − F
(m)(0)

m!
, m ∈ Z+,

ñîãëàñóþùàÿñÿ ñ (17.15). Ïðè p ∈ N ñîîòíîøåíèå (17.20) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà
ñòåïåíü ïîëèíîìà P (λ) äàåò êàê ñòàðóþ ôîðìóëó

P (λ) =

p−1∑
m=0

F (m)(0)

m!
λm

èç (16.11), òàê è íîâóþ ôîðìóëó

∞∑
n=1

1

L′(λn)λm+1
n

= − F
(m)(0)

m!
, m = p, p+ 1, . . . ,

èç (17.15). Ïðè 0 /∈ Λ(L) ñîîòíîøåíèÿ (17.15) ïîëó÷åíû.
Ïóñòü 0 ∈ Λ(L). Òîãäà

0 = |λ1| < |λ2| ≤ |λ3| ≤ . . . .
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Ïî óñëîâèþ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

F (λ) = P (λ) +
1

L′(0)λ
+ λp

∞∑
n=2

1

L′(λn)λpn (λ− λn)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
∞∑
n=2

1

|L′(λn)| |λn|p+1
< +∞,

ñ òåìè æå îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîëèíîì P (λ), ÷òî è â ñëó÷àå 0 /∈ Λ(L). Ïîñëå
óìíîæåíèÿ óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ íà λ ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

λF (λ) = λP (λ) +
1

L′(0)
+ λp+1

∞∑
n=2

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
, (17.21)

îáå ÷àñòè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè, àíàëèòè÷åñêèìè â êðóãå |λ| < |λ2|. Ñíî-
âà ïèøåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà

λF (λ) =
∞∑
m=0

(λF (λ))(m) (0)

m!
λm,

λp+1

∞∑
n=2

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
= −

∞∑
m=p+1

(
∞∑
n=2

1

L′(λn)λmn

)
λm,

ñïðàâåäëèâûå ïðè |λ| < |λ2|. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â (17.21), ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó

∞∑
m=0

(λF (λ))(m) (0)

m!
λm =

= λP (λ) +
1

L′(0)
−

∞∑
m=p+1

(
∞∑
n=2

1

L′(λn)λmn

)
λm, (17.22)

âåðíîìó ïðè |λ| < |λ2|. Ïðè p = 0 èìååì

∞∑
m=0

(λF (λ))(m) (0)

m!
λm =

1

L′(0)
−

∞∑
m=1

(
∞∑
n=2

1

L′(λn)λmn

)
λm, |λ| < |λ2|,

îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà

∞∑
n=2

1

L′(λn)λmn
= − (λF (λ))(m) (0)

m!
, m ∈ N,

ñîãëàñóþùàÿñÿ ñ (17.15). Ïðè p ∈ N ñîîòíîøåíèå (17.22) äàåò äâå ôîðìóëû:

λP (λ) +
1

L′(0)
=

p∑
m=0

(λF (λ))(m) (0)

m!
λm,
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∞∑
n=2

1

L′(λn)λmn
= − (λF (λ))(m) (0)

m!
, m = p+ 1, p+ 2, . . . .

Ïåðâàÿ ôîðìóëà ïðèâîäèòñÿ ê óæå èçâåñòíîìó âèäó (ñì. (16.11))

P (λ) =
1

λ

(
− 1

L′(0)
+

p∑
m=0

(λF (λ))(m) (0)

m!
λm

)

=
1

λ

p∑
m=1

(λF (λ))(m) (0)

m!
λm =

p−1∑
m=0

(λF (λ))(m+1) (0)

(m+ 1)!
λm,

à âòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòüþ (17.15). Ëåììà äîêàçàíà.

� 18. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 16.4 è ðàçáèò íà òðè ïóíêòà. Âíà-
÷àëå äàþòñÿ îöåíêè íà ìíèìîé îñè ñïåöèàëüíûõ áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé. Êàæ-
äûé èç ñëåäóþùèõ äâóõ ïóíêòîâ ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè
òåîðåìû 16.4.

18.1. Îöåíêè áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëüíîé
òåîðåìû ýòîé ãëàâû îïèðàåòñÿ íà îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, áëèçêîå ê
ëåììå À.Ì. Ñåäëåöêîãî èç [105; ãë. 5, � 5.3, ëåììà 5].

Ëåììà 18.1. Ïóñòü Λ = (λn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ

åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷íîñòè, èìåþùàÿ êîíå÷íóþ âåðõíþþ

ïëîòíîñòü ∆(Λ). Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì h > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ëåæèò

â ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå | Imλ| ≤ h, è âûïîëíåíî óñëîâèå

µn ≡ Reλn 6= 0, n ∈ N. (18.1)

Òîãäà áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

χ(λ) ≡
∞∏
n=1

(
1− λ

λn

) (
1− λ

µn

)−1

, λ ∈ C \ (µn)n∈N , (18.2)

óäîâëåòâîðÿåò íà ìíèìîé îñè îöåíêå

inf
µ∈R
|χ(iµ)| > 0. (18.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

λn ≡ µn + iνn, n ∈ N, M ≡ (µn)n∈N . (18.4)

Ïî óñëîâèþ âåðíà îöåíêà
|νn| ≤ h, n ∈ N. (18.5)

Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå χ(λ) çàâåäîìî ñõîäèòñÿ âíå óêàçàííîé ïîëîñû. Ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ µ ∈ R, |µ| > h, ñ ó÷åòîì (18.1), (18.4), (18.5) èìååì
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|χ(iµ)|2 =
∞∏
n=1

∣∣∣∣1− iµ

λn

∣∣∣∣2 ∣∣∣∣1− iµ

µn

∣∣∣∣−2

=
∞∏
n=1

∣∣∣∣ iµ− λniµ− µn

∣∣∣∣2 ∣∣∣∣µnλn
∣∣∣∣2

=
∞∏
n=1

(µ− νn)2 + µ2
n

µ2 + µ2
n

µ2
n

µ2
n + ν2

n

≥
∞∏
n=1

(|µ| − h)2 + µ2
n

µ2 + µ2
n

µ2
n

µ2
n + h2

.

Òàêèì îáðàçîì,

|χ(iµ)|2 ≥
∞∏
n=1

(|µ| − h)2 + µ2
n

µ2 + µ2
n

∞∏
n=1

µ2
n

µ2
n + h2

, µ ∈ R, |µ| > h. (18.6)

Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ, ôèãóðèðóþùèå â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (18.6),
îöåíèì îòäåëüíî.

Ïóñòü nΛ(r), nM(r) � ñ÷èòàþùèå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ è M ñîîò-
âåòñòâåííî, ò. å.

nΛ(r) =
∑
|λn|≤r

1, nM(r) =
∑
|µn|≤r

1, r ≥ 0.

Â ñèëó (18.1), (18.4) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà√
|λn|2 − h2 ≤ |µn| ≤ |λn|, n ≥ n0. (18.7)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∆(M) = lim
r→+∞

nM(r)

r
= lim

n→∞

n

|µn|

= lim
n→∞

n

|λn|
= lim

r→+∞

nΛ(r)

r
= ∆(Λ).

Ïîñêîëüêó âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ êîíå÷íà è âûïîëíåíî óñëî-
âèå (18.1), òî ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé A > 0 âåðíà îöåíêà

nM(r) ≤ Ar, r ≥ 0. (18.8)

Äëÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

∞∏
n=1

µ2
n

µ2
n + h2

,

ôèãóðèðóþùåãî â (18.6), èìååì

ln
∞∏
n=1

µ2
n + h2

µ2
n

=
∞∑
n=1

ln

(
1 +

h2

µ2
n

)
=

∞∫
0

ln

(
1 +

h2

r2

)
d nM(r)

= nM(r) ln

(
1 +

h2

r2

)∣∣∣∣∞
0

+ 2h2

∞∫
0

nM(r)

r

dr

r2 + h2
.
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Áëàãîäàðÿ (18.1), (18.8) ïîäñòàíîâêà îáðàùàåòñÿ â íóëü, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðà-
âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

ln
∞∏
n=1

µ2
n + h2

µ2
n

= 2h2

∞∫
0

nM(r)

r

dr

r2 + h2
.

Îöåíèâàÿ èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ (18.8), ïîëó÷èì

ln
∞∏
n=1

µ2
n + h2

µ2
n

≤ 2Ah2

∞∫
0

dr

r2 + h2
= Aπ h.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

∞∏
n=1

µ2
n

µ2
n + h2

≥ e −Aπ h. (18.9)

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ñíèçó äðóãîå áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
n=1

(|µ| − h)2 + µ2
n

µ2 + µ2
n

, |µ| > h,

ôèãóðèðóþùåå â (18.6), âíà÷àëå çàïèøåì ñîîòíîøåíèå

ln
∞∏
n=1

µ2
n + µ2

µ2
n + (|µ| − h)2

=
∞∑
n=1

ln

(
1 +

µ2 − (|µ| − h)2

µ2
n + (|µ| − h)2

)

≤ h (2|µ| − h)
∞∑
n=1

1

µ2
n + (|µ| − h)2

= h (2|µ| − h)

∞∫
0

d nM(r)

r2 + (|µ| − h)2
.

Èíòåãðèðóÿ äâàæäû ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ (18.1), (18.8), íàõîäèì

ln
∞∏
n=1

µ2
n + µ2

µ2
n + (|µ| − h)2

≤

≤ h(2|µ| − h)

 nM(r)

r2 + (|µ| − h)2

∣∣∣∣∞
0

+

∞∫
0

2r nM(r) dr

(r2 + (|µ| − h)2)2


= h (2|µ| − h)

∞∫
0

2r nM(r) dr

(r2 + (|µ| − h)2)2 ≤ Ah (2|µ| − h)

∞∫
0

2r2 dr

(r2 + (|µ| − h)2)2

= Ah (2|µ| − h)

∞∫
0

dr

r2 + (|µ| − h)2
=

Aπ h (2|µ| − h)

2 (|µ| − h)
.
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Ïóñòü òåïåðü |µ| ≥ 3h/2. Òîãäà

ln
∞∏
n=1

µ2
n + µ2

µ2
n + (|µ| − h)2

≤ 2Aπ h.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

∞∏
n=1

(|µ| − h)2 + µ2
n

µ2 + µ2
n

≥ e −2Aπ h, |µ| ≥ 3h/2. (18.10)

Ïðèìåíÿÿ (18.9), (18.10) ê (18.6), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

|χ(iµ)|2 ≥ e −3Aπ h, |µ| ≥ 3h/2,

êîòîðîå âëå÷åò íóæíóþ îöåíêó (18.3) íà âñåé ìíèìîé îñè, ïîñêîëüêó òàì áåñêî-
íå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (18.2) ñõîäèòñÿ è íå èìååò íóëåé. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü îöåíêó ñíèçó íà ìíèìîé îñè öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà ñ íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå.

Ëåììà 18.2. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ìíî-

æåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N . Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì h > 0 ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Λ(L) ëåæèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå | Imλ| ≤ h. Òîãäà íà ìíèìîé
îñè âûïîëíåíà îöåíêà

|L(iµ)| ≥ B e b µ, µ ∈ R, |µ| ≥ 2h. (18.11)

ãäå B > 0, b ∈ R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Àäàìàðà ôóíêöèÿ L(λ) ïðåäñòàâèìà â âèäå

L(λ) = λs e aλ+d
∏
λn 6=0

(
1− λ

λn

)
e
λ
λn , λ ∈ C, (18.12)

ãäå a, d ∈ C, ÷èñëî s âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

s =

{
1, 0 ∈ Λ(L),
0, 0 /∈ Λ(L).

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå λn ≡ µn + iνn, n ∈ N, ïðåîáðàçóåì (18.12) ê âèäó

L(λ) = λs T (λ) e c λ+d χ(λ)
∏
µn 6=0

(
1− λ

µn

)
e
λ
µn . (18.13)

Çäåñü T (λ) � íåêîòîðûé ïîëèíîì ñ ÷èñòî ìíèìûìè íóëÿìè. Ïðè ýòîì â çàïè-
ñè (18.13) ïîëèíîì T (λ) îòñóòñòâóåò, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (18.1) èëè óñëîâèå
Λ(L) ∩ iR = {0} . ×èñëî c ∈ C îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

c = a +
∑
νn 6=0

1

νn
+
∑
µn 6=0

(
1

λn
− 1

µn

)
,
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â êîòîðîé ïåðâàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (18.1) èëè óñëî-
âèÿ Λ(L) ∩ iR = {0} , è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Ðÿä ∑

µn 6=0

(
1

λn
− 1

µn

)
ñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,∑

µn 6=0

∣∣∣∣ 1

λn
− 1

µn

∣∣∣∣ =
∑
µn 6=0

|νn|
|λn| |µn|

≤ h
∑
µn 6=0

1

|λn| |µn|
< +∞,

ïîñêîëüêó âûïîëíåíû îöåíêè (18.5), (18.7), è âåðõíÿÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Λ(L) êîíå÷íà. Íàêîíåö,

χ(λ) =
∏
µn 6=0

(
1− λ

λn

) (
1− λ

µn

)−1

åñòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (18.2).
Îïèðàÿñü íà ïðåäñòàâëåíèå (18.13), çàïèøåì ïðè µ ∈ R, |µ| > h òîæäåñòâî:

|L(iµ)| = |µ|s |T (iµ)| e−µ Im c+ Re d |χ(iµ)|
∏
µn 6=0

∣∣∣∣ 1− iµ

µn

∣∣∣∣ . (18.14)

Ïî ëåììå 18.1 âûïîëíåíà îöåíêà (18.3). Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ

inf
µ∈R, |µ|≥2h

|µ|s |T (iµ)| eRe d > 0,

∏
µn 6=0

∣∣∣∣ 1− iµ

µn

∣∣∣∣ ≥ 1, µ ∈ R,

è ïîëàãàÿ b ≡ − Im c, ïîëó÷èì èç (18.14) íóæíóþ îöåíêó (18.11). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû.

18.2. Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 16.4. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ
ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N, ðàñïîëîæåííûì â íåêîòî-
ðîé ïîëîñå Π êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü êîýôôèöèåíò a0 îïðåäåëåí ôîðìó-
ëîé (16.4), è p ∈ Z+. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû F (λ) = 1/L(λ) ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå (16.10):

1

L(λ)
= P (λ) +

a0

λ
+ λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
, λ ∈ C \ Λ(L),

ãäå P (λ) � íåêîòîðûé ïîëèíîì, à ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîì-
ïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L). Òðåáóåòñÿ âûâåñòè îòñþäà óñëîâèÿ (i),(ii) òåîðåìû 16.4
è îáîñíîâàòü ñôîðìóëèðîâàííîå â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé òåîðåìû óòâåðæäåíèå îòíî-
ñèòåëüíî âèäà ïîëèíîìà P (λ).
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Ïî óñëîâèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ(L) óìåùàåòñÿ â êàêîé-òî ïîëîñå. Âñåãäà
ìîæíî ïîìåñòèòü Λ(L) â íåêîòîðóþ áîëåå øèðîêóþ ïîëîñó, ñèììåòðè÷íóþ îò-
íîñèòåëüíî òî÷êè λ = 0. Ïîýòîìó ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ïîâîðîòà ïëîñêîñòè íà
ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë ïîçâîëÿåò áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî Π ñîâ-
ïàäàåò ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñîé

Πh ≡ {λ ∈ C : |Imλ| ≤ h} , h > 0.

Èòàê, îòíîñèòåëüíî Λ(L) ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííûì ñîîòíîøåíèå

λn ≡ µn + iνn, |νn| ≤ h, n ∈ N. (18.15)

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ðÿäà (16.10) âëå÷åò óñëîâèå (ii). Ñîñðå-
äîòî÷èìñÿ íà âûâîäå óñëîâèÿ (i).

Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé ðàññóæäåíèé Ì.Ã. Êðåéíà èç [67], ðàçðàáîòàííîé
èì äëÿ ôóíêöèè ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè. Çàïèñàâ (16.10) â âèäå

1

L(λ)
= P (λ) +

a0

λ
+ λpR(λ), λ ∈ C \ Λ(L), (18.16)

ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèÿ

R(λ) ≡
∑
λn 6=0

cn
λ− λn

,
∑
λn 6=0

∣∣∣∣ cnλn
∣∣∣∣ ≡ ∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
< +∞,

ïðèíàäëåæèò êëàññó Íåâàíëèííû â êàæäîé èç ïîëóïëîñêîñòåé

Π+
h ≡ {λ ∈ C : Imλ > h} , Π−h ≡ {λ ∈ C : Imλ < −h} .

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ln+ |R(λ)| â êàæäîé èç îáîçíà÷åííûõ ïîëóïëîñ-
êîñòåé èìååò ãàðìîíè÷åñêóþ ìàæîðàíòó. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíèòåëü-
íî ê ïîëóïëîñêîñòè Π+

h . Âñå èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì ñâåäåíèÿ î ñòðóêòóðå êëàññîâ
Íåâàíëèííû ìîæíî íàéòè â [67].

Ôóíêöèÿ R(λ) î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå

R(λ) = R1(λ) − R2(λ) + i R3(λ) − i R4(λ),

ãäå êàæäàÿ èç ôóíêöèé Rm(λ), m = 1, 2, 3, 4, èìååò âèä∑ ρn
λ− λn

, ρn > 0.

Êàê èçâåñòíî, äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â
íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ⊂ C, êëàññó Íåâàíëèííû â G ÿâëÿåòñÿ ñîõðà-
íåíèå çíàêà åå ìíèìîé ÷àñòüþ â ýòîé îáëàñòè. Ïðè λ ∈ Π+

h è ρn > 0 èìååì

Im
∑ ρn

λ− λn
=
∑

ρn Im
1

λ− λn
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=
∑ ρn Im (λn − λ)

|λ− λn|2
<
∑ ρn Im (λn − h)

|λ− λn|2
≤ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè Rm(λ), m = 1, 2, 3, 4, à âìåñòå ñ íèìè � è ôóíêöèÿ
R(λ) ïðèíàäëåæàò êëàññó Íåâàíëèííû â ïîëóïëîñêîñòè Π+

h . Îòñþäà è èç ïðåä-
ñòàâëåíèÿ (18.16) âûòåêàåò ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó Íåâàíëèííû â Π+

h ôóíêöèé
1/L(λ) è L(λ). Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî L(λ) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå Íåâàí-
ëèííû â ïîëóïëîñêîñòè Π−h , ïîñêîëüêó ïðè λ ∈ Π−h è ρn > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

Im
∑ ρn

λ− λn
>
∑ ρn Im (λn + h)

|λ− λn|2
≥ 0.

Äàëåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 2 [67], ïðèìåíåííîé ê ïîëóïëîñêîñòè Π+
h , íàéäåòñÿ âåùå-

ñòâåííàÿ êîíñòàíòà σ1 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
r→+∞

ln |L(ih+ reiθ)|
r

= σ1 sin θ, 0 < θ < π,

ðàâíîìåðíî ïî δ ≤ θ ≤ π − δ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî 0 < δ < π. Ïîëüçóÿñü
ýòèì, ïîëó÷àåì äëÿ |L(λ)| ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå íà ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ óæå èç
òî÷êè λ = 0. Èìåííî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
r→+∞

ln |L(reiθ)|
r

= σ1 sin θ, 0 < θ < π.

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è ïðè π < θ < 2π ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé
σ2 ∈ R. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ L(λ) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï, à åå
èíäèêàòîð âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

hL(θ) =

{
σ1 sin θ, 0 ≤ θ ≤ π,
σ2 sin θ, π < θ < 2π.

Ïîýòîìó èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà DL ôóíêöèè L(λ) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ìíèìîé
îñè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèÿ (i) îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî hL(θ) ≥ 0
ïðè âñåõ 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (ii) ïðåäñòàâëåíèå (16.10) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè
F (λ) = 1/L(λ) â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà p. Íî òîãäà ïî ëåììå 17.1 ýòà ôóíêöèÿ
ðàñêëàäûâàåòñÿ òàêæå â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà p + 1. Èìåííî, ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå

1

L(λ)
= P1(λ) +

a0

λ
+ λp+1

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+1
n (λ− λn)

, (18.17)

â êîòîðîì ñîãëàñíî ôîðìóëå (17.1) ïîëèíîì P1(λ) èìååò âèä

P1(λ) = P (λ) − λp
∑
λn 6=0

1

L′(λn)λp+1
n

.

Ñ ó÷åòîì (18.15) äëÿ µ ∈ R, |µ| > h, çàïèøåì

|iµ− λn| =
√
µ2
n + (µ− νn)2 ≥ |µ− νn| ≥ |µ| − h, n ∈ N. (18.18)
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Îïèðàÿñü íà (18.17), (18.18), (ii), îöåíèì ñíèçó |L(λ)| íà ìíèìîé îñè. Äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé µ ∈ R, |µ| > h, èìååì

1

|L(iµ)|
≤ |P1(iµ)| +

|a0|
|µ|

+
|µ|p+1

|µ| − h
∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
.

Ïîýòîìó ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè C > 0, q ∈ N ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|L(iµ)| ≥ C |µ|−q, µ ∈ R, |µ| > h.

Ýòà îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

hL(π/2) ≡ lim
r→+∞

ln |L(ir)|
r

≥ 0, hL(−π/2) ≡ lim
r→+∞

ln |L(−ir)|
r

≥ 0.

Íî èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà DL ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ìíèìîé îñè. Â ñî÷åòàíèè ñ
ïîñëåäíèìè ñîîòíîøåíèÿìè ýòî äàåò íåîòðèöàòåëüíîñòü èíäèêàòîðà hL(θ).

Íàêîíåö, êîíêðåòèçèðóåì âèä ïîëèíîìà P (λ) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (16.10). Äëÿ
ýòîãî îáîñíóåì ïðèìåíèìîñòü ëåììû 17.3. Ïîñêîëüêó Λ(L) ⊂ Πh, òî ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì 0 < δ < π/2 êàæäûé èç óãëîâ

{λ ∈ C : | arg λ− π/2| < δ } , {λ ∈ C : | arg λ+ π/2| < δ }

ñîäåðæèò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê λn. Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 18.2 ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà (18.11). Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç çíà÷åíèé θ0 = ±π/2 âû-
ïîëíåíî óñëîâèå (17.8). Ïðèâëåêàÿ ëåììó 17.3, ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî P (λ) ≡ 0,
åñëè p = 0, è P (λ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó (16.11), åñëè p ∈ N. Ïåðâàÿ ÷àñòü
òåîðåìû 16.4 äîêàçàíà.

18.3. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 16.4. Èòàê, ïóñòü L(λ) ÿâ-
ëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ èíäèêàòîðîì hL(θ) ≥ 0 è ìíî-
æåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N , ðàñïîëîæåííûì â íåêîòîðîé ïîëîñå Π.

Ïóñòü òàêæå ïðè íåêîòîðîì p ∈ Z+ ñõîäèòñÿ ðÿä
∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
. Äîêàæåì,

÷òî òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (16.10), â êîòîðîì P (λ) ≡ 0, åñëè p = 0, è
ïîëèíîì P (λ) îïðåäåëåí ôîðìóëîé (16.11), åñëè p ∈ N. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 16.4 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Λ(L) ⊂ Πh ≡ {λ ∈ C : |Imλ| ≤ h} , h > 0. (18.19)

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî öåëàÿ ôóíêöèÿ

∆p
L(λ) ≡ 1

L(λ)
− a0

λ
− λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
(18.20)

åñòü ïîëèíîì. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ñíà÷àëà ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ
âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåìîé èç L(λ) óìíîæåíèåì íà ïîäõîäÿùóþ ýêñ-
ïîíåíòó.
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Ïî ëåììå 18.2 äëÿ ôóíêöèè L(λ) íà ìíèìîé îñè âåðíà îöåíêà (18.11). Âîçüìåì
÷èñëî b ∈ R èç (18.11) è ïîëîæèì

L1(λ) ≡ e i b λ L(λ), λ ∈ C. (18.21)

Òîãäà L1(λ), êàê è L(λ), ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ïðè
ýòîì Λ(L1) = Λ(L), è ñ òîé æå êîíñòàíòîé B > 0, ÷òî è â (18.11), âûïîëíåíà
îöåíêà

|L1(iµ)| ≥ B, µ ∈ R, |µ| ≥ 2h. (18.22)

Îòìåòèì, ÷òî hL1(θ) ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (18.21) ïîêàçûâàåò, ÷òî èí-
äèêàòîðíàÿ äèàãðàììà DL1 åñòü ñäâèã èíäèêàòîðíîé äèàãðàììû DL âäîëü ìíè-
ìîé îñè. Íî 0 ∈ DL, à hL1(±π/2) ≥ 0 ñîãëàñíî (18.22). Ïîýòîìó hL1(θ) ≥ 0 ïðè
âñåõ 0 ≤ θ ≤ 2π. Êðîìå òîãî, ââèäó (18.19), (18.21) èìååì∑

λn 6=0

1

|L′1(λn)| |λn|p+1
< +∞, (18.23)

ïîñêîëüêó ∑
λn 6=0

1

|L′1(λn)| |λn|p+1
=
∑
λn 6=0

1

|e i b λn| |L′(λn)| |λn|p+1

=
∑
λn 6=0

e b Imλn

|L′(λn)| |λn|p+1
≤ e |b|h

∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1
< +∞.

Ïîêàæåì, ÷òî öåëàÿ ôóíêöèÿ

∆p
L1

(λ) ≡ 1

L1(λ)
− a0

λ
− λp

∑
λn 6=0

1

L′1(λn)λpn (λ− λn)
(18.24)

åñòü ïîëèíîì. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî ∆p
L1

(λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå

∆p
L1

(λ)λL1(λ) = λ − 1

L′(0)
L1(λ) − λp+1 Φ(λ), λ ∈ C, (18.25)

åñëè 0 ∈ Λ(L), èëè ïðåäñòàâëåíèå

∆p
L1

(λ)L1(λ) = 1 − λp Φ(λ), λ ∈ C, (18.26)

åñëè 0 /∈ Λ(L), è ïðîâåðèì, ÷òî öåëàÿ ôóíêöèÿ

Φ(λ) ≡
∑
λn 6=0

L1(λ)

L′1(λn)λpn (λ− λn)
, λ ∈ C,

èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï. Ïðè âûâîäå íóæíîé îöåíêè ñâåðõó âåëè÷èíû |Φ(λ)|
èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò (ñì. (18.23)):

A1 ≡
∑
λn 6=0

1

|L′1(λn)| |λn|p+1
, A2 ≡

∑
λn 6=0

1

|L′1(λn)| |λn|p+2
,
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A3 ≡
∑
λn 6=0

1

|L′1(λn)| |λn|p+3
, A4 ≡

∑
λn 6=0

1

|L′1(λn)| |λn|p+4
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (17.3), (17.4) èç ëåììû 17.1 ïðè p1 = p+ 3, ïîëó÷èì ñîîòíî-
øåíèå∑

λn 6=0

1

L′1(λn)λpn (λ− λn)
= λ3

∑
λn 6=0

1

L′1(λn)λp+3
n (λ− λn)

−
∑
λn 6=0

1

L′1(λn)λp+1
n

−λ
∑
λn 6=0

1

L′1(λn)λp+2
n

− λ2
∑
λn 6=0

1

L′1(λn)λp+3
n

− λ3
∑
λn 6=0

1

L′1(λn)λp+4
n

.

Ââåäåì ìíîæåñòâî êðóãîâ

Un =

{
λ ∈ C : |λ− λn| <

1

|λn|2

}
, U =

⋃
λn 6=0

Un.

Òîãäà ïðè λ /∈ U èìååì

|Φ(λ)| = |L1(λ)|

∣∣∣∣∣∑
λn 6=0

1

L′1(λn)λpn (λ− λn)

∣∣∣∣∣
≤ |L1(λ)|

(
(A1 + A4) |λ|3 + A3 |λ|2 + A2 |λ| + A1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé M âåðíà îöåíêà

|Φ(λ)| ≤ M |λ|3 |L1(λ)|, λ /∈ U. (18.27)

Ìíîæåñòâî U ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êðóæêîâ ñ êîíå÷íîé ñóììîé ðà-
äèóñîâ, òàê êàê ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ(L) íå ïðåâîñõîäèò
ïîðÿäêà ôóíêöèè L(λ). Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ðàáîòû È.Ô. Êðàñè÷êîâà-
Òåðíîâñêîãî [65] ìíîæåñòâî U ìîæíî ïîêðûòü ìíîæåñòâîì ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-
þùèõñÿ êðóãîâ íóëåâîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè. Ïðèìåíÿÿ ê Φ(λ) â òàêèõ êðóãàõ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, èç (18.27) ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè èíäèêàòîðà ôóíê-
öèè L1(λ) âûâîäèì, ÷òî Φ(λ) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï, ïðè÷åì

hΦ(θ) ≤ hL1(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π. (18.28)

Èòàê, ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû î êàòåãîðèÿõ [72; ãë. I, � 9] ôóíêöèÿ ∆p
L1

(λ), îïðå-
äåëåííàÿ ôîðìóëîé (18.24) è âõîäÿùàÿ â òîæäåñòâî (18.25) èëè (18.26), ÿâëÿåòñÿ
öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Îöåíèì åå ðîñò íà ìíèìîé îñè. Áëàãîäà-
ðÿ (18.23) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàëîãî ε > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü íîìåð N òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

∞∑
n=N+1

1

|L′1(λn)| |λn|2
<

ε

2
√

2
. (18.29)
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Êðîìå òîãî, èç (18.19) ñëåäóåò (18.7), è ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

|µn| ≡ |Reλn| ≥ h, n > N. (18.30)

Åñëè òåïåðü µ ∈ R, |µ| > h, è n > N, òî ñ ó÷åòîì (18.19), (18.30) èìååì

|iµ− λn| ≥ |µn| ≥
1√
2

√
h2 + µ2

n ≥
1√
2

√
ν2
n + µ2

n =
|λn|√

2
. (18.31)

Ïðèâëåêàÿ (18.29), (18.31), ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ âåùåñòâåí-
íûõ µ ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣∣∣ ∑

λn 6=0

1

L′1(λn)λn (iµ− λn)

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
λn 6=0, n≤N

1

|L′1(λn)| |λn| |iµ− λn|

+
∞∑

n=N+1

1

|L′1(λn)| |λn| |iµ− λn|
<

ε

2
+
√

2
∞∑

n=N+1

1

|L′1(λn)||λn|2
< ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∑
λn 6=0

1

L′1(λn)λn (iµ− λn)
→ 0, µ→ ±∞. (18.32)

Âåðíåìñÿ ê îïðåäåëåíèþ (18.24). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (18.22), (18.32), óáåæäà-
åìñÿ â òîì, ÷òî ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé D > 0 âåðíà îöåíêà∣∣∆p

L1
(iµ)

∣∣ ≤ D |µ|p, µ ∈ R. (18.33)

Íî òîãäà ñîãëàñíî [72; ãë. V, � 4, òåîðåìà 11] ôóíêöèÿ ∆p
L1

(λ) èìååò âïîëíå ðåãó-
ëÿðíûé ðîñò. Òåïåðü îöåíèì èíäèêàòîð ôóíêöèè ∆p

L1
(λ). Ïîñêîëüêó ∆p

L1
(λ) åñòü

öåëàÿ ôóíêöèÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, òî

h∆p
L1

L1
(θ) = h∆p

L1
(θ) + hL1(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π. (18.34)

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ L1(λ) èìååò íåîòðèöàòåëüíûé èíäèêàòîð hL1(θ). Îòñþäà
ñ ó÷åòîì (18.28) íàõîäèì, ÷òî

max {0, hL1(θ), hΦ(θ)} = hL1(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π. (18.35)

Èñïîëüçóÿ (18.34), (18.35), íà îñíîâàíèè (18.25) èëè (18.26) èìååì

h∆p
L1

(θ) + hL1(θ) ≤ hL1(θ)

è h∆p
L1

(θ) ≤ 0 ïðè âñåõ 0 ≤ θ ≤ 2π. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∆p
L1

(λ) åñòü öåëàÿ

ôóíêöèÿ íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Òîãäà èç îöåíêè (18.33) â ñèëó ïðèí-
öèïà Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà ïîëó÷àåì, ÷òî ∆p

L1
(λ) � ïîëèíîì.
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Òåïåðü (18.24) îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê öåëîé ôóíêöèè L1(λ), ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà p. Ïîñêîëüêó L1(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî òèïà, è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (18.19), òî∑

λn 6=0

∣∣∣∣ Im 1

λn

∣∣∣∣ =
∑
λn 6=0

|Imλn|
|λn|2

≤ h
∑
λn 6=0

1

|λn|2
< +∞.

Çíà÷èò, L1(λ) � ôóíêöèÿ êëàññà A. Ïî òåîðåìå Ì.Ã. Êðåéíà (ñì. òåîðåìó 16.1
è êîììåíòàðèé ê íåé) ôóíêöèÿ L1(λ) ïðèíàäëåæèò êëàññó Êàðòðàéò. Âñëåäñòâèå
ýòîãî L1(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò, à åå èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà DL1

ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ìíèìîé îñè. Ýòîò îòðåçîê ñîäåðæèò òî÷êó λ = 0, ïîñêîëüêó
hL1(θ) ≥ 0. Ñîîòíîøåíèå (18.21) ïîêàçûâàåò, ÷òî L(λ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà.

Èòàê, L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðî-
ñòà, è åå èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà åñòü îòðåçîê ìíèìîé îñè, ñîäåðæàùèé òî÷êó
λ = 0. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ∆p

L(λ), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (18.20), ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìîì, è îáîñíóåì âèä ýòîãî ïîëèíîìà. Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûå ñèòóàöèè
ðàñïîëîæåíèÿ èíäèêàòîðíîé äèàãðàììû DL.

Ïóñòü òî÷êà λ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì îòðåçêà, èçîáðàæàþùåãî èíäèêàòîð-
íóþ äèàãðàììó DL. Ïîñêîëüêó L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò, è âûïîëíåíî
óñëîâèå (18.19), òî

|L(iµ)| → ∞, µ→ ±∞. (18.36)

Â ýòîì ñëó÷àå ∆p
L(λ) åñòü ïîëèíîì P (λ), ïîñêîëüêó ïðîõîäÿò âñå ðàññóæäåíèÿ,

ïðèìåíåííûå âûøå ê L1(λ). Íóæíî ëèøü âìåñòî (18.22) èñïîëüçîâàòü (18.36).
Îáîñíîâàíèå âèäà ïîëèíîìà P (λ) ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è â êîíöå ïóíêòà 18.2.

Ïóñòü òåïåðü òî÷êà λ = 0 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîíöîâ èíäèêàòîðíîé äèàãðàì-
ìû DL. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî DL = [−iδ, 0], ãäå δ > 0. Ýòîò ñëó÷àé
ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ε ∈ (0, δ)
íîâàÿ ôóíêöèÿ L(λ) e−i ε λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âèäà (18.36) è, êàê ïîêàçûâà-
åò âûâîä ñîîòíîøåíèÿ (18.23), óñëîâèþ âèäà (ii) èç òåîðåìû 16.4. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

e i ε λ

L(λ)
= Pε(λ) +

a0

λ
+ λp

∑
λn 6=0

e i ε λn

L′(λn)λpn (λ− λn)
, (18.37)

ãäå Pε(λ) ≡ 0 ïðè p = 0, è Pε(λ) åñòü ïîëèíîì ñòåïåíè ≤ p− 1, ïîñ÷èòàííûé ïî
ôîðìóëå (16.11) äëÿ Fε(λ) ≡ e i ε λ/L(λ), ïðè p ∈ N. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðî-
âàííîì λ /∈ Λ(L) ðÿä â (18.37) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ε. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè
â (18.37) ïî÷ëåííî ê ïðåäåëó ïðè ε→ +0 è óñòàíîâèòü íóæíîå ïðåäñòàâëåíèå

1

L(λ)
= P (λ) +

a0

λ
+ λp

∑
λn 6=0

1

L′(λn)λpn (λ− λn)
,

ãäå P (λ) ≡ 0 ïðè p = 0, è P (λ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (16.11) ïðè p ∈ N.
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Ïóñòü, íàêîíåö, èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà ôóíêöèè L(λ) ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîé òî÷êè λ = 0, ò. å. L(λ) èìååò íóëåâîé ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï. Òîãäà ñîîòíî-
øåíèÿ (18.21), (18.22) ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî ëèøü ïðè b = 0. Íî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî L(λ) = L1(λ), à äëÿ âåëè÷èíû 1/L1(λ) íóæíîå ðàçëîæåíèå ïîëó÷åíî
âûøå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 16.4 çàâåðøåíî.

Âíèìàòåëüíûé àíàëèç ïðîâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 16.4 ïîêàçûâàåò,
÷òî òðåáîâàíèå hL(θ) ≥ 0 â óñëîâèè (i) ýòîé òåîðåìû ìîæíî çàìåíèòü íà ñëå-
äóþùåå: èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà DL åñòü îòðåçîê7, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ãðàíèöå
ïîëîñû Π è ñîäåðæàùèé òî÷êó λ = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ñî÷åòàíèå òåîðåì 16.1 è 16.4 äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, îáîáùà-
þùèé ïðåäëîæåíèå 2.1.

Òåîðåìà 18.1. Ïóñòü L(λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ èíäè-

êàòîðîì hL(θ) ≥ 0 è ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ(L) = (λn)n∈N , ðàñïîëîæåí-

íûì â íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå. Ïóñòü ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòà-

ìè M, q âûïîëíåíî óñëîâèå

|L′(λn)| ≥ M |λn|−q, n ∈ N. (18.38)

Òîãäà ôóíêöèÿ L(λ) ïðèíàäëåæèò êëàññó Êàðòðàéò, èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé

ðîñò, è èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà DL åñòü îòðåçîê ìíèìîé îñè, ñîäåðæàùèé

òî÷êó λ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îòìå÷àëîñü â ïóíêòå 18.3, öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî òèïà ñ íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå, ïðèíàäëåæèò
êëàññó A. Â ñèëó îöåíêè (18.38) èìååì∑

λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn| [q]+3
≤ 1

M

∑
λn 6=0

1

|λn| [q]−q+3
≤ 1

M

∑
λn 6=0

1

|λn|2
< +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà∑
λn 6=0

1

|L′(λn)| |λn|p+1

ñî çíà÷åíèåì p = [q] + 2 ∈ N. Ïî òåîðåìå 16.4 ôóíêöèÿ 1/L(λ) ðàñêëàäûâàåòñÿ
â ðÿä Êðåéíà óêàçàííîãî ïîðÿäêà p. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ
ïðèìåíèòü òåîðåìó 16.1.

7Ñàìà òî÷êà λ = 0 ñ÷èòàåòñÿ îòðåçêîì (ñ ñîâïàâøèìè êîíöàìè), ïåðïåíäèêóëÿðíûì ãðàíèöå
ïîëîñû Π, ñ òåì, ÷òîáû óñëîâèå (i) ïî-ïðåæíåìó äåéñòâîâàëî äëÿ ñëó÷àÿ öåëîé ôóíêöèè íóëåâîãî
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.
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� 19. Ñîîáðàæåíèÿ ÷åòíîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàçëîæåíèè âåëè÷èíû, îáðàòíîé ê
÷åòíîé (íå÷åòíîé) öåëîé ôóíêöèè, â ¾ñãðóïïèðîâàííûé¿ ðÿä òèïà Êðåéíà. Ïóñòü
âíà÷àëå L(λ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé öåëîé ôóíêöèåé ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé, çà-
ïèñàííûì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ(L) = (µl)l∈N . Òîãäà, î÷åâèäíî, 0 /∈ Λ(L), è
ìíîæåñòâî Λ(L) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ¾ñèììåòðè÷íîì¿ âèäå Λ(L) = (±λn)n∈N .
Ïðîèçâîäíàÿ L′(λ) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé, ÷òî âëå÷åò âûïîëíåíèå ñîîòíî-
øåíèé

L′(−λn) = −L′(λn), n ∈ N.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì p ∈ Z+ óñëîâèå

∞∑
n=1

1

|L′(λn)| |λn|2p+1
< +∞ (19.1)

âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå

∞∑
l=1

1

|L′(µl)| |µl|2p+1
< +∞. (19.2)

Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ýòèõ ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé èìååì òîæäåñòâî

2
∞∑
n=1

1

L′(λn)λ2p−1
n (λ2 − λ2

n)
=

∞∑
l=1

1

L′(µl)µ
2p
l (λ− µl)

, λ ∈ C \ Λ(L), (19.3)

ãäå ðÿäû ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L).
Îïèðàÿñü íà îñíîâíóþ òåîðåìó 16.4 î ðàçëîæåíèè â ðÿä Êðåéíà, äàäèì ðåçóëü-

òàò, ó÷èòûâàþùèé ñïåöèôèêó ÷åòíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 19.1. Ïóñòü L(λ) � ÷åòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðî-

ñòûõ íóëåé Λ(L) = (±λn)n∈N, ðàñïîëîæåííûì â íåêîòîðîé ïîëîñå Π êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè, è p ∈ Z+. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

1

L(λ)
= P (λ) + 2λ2p

∞∑
n=1

1

L′(λn)λ2p−1
n (λ2 − λ2

n)
, λ ∈ C \ Λ(L), (19.4)

ãäå P (λ) � íåêîòîðûé ïîëèíîì, à ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîì-

ïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L), òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
(i) L(λ) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï;

(ii) ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

1

|L′(λn)| |λn|2p+1
.

Ïðè ýòîì, åñëè p = 0, òî P (λ) ≡ 0, à åñëè p ∈ N, òî P (λ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

P (λ) =

p−1∑
m=0

F (2m)(0)

(2m)!
λ2m. (19.5)
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2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii), òî âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) ðàñêëàäûâàåò-

ñÿ â ¾ñãðóïïèðîâàííûé¿ ðÿä Êðåéíà (19.4), ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî

íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L), ãäå ïîëèíîì P (λ) ≡ 0 äëÿ p = 0, è P (λ)
îïðåäåëåí ôîðìóëîé (19.5) äëÿ p ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïóñòü L(λ) � ÷åòíàÿ
öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé Λ(L) = (µl)l∈N = (±λn)n∈N, ðàñ-
ïîëîæåííûì â íåêîòîðîé ïîëîñå Π. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì p ∈ Z+ ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå (19.4), ñõîäÿùååñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè
C \Λ(L). Ïîêàæåì, ÷òî L(λ) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï, è âûïîëíÿåòñÿ (19.1).
Ïîñëå ýòîãî êîíêðåòèçèðóåì âèä ïîëèíîìà P (λ) â (19.4).

Áëàãîäàðÿ õàðàêòåðó ñõîäèìîñòè ðÿäà â (19.4) áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå (19.1),
à, çíà÷èò, è óñëîâèå (19.2). Íî òîãäà ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîò-
íîøåíèÿ (19.3). Ïîäñòàâëÿÿ (19.3) â (19.4) è ó÷èòûâàÿ (19.2), âèäèì, ÷òî îáðàòíàÿ
âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà ïîðÿäêà 2p, èìåííî,

1

L(λ)
= P (λ) + λ2p

∞∑
l=1

1

L′(µl)µ
2p
l (λ− µl)

. (19.6)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 16.4, ïîëó÷èì, ÷òî L(λ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà. Èòàê, óñëîâèÿ (i), (ii) òåîðåìû 19.1 âûïîëíåíû. Ïðè ýòîì, êàê óòâåðæäàåòñÿ
â òåîðåìå 16.4, ïîëèíîì P (λ) ≡ 0, åñëè p = 0, è ïîëèíîì P (λ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå (16.11), åñëè p ∈ N. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè ôóíêöèè F (λ)
è óñëîâèÿ 0 /∈ Λ(L) ôîðìóëà (16.11) çàïèøåòñÿ â âèäå (19.5). Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû
äîêàçàíà.

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïóñòü L(λ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé öåëîé ôóíêöèåé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ íóëåé

Λ(L) = (µl)l∈N = (±λn)n∈N ⊂ Π,

ãäå Π � íåêîòîðàÿ ïîëîñà. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì p ∈ Z+ âûïîëíåíî óñëîâèå (19.1).
Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (19.4) ñ ïîëèíîìîì P (λ) ïðåäïèñàííîãî
âèäà.

Â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíêöèè L(λ) èìååì hL(θ) ≥ 0 ïðè âñåõ 0 ≤ θ ≤ 2π. Çíà÷èò,
âûïîëíåíî óñëîâèå (i) òåîðåìû 16.4. Èç (19.1) ïîëó÷àåì (19.2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
óñëîâèå (ii) òåîðåìû 16.4 òàêæå âûïîëíåíî (ñ çàìåíîé p íà 2p). Ïî òåîðåìå 16.4
ôóíêöèÿ F (λ) = 1/L(λ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà (19.6). Ïîäñòàâëÿÿ (19.3)
â (19.6), ïðèõîäèì ê (19.4). Îñòàëüíîå ÿñíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 19.1 ñïðàâåäëèâû ñóììàöèîííûå ñîîòíîøå-
íèÿ

∞∑
n=1

1

L′(λn)λ2m+1
n

= − F
(2m)(0)

2 (2m)!
, m = p, p+ 1, . . . . (19.7)

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (19.6) è óñëîâèÿ 0 /∈ Λ(L) äåéñòâóåò ïåðâàÿ èç ôîðìóë (17.15),
â êîòîðîé íóæíî p çàìåíèòü íà 2p, ò. å.

∞∑
l=1

1

L′(µl)µsl
= − F

(s−1)(0)

(s− 1)!
, s = 2p+ 1, 2p+ 2, . . . .
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Íî ñâîéñòâî íå÷åòíîñòè ïðîèçâîäíîé L′(λ) äàåò

∞∑
l=1

1

L′(µl)µsl
=

∞∑
n=1

(
1

L′(−λn) (−λn)s
+

1

L′(λn)λsn

)
=

∞∑
n=1

(−1)s+1 + 1

L′(λn)λsn
.

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ s = 2m + 2 ïðè m = p, p + 1, . . . , è
ðàâíà

2
∞∑
n=1

1

L′(λn)λ2m+1
n

, s = 2m+ 1, m = p, p+ 1, . . . .

Îòñþäà ïîëó÷àåì (19.7).

Ïóñòü òåïåðü L(λ) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé öåëîé ôóíêöèåé ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ
íóëåé Λ(L) = (µl)l∈N , óïîðÿäî÷åííûì ïî âîçðàñòàíèþ ìîäóëåé. Òîãäà, î÷åâèäíî,
èìååì µ1 = 0 ∈ Λ(L), è ìíîæåñòâî Λ(L) \ {0} ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ¾ñèììåòðè÷-
íîì¿ âèäå Λ(L) \ {0} = (±λn)n∈N . Ïðîèçâîäíàÿ L

′(λ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé,
÷òî âëå÷åò âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé

L′(−λn) = L′(λn), n ∈ N.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì p ∈ Z+ óñëîâèå

∞∑
n=1

1

|L′(λn)| |λn|2p+2
< +∞

âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå

∞∑
l=2

1

|L′(µl)| |µl|2p+2
< +∞.

Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ýòèõ ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé èìååì òîæäåñòâî

2
∞∑
n=1

1

L′(λn)λ2p
n (λ2 − λ2

n)
=

∞∑
l=2

1

L′(µl)µ
2p+1
l (λ− µl)

, λ /∈ Λ(L) \ {0} ,

ãäå ðÿäû ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç C, íå ñîäåðæàùèõ
òî÷åê ±λn.

Ïîâòîðÿÿ ïî÷òè äîñëîâíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19.1 ëèáî ñðàçó ïðèìåíÿÿ ýòó
òåîðåìó ê ÷åòíîé ôóíêöèè L(λ)/λ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ó÷èòûâàþùèé
ñïåöèôèêó íå÷åòíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 19.2. Ïóñòü L(λ) � íå÷åòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðî-

ñòûõ íóëåé Λ(L) = {0} ∪ (±λn)n∈N, ðàñïîëîæåííûì â íåêîòîðîé ïîëîñå Π êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, è p ∈ Z+. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

1

L(λ)
= P (λ) +

1

L′(0)λ
+ 2λ2p+1

∞∑
n=1

1

L′(λn)λ2p
n (λ2 − λ2

n)
, λ ∈ C \ Λ(L), (19.8)
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ãäå P (λ) � íåêîòîðûé ïîëèíîì, à ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîì-

ïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L), òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
(i) L(λ) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï;

(ii) ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

1

|L′(λn)| |λn|2p+2
.

Ïðè ýòîì, åñëè p = 0, òî P (λ) ≡ 0, à åñëè p ∈ N, òî P (λ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

P (λ) =

p∑
m=1

(λF (λ))(2m) (0)

(2m)!
λ2m−1. (19.9)

2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii), òî âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) ðàñêëàäûâàåò-

ñÿ â ¾ñãðóïïèðîâàííûé¿ ðÿä Êðåéíà (19.8), ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî

íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L), ãäå ïîëèíîì P (λ) ≡ 0 äëÿ p = 0, è P (λ)
îïðåäåëåí ôîðìóëîé (19.9) äëÿ p ∈ N.

Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 19.2 ñïðàâåäëèâû ñóììàöèîííûå ñîîòíîøå-
íèÿ

∞∑
n=1

1

L′(λn)λ2m
n

= − (λF (λ))(2m)(0)

2 (2m)!
, m = p+ 1, p+ 2, . . . . (19.10)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

1

L(λ)
= P (λ) +

1

L′(0)λ
+ λ2p+1

∞∑
l=2

1

L′(µl)µ
2p+1
l (λ− µl)

,

è 0 ∈ Λ(L), òî äåéñòâóåò âòîðàÿ èç ôîðìóë (17.15), â êîòîðîé íóæíî p çàìåíèòü
íà 2p+ 1, ò. å.

∞∑
l=2

1

L′(µl)µsl
= − (λF (λ))(s) (0)

s!
, s = 2p+ 2, 2p+ 3, . . . .

Íî ñâîéñòâî ÷åòíîñòè ïðîèçâîäíîé L′(λ) äàåò

∞∑
l=2

1

L′(µl)µsl
=

∞∑
n=1

(
1

L′(−λn) (−λn)s
+

1

L′(λn)λsn

)
=

∞∑
n=1

(−1)s + 1

L′(λn)λsn
.

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ s = 2m + 1, m = p + 1, p + 2, . . . , è
ðàâíà

2
∞∑
n=1

1

L′(λn)λ2m
n

, s = 2m, m = p+ 1, p+ 2, . . . .

Îòñþäà ïîëó÷àåì (19.10).
Äàäèì ïðîñòóþ èëëþñòðàöèþ ê òåîðåìàì 19.1 è 19.2.
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Ïðèìåð 19.1. Ðàññìîòðèì ÷åòíóþ öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà

L(λ) = cosλ, λ ∈ C.

Âñå åå íóëè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè âåùåñòâåííûìè è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Λ(L) = (±λn)n∈N : λn = πn− π/2, n ∈ N.

Ïîñêîëüêó
L′(λn) = − sin(πn− π/2) = (−1)n, n ∈ N,

òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå p ∈ Z+, äëÿ êîòîðîãî ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

1

|L′(λn)| |λn|2p+1
,

ðàâíî åäèíèöå. Ïðèìåíÿÿ âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû 19.1, ðàçëîæèì ôóíêöèþ

F (λ) =
1

L(λ)
= secλ

â ðÿä (19.4) ñ p = 1 è ïîëèíîìîì P (λ) ≡ F (0) = 1, íàéäåííûì ïî ôîðìóëå (19.5).
Èìååì

1

cosλ
= 1 + 2λ2

∞∑
n=1

(−1)n

(πn− π/2) (λ2 − (πn− π/2)2)
, (19.11)

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L).
Ó÷òåì åùå, ÷òî

∞∑
n=1

(−1)n

2n− 1
= − π

4
,

2λ2

∞∑
n=1

(−1)n

(πn− π/2) (λ2 − (πn− π/2)2)
=

4

π

∞∑
n=1

(−1)n

2n− 1
+ π

∞∑
n=1

(−1)n (2n− 1)

λ2 −
(
π (2n−1)

2

)2

= −1 + π

∞∑
n=1

(−1)n (2n− 1)

λ2 −
(
π (2n−1)

2

)2 .

Òîãäà èç (19.11) ïîëó÷èì èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå secλ íà ïðîñòûå äðîáè:

1

cosλ
= π

∞∑
n=1

(−1)n (2n− 1)

λ2 −
(
π (2n−1)

2

)2 , (19.12)

ãäå ðÿä, îäíàêî, ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå C \ Λ(L) ïîòî÷å÷íî, íî íå àáñîëþòíî è
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç C \ Λ(L).

Ïðèìåíèâ (19.7) ê ôóíêöèè L(λ) = cosλ, çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ

∞∑
n=1

(−1)n

(πn− π/2)2m+1 = − sec(2m)(0)

2 (2m)!
, m ∈ N,
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ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëàì

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)2m+1 = (−1)m
π2m+1

22m+2 (2m)!
E2m, m ∈ N, (19.13)

ñ ÷èñëàìè Ýéëåðà

E2 = − 1, E4 = 5, E6 = − 61, . . .

(ñì., íàïðèìåð, [83; ãë. IV, � 4]).

Ïðèìåð 19.2. Êàê è â ïðèìåðå 17.1 ðàññìîòðèì íå÷åòíóþ öåëóþ ôóíêöèþ
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà

L(λ) = sinλ, λ ∈ C.

Âñå åå íóëè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè âåùåñòâåííûìè è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Λ(L) = {0} ∪ (±λn)n∈N : λn = πn, n ∈ N.

Çäåñü
L′(0) = 1, L′(λn) = (−1)n, n ∈ N,

è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå p ∈ Z+, äëÿ êîòîðîãî ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

1

|L′(λn)| |λn|2p+2
,

ðàâíî íóëþ. Ïî òåîðåìå 19.2 äëÿ cosecλ ñïðàâåäëèâî ñõîäÿùååñÿ àáñîëþòíî è
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ èç C\πZ ðàçëîæåíèå (19.8) ñ ïîëèíîìîì P (λ) ≡ 0, ò. å.

1

sinλ
=

1

λ
+ 2λ

∞∑
n=1

(−1)n

λ2 − π2n2
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (17.7).
Ïðèìåíèâ (19.10) ê ôóíêöèè L(λ) = sinλ, çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ

∞∑
n=1

(−1)n

(πn)2m = − (λ cosecλ)(2m) (0)

2 (2m)!
, m ∈ N,

ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëàì

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2m
= (−1)m−1 (22m−1 − 1) π2m

(2m)!
B2m, m ∈ N, (19.14)

ñ ÷èñëàìè Áåðíóëëè

B2 =
1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42
, B8 = − 1

30
, . . .
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(ñì., íàïðèìåð, [102; ãë. V, ðàçäåë 5.1.2]). Ïðèâåäåì äëÿ îðèåíòèðîâêè íåñêîëüêî
ïåðâûõ çíà÷åíèé ñóìì

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=

π2

12
,

∞∑
n=1

(−1)n−1

n4
=

7π4

720
,

∞∑
n=1

(−1)n−1

n6
=

31π6

30240
,

∞∑
n=1

(−1)n−1

n8
=

127π8

1209600
,

çàëîæåííûõ â (19.14).

� 20. Ñïåöèàëüíûå êëàññû öåëûõ ôóíêöèé

Îäíî èç ñàìûõ åñòåñòâåííûõ è íàãëÿäíûõ ïðèëîæåíèé ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëà-
âû çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâåííîì óïðîùåíèè èçâåñòíûõ ïðîöåäóð ðàçëîæåíèÿ êîí-
êðåòíûõ ôóíêöèé íà ïðîñòûå äðîáè, ïîçâîëÿþùåì ôàêòè÷åñêè ñðàçó âûïèñûâàòü
íóæíûå òîæäåñòâà (ñì. ïðèìåðû 19.1 è 19.2). Ïîëåçíî òàêæå èìåòü ïðåäñòàâëåíèå
î ñîïóòñòâóþùèõ ñóììàöèîííûõ ñîîòíîøåíèÿõ, êîíêðåòèçèðóþùèõ îáùèå ôîð-
ìóëû (17.15), (19.7), (19.10). Óïîìÿíóòûå ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ âåñüìà
ëþáîïûòíûìè. Ïðèâåäåì â ïîäòâåðæäåíèå åùå íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ïðèìå-
ðîâ íà ïðèìåíåíèå îñíîâíîé òåîðåìû 16.4, íå îõâàòûâàåìûõ òåîðåìàìè èç � 19.
Çàòåì ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðàçëîæåíèè â ðÿä Êðåéíà áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé
ñïåöèàëüíîãî âèäà è âåëè÷èí, îáðàòíûõ ê ôóíêöèÿì Áåññåëÿ.

20.1. Ýëåìåíòàðíûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 20.1. Ðàññìîòðèì öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà

L(λ) = eλ − 1, λ ∈ C.

Åå èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà DL åñòü îòðåçîê [0, 1], à èíäèêàòîð íåîòðèöàòåëåí
è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

hL(θ) =
1

2
( | cos θ | + cos θ ) , 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ôóíêöèÿ L(λ) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé, è âñå îíè ëåæàò íà ìíèìîé îñè. Åñëè
çàïèñàòü èõ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîäóëåé, òî ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Λ(L) = (µl)l∈N : µl = (−1)l 2πi [l/2], l ∈ N.

Áîëåå íàãëÿäíàÿ çàïèñü:

Λ(L) = {0} ∪ (±λn)n∈N : λn = 2πni, n ∈ N.

Âñå íóëè ïðîñòûå, òàê êàê

L′(µl) = 1, l ∈ N.
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Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå p ∈ Z+, äëÿ êîòîðîãî ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
l=2

1

|L′(µl)| |µl|p+1
=

∞∑
l=2

1

(2π [l/2])p+1 ,

ðàâíî åäèíèöå. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4 èç òåîðåìû 16.4 ñïðàâåäëèâî ñõîäÿùååñÿ
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ îáëàñòè C \ Λ(L) ðàçëîæåíèå

1

eλ − 1
=

(
λ

eλ − 1

)′
(0) +

1

λ
+ λ

∞∑
l=2

1

µl (λ− µl)
.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî (
λ

eλ − 1

)′
(0) = − 1

2
,

∞∑
l=2

1

µl (λ− µl)
=

∞∑
n=1

(
1

λn (λ− λn)
− 1

λn (λ+ λn)

)
= 2

∞∑
n=1

1

λ2 − λ2
n

.

Ïîýòîìó èòîãîâîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä:

1

eλ − 1
= − 1

2
+

1

λ
+ 2λ

∞∑
n=1

1

λ2 + 4π2n2
. (20.1)

Ïðèìåíèâ ê L(λ) = eλ − 1 âòîðóþ ôîðìóëó â (17.15), çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ

∞∑
l=2

1

µsl
= − 1

s!

(
λ

eλ − 1

)(s)

(0), s = 2, 3, . . . ,

ñîäåðæàòåëüíûå ëèøü ïðè ÷åòíûõ s. Äëÿ òàêèõ s èìååì

∞∑
l=2

1

µ2m
l

= 2
∞∑
n=1

1

(2πni)2m =
(−1)m

22m−1 π2m

∞∑
n=1

1

n2m
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(−1)m

22m−1 π2m

∞∑
n=1

1

n2m
= − 1

(2m)!

(
λ

eλ − 1

)(2m)

(0), m ∈ N.

Îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò ýòèõ ôîðìóë çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ÷èñëà Áåðíóëëè è âû-
ãëÿäèò òàê (ñì. [83; ãë. IV, � 4], [102; ãë. V, ðàçäåë 5.1.2]):

∞∑
n=1

1

n2m
= (−1)m−1 22m−1 π2m

(2m)!
B2m, m ∈ N. (20.2)

Ïîëåçíî ïðèâåñòè íåñêîëüêî ïåðâûõ çíà÷åíèé ñóìì (20.2):

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
,

∞∑
n=1

1

n4
=

π4

90
,

∞∑
n=1

1

n6
=

π6

945
,

∞∑
n=1

1

n8
=

π8

9450
.
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Îòìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèÿ (17.7), (19.12), (20.1), à òàêæå ñóììàöèîííûå ñîîòíî-
øåíèÿ (19.13), (19.14), (20.2) áûëè èçâåñòíû åùå Ë. Ýéëåðó [135].

Çàìåíÿÿ â (20.1) ïåðåìåííóþ λ íà −λ, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

eλ

eλ − 1
=

1

2
+

1

λ
+ 2λ

∞∑
n=1

1

λ2 + 4π2n2
,

êîòîðîå ìîæåò áûòü âûâåäåíî òàêæå íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì ñëåäñòâèÿ 4
òåîðåìû 16.4 ê öåëîé ôóíêöèè L(λ) = e−λ

(
eλ − 1

)
.

Ïðèìåð 20.2. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî 0 < a < 1 è ðàññìîòðèì öåëóþ ôóíêöèþ
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà8

L(λ) = e− aλ
(
eλ − 1

)
, λ ∈ C,

ñ òåì æå íóëåâûì ìíîæåñòâîì, ÷òî è â ïðèìåðå 20.1. Åå èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàì-
ìà DL åñòü îòðåçîê [−a, 1− a], à èíäèêàòîð íåîòðèöàòåëåí è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

hL(θ) =
1

2
( | cos θ | + (1− 2a) cos θ ) , 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íóëåé è ñõåìó ðàññóæäåíèé èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà,
ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê ðàçëîæåíèþ

e aλ

eλ − 1
=

(
λ e aλ

eλ − 1

)′
(0) +

1

λ
+ λ

∞∑
l=2

e aµl

µl (λ− µl)
.

Ïîñêîëüêó (
λ e aλ

eλ − 1

)′
(0) = a − 1

2
,

∞∑
l=2

e aµl

µl (λ− µl)
=

∞∑
n=1

(
e aλn

λn (λ− λn)
− e− aλn

λn (λ+ λn)

)

=
∞∑
n=1

λ sin(2πan) + 2πn cos(2πan)

πn (λ2 + 4π2n2)
,

òî ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

e aλ

eλ − 1
= a − 1

2
+

1

λ
+ 2λ

∞∑
n=1

cos(2πan)

λ2 + 4π2n2
+ λ2

∞∑
n=1

sin(2πan)

πn (λ2 + 4π2n2)
.

Äàëüíåéøèå óïðîùåíèÿ îñíîâàíû íà òîì, ÷òî

λ2

∞∑
n=1

sin(2πan)

πn (λ2 + 4π2n2)
=

∞∑
n=1

sin(2πan)

πn
−

∞∑
n=1

4πn sin(2πan)

λ2 + 4π2n2
,

8Ñëó÷àè a = 0 è a = 1 ðàçîáðàíû â ïðèìåðå 20.1; äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a ∈ C \ [0, 1]
îáðàòíàÿ âåëè÷èíà ôóíêöèè L(λ) âîîáùå íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà ââèäó íàðóøåíèÿ
óñëîâèÿ 0 ∈ DL.
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à èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå

∞∑
n=1

sinnx

n
=

π − x
2

, 0 < x < 2π,

ïðè x = 2πa äàåò
∞∑
n=1

sin(2πan)

πn
=

1

2
− a.

Â ðåçóëüòàòå èìååì (ñì. [114; ãë. 7, � 7.4, ïðèìåð 2]; ñì. òàêæå [71])

e aλ

eλ − 1
=

1

λ
+

∞∑
n=1

2λ cos(2πan) − 4πn sin(2πan)

λ2 + 4π2n2
.

Äëÿ ôóíêöèè L(λ) = e− aλ
(
eλ − 1

)
ñ ïàðàìåòðîì 0 < a < 1 ñóììàöèîííûå

ñîîòíîøåíèÿ (17.15) ïðèíèìàþò âèä

∞∑
l=2

e aµl

µsl
= − 1

s!

(
λ e aλ

eλ − 1

)(s)

(0) = − 1

s!
Bs(a), s = 2, 3, . . . ,

ãäå ôèãóðèðóþò çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè Bs(a). Èíòåðåñíà ýêâèâàëåíòíàÿ
çàïèñü â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè â êîìïëåêñíûé ðÿä Ôóðüå:

Bs(a) = − s!

(2πi)s

∑
n∈Z\{0}

e 2πani

ns
, 0 < a < 1, s = 2, 3, . . . .

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëû (ñì. [102; ãë. V, ðàçäåë 5.4.2]):

∞∑
n=1

cos(2πan)

n2m
=

(−1)m−1 (2π)2m

2 (2m)!
B2m(a), 0 < a < 1, m ∈ N,

∞∑
n=1

sin(2πan)

n2m+1
=

(−1)m−1 (2π)2m+1

2 (2m+ 1)!
B2m+1(a), 0 < a < 1, m ∈ N.

Âûáîð ôóíêöèè L(λ) â ïðèìåðå 20.2 âî ìíîãîì îáóñëîâëåí òåì, ÷òî åå îáðàò-
íàÿ âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé
ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè. Òî÷íî òàê æå, ðàññìàòðèâàÿ öåëóþ ôóíêöèþ

L(λ) =
1

2
e− aλ

(
eλ + 1

)
, λ ∈ C,

ñ ïàðàìåòðîì 0 ≤ a ≤ 1, ïîëó÷àåì, ÷òî

F (λ) ≡ 1

L(λ)
=

2 e aλ

eλ + 1
=

∞∑
s=0

Es(a)
λs

s!
, |λ| < π.
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Çäåñü Es(a) � ïîëèíîìû Ýéëåðà, à ñóììàöèîííàÿ ôîðìóëà (17.15) äàåò ïîñëå åñòå-
ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå (ñì. [102; ãë. V, ðàçäåë 5.4.6]):

∞∑
n=0

sin(πa(2n+ 1))

(2n+ 1)2m+1
=

(−1)m π2m+1

4 (2m)!
E2m(a), 0 ≤ a ≤ 1, m ∈ N,

∞∑
n=0

cos(πa(2n+ 1))

(2n+ 1)2m
=

(−1)m π2m

4 (2m− 1)!
E2m−1(a), 0 ≤ a ≤ 1, m ∈ N.

Óêàæåì áåç îñîáûõ ïîäðîáíîñòåé è íà òàêîé ïðèìåð:

L(λ) =
1

a− 1

(
e(a−1)λ − a

)
, λ ∈ C, a ∈ C \ {0, 1} .

Êàê èçâåñòíî [43; ãë. 3],

F (λ) ≡ 1

L(λ)
=

a− 1

e(a−1)λ − a
=

∞∑
m=0

Am(a)
λm

m!

åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîëèíîìîâ Am(a) , òàêæå ñâÿçàííûõ ñ èìåíåì Ýéëåðà
è çàäàâàåìûõ ïî ôîðìóëå

Am(a) =
m−1∑
k=0

〈
m

k

〉
ak, m = 0, 1, 2, . . . .

(Ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè ôèãóðèðóþùèõ çäåñü ñïåöèàëüíûõ ýéëåðîâûõ ÷èñåë

ïåðâîãî ðîäà

〈
m

k

〉
èçëîæåíû â [43; ãë. 3], [42; ãë. 6].) Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
a = eπb i, b ∈ C \ Z,

ñóììàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (17.15) êîíêðåòèçèðóþòñÿ â âèäå

∞∑
n=−∞

1

(b+ n)m+1
=
( π

sin πb

)m+1 1

m!

m−1∑
k=0

〈
m

k

〉
cos ((m− 2k − 1) πb) , m ∈ N.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîäîáíûõ áåñêîíå÷íûõ ñóìì îáû÷íî çàïèñûâàþò ÷åðåç ïðîèçâîä-
íûå êîòàíãåíñà (ñì., íàïðèìåð, [102; ãë. V, ðàçäåë 5.1.3]):

∞∑
n=−∞

1

(b+ n)m+1
=

π (−1)m

m!

dm

dbm
ctg πb.

Ñðàâíåíèå äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

(ctg z)(m) =
(−1)m

(sin z)m+1

m−1∑
k=0

〈
m

k

〉
cos ((m− 2k − 1) z) , m ∈ N.
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Òàêóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ (ctg z)(m) â ëèòåðàòóðå îòûñêàòü íå óäà-
ëîñü. Âïðî÷åì, èçâåñòíû äðóãèå âàðèàíòû çàïèñè, èñïîëüçóþùèå ñïåöèàëüíûå òàí-
ãåíöèàëüíûå ÷èñëà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (ñì. [149]).

Â êàæäîì èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ íóëåâîå ìíîæåñòâî Λ(L) ðàñïî-
ëàãàëîñü íà íåêîòîðîé ïðÿìîé. Çàâåðøèì èçëîæåíèå ýòîãî ïóíêòà ðàçáîðîì îäíîé
êîíêðåòíîé ñèòóàöèè, êîãäà Λ(L) ëåæèò íà äâóõ ïðÿìûõ.

Ïðèìåð 20.3. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî a > 1 è ðàññìîòðèì öåëóþ ôóíêöèþ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî òèïà

L(λ) = sinλ− a, λ ∈ C,

ñ èíäèêàòîðíîé äèàãðàììîé DL = [−i, i] è èíäèêàòîðîì

hL(θ) = | sin θ |, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Íóëè ôóíêöèè L(λ) ðàñïîëàãàþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè ïàðàìè íà äâóõ
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

Imλ = ± ln(a+
√
a2 − 1)

è ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ(L) = (µl)l∈N, ãäå

µl =
π

2
+ 2π (−1)[(l−1)/2]

[
l − 1

2

]
+ i (−1)l ln(a+

√
a2 − 1), l ∈ N.

Ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü:
Λ(L) = (λn)n∈N ∪ (λn )n∈N,

ãäå
λn =

π

2
+ 2π (−1)n−1 (n− 1) + i ln(a+

√
a2 − 1), n ∈ N.

Äàëåå, ïðè ëþáîì l ∈ N èìååì

L′(µl) = cosµl = cos
(π

2
+ i (−1)l ln(a+

√
a2 − 1)

)
= − sin

(
i (−1)l ln(a+

√
a2 − 1)

)
= − i sh

(
(−1)l ln(a+

√
a2 − 1)

)
= − i

2

(
a+ (−1)l

√
a2 − 1− (a+ (−1)l+1

√
a2 − 1)

)
= i (−1)l+1

√
a2 − 1 6= 0,

è âñå íóëè ôóíêöèè L(λ) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,
çíà÷åíèå p = 1 åñòü íàèìåíüøåå èç òåõ p ∈ Z+, äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
l=1

1

|L′(µl)| |µl|p+1
=

1√
a2 − 1

∞∑
l=1

1

|µl|p+1
.

Ïðèâëåêàÿ ñëåäñòâèå 2 èç òåîðåìû 16.4 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî L(0) = − a, çàïèøåì

1

sinλ− a
= − 1

a
+

iλ√
a2 − 1

∞∑
l=1

(−1)l

µl (λ− µl)
, λ ∈ C \ Λ(L).
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Ïåðâàÿ èç ôîðìóë (17.15), ïðèìåíåííàÿ ê L(λ) = sinλ−a, äàåò ñóììàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ

∞∑
l=1

(−1)l

µml
=

i√
a2 − 1

1

(m− 1)!

(
1

sinλ− a

)(m−1)

(0), m = 2, 3, . . . , a > 1.

Â ÷àñòíîñòè,
∞∑
l=1

(−1)l−1

µ2
l

=
i

a2
√
a2 − 1

, a > 1.

20.2. Ñïåöèàëüíûå áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðîäîëæàÿ èëëþñòðà-
öèþ ïîëó÷åííûõ â ýòîé ãëàâå îáùèõ óòâåðæäåíèé, ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðàçëî-
æåíèè íà ïðîñòûå äðîáè ôóíêöèé èç íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ. Ïðèâåä¼ì
äâà íåîáõîäèìûõ â äàëüíåéøåì èçâåñòíûõ ôàêòà. Ïåðâûé èç íèõ îòíîñèòñÿ ê êà-
íîíè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèÿì âèäà (1.4) è ïîëó÷åí Á.ß. Ëåâèíûì â 1949 ãîäó (ñì.,
íàïðèìåð, [169]).

Òåîðåìà 20.1. Ïóñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (1.1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé d > 0 óñëîâèþ

|λn − n| ≤ d, n ∈ N, (20.3)

è óñëîâèþ îòäåëèìîñòè

inf
n6=j
|λn − λj| > 0. (20.4)

Òîãäà ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé B > 0 äëÿ ïðîèçâîäíîé êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
, λ ∈ C, (20.5)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|L′(λn)| ≥ B |λn|−4d , n ∈ N.

Ïóñòü Λ = (λn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òåîðåìû 20.1. Òîãäà Λ èìååò ïëîò-
íîñòü

∆ (Λ) = lim
n→∞

n

λn
= 1,

à òðåáîâàíèå (20.4) îòäåëèìîñòè òî÷åê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëå÷åò ðåãóëÿð-
íîñòü ìíîæåñòâà íóëåé Λ(L) = (±λn)n∈N öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òè-
ïà (20.5). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî L(λ) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò, à èíäèêàòîð-
íàÿ äèàãðàììà D(L) èçîáðàæàåòñÿ îòðåçêîì [−πi, πi] ìíèìîé îñè. Êðîìå òîãî,
óñëîâèå

∞∑
n=1

1

|L′(λn)|λ2p+1
n

< +∞

âûïîëíÿåòñÿ ñ p = [2d] + 1. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 19.1 âûòåêàåò òàêîå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 20.1. Ïóñòü Λ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (1.1), óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì (20.3), (20.4). Òîãäà îáðàòíàÿ âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) êàíî-

íè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (20.5) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (19.4) ñ p = [2d] + 1 è

ìíîãîëåíîì P (λ), âû÷èñëÿåìûì ïî ôîðìóëå (19.5). Åñëè, â ÷àñòíîñòè, d < 1/2,
òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1

L(λ)
= 1 + 2λ2

∞∑
n=1

1

λn L′(λn) (λ2 − λ2
n)
, λ ∈ C \ ±Λ.

Ïðîñòåéøåìó ñëó÷àþ λn = n, n ∈ N, îòâå÷àåò êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå

sin πλ

πλ
=

∞∏
n=1

(
1− λ2

n2

)
, λ ∈ C.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 20.1 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

πλ

sin πλ
= 1 + 2λ2

∞∑
n=1

(−1)n

λ2 − n2
, λ ∈ C \ ±N,

ñîãëàñóþùååñÿ ñ (17.7).
Óêàæåì åùå, ÷òî ê ôóíêöèè L(λ) èç ïðåäëîæåíèÿ 20.1 ïðèìåíèìû ôîðìó-

ëû (19.7), â êîòîðûõ íóæíî âçÿòü p = [2d] + 1.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îòíîñèòñÿ ê öåëûì ôóíêöèÿì íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëü-

íîãî òèïà è ïðèíàäëåæèò À.Ì. Ñåäëåöêîìó [104; ëåììà 6].

Òåîðåìà 20.2. Ïóñòü êîðíè êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ

L(λ) = λ
∞∏
n=1

(
1− λ

λn

)
, λ ∈ C, (20.6)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

λn = ns + O(1), s > 1, n ∈ N. (20.7)

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

L′(λn) = exp
(
πn ctg

π

s
+ O(lnn)

)
, n→∞. (20.8)

Â ÷àñòíîñòè, çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 20.2 âåðíî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ
âèäà

Ls(λ) = λ

∞∏
n=1

(
1− λ

ns

)
, λ ∈ C, s > 1. (20.9)

Íàïðèìåð, ïðè s = 2 â ïîäòâåðæäåíèå òåîðåìû 20.2 äëÿ ôóíêöèè

L2(λ) = λ

∞∏
n=1

(
1− λ

n2

)
=

√
λ

π
sinπ
√
λ, λ ∈ C,
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èìååì (ñð. ñ ôîðìóëîé (20.8)):

L′2(n2) =
(−1)n

2
, n ∈ N.

×òî æå êàñàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè (20.6) ñ êîðíÿìè (20.7), òî ïðè s > 2
â ñèëó (20.8) íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, γ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

|L′(λn)| = exp(a n + O(lnn)) ≥ ean n−γ, n ∈ N.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
∞∑
n=1

1

|L′(λn)|
< +∞,

è òåîðåìà 16.6 ïðèìåíèìà ê L(λ) ñ p = 0. Åñëè æå s ∈ (1, 2), òî îáîçíà÷èâ äëÿ
êðàòêîñòè

−a ≡ π ctg
π

s
< 0,

çàïèøåì îöåíêó

|L′(λn)| = e− an+O(lnn) ≤ e− b n, n ≥ no(a),

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé b > 0. Ýòà îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè s ∈ (1, 2) óñëî-
âèå (ii) òåîðåìû 16.4 äëÿ ôóíêöèè (20.6) íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêîì p ∈ Z+.
Ïîäâåäåì èòîã.

Ïðåäëîæåíèå 20.2. Ïóñòü L(λ) � êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (20.6), ïîñòðî-
åííîå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê λn âèäà (20.7). Òîãäà ïðè s ≥ 2 äëÿ âåëè÷èíû

F (λ) = 1/L(λ) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ðÿä

F (λ) =
1

λ
+

∞∑
n=1

1

L′(λn) (λ− λn)
,

ñõîäÿùèéñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùåì íóëåé

ôóíêöèè L(λ). Ïðè 1 < s < 2 îáðàòíàÿ âåëè÷èíà F (λ) = 1/L(λ) ôóíêöèè (20.6)
íè ïðè êàêîì p ∈ Z+ íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Êðåéíà ôèêñèðîâàííîãî

ïîðÿäêà p.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòåéøåìó ñëó÷àþ λn = n2, n ∈ N, îòâå÷àåò êàíîíè÷åñêîå
ïðîèçâåäåíèå

L2(λ) =

√
λ

π
sin π
√
λ = λ

∞∏
n=1

(
1− λ

n2

)
, λ ∈ C.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 20.2 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

π√
λ

1

sin π
√
λ

=
1

λ
+ 2

∞∑
n=1

(−1)n

λ− n2
,
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ñîãëàñóþùååñÿ ñ (17.7).
Óäåëèì îñîáîå âíèìàíèå áåñêîíå÷íîìó ïðîèçâåäåíèþ (20.9). Èçó÷åíèþ ýòîé

ôóíêöèè ïîñâÿùåíà ðàáîòà Ã. Õàðäè [155]. Ïóñòü ïàðàìåòð s ïðèíèìàåò íàòó-
ðàëüíûå çíà÷åíèÿ ≥ 2. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå [102; ãëàâà VI, ðàçäåë 6.2]

Ls(λ) ≡ λ
∞∏
n=1

(
1− λ

ns

)
= −

s−1∏
k=0

1

Γ
(
− e 2πi

s
k s
√
λ
) , λ ∈ C, s ∈ N, s ≥ 2, (20.10)

ñâÿçûâàþùåå ôóíêöèþ (20.9) ñ ãàììà-ôóíêöèåé Ýéëåðà. Ïðè íàòóðàëüíûõ ÷åò-
íûõ s ôóíêöèÿ (20.9) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ â (20.10) ôîðìóëó ñèììåòðèè äëÿ ãàììà-
ôóíêöèè, çàïèøåì

L2r(λ) = −
2r−1∏
k=0

1

Γ
(
− eπir k 2r

√
λ
) = −

r−1∏
k=0

1

Γ
(
− eπir k 2r

√
λ
) 2r−1∏

k=r

1

Γ
(
− eπir k 2r

√
λ
)

= −
r−1∏
k=0

1

Γ
(
− eπir k 2r

√
λ
)

Γ
(
e
πi
r
k 2r
√
λ
) = −

r−1∏
k=0

− eπir k 2r
√
λ

π cosec
(
π e

πi
r
k 2r
√
λ
)

=
(−1)r+1

√
λ

πr
e
πi
r

r−1∑
k=0

k
r−1∏
k=0

1

cosec
(
π e

πi
r
k 2r
√
λ
) =

i3r+1
√
λ

πr

r−1∏
k=0

sin
(
π e

πi
r
k 2r
√
λ
)
.

Òàêèì îáðàçîì,

L2r(λ) =
i3r+1

√
λ

πr

r−1∏
k=0

sin
(
π e

πi
r
k 2r
√
λ
)
, r ∈ N. (20.11)

Ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ôîðìóëû (20.11), âû-
ðàæàþùåé L2r(λ) ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:

L4(λ) =

√
λ

π2
sin
(
π

4
√
λ
)

sh
(
π

4
√
λ
)
, λ ∈ C;

L6(λ) =

√
λ

π3
sin

(
1 + i

√
3

2
π

6
√
λ

)
sin

(
1− i

√
3

2
π

6
√
λ

)
sin
(
π

6
√
λ
)
, λ ∈ C;

L8(λ) =

√
λ

π4
sin

(
1 + i√

2
π

8
√
λ

)
sin

(
1− i√

2
π

8
√
λ

)
sin
(
π

8
√
λ
)

sh
(
π

8
√
λ
)
, λ ∈ C.

Ýêâèâàëåíòíóþ çàïèñü äëÿ L4(λ) ìîæíî îáíàðóæèòü â çàäà÷íèêå [29; � 6.54].
Ïóñòü s ∈ N, s ≥ 2. Äëÿ ôóíêöèè (20.10) ñ çàäàííûì s äåéñòâóåò âòîðàÿ èç

ôîðìóë (17.15), ò. å.

∞∑
n=1

1

L′s(n
s)nms

= − 1

m!

(
1

Gs(λ)

)(m)

(0), m ∈ N, (20.12)
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ãäå îáîçíà÷åíî

Gs(λ) ≡ Ls(λ)

λ
=

∞∏
n=1

(
1− λ

ns

)
, λ ∈ C.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 1 èìååì

∞∑
n=1

1

L′s(n
s)ns

= −
(

1

Gs(λ)

)′
(0).

Âû÷èñëèâ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Gs(λ), íàéäåì, ÷òî

G
′
s(λ)

Gs(λ)
=

∞∑
n=1

1

λ− ns
.

Îòñþäà

−
(

1

Gs(λ)

)′
(0) =

G
′
s(0)

(Gs(0))2 =
G
′
s(0)

Gs(0)
= −

∞∑
n=1

1

ns
,

è ïîýòîìó
∞∑
n=1

1

L′s(n
s)ns

= −
∞∑
n=1

1

ns
, s ∈ N, s ≥ 2. (20.13)

Â ñëó÷àå s = 2 èç (20.13) èçâëåêàåì ëåãêî ïðîâåðÿåìîå (ñì. (19.14) è (20.2)) ðà-
âåíñòâî

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=

1

2

∞∑
n=1

1

n2

(
=

π2

12

)
.

Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà s ñîîòíîøåíèÿ (20.13) óæå íå ñòîëü ïðîñòû.
Êîíå÷íî, ôîðìóëà (20.13) ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáîì s > 1 (íå îáÿçàòåëüíî íàòó-
ðàëüíîì), íî äëÿ åå ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü òî÷-
íûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé L′s(n

s). Ìû æå â îáùåé ñèòóàöèè ðàñïîëàãàåì ëèøü
àñèìïòîòèêîé (20.8).

Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíêðåòèçèðîâàòü ñóììàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (20.13), âûâåäåì
ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

L′s(n
s) =

(−1)n n!

s ns−1

s−1∏
k=1

1

Γ
(
− e 2πi

s
k n
) , n ∈ N, s ∈ N, s ≥ 2. (20.14)

Èç (20.10) èìååì

L′s(n
s) = lim

λ→ns

Ls(λ)

λ− ns
= lim

λ→ns

−1

(λ− ns)
s−1∏
k=0

Γ
(
− e 2πi

s
k s
√
λ
)

=
s−1∏
k=1

1

Γ
(
− e 2πi

s
k n
) lim

u→n

1

(ns − us) Γ(−u )
.
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Íî â öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ òî÷êàõ u = −n ãàììà-ôóíêöèÿ èìååò ïðîñòûå ïîëþñû
ñ âû÷åòàìè (−1)n/n!, îòêóäà

lim
u→n

(ns − us) Γ(−u ) = s ns−1 Res
u=−n

Γ(u) = s ns−1 (−1)n

n!
, n ∈ N.

Ôîðìóëà (20.14) ïîëó÷åíà. Ïîäñòàâëÿÿ (20.14) â (20.13), íàõîäèì, ÷òî

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!n

s−1∏
k=1

Γ
(
− e

2πi
s
k n
)

=
1

s

∞∑
n=1

1

ns
=

ζ(s)

s
, s ∈ N, s ≥ 2. (20.15)

Ïîñìîòðèì, ÷òî äàåò ñîîòíîøåíèå (20.15) ïðè s = 4 (ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ íàèáî-
ëåå ïðîñòûì ïîñëå s = 2 ). Äëÿ âñåõ n ∈ N èìååì

3∏
k=1

Γ
(
− e

πi
2
k n
)

= Γ(− in) Γ(n) Γ(in) = (n− 1)! |Γ(in)|2 =
π (n− 1)!

n sh πn
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé ÷ëåí ðÿäà â ëåâîé ÷àñòè (20.15) ïðè s = 4 çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

π
(−1)n−1

n3 sh πn
, n ∈ N,

à ïðàâàÿ ÷àñòü (20.15) â ñîîòâåòñòâèå ñ (20.2) ðàâíà π4/360. Ïîëó÷åííîå ñîîòíî-
øåíèå

∞∑
n=1

(−1)n−1

n3 sh πn
=

π3

360
(20.16)

âñòðå÷àåòñÿ â ñïðàâî÷íèêàõ (ñì., íàïðèìåð, [102; ãëàâà V, ðàçäåë 5.3.5]). Åãî ìîæ-
íî ïîëó÷èòü èç (20.13), åñëè âû÷èñëèòü L′4(n4) íå ïî ôîðìóëå (20.14), à èñïîëüçóÿ
ïðåäñòàâëåíèå

L4(λ) =

√
λ

π2
sin
(
π

4
√
λ
)

sh
(
π

4
√
λ
)
, λ ∈ C.

Ïîñëåäíèé ñïîñîá áëàãîäàðÿ (20.11) ïðèãîäåí è äëÿ äðóãèõ ÷åòíûõ s. Äåéñòâè-
òåëüíî, âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íà (20.11), äàþò

L′2r(n
2r) =

(−1)n i3r+1

2r (πn)r−1

r−1∏
k=1

sin
(
π e

πi
r
k n
)
, n ∈ N, r ∈ N, r ≥ 2. (20.17)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (20.13) è ó÷èòûâàÿ (20.2), ïîëó÷àåì äëÿ s = 2r
ñëåäóþùèé âàðèàíò ôîðìóëû (20.15):

∞∑
n=1

(−1)n

nr+1
r−1∏
k=1

sin
(
π e

πi
r
k n
) =

(4πi)r+1

16r (2r)!
B2r, r ∈ N, r ≥ 2. (20.18)
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Ïðè r = 2, êàê ìû çíàåì, (20.18) òðàíñôîðìèðóåòñÿ â (20.16). Ïîäñòàâèì òåïåðü
â (20.18) çíà÷åíèå r = 3 . Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê íåîáû÷-
íîìó ñîîòíîøåíèþ

16
∞∑
n=1

1

(2n− 1)4 ch2
(
π
√

3 (2n−1)
2

) − ∞∑
n=1

1

n4 sh2(π
√

3n)
=

8π4

2835
,

â êîòîðîì êàæäàÿ èç áåñêîíå÷íûõ ñóìì â îòäåëüíîñòè, ïî-âèäèìîìó, íå âûðàæàåò-
ñÿ â çàìêíóòîé ôîðìå. ßñíî, ÷òî ôîðìóëà (20.18) ñëóæèò èñòî÷íèêîì ìíîæåñòâà
íåòðèâèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ïîäîáíîãî ðîäà.

Êñòàòè, ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå (20.17) ïîçâîëÿåò áûñòðî âûâåñòè ñëåäóþùóþ
àñèìïòîòèêó ∣∣L′2r(n2r)

∣∣ ∼ 1

2r (2πn)r−1
exp

(
πn ctg

π

2r

)
, n→∞,

äåéñòâóþùóþ ïðè ôèêñèðîâàííîì r ∈ N, r ≥ 2 (ñð. ñ (20.8)). Â ñàìîì äåëå,

r−1∏
k=1

∣∣∣sin(π eπir k n)∣∣∣ =
r−1∏
k=1

√
sh2

(
πn sin

πk

r

)
+ sin2

(
πn cos

πk

r

)

∼
r−1∏
k=1

1

2
exp

(
πn sin

πk

r

)
=

1

2 r−1
exp

(
πn

r−1∑
k=1

sin
πk

r

)

=
1

2 r−1
exp

(
πn ctg

π

2r

)
, n→∞,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (20.17) ïîëó÷àåì íóæíîå.
Ñëåäóþùèé (ïîñëå s = 4 ) ïî ïðîñòîòå ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (20.15) îòâå-

÷àåò çíà÷åíèþ s = 3. Çäåñü ýëåìåíòàðíûé ïîäñ÷åò ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

∞∑
n=1

(−1)n−1

n!n

∣∣∣∣∣Γ
(

1 + i
√

3

2
n

)∣∣∣∣∣
2

=
ζ(3)

3

ñ êîíñòàíòîé Àïåðè ζ(3). Ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà çàïèñè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ óæå âåñü-
ìà ãðîìîçäêà, ïîñêîëüêó èç ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë äëÿ ãàììà-ôóíêöèè âûòåêàåò,
÷òî äëÿ n = 2j, j ∈ N, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∣∣∣∣∣Γ

(
1 + i

√
3

2
n

)∣∣∣∣∣
2

=
π
√

3

4j sh(π
√

3 j)

j∏
k=1

(3j2 + k2),

à äëÿ n = 2j − 1, j ∈ N, � ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâî∣∣∣∣∣Γ
(

1 + i
√

3

2
n

)∣∣∣∣∣
2

=
π

(2j − 1)2 ch
(
π
√

3 (2j−1)
2

) j−1∏
k=0

(3j2 − 3j + 1 + k2 + k).
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Ïðîêîììåíòèðóåì, íàêîíåö, êîðîòêî ñîîòíîøåíèå (20.12) ïðè m = 2. Çäåñü
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè âîçíèêàåò çàïèñü

∞∑
n=1

1

L′s(n
s)n2s

= − 1

2

(
ζ2(s) + ζ(2s)

)
, s ∈ N, s ≥ 2.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå s = 2 èìååì
∞∑
n=1

(−1)n−1

n4
=

7π4

720
,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (19.14). Â ñëó÷àå s = 4 èìååì íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîå, íî òàêæå
èçâåñòíîå [102; ãëàâà V, ðàçäåë 5.3.5] ðàâåíñòâî9

∞∑
n=1

(−1)n−1

n7 sh πn
=

13π7

453600
.

Âîçìîæíî, ÷òî â ñâÿçè ñ (20.12) ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è äðóãèå ñî÷åòàíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ s, m, íî íà ýòîì ìû çàêîí÷èì îáñóæäåíèå ñóììàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé,
ïîðîæäàåìûõ ôóíêöèåé (20.9).

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó îá óñëîâèÿõ ðàçëîæèìîñòè íà ïðîñòûå äðîáè âåëè÷èíû, îá-
ðàòíîé ê öåëîé ôóíêöèè. Ïðåäëîæåíèå 20.2 äåìîíñòðèðóåò íåâîçìîæíîñòü ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðÿäîì Êðåéíà ôóíêöèè F (λ) = 1/L(λ) ñ áûñòðî ñòðåìÿùåéñÿ ê íó-
ëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (L′(λn))n∈N . Äðóãîé ïðè÷èíîé îòñóòñòâèÿ òàêîãî ðàç-
ëîæåíèÿ äëÿ îáðàòíîé âåëè÷èíû öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ìîæåò
áûòü óñëîâèå 0 /∈ D(L). Çäåñü óìåñòíî ïðèâåñòè ïðîñòîé ïðèìåð, ïðèíàäëåæàùèé
Ï. Êóñèñó (ñì. êîììåíòàðèé ê öèòèðîâàííîé â � 16 ëåììå Ë. äå Áðàíæà).

Ïðèìåð 20.4. Ïóñòü

L(λ) =
∞∏
n=1

(
1− λ

2n

)
eλ/2

n

= eλ
∞∏
n=1

(
1− λ

2n

)
, λ ∈ C.

Ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

a(λ) ≡
∞∏
n=1

(
1− λ

2n

)
, λ ∈ C,

èçîáðàæàåò öåëóþ ôóíêöèþ íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (è äàæå íóëåâîãî
ïîðÿäêà), òî öåëàÿ ôóíêöèÿ

L(λ) = eλ a(λ), λ ∈ C,

èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï. Âñå íóëè L(λ) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè âåùåñòâåííûìè,
îáðàçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Λ(L) = (λn)n∈N : λn = 2n, n ∈ N.
9Â ñïðàâî÷íèêå [102] ôîðìóëà 6 èç ðàçäåëà 5.3.5 äàíà ñ îïå÷àòêîé: âìåñòî ïðàâèëüíîãî ìíî-

æèòåëÿ π7 ñòîèò π2.
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ßñíî, ÷òî D(L) = {1} â íàðóøåíèå óñëîâèÿ (i) òåîðåìû 16.5. Íî óñëîâèå (ii) ýòîé
òåîðåìû âûïîëíåíî ñ p = 0, òàê êàê

∞∑
n=1

1

|L′(2n)|
< +∞.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå

L′(2n) = e2n a′(2n), n ∈ N,

è îöåíêó

|a′(2n)| = 2−n
∏
k 6=n

∣∣∣∣1− 1

2k−n

∣∣∣∣ ≥ 2−n
∞∏

k=n+1

(
1− 1

2k−n

)
= a(1) 2−n, n ∈ N.

Òåì íå ìåíåå, ïî òåîðåìå 16.5 âåëè÷èíà 1/L(λ) íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Êðåéíà
ïîðÿäêà p = 0 (èëè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ïîðÿäêà p ∈ N ). Óêàçàííûé ôàêò ìî-
æåò áûòü óñòàíîâëåí íåïîñðåäñòâåííî. Â ñàìîì äåëå, íà ìíèìîé îñè ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

|L(± ir)| =
∞∏
n=1

√
1 +

r2

22n
≥
√

1 +
r2

4
→ +∞, r → +∞.

Íà âåùåñòâåííîé îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà

ln max
|λ|=r

|a(λ)| = ln a(− r) = ln
∞∏
n=1

(
1 +

r

2n

)
= o(r), r → +∞,

èìååì
1

L(− r)
=

er

a(− r)
→ +∞, r → +∞.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ïðåäûäóùèõ, äåëàåò íåâîçìîæíûì äàæå
ïðåäñòàâëåíèå

1

L(− r)
= −

∞∑
n=1

1

L′(2n) (r + 2n)
, r ∈ R+,

ïîñêîëüêó ïðè r → +∞ åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ëåâàÿ � ê áåñêî-
íå÷íîñòè.

20.3. Ôóíêöèè Áåññåëÿ. Öåëü äàííîãî ïóíêòà � ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå â
ðÿä Êðåéíà îáðàòíîé âåëè÷èíû ôóíêöèè Áåññåëÿ Jν(λ) è èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ñóìì îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû, ñîäåðæàùèõ íóëè
ôóíêöèè Jν(λ). Îïûò ïîäîáíîãî ðîäà ïðèìåíèòåëüíî ê íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì
ôóíêöèÿì èçëîæåí â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ àâòîðà [132], [133]; èäåþ ðàññìîòðåòü
ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîäàë È.Â. Òèõîíîâ. Â èçëîæåíèè ìàòåðèàëà ìû ñëåäóåì ñòà-
òüå [109].
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Áóäåì îïèðàòüñÿ íà òåîðåìó 19.1. Îòìåòèì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò îõâàòèòü ñå-
ìåéñòâî ôóíêöèé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà Jν(λ) èíäåêñà ν > − 1. Âñþäó äàëåå
ôóíêöèè Jν(λ) ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïðè òàêèõ ν. Óêàæåì, ÷òî â îòëè÷èå îò
ìåòîäà Êîøè íàø ïîäõîä íå òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíûõ êîíòóðîâ è îöåíîê
íà íèõ ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè, à ïî ñóùåñòâó ñâîäèò çàäà÷ó ê ïðîâåðêå îñíîâíîãî
óñëîâèÿ (ii) òåîðåìû 19.1.

Ïðèâåä¼ì ìèíèìàëüíûé íåîáõîäèìûé â äàëüíåéøåì íàáîð ñâåäåíèé î áåññåëå-
âûõ ôóíêöèÿõ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ îáùåé òåîðèè ñì. â [27],
[41], [111], [91]. Èòàê, ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà

Jν(λ) =
∞∑
n=0

(−1)n

n! Γ(ν + n+ 1)

(
λ

2

)ν+2n

, λ ∈ C, ν > − 1. (20.19)

Òîãäà

L(λ) =

(
2

λ

)ν
Jν(λ) =

∞∑
n=0

(−1)n

n! Γ(ν + n+ 1)

(
λ

2

)2n

(20.20)

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé öåëîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé λ ∈ C, èìåþùåé áåñêîíå÷íî ìíîãî
íóëåé. Áëàãîäàðÿ óñëîâèþ ν > − 1 âñå íóëè ôóíêöèè (20.20) áóäóò âåùåñòâåí-
íûìè (èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äàíî â [110; � 8.6]) è ïðîñòûìè. Èõ
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Λ(L) = (± γ ν, n)n∈N , ãäå

0 < γ ν, 1 < γ ν, 2 < . . . < γ ν, n < . . . , lim
n→∞

γ ν, n = +∞. (20.21)

Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (20.21) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ν èí-
òåðåñîâàëè ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ. Åù¼ Ë. Ýéëåð (ñì. [27; ñ. 551-553]) âû÷èñëèë
ïðèáëèæåííî íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîëîæèòåëüíûõ íóëåé ôóíêöèè J0(2

√
λ), èñõîäÿ

èç îòêðûòîãî èì ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ñóìì âèäà

∞∑
n=1

1

γ2m
0, n

, m ∈ N.

Ïîçäíåå Ðýëåé è ðÿä äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé ïîëó÷àëè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ áîëåå
îáùèõ ñóìì

σ2m(ν) ≡
∞∑
n=1

1

γ2m
ν, n

, m ∈ N. (20.22)

Ýòèì è äðóãèì âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ íóëÿìè áåññåëåâûõ ôóíêöèé, îòâåäåíà ãëà-
âà XV ñïåöèàëèçèðîâàííîé ìîíîãðàôèè [27]. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè ñïå-
öèàëüíîé ôóíêöèè Ðýëåÿ σ2m(ν), çàäàííîé ïî ôîðìóëå (20.22), îáñòîÿòåëüíî èç-
ëîæåíî â îáçîðàõ [45], [46]. Íóëÿì ôóíêöèé Áåññåëÿ ïîñâÿùåí îãðîìíûé ïëàñò
íàó÷íîé ëèòåðàòóðû. Îòìåòèì çäåñü ëèøü ðàáîòû [48], [50], â êîòîðûõ èçó÷àëèñü
êîìïëåêñíûå íóëè ôóíêöèé Áåññåëÿ ïðè ν < − 1, è íåñêîëüêî ðàáîò ñðàâíèòåëüíî
íåäàâíåãî âðåìåíè, ïðèíàäëåæàùèõ çàðóáåæíûì àâòîðàì [159], [157], [151].

Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 19.1 ê ôóíêöèè (20.20) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä Êðåéíà îáðàòíîé âåëè÷èíû ôóíêöèè Áåññåëÿ.
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Òåîðåìà 20.3. Ïóñòü Jν(λ) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ñ ν > − 1,
çàäàííàÿ ïîñðåäñòâîì (20.19), è γ ν, n � åå ïîëîæèòåëüíûå íóëè, óïîðÿäî÷åííûå

ñîãëàñíî (20.21). Îïðåäåëèì âåëè÷èíû

a ν, 2m =

(
λν

Jν(λ)

)(2m)

(0), m = 0, 1, . . . . (20.23)

Çàäàäèì ÷èñëî p ôîðìóëîé

p =

[
2ν + 1

4

]
+ 1, (20.24)

ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü. Ïóñòü ïîëèíîì P (λ) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ïðàâèëó:

P (λ) ≡ 0, − 1 < ν < − 1

2
, (20.25)

P (λ) =

p−1∑
m=0

a ν, 2m
λ2m

(2m)!
, ν ≥ − 1

2
. (20.26)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

1

Jν(λ)
= λ−νP (λ) − 2λ2p−ν

∞∑
n=1

1

Jν+1(γ ν, n) γ2p−ν−1
ν, n (λ2 − γ2

ν, n)
, (20.27)

ñõîäÿùååñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå â C, íå ñîäåðæàùåì

òî÷åê λ = 0 è λ = ± γ ν, n. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ν > − 1 âûïîëíÿþòñÿ ñóììàöè-

îííûå ñîîòíîøåíèÿ

∞∑
n=1

1

Jν+1(γ ν, n) γ2m−ν+1
ν, n

=
a ν, 2m

2 (2m)!
, m = p, p+ 1, . . . , (20.28)

ãäå âåëè÷èíû a ν, 2m è ÷èñëî p îïðåäåëåíû â (20.23) è (20.24) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè çàäàííîì ν > − 1 äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ Jν(λ) îïðå-
äåëÿåì ñîãëàñíî ôîðìóëå (20.20) öåëóþ ôóíêöèþ L(λ). Ïðèâëåêàÿ ôîðìóëó Ñòèð-
ëèíãà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêà è òèïà öåëîé ôóíêöèè L(λ) ïî å¼ òåéëîðîâñêèì
êîýôôèöèåíòàì [84; ãë. 7, � 1], ïîëó÷àåì, ÷òî îáå ýòè õàðàêòåðèñòèêè ðàâíû åäèíè-
öå. Ïîñëåäíèé ôàêò ïî îòíîøåíèþ ê ïîðÿäêó îòìå÷àëñÿ â [110; � 8.4] (ñì. òàêæå
çàäà÷íèê [29; � 6.94]). Íóæíûé ðåçóëüòàò ìîæíî èçâëå÷ü òàêæå èç îáùèõ ôîðìóë,
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîðÿäêà è òèïà ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé Ðàéòà è
Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [162], [49]. Òàêèì îáðàçîì, L(λ) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé öåëîé ôóíê-
öèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ïðîñòûìè âåùåñòâåííûìè íóëÿìè ± γ ν, n. Ïðîâå-
ðèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè (20.20) óñëîâèå (ii) òåîðåìû 19.1 âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîêàçàòå-
ëåì p, çàäàííûì â (20.24). Âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè

Jν(r) =

√
2

πr
cos
(
r − π

4
− πν

2

)
+ O

(
1

r
√
r

)
, r → +∞, (20.29)
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γ ν, n = πn − π

4
+
πν

2
+ o(1), n→∞. (20.30)

Àñèìïòîòèêà (20.29) ïðèâîäèòñÿ â áîëüøèíñòâå ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêîâ ïî óðàâ-
íåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (íàïðèìåð, [111], [91]). Ïîâåäåíèå íóëåé (20.21),
õàðàêòåðèçóåìîå ñîîòíîøåíèåì (20.30), äîïóñêàåò áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå. Â ìî-
íîãðàôèè [27; �� 15.32-15.35] ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû Øàôõåéòëèíà î ëîêàëèçàöèè
íóëåé γ ν, n ïðè ν > − 1/2, à òàêæå ðàçëîæåíèå γ ν, n â àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä. Îò-
ìåòèì åù¼, ÷òî (20.30) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé óñòàíîâëåííîé â [162] àñèìïòîòè÷å-
ñêîé ôîðìóëû äëÿ íóëåé ôóíêöèè Ðàéòà; ïðè − 1/2 < ν < 1/2 ôîðìóëà (20.30)
ñîäåðæèòñÿ òàêæå â òåîðåìå îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè íóëåé ñïåöèàëüíîãî
ôèíèòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [105; � 3.1, òåîðåìà 4].

Â ñèëó ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

J
′

ν (λ) = − Jν+1(λ) +
ν

λ
Jν(λ) (20.31)

èìååì
J
′

ν (γ ν, n) = − Jν+1(γ ν, n), n ∈ N. (20.32)

Çàìåíÿÿ â (20.29) ïàðàìåòð ν íà ν+1 è ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó (20.30),
íàõîäèì, ÷òî ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà

Jν+1(γ ν, n) =

√
2

πγ ν, n
cos

(
γ ν, n −

3π

4
− πν

2

)
+ O

(
1

γ
3/2
ν, n

)

=

√
2

πγ ν, n
cos(πn − π + o(1)) + O

(
1

γ
3/2
ν, n

)
= (−1)n−1

√
2

πγ ν, n
+ o

(
1

√
γ ν, n

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

| Jν+1(γ ν, n) | ∼

√
2

πγ ν, n
, n→∞. (20.33)

Äàëåå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (20.20) èìååì

L′(γ ν, n) =

(
2

γ ν, n

)ν
J
′

ν (γ ν, n), n ∈ N. (20.34)

Âîçüì¼ì êàêîå-íèáóäü p ∈ Z+ è îöåíèì ïîâåäåíèå îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà

∞∑
n=1

1

|L′(γ ν, n)| γ2p+1
ν, n

(20.35)

ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (20.32)�(20.34):

1

|L′(γ ν, n)| γ2p+1
ν, n

=
2−ν

|Jν+1(γ ν, n)| γ2p+1−ν
ν, n

∼
√
π

2ν+1/2

1

γ
2p+1/2−ν
ν, n

, n→∞.

Îòñþäà è èç (20.30) âèäíî, ÷òî óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà (20.35) ðàâíîñèëüíî òðåáî-
âàíèþ 2p+ 1/2− ν > 1. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå p ∈ Z+, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ
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ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (20.24). Ó÷òåì åùå, ÷òî ñëó÷àé p = 0
ñîîòâåòñòâóåò èíäåêñàì − 1 < ν < − 1/2, à ñëó÷àé p ∈ N � èíäåêñàì ν ≥ − 1/2.

Èòàê, ïî òåîðåìå 19.1 äëÿ ôóíêöèè

F (λ) =
1

L(λ)
=

(
λ

2

)ν
1

Jν(λ)

ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ðÿä Êðåéíà

F (λ) = P (λ) + 2λ2p

∞∑
n=1

1

L′(γ ν, n) γ2p−1
ν, n (λ2 − γ2

ν, n)
,

ãäå ïîëèíîì P (λ) â çàâèñèìîñòè îò ν çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (20.25) èëè (20.26).
Ïîäñòàâëÿÿ â çàïèñàííîå ðàçëîæåíèå âåëè÷èíó

L′(γ ν, n) = −
(

2

γ ν, n

)ν
Jν+1(γ ν, n), n ∈ N, (20.36)

è óìíîæàÿ íà (2/λ)ν , ïðèõîäèì ê (20.27). Íàêîíåö, ñîîòíîøåíèå (20.28) åñòü ïðÿ-
ìîå ñëåäñòâèå (19.7) è (20.36). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä ïðîñòûõ äðîáåé (20.27) îáðàòíîé âåëè÷èíû ôóíêöèè
Áåññåëÿ Jν(λ) ñ ïðîèçâîëüíûì ν > − 1 íàì â ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷àëîñü. Íàïðî-
òèâ, ïðåäñòàâëåíèÿ

J
′
ν (λ)

Jν(λ)
=

ν

λ
+ 2λ

∞∑
n=1

1

λ2 − γ2
ν, n

=
ν

λ
− 2

λ

∞∑
m=1

σ2m(ν)λ2m,

Jν+1(λ)

Jν(λ)
= − 2λ

∞∑
n=1

1

λ2 − γ2
ν, n

=
2

λ

∞∑
m=1

σ2m(ν)λ2m,

ãäå σ2m(ν) � ôóíêöèÿ Ðýëåÿ (20.22), õîðîøî èçâåñòíû è ñâÿçàíû ïîñðåäñòâîì
ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (20.31). Ïåðâîå ðàçëîæåíèå, ñëåäóÿ Ýéëåðó, îáû÷íî
ïîëó÷àþò ëîãàðèôìè÷åñêèì äèôôåðåíöèðîâàíèåì (ïî ïåðåìåííîé λ ) ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ

Jν(λ) =
1

Γ(ν + 1)

(
λ

2

)ν ∞∏
n=1

(
1− λ2

γ2
ν, n

)
,

à âòîðîå � ìåòîäîì Êîøè (ñì., íàïðèìåð, [27; � 15.41], [45; � 3]).
Êîíêðåòèçèðóåì ðàçëîæåíèå (20.27) è ôîðìóëû (20.28) â çàâèñèìîñòè îò äèà-

ïàçîíà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ν > − 1.
Ïóñòü âíà÷àëå − 1 < ν < − 1/2. Òîãäà ñîãëàñíî (20.24), (20.25) èìååì p = 0

è P (λ) ≡ 0. Ïðåäñòàâëåíèå (20.27) ïðèíèìàåò âèä

1

Jν(λ)
= − 2λ−ν

∞∑
n=1

γ ν+1
ν, n

Jν+1(γ ν, n) (λ2 − γ2
ν, n)

, − 1 < ν < − 1

2
.
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Âûïèñûâàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ν ñóììàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (20.28), ñ ó÷åòîì
îïðåäåëåíèÿ (20.23) ïðè ëþáîì m ∈ Z+ ïîëó÷èì

∞∑
n=1

1

Jν+1(γ ν, n) γ2m−ν+1
ν, n

=
1

2 (2m)!

(
λν

Jν(λ)

)(2m)

(0), − 1 < ν < − 1

2
. (20.37)

Ïóñòü − 1/2 ≤ ν < 3/2. Òîãäà ñîãëàñíî (20.24) èìååì p = 1. Ïî ôîðìó-
ëå (20.26) ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ (20.23) ìíîãî÷ëåí P (λ) åñòü òîæäåñòâåííàÿ ïî-
ñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ a ν, 0 = 2 ν Γ(ν + 1) . Ñëåäîâàòåëüíî, òåïåðü (20.27) ïðèíèìàåò
âèä

1

Jν(λ)
=

(
2

λ

)ν
Γ(ν + 1)

− 2λ2−ν
∞∑
n=1

1

Jν+1(γ ν, n) γ1−ν
ν, n (λ2 − γ2

ν, n)
, − 1

2
≤ ν <

3

2
. (20.38)

Çàïèøåì ñóììàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (20.28):

∞∑
n=1

1

Jν+1(γ ν, n) γ2m−ν+1
ν, n

=
a ν, 2m

2 (2m)!
, m ∈ N, − 1

2
≤ ν <

3

2
. (20.39)

Ôîðìóëà (20.38) ñîäåðæèò èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ [11; � 7.15]:

1

J0(λ)
= 1 − 2λ2

∞∑
n=1

1

J1(γ 0, n) γ 0, n (λ2 − γ2
0, n)

;

1

J1(λ)
=

2

λ
− 2λ

∞∑
n=1

1

J2(γ 1, n) (λ2 − γ2
1, n)

=
2

λ
+ 2λ

∞∑
n=1

1

J0(γ 1, n) (λ2 − γ2
1, n)

,

ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [153] ìåòîäîì Êîøè. Èç ýòèõ ðàçëîæåíèé â [153] âûâîäèòñÿ
íåñêîëüêî ïåðâûõ çíà÷åíèé ñóìì

T ν, 2m ≡
∞∑
n=1

1

Jν+1(γ ν, n) γ2m−ν+1
ν, n

(20.40)

ïðè ν = 0 è ν = 1 :

∞∑
n=1

1

J1(γ 0, n) γ3
0, n

=
1

8
,

∞∑
n=1

1

J1(γ 0, n) γ5
0, n

=
3

128
,

∞∑
n=1

1

J1(γ 0, n) γ7
0, n

=
19

4608
;

∞∑
n=1

1

J2(γ 1, n) γ2
1, n

=
1

8
,

∞∑
n=1

1

J2(γ 1, n) γ4
1, n

=
1

96
,

∞∑
n=1

1

J2(γ 1, n) γ6
1, n

=
7

9216
.

Âñå ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû âû÷èñëåíèåì a ν, 2m ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîò-
íîøåíèé (20.39). Ïîñëåäíèå òðè ñóììû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∞∑
n=1

1

J0(γ 1, n) γ2
1, n

= − 1

8
,

∞∑
n=1

1

J0(γ 1, n) γ4
1, n

= − 1

96
,

∞∑
n=1

1

J0(γ 1, n) γ6
1, n

= − 7

9216
,
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åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

J2(γ 1, n) = − J0(γ 1, n), n ∈ N,

âûòåêàþùèìè èç ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû

Jν−1(λ) + Jν+1(λ) =
2ν

λ
Jν(λ).

Ïóñòü òåïåðü 3/2 ≤ ν < 7/2. Òîãäà ïî ôîðìóëå (20.24) íàõîäèì, ÷òî p = 2.
Äàëåå, îïðåäåëåíèÿ (20.26) è (20.23) äàþò

P (λ) = 2 ν Γ(ν + 1)

(
1 +

λ2

8(ν + 1)

)
.

Îòñþäà ñîãëàñíî (20.27), (20.28), (20.40) ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

1

Jν(λ)
=

(
2

λ

)ν
Γ(ν + 1)

(
1 +

λ2

8(ν + 1)

)

− 2λ4−ν
∞∑
n=1

1

Jν+1(γ ν, n) γ3−ν
ν, n (λ2 − γ2

ν, n)
,

3

2
≤ ν <

7

2
;

è ñóììàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

T ν, 2m =
1

2 (2m)!

(
λν

Jν(λ)

)(2m)

(0), m ≥ 2,
3

2
≤ ν <

7

2
. (20.41)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ν = 2, ν = 3 è m ≥ 2 èìååì, ñîîòâåòñòâåííî,

1

J2(λ)
=

8

λ2
+

1

3
− 2λ2

∞∑
n=1

1

J3(γ 2, n) γ 2, n (λ2 − γ2
2, n)

,

T 2, 2m ≡
∞∑
n=1

1

J3(γ 2, n) γ2m−1
2, n

= −
∞∑
n=1

1

J1(γ 2, n) γ2m−1
2, n

=
1

2 (2m)!

(
λ2

J2(λ)

)(2m)

(0);

1

J3(λ)
=

48

λ3
+

3

2λ
− 2λ

∞∑
n=1

1

J4(γ 3, n) γ 3, n (λ2 − γ2
3, n)

,

T 3, 2m ≡
∞∑
n=1

1

J4(γ 3, n) γ2m−2
3, n

= −
∞∑
n=1

1

J2(γ 3, n) γ2m−2
3, n

=
1

2 (2m)!

(
λ3

J3(λ)

)(2m)

(0).

Íàïðèìåð,

∞∑
n=1

1

J3(γ 2, n) γ3
2, n

=
5

288
,

∞∑
n=1

1

J3(γ 2, n) γ5
2, n

=
39

51840
;

∞∑
n=1

1

J4(γ 3, n) γ2
3, n

=
9

160
,

∞∑
n=1

1

J4(γ 3, n) γ4
3, n

=
13

7680
.
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Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàòü, ïîñëåäîâàòåëüíî êîíêðåòèçèðóÿ
ñîîòíîøåíèÿ (20.27), (20.28) íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìåæóòêàõ èçìåíåíèÿ ïàðà-
ìåòðà ν.

Âûïèøåì íåñêîëüêî îáùèõ ôîðìóë äëÿ ñóìì (20.40). Èç (20.37) ïðè m = 0
ïîëó÷àåì ôîðìóëó

T ν, 0 =

(
1

2

)1−ν

Γ(ν + 1), − 1 < ν < − 1

2
. (20.42)

Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ λν/Jν(λ) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì λ â êðóãå |λ| < γ ν, 1, äëÿ
âåëè÷èíû (20.40) ïîëó÷èì èç (20.37), (20.39) ïðè m = 1 ôîðìóëó

T ν, 2 =

(
1

2

)3−ν
Γ(ν + 1)

ν + 1
, − 1 < ν <

3

2
, (20.43)

à èç (20.39), (20.41) ïðè m = 2 � ôîðìóëó

T ν, 4 =

(
1

2

)6−ν
(ν + 3) Γ(ν + 1)

(ν + 1)2 (ν + 2)
, − 1 < ν <

7

2
. (20.44)

Ïðèâåäåì åùå äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ñîîòíîøåíèå

T ν, 6 =

(
1

2

)8−ν
(ν2 + 8ν + 19) Γ(ν + 1)

3 (ν + 1)3 (ν + 2) (ν + 3)
, − 1 < ν <

11

2
, (20.45)

à òàêæå ñîîòíîøåíèå, îòñóòñòâóþùåå â îñíîâíûõ ñïðàâî÷íèêàõ:

Tν, 8 =

(
1

2

)12−ν
(ν4 + 17ν3 + 117ν2 + 379ν + 422) Γ(ν + 1)

3 (ν + 1)4 (ν + 2)2 (ν + 3) (ν + 4)
, −1 < ν <

15

2
. (20.46)

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ôîðìóëàõ (20.42)�(20.46) âûïèñàíû òîëüêî òå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà ν, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä âèäà (20.40) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî,
õîòÿ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè êàæäîé èç óêàçàííûõ ôîðìóë íåñêîëüêî øèðå. Ïóñòü,
íàïðèìåð, â îïðåäåëåíèè (20.40) âûáðàíî m = 1. Òîãäà â ñèëó àñèìïòîòèê (20.30)
è (20.33) ðÿä

∞∑
n=1

1

Jν+1(γ ν, n) γ3−ν
ν, n

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ çíà÷åíèé èíäåêñà − 1 < ν < 3/2 è ðàñõîäèòñÿ äëÿ çíà÷å-
íèé ν ≥ 5/2. Èñïîëüçóÿ âìåñòî (20.30) áîëåå òî÷íóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó,
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî ïðè 3/2 ≤ ν < 5/2. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé ν, ïðè êîòîðûõ äåéñòâóåò ôîðìóëà (20.43), åñòü
ïðîìåæóòîê − 1 < ν < 5/2. Ôîðìóëû (20.42)�(20.45), ïðàâäà, áåç óêàçàíèÿ îá-
ëàñòè èõ ïðèìåíèìîñòè äàíû â êíèãå [103; ðàçäåë 5.7.33]. Îíè áûëè âûâåäåíû â
ðàáîòå [171] ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Ôóðüå�Áåññåëÿ; òàì æå ïðèâåäåíà ðåêóððåíòíàÿ
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ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ T ν, 2m+2 ÷åðåç T ν, 2r, r = 1, 2, . . . ,m. Ïîëüçóÿñü ñëó÷à-
åì, óêàæåì, ÷òî îçíà÷åííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà ïîìåùåíà â [171] ñ îøèáêîé,
ïåðåêî÷åâàâøåé çàòåì â [103; ñ. 691, ôîðìóëà 12]. Ïðàâèëüíûé âàðèàíò òàêîé:

T ν, 2m+2 =
1

4

m∑
r=1

(
−1

4

)m−r
T ν, 2r

(m− r + 1)! (ν + 1)m−r+1

+ (−1)m
(

1

2

)2m−ν+3
Γ(ν + 1)

(m+ 1)! (ν + 1)m+1

,

ãäå (a)s ≡ a (a+ 1) . . . (a+ s− 1).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ýòîé ãëàâû ìîãóò íàéòè ïðè-
ìåíåíèå ê ðàçëè÷íûì êëàññàì ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, âàæíûì â òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Ïðèìå÷àíèÿ ê ãëàâå 3

Îñíîâîé äëÿ íàïèñàíèÿ òðåòüåé ãëàâû ñòàëè ðàáîòû àâòîðà [126], [128]. ×àñòü
ìàòåðèàëà ï. 20.2 âçÿòà èç [123]; â äîïîëíåíèå ê öèòèðîâàííîé â ï. 20.3 ëèòåðàòóðå
óêàæåì âûøåäøèé íåäàâíî îáçîð Ì.Ê. Êåðèìîâà [47], ïîñâÿùåííûé âåùåñòâåí-
íûì íóëÿì ôóíêöèé Áåññåëÿ.

Áëàãîäàðÿ íîâîìó ïîäõîäó ê ïðîáëåìå Ì.Ã. Êðåéíà ñòàëî âîçìîæíûì ñ åäèíîé
òî÷êè çðåíèÿ îõâàòèòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåðîâ è ïîëó÷èòü
äëÿ íèõ ëèáî ¾ñâåæèå¿ óòâåðæäåíèÿ, ëèáî óæå èçâåñòíûå, íî ñóùåñòâåííî áîëåå
ïðîñòûì ñïîñîáîì. Â ñîâìåñòíûõ ñ Å.Â. Ñóìèíûì è Ì.Ì. Òèùåíêî ñòàòüÿõ [132]
è [133] äàíî ðàçâèòèå ðåçóëüòàòîâ àâòîðà íà ñëó÷àé öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî òèïà ñ íóëÿìè â íåêîòîðîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîëó÷åííûå â [132] äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ðàçëîæèìîñòè íà äðîáè ïðèìåíÿþòñÿ â [133] ê âû÷èñëåíèþ òî÷íûõ
çíà÷åíèé ñïåöèàëüíûõ ñóìì, ñîäåðæàùèõ íóëè èíòåãðàëà îøèáîê.

Îòìåòèì, ÷òî â ñâÿçè ñ íåäàâíèìè èññëåäîâàíèÿìè È.Â. Òèõîíîâà [112], [113]
îòêðûëèñü ïåðñïåêòèâû ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ Êðåéíà ê òåîðèè íåëîêàëüíûõ çàäà÷
äëÿ àáñòðàêòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òåìàòèêà ãëàâû 3 è � 9 ãëàâû 1 òåñíî ïðèìûêàåò ê âîïðîñàì àïïðîêñèìàöèè
àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì ïðîñòûõ
äðîáåé. Ââèäó îãðîìíîãî ÷èñëà èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ ýòîìó íàïðàâëåíèþ
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, äàäèì ëèøü íåñêîëüêî ññûëîê � íà ðàáîòû Æ. Âîëüôà
[174], À. Äàíæóà [150], À.À. Ãîí÷àðà [40], Ò.À. Ëåîíòüåâîé [79], Þ.Ô. Êîðîáåé-
íèêà [59], Ð. Â. Ñèáèëåâà [107], Â. Á. Øåðñòþêîâà [124].
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà öåëûõ ôóíêöèé ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàñïîëîæåíèå è ïîâåäåíèå íóëåé. Îñîáîå
âíèìàíèå óäåëåíî êàíîíè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèÿì ñ âåùåñòâåííûìè ñèììåòðè÷íûìè
íóëÿìè è öåëûì ôóíêöèÿì ïîðÿäêà ìåíüøå åäèíèöû ñ íóëÿìè â óãëå. Äîêàçàíû
íîâûå òåîðåìû î ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Äà-
íî ïîëíîå ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è î íàèìåíüøåì âîçìîæíîì òèïå ïðè ïî-
ðÿäêå ρ ∈ (0, 1) öåëûõ ôóíêöèé ñ íóëÿìè çàäàííûõ ïëîòíîñòåé, ðàñïîëîæåííûìè
íà ëó÷å èëè â óãëå ðàñòâîðà 6 π. Ïîëó÷åí öèêë òåîðåì äëÿ ïîëíûõ â êðóãå è äëÿ
àáñîëþòíî ïðåäñòàâëÿþùèõ â âûïóêëîé îáëàñòè ñèñòåì ýêñïîíåíò. Îõàðàêòåðèçî-
âàíî ìíîæåñòâî öåëûõ ôóíêöèé ñ íóëÿìè â ïîëîñå, äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèå â
ðÿä Êðåéíà, è äàíî ïðèëîæåíèå ðåçóëüòàòà ê ñïåöèàëüíûì êëàññàì ôóíêöèé.

Äàëüíåéøèå ïåðñïåêòèâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ïî äàííîé òåìàòèêå îïðå-
äåëÿþòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñâÿçÿìè ñ òåîðèåé èíòåðïîëÿöèè, àíàëèòè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ, ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ðÿäàìè, è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Íàõîæäåíèå òî÷íîãî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëü-
íîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (â ÷àñòíîñòè, öåëûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà ρ ∈ (0, 1) ñ íóëÿìè
íà ëó÷å), âûðàæåííîãî â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî èíäåêñà êîíäåíñàöèè íóëåé.

2. Ðàçâèòèå òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà íóëåâîå ìíîæåñòâî. Â ÷àñòíîñòè, ðåøå-
íèå çàäà÷è î íàèìåíüøåì âîçìîæíîì òèïå äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà ρ ∈ (0, 1)
ñ íóëÿìè, ðàñïîëîæåííûìè â óãëå ðàñòâîðà > π, è äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà
ρ > 1 ñ íóëÿìè íà ëó÷å.

3. Âñåñòîðîííåå èçó÷åíèå ïðîáëåìû ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàòíîé âåëè÷èíû öåëîé
ôóíêöèè ñ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûìè íóëÿìè ðÿäîì òèïà Êðåéíà. Ïðèìåíå-
íèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è çàäà÷àõ
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
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