
ФГБОУ ВО
Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова

Механико-математический факультет

На правах рукописи

Немеш Норберт Тиборович

Метрическая и топологическая проективность,
инъективность и плоскость банаховых модулей

Специальность 01.01.01 —
«вещественный, комплексный и функциональный анализ»

Автореферат
диссертации на соискание учёной степени

кандидата физико-математических наук

Москва — 2016



Работа выполнена на кафедре теории функций и функционального анализа
механико-математического факультета Московского государственного уни-
верситета имени М. В. Ломоносова.

Научный руководитель: доктор физико-математических наук, профессор
Хелемский Александр Яковлевич

Официальные оппоненты: Амосов Григорий Геннадьевич,
доктор физико-математических наук, профессор,
ФГБУН “Математический институт им. В.А.
Стеклова Российской академии наук”, отдел тео-
рии вероятностей и математической статистики,
ведущий научный сотрудник

Лукацкий Александр Михайлович,
доктор физико-математических наук,
ФГБУН “Институт энергетических исследований
Российской академии наук”, отдел исследования
взаимосвязей энергетики с экономикой,
ведущий научный сотрудник

Ведущая организация:
ФГАОУ ВО “Казанский (Приволжский) феде-
ральный университет”

Защита состоится 23 декабря 2016 г. в 16 ч 45 мин на заседании диссерта-
ционного совета Д 501.001.85 на базе Московского государственного универ-
ситета имени М.В. Ломоносова по адресу: Российская Федерация, 119234,
Москва, ГСП-1, Ленинские горы, д. 1, МГУ, механико-математический фа-
культет, аудитория 16–24.

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке Фундаментальной биб-
лиотеке Московского государственного университета имени М. В. Ломоно-
сова по адресу: г. Москва, Ломоносовский проспект, д. 27, сектор А, и на
сайте механико-математического факультета:
http://mech.math.msu.su/~snark/index.cgi.

Автореферат разослан ноября 2016 года.

Ученый секретарь диссертационного совета
Д 501.001.85, доктор физ.-мат. наук, проф. Власов Виктор Валентинович

http://mech.math.msu.su/~snark/index.cgi


Общая характеристика работы

Актуальность темы. В любой математической теории, где рассмат-
риваются множества с определенными структурами и отображения, долж-
ным образом реагирующие на эти структуры, рано или поздно возникают
задачи подъема и продолжения таких отображений. На современном языке
это задачи подъема и продолжения морфизмов в тех или иных категориях.
Объекты, из которых любой морфизм можно поднять вдоль любого эпимор-
физма, называются проективными, а объекты, у которых любой морфизм
действующий в них можно продолжить вдоль любого мономорфизма, назы-
ваются инъективными. В категориях, где есть разумные аналоги тензорно-
го произведения, например, в замкнутых моноидальных категориях, можно
определить понятие плоского объекта, то есть объекта, у которого соответ-
ствующий функтор тензорного произведения сохраняет мономорфизмы. По-
нятия проективности, инъективности и плоскости являются тремя китами,
на которых покоится здание гомологической алгебры. С момента своего воз-
никновения в 50-х годах XX века эта ветвь математики широко развилась
и стала незаменимым инструментом в алгебраической теории чисел, теории
представлений, комплексном и функциональном анализе. Цель данной дис-
сертации — изучение двух специальных типов гомологически тривиальных
объектов в категории банаховых модулей, точнее изучение метрически и то-
пологически проективных, инъективных и плоских банаховых модулей.

При попытке перенести понятия проективности, инъективности и
плоскости из чистой алгебры в функциональный анализ естественно возник-
ли два подхода. В первом из них, назовем его топологическим, от подъемов
операторов и продолжений операторов требовалась лишь непрерывность, а
в роли эпиморфизмов и мономорфизмов рассматривались открытые отоб-
ражения и вложения с замкнутым образом соответственно. Второй подход,
назовем его метрическим, учитывал не только топологическую структуру ба-
наховых пространств, но и точное значение нормы: в качестве эпиморфизмов
рассматривались строгие фактор-отображения, а в качестве мономорфизмов
брали изометрические вложения.

Первый нетривиальный результат в этой области был получен в кон-
це 20-хх годов XX века. Это теорема Хана-Банаха1,2,3 , которая утверждает
метрическую инъективность C как банахова пространства. Конечно, в то вре-

1Hahn H. Über lineare Gleichungssysteme in linearen Räumen. // J. Reine Angew. Math. 1927. Т. 157.
С. 214—229.

2Banach S. Sur les fonctionnelles linéaires // Stud. Math. 1929. Т. 1, № 1. С. 211—216.
3Banach S. Sur les fonctionnelles linéaires II // Stud. Math. 1929. Т. 1, № 1. С. 223—239.
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мя гомологической алгебры не было и в помине. Затем в 1950 году Нахбин4

и Гуднер5 , в предположении существования хотя бы одной крайней точки
в единичном шаре пространства, доказали, что все метрически инъектив-
ные действительные банаховы пространства суть 𝐶(𝐾)-пространства, для
некоторого стоунова пространства 𝐾. В 1952 году Келли6 смог избавить-
ся от этого предположения. Наконец, в 1958 году Хасуми7 получил описа-
ние метрически инъективных комплексных банаховых пространств. В этот
промежуток в 1955 году Гротендик описал8 метрически плоские банаховы
пространства, они оказались изометрически изоморфны 𝐿1-пространствам.
В 1966 Кёте доказал9 , что все топологически проективные банаховы про-
странства топологически изоморфны ℓ1-пространствам. В 1972 году Стигал
и Резерфорд10 показали, что топологически плоские пространства — это в
точности L1-пространства, то есть пространства локально устроенные так
же как и ℓ1-пространства. Наконец, в 2013 Хелемский заметил11 , что из ре-
зультатов Гротендика легко получается описание метрически проективных
банаховых пространств — они изометрически изоморфны ℓ1-пространствам.
Единственная до сих пор нерешенная задача — это описание топологически
инъективных банаховых пространств. Некоторые специалисты оценивают ее
как безнадежную12 .

Параллельно с этим шло становление банаховой гомологии. В 1954 го-
ду Данфорд13 показал взаимосвязь между расширениями банаховых алгебр
и спектральными операторами. Используя банахов аналог комплекса Хох-
шильда, в 1962 году Камовиц14 определил группы когомологий банаховой
алгебры с коэффициентами в банаховом бимодуле. Вскоре эта конструкция

4Nachbin L. A theorem of the Hahn-Banach type for linear transformations // Trans. Amer. Math. Soc.
1950. С. 28—46.

5Goodner D. Projections in normed linear spaces // Trans. Amer. Math. Soc. 1950. С. 89—108.
6Kelley J. Banach spaces with the extension property // Trans. Amer. Math. Soc. 1952. С. 323—326.
7Hasumi M. The extension property of complex Banach spaces // Tohoku Math. J. (2). 1958. Т. 10, № 2.

С. 135—142.
8Grothendieck A. Une caractérisation vectorielle-métrique des espaces L1 // Canad. J. Math. 1955. Т. 7.

С. 552—561.
9Köthe G. Hebbare lokalkonvexe Räume // Math. Ann. 1966. Т. 165, № 3. С. 181—195.

10Stegall C., Retherford J. Fully nuclear and completely nuclear operators with applications to L1-and L∞-
spaces // Trans. Amer. Math. Soc. 1972. Т. 163. С. 457—492.

11Хелемский А. Метрическая свобода и проективность для классических и квантовых нормированных
модулей // Матем. сборник. 2013. Т. 204, № 7.

12On separably injective Banach spaces / A. Avilés [и др.] // Adv. Math. 2013. Т. 234. С. 192—216.
13Dunford N. Spectral operators // Pacific J. Math. 1954. Т. 4, № 3. С. 321—354.
14Kamowitz H. Cohomology groups of commutative Banach algebras // Trans. Amer. Math. Soc. 1962. Т.

102, № 2. С. 352—372.
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нашла применения в теории расширений и дифференцирований банаховых
алгебр15,16 .

В 1970 году Хелемским был предложен общий подход к гомологии ба-
наховых алгебр17 . Его идея состояла в построении варианта относительной
гомологической алгебры для категорий банаховых модулей. Здесь под отно-
сительной гомологической алгеброй мы понимаем конструкцию Эйленберга и
Мура18 , в которой рассматриваются не все эпиморфизмы и мономорфизмы,
а только некоторый выделенный класс так называемых допустимых морфиз-
мов. В случае банаховых модулей Хелемский определил допустимые морфиз-
мы как морфизмы банаховых модулей, обладающие дополняемым (в смысле
банаховой геометрии) ядром и образом. Как следствие, возникли понятия
относительно проективного, инъективного и плоского банахова модуля. На
категорию банаховых модулей были перенесены многие конструкции гомо-
логической алгебры, такие как резольвента, производный функтор, группы
когомологий. Построенную теорию стали называть относительной банаховой
гомологией.

Методы относительной банаховой гомологии позволили получить ряд
результатов о наличии аналитической структуры в спектре коммутативной
полупростой банаховой алгебры19,20 , дать гомологическую интерпретацию
таким топологическим понятиям как дискретность, паракомпактность21 и
метризуемость22,23 . В теории операторных алгебр были получены струк-

15Guichardet A. Sur l’homologie et la cohomologie des algébres de Banach // C. R. Acad. Sci. Paris Ser. A.
1966. Т. 265. С. 38—41.

16Johnson B. The Wedderburn decomposition of Banach algebras with finite dimensional radical // Amer. J.
Math. 1968. С. 866—876.

17Хелемский А. О гомологической размерности нормированных модулей над банаховыми алгебрами //
Матем. сборник. 1970. Т. 81, № 3. С. 430—444.

18Eilenberg S., Moore J. Foundations of relative homological algebra. Т. 55. American Mathematical Society,
1965.

19Пугач Л. Проективные и плоские идеалы функциональных алгебр, их связь с аналитической струк-
турой // Матем. заметки. 1982. Т. 31, № 2. С. 223—229.

20Пугач Л. Гомологические свойства функциональных алгебр и аналитические полидиски в их про-
странствах максимальных идеалов // Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 1986. Т. 31. С. 347—356.

21Хелемский А. Описание относительно проективных идеалов в алгебрах C (Ω) // Докл. АН СССР.
Т. 195. 1970. С. 1286—1289.

22Курмакаева Е. Зависимость строгой гомологической размерности C (Ω) от топологии Ω // Матем.
заметки. 1994. Т. 55, № 3. С. 76—83.

23Селиванов Ю. Гомологическая размерность циклических банаховых модулей и гомологическая харак-
теризация метризуемых компактов // Матем. заметки. 1975. Т. 17, № 2. С. 301—305.
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турные теоремы о строении 𝐶*- и 𝑊 *-алгебр24,25,26 и некоторых несамосо-
пряженных операторных алгебр27,28 . Пожалуй, самый известный результат
здесь — это теорема Джонсона29: локально компактная группа аменабельна
тогда и только тогда, когда ее сверточная алгебра относительно аменабельна.

Относительная банахова гомология стремительно развивалась, и во-
просов всегда было больше чем ответов. Поэтому другие варианты банаховой
гомологий почти не рассматривались. Под другими вариантами мы понима-
ем варианты относительной гомологии банаховых модулей с иными классами
допустимых морфизмов. Можно рассматривать как более узкие, так и более
широкие классы, чем класс относительно допустимых морфизмов. Первые
два кандидата — это, конечно же, допустимые морфизмы из метрической и
топологической теории банаховых пространств. Метрической банаховой го-
мологией назовем вариант относительной гомологии банаховых модулей, где
допустимые мономорфизмы — это изометрические морфизмы модулей, а до-
пустимые эпиморфизмы — это морфизмы модулей, являющиеся строгими
фактор-отображениями. Аналогично в топологической банаховой гомологии
в качестве допустимых мономорфизмов берутся морфизмы модулей, являю-
щиеся вложениями с замкнутым образом, а в качестве допустимых эпимор-
физмов рассматриваются морфизмы модулей, являющиеся открытыми отоб-
ражениями. Устоявшихся названий для этих версий банаховой гомологии еще
нет.

Первые упоминания метрической банаховой гомологии можно найти
уже в 1967 году в работе Хаманы30 . Точнее, Хамана исследовал только мет-
рическую инъективность банаховых модулей. Он дал определение инъектив-
ной оболочки банахова модуля, доказал ее существование и единственность.
Также он доказал следующий критерий: унитальная 𝐶*-алгебра метрически
инъективна как модуль над собой тогда и только тогда, когда она является
коммутативной 𝐴𝑊 *-алгеброй. Более основательно метрическая банахова го-

24Хелемский А. Гомологическая сущность аменабельности по Конну: инъективность предуального би-
модуля // Матем. сборник. 1989. Т. 180, № 12. С. 1680—1690.

25Helemskii A. Projective homological classification of C *-algebras // Comm. Algebra. 1998. Т. 26, № 3.
С. 977—996.

26Helemskii A. Wedderburn-type theorems for operator algebras and modules: traditional and “quantized”
homological approaches // Topological Homology: Helemskii’s Moscow Seminar. 2000. С. 57—92.

27Головин Ю. Гомологические свойства гильбертовых модулей над гнездовыми операторными алгебра-
ми // Матем. заметки. 1987. Т. 41, № 6. С. 769—775.

28Головин Ю. Свойство пространственной проективности в классе CSL-алгебр с атомным коммутан-
том // Фундамент. и прикл. матем. 1995. Т. 1, № 1. С. 147—159.

29Johnson B. Cohomology in Banach algebras. Т. 127. American Mathematical Society, 1972.
30Hamana M. Injective envelopes of Banach modules // Tohoku Math. J. 1978. Т. 30, № 3. С. 439—453.
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мология была впервые рассмотрена в 1979 году в работе Гравена31 . Он опре-
делил понятия метрически проективного, инъективного и плоского банахова
модуля и описал простейшие свойства таких модулей. В качестве приложе-
ний он дал критерии метрической проективности, инъективности и плоско-
сти классических модулей гармонического анализа над сверточной алгеброй.
Уже в этой работе были первые намеки на взаимосвязь между метрической
банаховой гомологией и геометрией банаховых пространств. Подход Гравена
во многом схож с методами относительной банаховой гомологи, но судя по
аннотации к статье, сам Гравен, скорее всего, не знал о существовании этого
направления.

История топологической банаховой гомологии также началась с иссле-
дования инъективности. В 1984 году Хелемский и Шейнберг32 при изучении
относительной аменабельности банаховых алгебр дали определение тополо-
гически инъективного и плоского банахова модуля. Они доказали критерий
топологической плоскости циклических модулей и дали достаточное условие
топологической плоскости идеалов. В следующий раз об этом направлении
банаховой гомологии напомнил Уайт в 1995 году33 . Его определения строго
проективного, инъективного и плоского модуля учитывали нормы морфиз-
мов, но по своей сути они были эквиваленты определениям топологической
проективности, инъективности и плоскости. Уайт доказал базовые свойства
этих модулей по аналогии с относительной банаховой гомологией, дал коли-
чественный аналог теоремы Шейнберга о топологической плоскости цикли-
ческих модулей. Также Уайт провел исследование некоторых гомологических
свойств модулей над равномерными алгебрами.

В 2008 году Хелемский начал систематическое исследование гомоло-
гически тривиальных объектов в метрической теории. В работах34,35,36 он
дал описания метрически проективных и плоских объектов для некоторых
специальных категорий банаховых модулей. После этого, в работе37 он пред-
ложил новый подход к доказательству базовых теорем для различных версий

31Graven A. Injective and projective Banach modules // Indag. Math. (Proceedings). Т. 82. Вып. 1. Elsevier.
1979. С. 253—272.

32Хелемский А. Плоские банаховы модули и аменабельные алгебры // Труды Моск. матем. об-ва. 1984.
Т. 47. С. 179—218.

33White M. Injective modules for uniform algebras // Proc. Lond. Math. Soc. 1996. Т. 3, № 1. С. 155—184.
34Хелемский А. Безматричная версия принципа продолжения Арвесона-Виттстока и ее обобщение //

Функц. анал. и прил. 2008. Т. 42, № 3. С. 63—70.
35Helemskii A. Metric version of flatness and Hahn-Banach type theorems for normed modules over sequence

algebras // Stud. Math. 2011. Т. 206, № 2. С. 135—160.
36Helemskii A. Extreme version of projectivity for normed modules over sequence algebras // Canad. J. Math.

2013. Т. 65, № 3. С. 559—574.
37Хелемский А. Метрическая свобода и проективность для классических и квантовых нормированных

модулей // Матем. сборник. 2013. Т. 204, № 7.

7



банаховой гомологии. Идея состояла в определении понятия проективности и
свободы для так называемых оснащенных категорий. В последствии метри-
ческая, топологическая и относительная банахова гомология были вписаны
в эту общекатегорную схему.

В данной работе предпринята попытка собрать воедино все важные
результаты и провести полное исследование метрических и топологических
гомологических свойств трех типов модулей анализа: классических модулей
над алгебрами ограниченных и компактных операторов на гильбертовом про-
странстве, модулей над алгебрами ограниченных и исчезающих на бесконеч-
ности функций и модулей над сверточной алгеброй и алгеброй мер локально
компактной группы.

Цель работы. Целью данной работы является:

1. Построение общей теории для изучения проективных, инъективных и
плоских модулей в метрической и топологической банаховой гомологии.

2. Исследование гомологических свойств классических модулей анализа.

3. Сравнение метрической и топологической теории с уже хорошо изучен-
ной относительной банаховой гомологией.

Основные положения выносимые на защиту. В диссертации по-
лучены следующие результаты:

1. Доказано, что замкнутый идеал коммутативной банаховой алгебры обла-
дающий ограниченной аппроксимативной единицей топологически про-
ективен тогда и только тогда, когда он обладает единицей. Аналогичное
утверждение получено и для метрической проективности.

2. Доказано, что для банаховой алгебры, являющейся L1- или L∞-
пространством, все ее топологически проективные, инъективные и плос-
кие модули имеют свойство Данфорда-Петтиса.

3. Доказано, что над относительно аменабельной банаховой алгеброй вся-
кий банахов модуль, являющийся L1-пространством, топологически
плоский.

4. Дан критерий проективности идеалов 𝐶*-алгебр, а именно, доказано,
что левый замкнутый идеал 𝐶*-алгебры метрически или топологически
проективен тогда и только тогда, когда он обладает самосопряженной
правой единицей.
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5. Получено описание 𝐴𝑊 *-алгебр топологически инъективных над собой
как правые модули. Все такие алгебры являются произведением конечно-
го числа матричных алгебр с коэффициентами в коммутативных 𝐴𝑊 *-
алгебрах.

6. Получено описание топологически инъективных, топологически сюръ-
ективных, изометрических и коизометрических операторов умножения
действующих между 𝐿𝑝-пространствами. Доказано, что топологически
инъективные и изометрические операторы умножения обладают соот-
ветственно ограниченными и сжимающими левыми обратными опера-
торами умножения, а топологически сюръективные и коизометрические
обладают соответственно ограниченными и сжимающим правыми обрат-
ными операторами умножения.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на сле-
дующих научных семинарах механико-математического факультета МГУ:

∙ Научный семинар “Алгебры в анализе” под руководством профессора
А.Я. Хелемского (2014 — 2016 гг., неоднократно)

∙ Научный семинар “Теория групп” под руководством профессора А.Ю.
Ольшанского и доцента А.А. Клячко (2016 г.)

Основные методы исследования. В диссертации используются ме-
тоды локальной теории банаховых пространств, теории операторных и бана-
ховых алгебр, гармонического анализа и теории меры. Помимо этого, приме-
няются специфические методы гомологической теории банаховых алгебр.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теорети-
ческий характер. Результаты и методы настоящей работы могут найти при-
менение в гомологической теории банаховых алгебр, геометрии банаховых
пространств, абстрактном гармоническом анализе и теории операторных ал-
гебр.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в ста-
тьях [1], [2], [3] в журналах из перечня рекомендованного ВАК. Работ в со-
авторстве нет.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 3
глав, заключения и списка литературы из 101 наименования. Общий объем
диссертации составляет 118 страниц.
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Краткое содержание диссертации

Во введении обсуждается история возникновения различных версий
банаховой гомологии, формулируются основные задачи, исследуемые в рабо-
те и перечисляются главные результаты.

Глава 1 содержит предварительные сведения. В параграфе 1.1 пере-
числены все необходимые результаты из геометрии банаховых пространств.
Параграф 1.2 содержит краткое введение в теорию банаховых алгебр и их
модулей. В параграфе 1.3 дано краткое введение в относительную банахову
гомологию и перечислены главные определения и факты из теории оснащен-
ных категорий.

В главе 2 обсуждаются общие свойства метрически и топологически
проективных, инъективных и плоских модулей. В некоторых случаях полу-
чаются полные описания таких модулей. Все эти результаты активно исполь-
зуются в следующей главе, где речь идет о классических модулях анализа.
Более детально структура главы 2 следующая.

Основываясь на общих теоремах теории оснащенных категорий, в па-
раграфе 2.1 доказываются базовые свойства метрически и топологически
проективных, инъективных и плоских модулей. Изучаются различные ка-
тегорные конструкции (такие как произведение, копроизведение и тензорное
произведение), сохраняющие эти три свойства. Эти результаты используются
для исследования метрической и топологической проективности левых иде-
алов банаховых алгебр. Для произвольных банаховых алгебр даются необ-
ходимые условия. Для случая коммутативных банаховых алгебр, получается
следующий критерий.

Теорема (2.1.16). Если замкнутый идеал коммутативной банаховой алгеб-
ры обладает ограниченной аппроксимативной единицей, то он топологиче-
ски проективен тогда и только тогда, когда он обладает единицей.

В единые доказательства объединяются известные результаты о мет-
рической и топологической проективности и плоскости циклических модулей.

Параграф 2.2 посвящен банахово-геометрическим свойствам гомологи-
чески тривиальных модулей в метрической и топологической теории. Здесь
даются критерии метрической и топологической проективности, инъективно-
сти и плоскости аннуляторных модулей и устанавливается их тесная связь с
метрически и топологически проективными, инъективными и плоскими ба-
наховыми пространствами. Далее в работе дается несколько примеров, под-
тверждающих тезис: “метрически и топологически гомологически тривиаль-
ные модули над банаховой алгеброй схожи по банахово-геометрическими

10



свойствами со своей алгеброй”. Примеры включают свойство быть L1-
пространством, свойство Данфорда-Петтиса и свойство l.u.st. Здесь следует
выделить следующий результат.

Теорема (2.2.13). Если банахова алгебра, является, как банахово простран-
ство, L1- или L∞-пространством, то все ее топологически проективные,
инъективные и плоские модули имеют свойство Данфорда-Петтиса.

В параграфе 2.3 перечисляются условия, при которых метрическая и
топологическая проективность, инъективность и плоскость сохраняются при
переходе между модулем над алгеброй и модулем над идеалом этой алгебры.
В конце параграфа даются необходимые и достаточные условия топологи-
ческой плоскости банаховых модулей и необходимые условия метрической
и топологической инъективности двусторонних идеалов банаховых алгебр.
Главный результат параграфа звучит так.

Теорема (2.3.9). Пусть 𝐴 — относительно аменабельная банахова алгебра,
и 𝐹 — левый банахов 𝐴-модуль, являющийся, как банахово пространство,
L1-пространством. Тогда 𝐹 — топологически плоский 𝐴-модуль.

В главе 3 общие результаты главы 2 применяются к классическим мо-
дулям анализа.

В параграфе 3.1 исследуется метрическая и топологическая проек-
тивность, инъективность и плоскость идеалов 𝐶*-алгебр. В этой части, по-
видимому, наиболее важны два следующих критерия.

Теорема (3.1.4). Левый замкнутый идеал 𝐶*-алгебры топологически проек-
тивен тогда и только тогда, когда он обладает самосопряженной правой
единицей.

Теорема (3.1.11). 𝐴𝑊 *-алгебра топологически инъективна как правый мо-
дуль над собой тогда и только тогда, когда она является произведением
конечного числа матричных алгебр с коэффициентами в коммутативных
𝐴𝑊 *-алгебрах.

Также доказывается критерий метрической и топологической плоско-
сти 𝐶*-алгебры как модуля над своим двусторонним идеалом. Эти критерии
оказываются незаменимыми средствами для описания в метрической и топо-
логической теории некоторых гомологически тривиальных модулей над ал-
гебрами ограниченных и компактных операторов на гильбертовом простран-
стве. Аналогичная классификация дается и в коммутативном случае, то есть
для алгебр ограниченных и исчезающих на бесконечности функций заданных
на некотором индексном множестве.
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В параграфе 3.2 исследуется проективность, инъективность и плос-
кость классических модулей гармонического анализа. Доказывается кри-
терий топологической плоскости левых идеалов сверточной алгебры вида
𝐿1(𝐺) * 𝜇 для некоторой идемпотентной меры 𝜇. Благодаря специфической
банахово-геометрической структуре сверточной алгебры и алгебры мер ло-
кально компактной группы устанавливается, что большинство классических
модулей гармонического анализа не являются гомологически тривиальными.

В параграфе 3.3 строится пример категории модулей ведущей себя со-
вершенно иначе, чем категории рассмотренные ранее. Эта категория состоит
из пространств Лебега со структурой банахова модуля над алгеброй изме-
римых ограниченных функций. Все эти модули оказываются гомологически
тривиальными по отношению к своей категории. В основе этого результата
лежит следующая теорема.

Теорема (3.3.12, 3.3.16, 3.3.19, 3.3.24). Пусть (Ω,Σ,𝜇) и (Ω,Σ,𝜈) — два 𝜎-
конечных пространства с мерой и пусть 1 ≤ 𝑝, 𝑞 ≤ +∞. Тогда ограничен-
ный оператор умножения 𝑀𝑔 : 𝐿𝑝(Ω,𝜇) → 𝐿𝑞(Ω,𝜈) : 𝑓 ↦→ 𝑔𝑓 является

𝑖) топологически инъективным тогда и только тогда, когда он обла-
дает левым обратным ограниченным оператором умножения;

𝑖𝑖) изометрическим тогда и только тогда, когда он обладает левым
обратным сжимающим оператором умножения;

𝑖𝑖𝑖) топологически сюръективным тогда и только тогда, когда он
обладает правым обратным ограниченным оператором умножения;

𝑖𝑣) коизометрическим тогда и только тогда, когда он обладает пра-
вым обратным изометрическим оператором умножения.

Заключение. В диссертации была построена общая теория метриче-
ски и топологически проективных, инъективных и плоских модулей. Было
дано описание широкого класса топологически проективных идеалов банахо-
вых алгебр. На примере свойств Данфорда-Петтиса и свойства l.u.st. была
указана тесная взаимосвязь банаховой геометрии и банаховой гомологии. В
работе получены необходимые условия для топологической плоскости бана-
ховых модулей над относительно аменабельными алгебрами и дан критерий
топологической инъективности 𝐴𝑊 *-алгебр. На основе доказанных теорем
были изучены гомологические свойства классических модулей над алгебра-
ми последовательностей, алгебрами операторов и групповыми алгебрами.

Скажем несколько слов о нерешенных проблемах и возможных направ-
лениях дальнейшего исследования. Среди нерешенных задач стоит отметить
следующие две.
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Проблема. Существует ли необходимое условие топологической проек-
тивности идеала коммутативной банаховой алгебры более сильное, чем па-
ракомпактность спектра?

Всякий топологически проективный идеал коммутативной банаховой
алгебры относительно проективен и поэтому обладает паракомпактным спек-
тром. Как показывает пример алгебры 𝐴0(D), компактность необходимым
условием не является.

Проблема. Верно ли, что 𝐶*-алгебры топологически инъективные над со-
бой как правые модули являются 𝐴𝑊 *-алгебрами?

В случае метрической инъективности это было доказано Хаманой. В
случае топологической инъективности это, похоже, будет сложной задачей
даже в коммутативном случае. На данный момент не известно ни одного
примера содержательной категории функционального анализа, где было бы
получено полное описание топологически инъективных объектов.

Направлений для дальнейшего исследования достаточно много. На-
пример, в работе не рассматриваются гомологические свойства бимодулей.
Данное исследование ограничивается только случаем банаховых модулей, а
более общие нормированные модули не рассматриваются. Наконец, отметим,
что в работе рассматриваются только гомологически тривиальные модули.
Было бы интересно увидеть как резольвенты, когомологии и глобальные раз-
мерности в топологической теории отличаются от своих “относительных” ана-
логов. Для метрической теории вместо стандартной техники резольвент, ско-
рее всего, придется применять расширения Йонеды.
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