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Ââåäåíèå

Ïðåäñòàâëåííàÿ äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòîé â îáëàñòè êà-

÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûé óðàâíåíèé.

Îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

èãðàþò ëèíåéíûå ñèñòåìû, êîòîðûå ñëóæàò îñíîâîé äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ ñè-

ñòåì ïî èõ ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Èçó÷åíèå êà÷åñòâåííûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî çàäà÷

òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè è òåîðèÿ êîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç îñíîâíûõ íàïðàâ-

ëåíèé â êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Çà áîëåå ÷åì âåêîâóþ èñòîðèþ â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ñîçäàííîé À.Ì. Ëÿïóíî-

âûì (1892 ã.), áûëè ïðåäëîæåíû è óñïåøíî èñïîëüçîâàíû ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé,

îòâå÷àþùèõ çà ðàçíîîáðàçíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé èëè

ñèñòåì. Èõ èçó÷åíèåì çàíèìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè. Ïðèâåäåì äàëåêî íå ïîëíûé

ñïèñîê òåõ èç íèõ, êòî âíåñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó òåîðèþ: Ð.Ý. Âèíîãðàä [23,24],

Á.Ô. Áûëîâ [19, 20], Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ [49�51], Í.À. Èçîáîâ [34�36], Ì.È. Ðàõèì-

áåðäèåâ [56, 57], È.Í. Ñåðãååâ [61, 70], Å.Ê. Ìàêàðîâ [47, 48], Ñ.Í. Ïîïîâà [54, 55],

Å.À. Áàðàáàíîâ [5,6], Î.È. Ìîðîçîâ [52,53], À.Ñ. Ôóðñîâ [71,72], À.Í. Âåòîõèí [21,22],

Â.Â. Áûêîâ [15,16], Þ.È. Äåìåíòüåâ [27,28] è äðóãèå. Ïðèâåäåííûé ïåðå÷åíü ðàáîò

àâòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî ýòèì âîïðîñàì ìîæíî

íàéòè â îáçîðàõ [30,33] è ìîíîãðàôèÿõ [17,29].

Â òåîðèè êîëåáàíèé âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò âîïðîñû ñâÿçàííûå ñ êîëåáëåìî-

ñòüþ ðåøåíèé, âîñõîäÿùèå ê ôóíäàìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèÿì Æ. Øòóðìà [77] è

À. Êíåçåðà [76]. Èññëåäîâàíèÿ ïî òåìàòèêå êîëåáëåìîñòè âåëèñü ìíîãèìè ìàòåìàòè-

êàìè, ñðåäè êîòîðûõ íåîáõîäèìî îñîáî îòìåòèòü Â.À. Êîíäðàòüåâà [42,43], È.Ò. Êè-

ãóðàäçå [37�39], Ò.À. ×àíòóðèÿ [73, 74], À.Í. Ëåâèíà [44, 45], Í.À. Èçîáîâà [31, 32],

È.Â. Àñòàøîâó [2�4], Ñ.Ä. Ãëûçèíà, À.Þ. Êîëåñîâà, Í.Õ. Ðîçîâà [25, 26] è äðóãèõ.

Çäåñü óêàçàíû äàëåêî íå âñå ðàáîòû êàæäîãî àâòîðà, à áîëåå ïîëíóþ áèáëèîãðàôèþ

ïî ýòèì âîïðîñàì ìîæíî íàéòè â îáçîðå [45] è ìîíîãðàôèÿõ [1, 40]. Çàìåòèì, ÷òî

â äàííûõ ðàáîòàõ, ãëàâíûì îáðàçîì, èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è ñâîé-

ñòâà êîëåáëþùèõñÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èëè, íàîáîðîò, èçó÷à-

þòñÿ ìåòîäû ïîèñêà è ñâîéñòâà ïðîìåæóòêîâ íåîñöèëÿöèè (îòðåçêîâ, íà êîòîðûõ ó

ëþáîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâî íóëåé ìåíüøå ïîðÿäêà

óðàâíåíèÿ) è ïðàêòè÷åñêè íå îáñóæäàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè, ïîçâîëÿþùèå ñðàâíè-

âàòü êîëåáëþùèåñÿ ðåøåíèé ìåæäó ñîáîé.
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Â ñâÿçè ñ ýòèì îñîáåííî èíòåðåñíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïîèñêå àíàëîãîâ

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû ñóäèòü î êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì. Ïåðâàÿ ïîïûòêà îïðåäåëèòü òàêîé ïîêàçàòåëü

áûëà ïðåäïðèíÿòà â 2004 ã. È.Í. Ñåðãååâûì. Â åãî äîêëàäå [66] áûëî îïðåäåëåíî

ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòîòû ñêàëÿðíîé ôóíêöèè, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

êîòîðîé � ñðåäíåå (ïî âñåé ïîëóïðÿìîé) êîëè÷åñòâî íóëåé ýòîé ôóíêöèè íà îò-

ðåçêàõ äëèíû π (ýòî ìîæíî íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà ôóíêöèè sinωt, ÷üÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ðàâíà êàê ðàç ω). Ïîçæå â äîêëàäå [63] áûëè ââåäåíû

ïîêàçàòåëè ïîëíîé è âåêòîðíîé ÷àñòîòû âåêòîð-ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ åñòåñòâåí-

íûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòîòû íà ñëó÷àé ðåøåíèé ñèñòåì

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îñîáîå ìåñòî â èññëåäîâàíèè êàæäîãî èç ïîêàçàòåëåé ëÿïóíîâñêîãî òèïà çàíè-

ìàåò èçó÷åíèå åå ñïåêòðà � ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ íà ðåøåíèÿõ çàäàííîé

ñèñòåìû. Â ñòàòüå [58] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ïîëíîé ÷àñòîòû äëÿ ñèñòåì ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû, çàäàþùåé äàííóþ ñèñòåìó. Îäíàêî îñòàâàëñÿ îòêðû-

òûì àíàëîãè÷íûé âîïðîñ î ñïåêòðå âåêòîðíîé ÷àñòîòû. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî,

÷òî íà ðåøåíèÿõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè âåêòîðíàÿ ÷àñòîòà ñîâïà-

äàåò ñ ïîëíîé ÷àñòîòîé, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òàêèõ ñèñòåì îíè èìåþò îäèíàêîâûå

ñïåêòðû.

Äàëåå, â 2010 ã. â äîêëàäå [64] áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ è ïîêà-

çàòåëè áëóæäàíèÿ è áëóæäàåìîñòè. Ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè x èìååò

ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë � ýòî ñðåäíÿÿ (ïî âðåìåíè t) ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé

äâèæåòñÿ öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà x(t) íà åäèíè÷íóþ ñôåðó. Â ñâîþ î÷åðåäü,

ïîêàçàòåëè áëóæäàíèÿ è áëóæäàåìîñòè ïðåäñòàâëÿþò ìèíèìèçàöèþ (çàâèñÿùóþ

èëè ñîîòâåòñòâåííî íåçàâèñÿùóþ îò âðåìåíè) ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ôóíêöèè x ïî

âñåì ñèñòåìàì êîîðäèíàò. Îäíàêî íà äîêëàäå [68] áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà î òîì,

÷òî ñïåêòð ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ çàìåí êîîðäèíàò. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óäàëîñü

âûðàçèòü ýòîò ñïåêòð ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû, çàäàþùåé äàííóþ ñè-

ñòåìó, è ñëåäîâàòåëüíî ïîäòâåðäèòü îçâó÷åííóþ íà äîêëàäå [68] ãèïîòåçó.

Â 2012 ã. È.Í. Ñåðãååâûì è àâòîðîì íàñòîÿùåé ðàáîòû, íåçàâèñèìî äðóã îò äðó-

ãà, áûëà îáíàðóæåíà, à çàòåì îïóáëèêîâàíà â ñîâìåñòíîì äîêëàäå [12] òåñíàÿ ñâÿçü

ìåæäó íåêîòîðûìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè. Êàê âûÿñíè-

ëîñü, ïðè íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé ÷àñòîòû, îíà íà÷èíà-

åò ñîâïàäàòü ñ ïîêàçàòåëåì áëóæäàåìîñòè. Ïðè÷åì äîêëàä÷èêàìè áûëè ïðèìåíåíû

ðàçíûå ïîäõîäû ê àíàëèçó äàííîé ñâÿçè è ïîòîìó âíåñåíû íåñêîëüêî ðàçëè÷àþùèåñÿ
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èçìåíåíèÿ â îïðåäåëåíèå âåêòîðíîé ÷àñòîòû: òàê, È.Í. Ñåðãååâ äîïîëíèòåëüíî ââåë

ïîíÿòèå ãèïåð÷àñòîòû, à àâòîð íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè çàìåíèë â ïðåæíåì îïðåäå-

ëåíèè òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü íà ñóùåñòâåííóþ.

Êðîìå òîãî, èçâåñòíî [58], ÷òî ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû

îãðàíè÷åíà ñâåðõó ðàâíîìåðíîé (íà ïîëóïðÿìîé) íîðìîé çàäàþùåé åå îïåðàòîð-

ôóíêöèè (â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðîâàíà åâêëèäîâà ñòðóêòóðà). Îäíàêî äàí-

íûé ôàêò íå ïîçâîëÿåò äëÿ ñèñòåì, îòâå÷àþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì

ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè, óñòàíîâèòü áëèçîñòü ê íóëþ

ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ åå ðåøåíèé. Â äîêëàäå [46] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ áëèçîñòü

èìååò ìåñòî äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà, à â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò

ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíåí óæå íà óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Ïðè÷åì â [46]

ðàññìàòðèâàëèñü óðàâíåíèÿ ñ ðàâíîìåðíî ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òîãäà êàê ðå-

çóëüòàò, ïîëó÷åííûé àâòîðîì, ñïðàâåäëèâ òàêæå è äëÿ ìàëûõ â ñðåäíåì (íà ïîëó-

ïðÿìîé) êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Â 2013 ã. â äîêëàäå [65] È.Í. Ñåðãååâûì áûëè îïðåäåëåíû è íåñêîëüêî áîëåå

ñëîæíûå ïîêàçàòåëè îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè. Çàòåì â äîêëàäå [59] áûëà óêà-

çàíà ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîé ñïåêòð ýòîãî ïîêàçàòåëÿ

íå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òàì

æå áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î òèïè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ îðèåíòèðîâàííîé âðà-

ùàåìîñòè è î ñòðóêòóðå åãî âîçìîæíîãî ñïåêòðà. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå óäàëîñü

ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè íîëü ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì çíà÷åíèåì äàííîãî ïîêàçàòåëÿ, à â ñëó÷àå

ñèñòåì ñ ïðîñòûìè ÷èñòî ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè óäàëîñü ïîëíîñòüþ

îïðåäåëèòü åãî ñïåêòð.

Â 2016 ã. â ñòàòüå [67] áûëè ñèñòåìàòèçèðîâàíû âñå ââåäåííûå È.Í. Ñåðãååâûì ê

íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ïîêàçàòåëè ëÿïóíîâñêîãî òèïà, ÷òî ïðèâåëî ê èçìåíåíèþ íà-

çâàíèé íåêîòîðûõ èç íèõ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàòåëè ïîëíîé è âåêòîðíîé ÷àñòîòû ïåðå-

èìåíîâàíû â ñëàáûé è ñèëüíûé ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè, à ïîêàçàòåëè áëóæäàíèÿ

è áëóæäàåìîñòè � â ñëàáûé è ñèëüíûé ïîêàçàòåëü áëóæäàåìîñòè ñîîòâåòñòâåííî.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ: èçó÷åíèå âçàèìîñâÿçè ìåæ-

äó ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì, óòî÷íå-

íèå âåðõíèõ îöåíîê ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ äëÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ñèëüíûõ è ñëà-

áûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà ðåøåíèÿõ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì, à òàêæå

íàõîæäåíèå ñïåêòðîâ ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ è ïîêàçàòåëÿ îðèåíòèðîâàííîé âðàùàå-
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ìîñòè ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• ïðîäåìîíñòðèðîâàíà òåñíàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè è
áëóæäàåìîñòè, à òàêæå ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ïîêàçàòåëè

áëóæäàåìîñòè è êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì;

• ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè ãðàíèö ñïåêòðà ñêîðîñòè áëóæäàåìîñòè ëèíåéíûõ

íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà â òåðìèíàõ ñðåäíåé íà ïîëó-

ïðÿìîé íîðìû âåêòîðà, ñîñòàâëåííîãî èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ;

• äîêàçàíî ñîâïàäåíèå âñåõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ëþ-
áîé ëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû;

• îïðåäåëåí ñïåêòð ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ

àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ ïðîñòûìè ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè;

• äëÿ ðåøåíèé øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ïîêàçàíî, ÷òî íîëü ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì

çíà÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè;

• ïîëó÷åíî òî÷íîå îïèñàíèå ñïåêòðà ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ëèíåé-

íîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû â òåðìèíàõ åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ñïåöèàëèñòàìè ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî òåìå äèññåðòàöèè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìè-

íàðàõ:

• Ñåìèíàð ïî Êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà Ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì

ïðîô. È.Â. Àñòàøîâîé, ïðîô. À.Â. Áîðîâñêèõ, ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÎ ïðîô.

Í.Õ. Ðîçîâà, ïðîô. È.Í. Ñåðãååâà (íåîäíîêðàòíî: 2011�2013);
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• Ñåìèíàð ¾Èçáðàííûå çàäà÷è äèíàìèêè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà
ÐÀÍ ïðîô. Ä.Â. Òðåùåâà (2014 ã.).

• Ñåìèíàð ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì¿ ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÅÍ ïðîô. Â.Â. Àëåêñàíäðîâà (2016 ã.).

Ñîäåðæàùèåñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ

êîíôåðåíöèÿõ:

• Êîíôåðåíöèÿ Êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-

÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïî èòîãàì ãîäà (ã. Ìîñêâà, äåêàáðü 2015 ã.).

• Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ

è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðîô. Í.Â. Àçáåëåâà

è ïðîô. Å.Ë. Òîíêîâà (ã. Èæåâñê, èþíü 2015 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 8 ðàáîòàõ àâòîðà [7�14], â òîì

÷èñëå â 3 ðàáîòàõ [9, 10, 14] � â âåäóùèõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ èç ñïèñêà, ðåêîìåíäî-

âàííîãî ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì

äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 72 ñòðàíèöû. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 77 íàèìåíîâàíèé.

Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Äëÿ çàäàííîãî n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåçMn ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ def

= [0,+∞), (1)

îòîæäåñòâëÿåìûõ êàæäîå ñî ñâîåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé A : R+ → EndRn.

Â ìíîæåñòâåMn âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî Cn ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-

òàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y(n) = a1(t)y + . . .+ an(t)y(n−1), y ∈ R, t ∈ R+, (2)

îòîæäåñòâëÿåìûõ ñ íåïðåðûâíûìè âåêòîð-ôóíêöèÿìè ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ

a ≡
(
a1, . . . , an

)T
: R+ → Rn.

Ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) èëè óðàâíåíèÿ (2) áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç S∗(A) èëè S∗(a) ñîîòâåòñòâåííî.
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Â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ôèêñèðóåì áàçèñ è ñâÿçàííóþ ñ íèì

ñòàíäàðòíóþ åâêëèäîâó ñòðóêòóðó. ×åðåç Sn−1 îáîçíà÷èì åäèíè÷íóþ ñôåðó â ïðî-

ñòðàíñòâå Rn è ïîëîæèì Rn
∗

def

= Rn \ {0}.
Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì íèæíåé (âåðõíåé) ñêîðîñòüþ áëóæäàíèÿ, íèæíèì

(âåðõíèì) ñèëüíûì ïîêàçàòåëåì áëóæäàåìîñòè è íèæíèì (âåðõíèì) ñëàáûì ïî-

êàçàòåëåì áëóæäàåìîñòè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè x : R→ Rn
∗ âå-

ëè÷èíû

µ̌(x) = lim
t→∞

1

t
γ(x, t)

(
µ̂ = lim

t→∞

1

t
γ(x, t)

)
,

ρ̌•(x) = inf
L∈AutRn

µ̌(Lx)

(
ρ̂•(x) = inf

L∈AutRn
µ̂(Lx)

)
,

ρ̌◦(x) = lim
t→∞

inf
L∈AutRn

1

t
γ(Lx, t)

(
ρ̂◦(x) = lim

t→∞
inf

L∈AutRn
1

t
γ(Lx, t)

)
,

ãäå

γ(x, t) =

t∫
0

∣∣∣∣ ddτ
(
x(τ)

|x(τ)|

)∣∣∣∣ dτ .
Çàìå÷àíèå 1. Âåëè÷èíà γ(x, t) èìååò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äëèíû ïóòè, ïðîé-

äåííîãî êîíöîì âåêòîðà x/ |x| çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, t).

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè x ∈ C (R+,Rn), ìîìåíòà

âðåìåíè t > 0 è âåêòîðà m ∈ Rn
∗ îáîçíà÷èì ÷åðåç ν(x,m, t) êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíê-

öèè
(
x(·),m

)
(ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) íà ïðîìåæóòêå [0, t).

Çàìå÷àíèå 2. Âåëè÷èíà ν(x,m, t) èìååò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîëè÷åñòâà ðàç,

êîòîðîå ðåøåíèå x(·) ïåðåñåêëî ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ âåêòîðó m, çà ïðîìåæó-

òîê âðåìåíè [0, t).

Òåîðåìà I. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈Mn è åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) âûïîë-

íåíû ðàâåíñòâà

ρ̌◦(x) = lim
t→∞

ess inf
m∈Sn−1

π

t
ν(x,m, t), ρ̂◦(x) = lim

t→∞
ess inf
m∈Sn−1

π

t
ν(x,m, t).

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè y ∈ Cn (R+,R) îáîçíà÷èì

ψy ≡
(
y, ẏ, . . . , y(n−1)

)T ∈ C1
(
R+,Rn

)
,

à åñëè |ψy(t)| 6= 0 ïðè âñåõ t ∈ R+, òî íàçîâåì íèæíåé µ̌(y) è âåðõíåé µ̂(y) ñêîðîñòüþ

áëóæäàíèÿ ôóíêöèè y âåëè÷èíû µ̌(ψy) è ñîîòâåòñòâåííî µ̂(ψy) (ñì. îïðåäåëåíèå 1).

Â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå En çàäàäèì ïîëóíîðìó

‖a‖I ≡ lim
t→∞

1

t

∫ t

0

|a(τ)| dτ, a ∈ En.
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Èç ðàáîòû [58] âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N âåðõíÿÿ µ̂(y) (à òåì áîëåå íèæíÿÿ

µ̌(y)) ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ y ∈ S∗(a) ëþáîãî óðàâíåíèÿ a ∈ En îöå-
íèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé 1+‖a‖I , êîòîðàÿ îòäåëåíà îò íóëÿ è ïîòîìó íå ïîçâîëÿåò
ñóäèòü î ìàëîñòè ñêîðîñòåé áëóæäàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ

‖a‖I . Òåì íå ìåíåå, ñóäèòü îá ýòîì ìîæíî, êàê ïîêàçûâàåò

Òåîðåìà II. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N è óðàâíåíèÿ a ∈ En, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåí-
ñòâó ‖a‖I 6 1, âåðíû îöåíêè

0 6 µ̌(y) 6 µ̂(y) 6 2n

√
‖a‖I

(
2πn+ e5

)
, y ∈ S∗(a).

Çàìå÷àíèå 3. Â äîêëàäå [46] ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n è äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà-

÷åíèÿõ ðàâíîìåðíîé íîðìû

‖a‖ ≡ sup
t∈R+

|a(t)|

îãðàíè÷åííîãî óðàâíåíèÿ a ∈ En âåðõíÿÿ ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ âñåõ åãî íåíóëåâûõ

ðåøåíèé îöåíåíà ñâåðõó, à èìåííî: â ñëó÷àå n = 2 � ÷èñëîì 2
√
‖a‖, à â ñëó÷àå

n = 3 � ÷èñëîì 36π 4
√
‖a‖. Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà ðàçâèâàåò ýòè ðåçóëüòàòû.

Èç òåîðåìû II âûòåêàþò

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N âåðíî óòâåðæäåíèå

sup
y∈S∗(a)

µ̂(y)→ 0

ïðè a ∈ En è ‖a‖I → 0 (à òåì áîëåå � ‖a‖ → 0).

Ñëåäñòâèå 2.Äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ a ∈ En, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ‖a‖I = 0

(è â ÷àñòíîñòè, |a(t)| → 0, t→∞), âåðíû ðàâåíñòâà

µ̌(y) = µ̂(y) = 0, y ∈ S∗(a).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îöåíêó ñâåðõó, äàííóþ â òåîðåìå II, íåëüçÿ êàðäèíàëüíî óëó÷-

øèòü, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà III. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N âåðíî íåðàâåíñòâî

sup
a∈En
‖a‖I6c

sup
y∈S?(a)

µ̌(y) >
1

2
n
√
c.

Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì ñïåêòðîì ïîêàçàòåëÿ κ äëÿ ñèñòåìû A ∈Mn ìíîæå-

ñòâî åãî çíà÷åíèé íà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿõ ýòîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 5. Âåêòîð-ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè ìåíüøå p íàçîâåì âåêòîð, êàæ-

äàÿ èç n êîîðäèíàò êîòîðîãî åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøå p.

Èç îáùèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè âûòåêàåò
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Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

{λs}Ks=1 ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ýòîé

ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(t) =
K∑
s=1

eReλst (Ps(t) cos |Imλs| t+Qs(t) sin |Imλs| t) , t ∈ R, (3)

ãäå Pi, Qi � íåêîòîðûå âåêòîð-ìíîãî÷ëåíû.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì íàçûâàòü λ ∈ C ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè x,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå (3), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå s, ÷òî λ = λs è ìíîãî÷ëåí

Ps íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ. Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè x,

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Spλ(x). Íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ∈ Cn áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Spλ(A).

Îïðåäåëåíèå 7. Íàçîâåì íèæíèì (âåðõíèì) ñèëüíûì ïîêàçàòåëåì êîëåáëå-

ìîñòè è íèæíèì (âåðõíèì) ñëàáûì ïîêàçàòåëåì êîëåáëåìîñòè íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìîé âåêòîð-ôóíêöèè x : R→ Rn
∗ âåëè÷èíû

ν̌•(x) = inf
m∈Sn−1

lim
t→∞

π

t
ν(x,m, t)

(
ν̂•(x) = inf

m∈Sn−1
lim
t→∞

π

t
ν(x,m, t)

)
,

ν̌◦(x) = lim
t→∞

inf
m∈Sn−1

π

t
ν(x,m, t)

(
ν̂◦(x) = lim

t→∞
inf

m∈Sn−1

π

t
ν(x,m, t)

)
.

Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî çíà÷åíèé êàêîãî-ëèáî èç ïåðå÷èñëåííûõ

ïîêàçàòåëåé κ̌(x) = κ̂(x) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîêàçàòåëü κ(x) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à

â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ñëàáîãî è ñèëüíîãî ïîêàçàòåëåé κ◦(x) = κ•(x) áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ïîêàçàòåëü κ(x) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì.

Òåîðåìà IV. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn è ëþáîãî åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A)

ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè òî÷åí è àáñîëþòåí, ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ν(x) = min |Im Spλ(x)| .

Çàìå÷àíèå 4. Ðàâåíñòâî ν•(x) = min |Im Spλ(x)|, ïî ñóùåñòâó, óæå áûëî äîêà-
çàíî â ñòàòüå [58].

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ êîëåáëå-

ìîñòè è ìíîæåñòâî ìîäóëåé ìíèìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîâïàäàþò

Spν(A) = |Im Spλ(A)| .

Îïðåäåëåíèå 8. Äëÿ ôóíêöèè x ∈ C1 (R+,R2) è êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè

t > 0 îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë Θ(x, t), êàê òàêóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü îðèåíòèðîâàí-

íîãî óãëà ìåæäó âåêòîðàìè x(t) è x(0), ÷òî Θ(x, 0) = 0. Åñëè ñóùåñòâóåò ìîìåíò
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âðåìåíè τ ∈ [0, t], äëÿ êîòîðîãî x(τ) = 0, òî ïî îïðåäåëåíèþ êëàäåì Θ(x, t) ðàâíûì

áåñêîíå÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 9. Íàçîâåì íèæíèì (âåðõíèì) ñèëüíûì ïîêàçàòåëåì îðèåíòè-

ðîâàííîé âðàùàåìîñòè è íèæíèì (âåðõíèì) ñëàáûì ïîêàçàòåëåì îðèåíòèðîâàí-

íîé âðàùàåìîñòè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîð-ôóíêöèè x : R → Rn
∗ âå-

ëè÷èíû

θ̌•(x) = inf
L∈Hom(Rn,R2)

lim
t→∞

1

t
|Θ(Lx, t)|

(
θ̂•(x) = inf

L∈Hom(Rn,R2)
lim
t→∞

1

t
|Θ(Lx, t)|

)
,

θ̌◦(x) = lim
t→∞

inf
L∈Hom(Rn,R2)

1

t
|Θ(Lx, t)|

(
θ̂◦(x) = lim

t→∞
inf

L∈Hom(Rn,R2)

1

t
|Θ(Lx, t)|

)
.

Óòâåðæäåíèå 2 [58]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè x ∈ C1 (R+,Rn
∗ ) è

ïîêàçàòåëÿ κ ∈ {ν, ρ, θ} âåðíû íåðàâåíñòâà

κ̂◦(x) 6 κ̂•(x)

6 6

0 6 κ̌◦(x) 6 κ̌•(x).

Ïîêàçàòåëü θ òî÷åí, àáñîëþòåí è ðàâåí íóëþ íà ïî÷òè âñåõ ðåøåíèÿõ ïî÷òè âñåõ

áîëåå ÷åì äâóìåðíûõ ñèñòåì. Áîëåå òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó äàííîãî ôàêòà äàåò

Òåîðåìà V. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn, ó êîòîðîé åñòü õîòÿ áû îä-

íî äåéñòâèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èëè äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, ìíèìûå

÷àñòè êîòîðûõ ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìû, íîëü ñëóæèò òèïè÷íûì çíà÷åíèåì

ïîêàçàòåëÿ θ.

Îïðåäåëåíèå 10. Îïèøåì ôóíêöèþ gcd∗ îò ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

{ai}. Åñëè ÷èñëà ai ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìû, òî gcd∗
(
{ai}

)
def

= 0. Èíà÷å ðàññìîòðèì

òàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî α, ÷òî ìíîæåñòâî S =
{
ai
α

}
ñîñòîèò èç öåëûõ ÷èñåë. Åñëè â

ìíîæåñòâå S åñòü õîòÿ áû îäíî ÷åòíîå ÷èñëî, òî gcd∗
(
{ai}

)
def

= 0, èíà÷å gcd∗
(
{ai}

)
def

= α.

Òåîðåìà VI. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ C2n ñ ïðîñòûìè ÷èñòî ìíèìûìè

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ±iω1, . . . ,±iωn ïîêàçàòåëü θ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, àáñî-

ëþòíûì, à åãî ñïåêòð èìååò âèä

Spθ(A) = {gcd∗(S) : S 6= ∅, S ⊂ {ω1, . . . , ωn}} .

Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ C2n ñ ïðîñòûìè è ÷èñòî ìíèìû-

ìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ θ äèñêðåòíûé, ïðè÷åì åãî ìîù-

íîñòü ìîæåò äîñòèãàòü 2n − 1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ∈ Cn è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà δ ∈ Re Spλ(A) ââå-

äåì îáîçíà÷åíèå Λδ = {λ ∈ Spλ(A) : Reλ = δ}.
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Òåîðåìà VII. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn âåðíû ðàâåíñòâà

Spµ̌(A) = Spµ̂(A) =
⋃

δ∈Re Spλ(A)

[
min
λ∈Λδ
|Imλ| ,max

λ∈Λδ
|Imλ|

]
.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè ìàòðèöû ñèñòåì A,B ∈ Cn ïîäîáíû, òî âåðíû ðàâåíñòâà

Spµ̌(A) = Spµ̂(A) = Spµ̌(B) = Spµ̂(B).

Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn, ó êîòîðîé âñå äåéñòâèòåëü-
íûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîïàðíî ðàçëè÷íû, âåðíû ðàâåíñòâà

Spµ̌(A) = Spµ̂(A) = |Im Spλ(A)| .

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn, ó êîòîðîé âñå äåéñòâèòåëü-
íûå ÷àñòè ñîâïàäàþò, âåðíû ðàâåíñòâà

Spµ̌(A) = Spµ̂(A) =

[
min |Im Spλ(A)| ,max |Im Spλ(A)|

]
.

Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ

Â ãëàâàõ äèññåðòàöèè ïðèíÿòà äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë (ïåðâîå ÷èñëî îáîçíà-

÷àåò íîìåð ãëàâû, âòîðîå ÷èñëî � íîìåð ôîðìóëû), à òàêæå ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ

îïðåäåëåíèé, ñâîéñòâ, ëåìì, òåîðåì è ñëåäñòâèé. Ïðèâåäåì ñïèñîê íàèáîëåå ÷àñòî

èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå îáîçíà÷åíèé:

• N,R � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî;

• R+ = [0, bes) � âðåìåííàÿ ïîëóîñü;

• Mn � ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

ñ íåïðåðûâíûìè íà ïîëóïðÿìîé R+ êîýôôèöèåíòàìè;

• Cn ⊂Mn � ìíîæåñòâî ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè;

• S∗(A) � ìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû A ∈Mn;

• En � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n-ãî

ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûìè íà ïîëóïðÿìîé R+ êîýôôèöèåíòàìè;

• S∗(a) � ìíîæåñòâî íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a ∈ En;

• Hom(Rn,Rm) � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ äåéñòâóþùèõ èç Rn â

Rm;

12



• AutRn ⊂ Hom(Rn,Rn) � ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-

ðîâ;

• ν(y,∆) � êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè y : ∆ 7→ R íà ïðîìåæóòêå ∆ ⊂ R;

• Spκ(A) � ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ κ äëÿ ñèñòåìû A ∈Mn;

• Spλ(A) � ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ∈ Cn.

Áëàãîäàðíîñòü

Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó Èãîðþ Íèêîëàåâè÷ó Ñåðãååâó çà íàó÷-

íîå ðóêîâîäñòâî, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîìîùü â ðàáîòå. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðåí

äîöåíòó Áûêîâó Âëàäèìèðó Âëàäèñëàâîâè÷ó çà îðãàíèçàöèîííóþ è ìîðàëüíóþ ïîä-

äåðæêó.
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Ãëàâà 1

1 Ñâÿçü ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè è áëóæ-

äàåìîñòè

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâÿçè ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè è

áëóæäàåìîñòè. Â ïàðàãðàôå 1.1 äàåòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ïðåäøåñòâóþùèõ ðåçóëü-

òàòîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî îñîáî îòìåòèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíîé ïóòè, ïðîé-

äåííîãî ïðîåêöèåé íà åäèíè÷íóþ ñôåðó íåêîòîðîé âåêòîð-ôóíêöèè x, è ôóíêöèåé,

ñòàâÿùåé â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðàì m, êîëè÷åñòâîì ðàç, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ x ïåðå-

ñåêëà ïëîñêîñòü îðòîãîíàëüíóþ âåêòîðó m. Äàííîå ñîîòíîøåíèå î÷åíü áëèçêî ê ïî-

íÿòèþ âàðèàöèè îòîáðàæåíèÿ, ââåäåííîé Áàíàõîì â ðàáîòå [75], à ôóíêöèÿ ν(x,m, t)

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì àíàëîãîì èíäèêàòðèñû Áàíàõà. Çàòåì â 1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîé-

ñòâà îòîáðàæåíèÿ FL, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ëèíåéíîãî îòîáðàæå-

íèÿ L è ïðîåêöèè íà åäèíè÷íóþ ñôåðó. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå 1.3, íà îñíîâå

âûâåäåííûõ ñâîéñòâ, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà I.

1.1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [58] âíóòðè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 â ïóíêòàõ 1 è 3 áûëè äîêàçàíû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

Óòâåðæäåíèå 3 [58]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Mn, åå ðåøåíèÿ x ∈
S∗(A) è êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè T âåëè÷èíó ν(x,m, T ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

ν(x,m, T ) =
∞∑
i=0

iIm∈Ai(x,T ), m ∈ Sn−1 \ A∞(x, T ),

ãäå Ai(x, T ) ⊂ Sn−1 � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, à A∞(x, T ) ⊂ Sn−1 � ìíîæåñòâî ìåðû

íîëü Æîðäàíà. Ïðè÷åì ôóíêöèÿ ν îáëàäàåò ñèììåòðèåé

ν(x,m, T ) = ν(x,−m,T ), m ∈ Sn−1.

Óòâåðæäåíèå 4 [58]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Mn, åå ðåøåíèÿ x ∈
S∗(A) è êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè T âåëè÷èíà mesSn−1

π
γ(x, T ) êîíå÷íà è ðàâíà

V |T0 � âàðèàöèè ïëîùàäè çàìåòàåìîé ïëîñêîñòüþ Px(t), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íîëü è

îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó x(t), íà åäèíè÷íîé ñôåðå çà âðåìÿ [0, T ).

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â íåñêîëüêî áîëåå óäîáíîì

âèäå, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî âàðèàöèþ V |T0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê èíòåãðàë ïî
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ñôåðå ôóíêöèè ν(x,m, T ) � òî åñòü êîëè÷åñòâà ðàç ñêîëüêî ïëîñêîñòü Px(t) ïåðåñåêëà

äàííóþ òî÷êó m çà âðåìÿ [0, T ).

Ñëåäñòâèå 8. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Mn, åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) è

êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè T âåðíî òîæäåñòâî

mesSn−1

π
γ(x, T ) =

∫
Sn−1

ν(x,m, T ) dm. (1.1)

1.2 Ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé ñè-

ñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ âèäà∫
Sn−1

ν(Lx,m, T ) dm, L ∈ AutRn.

Ëåììà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Mn, åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) è êîíå÷-

íîãî ìîìåíòà âðåìåíè T âåðíî òîæäåñòâî

ν(Lx,m, T ) = ν

(
x,

LTm

|LTm|
, T

)
, m ∈ Sn−1, L ∈ AutRn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ν(Lx,m, T ) ýòî êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè

(Lx(t),m) íà ïðîìåæóòêå [0, T ). Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

ïîëó÷èì

(Lx(t),m) =
(
x(t), LTm

)
=
∣∣LTm∣∣ (x(t),

LTm

|LTm|

)
, m ∈ Sn−1, L ∈ AutRn.

Îòêóäà âèäíî, ÷òî ó ôóíêöèé (Lx(t),m) è
(
x(t), LTm/

∣∣LTm∣∣) îäèíàêîâîå ÷èñëî íó-
ëåé íà ïðîìåæóòêå [0, T ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëó÷àåì, ÷òî

ν(Lx,m, T ) = ν

(
x,

LTm

|LTm|
, T

)
.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî L ∈ AutRn ââåäåì îòîáðàæåíèå

FL : Sn−1 7→ Sn−1,

îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå FL(m) = Lm/|Lm|.
Îáîçíà÷èì, ÷åðåç DFL |m äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ FL â òî÷êå m ∈ Sn−1.

Ëåììà 2. Äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ FL â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå m ∈ Sn−1 èìå-

åò âèä

DFL |m [v] =
Lv

|Lm|
− FL(m)

(
Lv

|Lm|
, FL(m)

)
, v ∈ TmS

n−1. (1.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà v ∈ TmS
n−1 ðàññìîò-

ðèì êðèâóþ

s(τ) =
m+ vτ

|m+ vτ |
∈ Sn−1, τ ∈ R.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî s(0) = m, |m| = 1 è (v,m) = 0, ïîëó÷èì, ÷òî v ýòî êàñàòåëüíûé

âåêòîð äàííîé êðèâîé â òî÷êå m

ds

dτ

∣∣∣∣
τ=0

=

(
v

|m+ vτ |
− (m+ vτ)

(v,m+ vτ)

|m+ vτ |3

)∣∣∣∣∣
τ=0

=
v

|m|
−m(v,m)

|m|3
= v.

Ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ FL êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé s ïåðåéäåò ñîîòâåò-

ñòâåííî â êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé FL(s(τ)). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âûðà-

æåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà

DFL |s(0)

[
ds

dτ

∣∣∣∣
τ=0

]
= DFL |m [v] =

dFL(s)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

.

Îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìàÿ ôîðìóëà

DFL |m [v] =

(
Lv

|Lm+ Lvτ |
− L(m+ vτ)

(Lv, Lm+ Lvτ)

|Lm+ Lvτ |3

)∣∣∣∣∣
τ=0

=

=
Lv

|Lm|
− Lm

|Lm|

(
Lv

|Lm|
,
Lm

|Lm|

)
.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ëåììà 3. ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ FL èìååò âèä

J(m) =
detL

|Lm|n
, m ∈ Sn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ {vi}n−1
i=1 ⊂

TmS
n−1 è ïàðàëëåëåïèïåä Π1 ⊂ TmS

n−1 îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè vi. Ïîä äåéñòâèåì

îòîáðàæåíèÿ FL âåêòîðà vi ïåðåéäóò â âåêòîðà

ṽi = DFL |m [vi] ∈ TF (m)S
n−1,

êîòîðûå îáðàçóþò ïàðàëëåëåïèïåä Π2 â ïëîñêîñòè TFL(m)S
n−1. ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ

FL â òî÷êå m áóäåò ðàâåí îòíîøåíèþ îáúåìîâ (n− 1 ìåðíûõ) ïàðàëëåëåïèïåäîâ Π2

è Π1.

Òàê êàê âåêòîð m ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè TmS
n−1 è äëèíà âåêòîðà m ðàâíà

åäèíèöå, òî îáúåì (n − 1 ìåðíîãî) ïàðàëëåëåïèïåäà Π1 ðàâåí îáúåìó (n ìåðíî-

ãî) ïàðàëëåëåïèïåäà Π̂1, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè m è {vi}. Îáúåì êîòîðîãî ðàâåí

îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû V1, ñîñòàâëåííîé èç âåêòîðîâ m è {vi}. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
îïðåäåëèòü ïàðàëëåëåïèïåä Π̂2, îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè FL(m) è {ṽi}, è ìàòðèöó
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V2, ñîñòàâëåííóþ èç íèõ. Èç ýòîãî ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ

FL

J(m) =
mesn−1 Π2

mesn−1 Π1

=
mesn Π̂2

mesn Π̂1

=
detV2

detV1

. (1.3)

Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì (1.2) äëÿ äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ F , ïðåäñòàâèì ìàò-

ðèöó V2 â âèäå

V2 =
(
FL(m) Lv1

|Lm| − FL(m)c1 . . . Lvn−1

|Lm| − FL(m)cn−1

)
,

ãäå ci =
(
Lvi
|Lm| , FL(m)

)
. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè îïðåäåëèòåëÿ è òåì, ÷òî FL(m) = Lm

|Lm| ,

ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû V2

detV2 = det
(
Lm
|Lm|

Lv1
|Lm| . . . Lvn−1

|Lm|

)
=

detL
(
m v1 . . . vn−1

)
|Lm|n

=
detL detV1

|Lm|n
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëó (1.3) ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò

J(m) =
detV2

detV1

=
detL

|Lm|n
.

Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 9. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî L ∈ AutRn ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ FL íèãäå

íå ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå FL ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ñôåðû

íà ñåáÿ, ïðè÷åì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä

F−1
LT

(m) =
(LT )−1m

|(LT )−1m|
= F(LT )−1(m).

Ëåììà 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Mn, îòîáðàæåíèÿ L ∈ AutRn, åå

ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) è êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè T âåðíî òîæäåñòâî

γ(Lx, T ) =
π

mesSn−1

∫
Sn−1

ν(x,m, T )

∣∣∣det
(
LT
)−1
∣∣∣∣∣(LT )−1m
∣∣n dm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäñòâèÿ 8 è ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî

mesSn−1

π
γ(Lx, T ) =

∫
Sn−1

ν(Lx,m, T ) dm =

∫
Sn−1

ν (x, FLT (m), T ) dm.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå, ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 9, ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ m =

F(LT )−1(s). Â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ∫
Sn−1

ν (x, FLT (m), T ) dm =

∫
Sn−1

ν (x, s, T ) dF−1
LT

(s) =

∫
Sn−1

ν (x, s, T ) |J(s)| ds, (1.4)
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ãäå J(s) ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ F(LT )−1 . Ïîäñòàâëÿÿ â (1.4) âûðàæåíèå äëÿ ÿêîáèàíà

èç ëåììû 3 äëÿ àâòîìîðôèçìà (LT )−1, ïîëó÷èì∫
Sn−1

ν (x, s, T ) |J(s)| ds =

∫
Sn−1

ν (x, s, T )

∣∣det(LT )−1
∣∣

|(LT )−1s|n
ds.

Îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò

γ(Lx, T ) =
π

mesSn−1

∫
Sn−1

ν(x, s, T )

∣∣∣det
(
LT
)−1
∣∣∣∣∣(LT )−1 s
∣∣n ds.

Ëåììà 4 äîêàçàíà.

1.3 Àëüòåðíàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ñëàáîãî ïîêàçà-

òåëÿ áëóæäàåìîñòè

Ëåììà 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈Mn, åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A), êîíå÷íîãî

ìîìåíòà âðåìåíè T è L ∈ AutRn âåðíî íåðàâåíñòâî

γ(Lx, T ) > π ess inf
m∈Sn−1

ν (x,m, T ) . (1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäñòâèÿ 8 è ëåììû 1 âûòåêàåò ðàâåíñòâî

γ(Lx, T ) =
π

mesSn−1

∫
Sn−1

ν
(
x, FLT (m), T

)
dm.

Îòêóäà, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè èíòåãðàëà Ëåáåãà, ïîëó÷èì

γ(Lx, T ) >
π

mesSn−1
ess inf
m∈Sn−1

ν
(
x, FLT (m), T

) ∫
Sn−1

1 dm = π ess inf
m∈Sn−1

ν
(
x, FLT (m), T

)
.

Èç òîãî, ÷òî FLT äèôôåîìîðôèçì âûòåêàåò, ÷òî

ess inf
m∈Sn−1

ν
(
x, FLT (m), T

)
= ess inf

m∈Sn−1
ν
(
x,m, T

)
.

Îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Mn, åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) è êîíå÷-

íîãî ìîìåíòà âðåìåíè T âåðíî íåðàâåíñòâî

inf
L∈AutRn

γ(Lx, T ) 6 π ess inf
m∈Sn−1

ν (x,m, T ) . (1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñòðóêòóðû ôóíêöèè ν (óòâåðæäåíèå 3) ñëåäóåò, ÷òî ñó-

ùåñòâåííûé èíôèìóì äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ai ⊂ Sn−1.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âåêòîð e ∈ Ai è åãî îêðåñòíîñòü O âèäà

O =
{
m ∈ Sn−1 : (m, e)2 > 1− α

}
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òàê, ÷òîáû îíà öåëèêîì ïðèíàäëåæàëà ìíîæåñòâó Ai (ýòî âîçìîæíî ïîñêîëüêó Ai

îòêðûòî è öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî).

È ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Lδ ∈ AutRn çàäàííîå ôîðìóëîé

Lδm
def

=
1

δ
e (e,m) +

n−1
√
δ (m− e (e,m)) , m ∈ Sn−1.

Èç îïðåäåëåíèÿ Lδ âûòåêàåò, ÷òî L
T
δ = Lδ, à òàêæå, ÷òî detLδ = 1. Òîãäà èç

ëåììû 4 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

γ(Lδx, T ) =
π

mesSn−1

∫
Sn−1

ν(x,m, T )
∣∣L−1

δ m
∣∣−n dm.

Ðàçäåëèì äàííûé èíòåãðàë íà èíòåãðàë ïî îêðåñòíîñòè O è ïî âñåé îñòàâøåéñÿ ñôå-

ðå. Îöåíèì ñâåðõó ïîëó÷èâøèåñÿ èíòåãðàëû, ïîëüçóÿñü íåîòðèöàòåëüíîñòüþ ôóíê-

öèè ν è îïðåäåëåíèåì îêðåñòíîñòè O

mesSn−1

π
γ(Lδx, T ) =

∫
O

ν(x,m, T )∣∣L−1
δ m

∣∣n dm+

∫
Sn−1\O

ν(x,m, T )∣∣L−1
δ m

∣∣n dm 6

6 ν(x, e, T )

∫
O

∣∣L−1
δ m

∣∣−n dm+ sup
m∈Sn−1\O

∣∣L−1
δ m

∣∣−n ∫
Sn−1\O

ν(x,m, T ) dm 6

6 ν(x, e, T )

∫
Sn−1

∣∣L−1
δ m

∣∣−n dm+ sup
m∈Sn−1\O

∣∣L−1
δ m

∣∣−n ∫
Sn−1

ν(x,m, T ) dm.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â èíòåãðàëå
∫

Sn−1

1 dm ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ m = FL−1
δ

(s), òî

ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

mesSn−1 =

∫
Sn−1

1 dm =

∫
Sn−1

∣∣L−1
δ s
∣∣−n ds.

Îòêóäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

γ(Lδx, T ) 6 πν(x, e, T ) + sup
m∈Sn−1\O

∣∣L−1
δ m

∣∣−n π

mesSn−1

∫
Sn−1

ν(x,m, T ) dm.

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ïîëüçóÿñü (1.1),

γ(Lδx, T ) 6 πν(x, e, T ) + γ(x, T ) sup
m∈Sn−1\O

∣∣L−1
δ m

∣∣−n .
Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Lδ âûòåêàåò, ÷òî

L−1
δ m = δe (e,m) +

1
n−1
√
δ

(m− e (e,m)) , m ∈ Sn−1.

Îòêóäà ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ
∣∣L−1

δ m
∣∣−n

∣∣L−1
δ m

∣∣−n =

(
δ2(e,m)2 + δ−

2
n−1

(
1− (e,m)2

))−n2
=

(
δ−

2
n−1 +

(
δ−

2
n−1 − δ2

)
(e,m)2

)−n
2

.
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Òàê êàê ïðè δ < 1 âåëè÷èíà δ−
2

n−1 − δ2 áîëüøå íóëÿ, òî
∣∣L−1

δ m
∣∣−n ìîíîòîííî óáû-

âàþùàÿ ôóíêöèÿ (e,m)2, è ñëåäîâàòåëüíî åå ìàêñèìóì ïî ìíîæåñòâó Sn−1 \ O äî-

ñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îêðåñòíîñòè O, çàäàííîé ðàâåíñòâîì (e,m)2 = 1 − α. Îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
m∈Sn−1\O

∣∣L−1
δ m

∣∣−n =

(
δ2(1− α) + δ−

2
n−1α

)−n
2

6
(
δ−

2
n−1α

)−n
2

= δ
n
n−1α−

n
2 .

Òåì ñàìûì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ < 1 òàêîå, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî

γ(x, T ) sup
m∈Sn−1\O

∣∣L−1
δ m

∣∣−n 6 γ(x, T )δ
n
n−1α−

n
2 6 ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò Lδ òàêîé, ÷òî

γ(Lδx, T ) 6 πν (x, e, T ) + ε = π ess inf
m∈Sn−1

ν (x,m, T ) + ε.

Îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

inf
L∈AutRn

γ(Lx, T ) 6 π ess inf
m∈Sn−1

ν (x,m, T ) .

Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Èç ëåìì 5 è 6 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 10. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Mn, åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) è

êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè T âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

inf
L∈AutRn

γ(Lx, T ) = π ess inf
m∈Sn−1

ν (x,m, T ) .

Ïåðåõîäÿ ê íèæíåìó ïðåäåëó ïî T → ∞ â òî÷íîñòè ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåî-

ðåìû

ρ̌◦(x) = lim
T→∞

1

T
inf

L∈AutRn
γ(Lx, T ) = lim

T→∞

π

T
ess inf
m∈Sn−1

ν (x,m, T ) = lim
t→∞

ess inf
m∈Sn−1

π

t
ν(x,m, t).

Òåîðåìà I äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2

2 Íåïðåðûâíîñòü ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ â íóëå

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå çàÿâëåííûõ â òåîðåìå

II âåðõíèõ îöåíîê íà ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Îáùàÿ èäåÿ ïîëó÷åíèÿ äàííûõ îöåíîê ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

ðàçáèòü ïîëóïðÿìóþ íà íàáîð ïðîìåæóòêîâ íà êàæäîì èç êîòîðûõ ïðèáëèçèòü ðå-

øåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ åãî ðÿäîì Òåéëîðà T . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî-

÷ëåíà T ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïóòü, êîòîðûé ïðîõîäèò ïðîåêöèÿ íà åäèíè÷íóþ ñôåðó

âåêòîð ôóíêöèè ψT , êîíå÷åí äàæå íà áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Â çàâåð-

øåíèè ãëàâû ñòðîèòñÿ âàæíûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû III ïðèìåð óðàâíåíèÿ

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è åãî ðåøåíèÿ òàêîãî, ÷òî åãî ñêîðîñòü áëóæäà-

íèÿ èìååò ïîðÿäîê n
√
‖a‖I . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííóþ îöåíêó, èìåþùóþ ïîðÿäîê

2n
√
‖a‖I , íåëüçÿ êàðäèíàëüíî óëó÷øèòü.

2.1 Îöåíêè íà êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèé ïîëèíîìàìè

ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç ñâîéñòâ

íîðìû â Rn,

Óòâåðæäåíèå 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ a, b ∈ Rn
∗ âåðíû íåðàâåíñòâà∣∣|a| − |b|∣∣ 6 |a− b| 6 |a|+ |b| ,∣∣∣∣ a|a| − b

|b|

∣∣∣∣ 6 2
|a− b|
|a|

. (2.1)

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà I ⊂ R+, ÷èñëà γ > 1 è óðàâíåíèÿ a ∈ En, óäîâëå-
òâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó ∫

I

|a(τ)| dτ 6 γ−n, (2.2)

âåðíà îöåíêà

|ψy(t)| 6 γn−1 |ψy(t∗)| e(|t−t∗|+1)/γ, t, t∗ ∈ I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì â óðàâíåíèè a ∈ En çàìåíó âðåìåíè t = γτ , ãäå τ �

íîâîå âðåìÿ. Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ êîýôôèöèåíòîâ íîâîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ã(τ) = γnD−1a(γτ), τ ∈ R+, D ≡ diag
{

1, γ, . . . , γn−1
}
,
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à îïåðàòîðíàÿ íîðìà ìàòðèöû Ã ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îòâå÷àþ-

ùåé ã, óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå∥∥∥Ã(τ)
∥∥∥ = sup

|x|=1

∣∣∣Ã(τ)x
∣∣∣ 6 sup

|x|=1

(|Jx|+ |(x, ã(τ))|) 6 1 + |ã(τ)| , τ ∈ R+,

ãäå J � æîðäàíîâà êëåòêà ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Äëÿ ëþáîãî ðåøå-

íèÿ x̃ ≡ ψỹ ∈ S∗(Ã) èìååì ñòàíäàðòíóþ [18] îöåíêó

|x̃(τ)| 6 |x̃(τ ∗)| e|
∫ τ
τ∗‖Ã(s)‖ ds|, τ ∈ R, τ ∗ =

t∗

γ
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî

x̃(τ) = ψỹ(τ) = Dψy(t),

ïîëó÷àåì

|Dψy(t)| 6 |Dψy(t∗)| e
∣∣∣∫ t/γt∗/γ 1+|γnD−1a(sγ)| ds

∣∣∣ 6 ‖D‖ |ψy(t∗)| eγ−1(|t−t∗|+γn‖D−1‖|∫ tt∗ |a(s)| ds|).

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì îöåíêè γ > 1 è âûòåêàþùèõ èç íåå ðàâåíñòâ ‖D‖ = γn−1, ‖D−1‖ =

1, à òàêæå ñ ó÷åòîì îöåíêè (2.2), ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

|ψy(t)| 6 |Dψy(t)| 6 γn−1 |ψy(t∗)| e
γ−1|t−t∗|+γn−1

∫
I

|a(s)| ds
6 γn−1 |ψy(t∗)| eγ−1|t−t∗|+γ−1

.

Ëåììà 7 äîêàçàíà.

Ëåììà 8.Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà p ñòåïåíè k < n âåðíî íåðàâåíñòâî∫
R

∣∣∣∣ ddτ ψp(τ)

|ψp(τ)|

∣∣∣∣ dτ 6 πk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê p � ìíîãî÷ëåí, òî p ∈ C∞(R,R). Òàê êàê êðîìå òîãî,

deg p = k < n, òî âåêòîð-ôóíêöèÿ ψp íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó åå

êîîðäèíàòà p(k) åñòü íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ψp ∈ C∞(R,Rn
∗ ).

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî âåêòîðàm ∈ Sn−1 ôóíêöèÿ (ψp,m) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòå-

ïåíè íå âûøå k, à çíà÷èò, âåðíà îöåíêà ν(ψp,m,R) 6 k, èç êîòîðîé â ñèëó òîæäåñòâà

(1.1) ïîëó÷àåì∫
R

∣∣∣∣ ddτ ψp(τ)

|ψp(τ)|

∣∣∣∣ dτ =
π

mesSn−1

∫
Sn−1

ν (ψp,m,R) dm 6 πk.

Ëåììà 8 äîêàçàíà.

Ëåììà 9. Äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ a ∈ En è åãî ðåøåíèÿ y ∈ S∗(a) âåêòîð-ôóíêöèÿ

x ≡ |ψy|−1 ψy ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé

ẋ = G(x, t) ≡ Jx− x (x, Jx) + (x, a(t)) (en − x (x, en)) , t ∈ R+,
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ãäå J � æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà n ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì, âåêòîð en

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì en = (0, . . . , 0, 1)T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̃ âåêòîð ôóíêöèþ ψy. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ∈ R+

ẋ(t) =
d

dt

x̃(t)

|x̃(t)|
= ˙̃x(t)|x̃(t)|−1 − x̃(t)

(
x̃(t), ˙̃x(t)

)
|x̃(t)|3

. (2.3)

Äèôôåðåíöèðóÿ x̃ â ñèëó óðàâíåíèÿ a, ïîëó÷èì

˙̃x(t) = Jx̃(t) + en (x̃(t), a(t)) , (2.4)

îòêóäà, ïîäñòàâëÿÿ (2.4) â (2.3), ïîëó÷èì

ẋ(t) = (Jx̃(t) + en (x̃(t), a(t))) |x̃(t)|−1 − x̃(t)
(x̃(t), Jx̃(t) + en (x̃(t), a(t)))

|x̃(t)|3
=

= Jx(t) + en (x(t), a(t))− x(t) (x(t), Jx(t))− x(t) (x(t), en) (x(t), a(t)) .

Ëåììà 9 äîêàçàíà.

Ëåììà 10. Äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ a ∈ En è òî÷åê íà åäèíè÷íîé ñôåðå x1, x2 ∈ S
âåðíî íåðàâåíñòâî

|G(x1, t)−G(x2, t)| 6 4 |x1 − x2|+ 2 |a(t)| , t ∈ R+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ∈ R+

G(x1, t)−G(x2, t) = J (x1 − x2) + (x1 − x2) (x1, Jx1) + x2((x1 − x2, Jx2)−

− (x1, J (x1 − x2))) + (x1, a(t)) (en − x1 (x1, en))− (x2, a(t)) (en − x2 (x2, en)) ,

îòêóäà ïî ìîäóëþ ïîëó÷àåì

|G(x1, t)−G(x2, t)| 6 ‖J‖ |x1 − x2|+ |x1|2 ‖J‖ |x1 − x2|+ |x2|2 ‖J‖ |x1 − x2|+

+ |x1| |x2| ‖J‖ |x1 − x2|+ |x1| |a(t)| |en − x1 (x1, en)|+ |x2| |a(t)| |en − x2 (x2, en)| .

Ñ ó÷åòîì ‖J‖ = |en| = |x1| = |x2| = 1, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó

|G(x1, t)−G(x2, t)| 6 4 |x1 − x2|+ |a(t)|
(
|en − x1 (x1, en)|+ |en − x2 (x2, en)|

)
=

= 4 |x1 − x2|+ |a(t)|
(√

1− (x1, en)2 +

√
1− (x1, en)2

)
6 4 |x1 − x2|+ 2 |a(t)| .

Ëåììà 10 äîêàçàíà.

Ëåììà 11. Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà I ⊂ R+, ÷èñëà γ > 1 è óðàâíåíèÿ a ∈ En,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

∫
I
|a(τ)| dτ 6 γ−n, âåðíà îöåíêà∣∣∣∣ dkdtk (y(t)− T n−1

t∗ (t)
)∣∣∣∣ 6 γn−1 |t− t∗|n−1−k

(n− 1− k)!
|ψy(t∗)| e(1+|t−t∗|)γ−1

∫
I

|a(s)| ds,
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ãäå y ýòî ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ a; t, t∗ � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè

îòðåçêà I; T n−1
t∗ � ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ôóíêöèè y ñòåïåíè n− 1 â òî÷êå t∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t∗ ∈ I. Ðàçëî-

æèì ðåøåíèå y è åãî ïðîèçâîäíûå â òî÷êå t∗ â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì

â èíòåãðàëüíîé ôîðìå. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â ñèëó äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(n) = (ψy, a), ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ∈ I

dk

dtk
y(t) =

dk

dtk
T n−1
t∗ (t) +

t∫
t∗

(s− t∗)n−1−k

(n− 1− k)!
(ψy(s), a(s)) ds.

Îöåíèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí ïî ìîäóëþ∣∣∣∣ dkdtk y(t)− dk

dtk
T n−1
t∗ (t)

∣∣∣∣ 6
t∫

t∗

|s− t∗|n−1−k

(n− 1− k)!
|ψy(s)| |a(s)| ds 6

6
|t− t∗|n−1−k

(n− 1− k)!

t∫
t∗

|ψy(s)| |a(s)| ds.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 7 äëÿ îöåíêè ñâåðõó |ψy(s)|, ïîëó÷èì òðåáóåìîå∣∣∣∣ dkdtk y(t)− dk

dtk
T n−1
t∗ (t)

∣∣∣∣ 6 |t− t∗|n−1−k

(n− 1− k)!
γn−1 |ψy(t∗)| e(1+|t−t∗|)γ−1

t∫
t∗

|a(s)| ds.

Ëåììà 11 äîêàçàíà.

Ëåììà 12. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà γ > 1, îòðåçêà I ⊂ R+ äëèíû íå áîëåå γ è óðàâíå-

íèÿ a ∈ En, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
∫
I

|a(τ)| dτ 6 γ−n, ñóùåñòâóåò òî÷êà t∗ ∈ I
òàêàÿ, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣ ψy(t)

|ψy(t)|
− ψT n−1

t∗ (t)∣∣ψT n−1
t∗

∣∣ (t)
∣∣∣∣∣ 6 γ2n−2e3

∫
I

|a(τ)| dτ, y ∈ S∗(a), t ∈ I,

ãäå T n−1
t∗ � ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ôóíêöèè y ñòåïåíè n− 1 â òî÷êå t∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â êà÷åñòâå t∗ òî÷êó ìèíèìóìà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

|ψy| íà îòðåçêå I. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 5 ê âåêòîðàì ψy è ψT n−1
t∗ íåðàâåíñòâî (2.1)

ïðèìåò âèä ∣∣∣∣∣ ψy(t)

|ψy(t)|
− ψT n−1

t∗ (t)∣∣ψT n−1
t∗ (t)

∣∣
∣∣∣∣∣ 6 2

∣∣ψy(t)− ψT n−1
t∗ (t)

∣∣
|ψy(t)|

. (2.5)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 11, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà |t− t∗| 6 γ ïîëó÷èì

2

∣∣ψy(t)− ψT n−1
t∗ (t)

∣∣
|ψy(t)|

6 2γn−1 |ψy(t∗)|
|ψy(t)|

e2

t∫
t∗

|a(s)| ds
n−1∑
k=0

γn−1−k

(n− 1− k)!
6

6 γ2n−2 |ψy(t∗)|
|ψy(t)|

e3

∫
I

|a(τ)| dτ.
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Â ñèëó âûáîðà òî÷êè t∗ ïîëó÷èì, ÷òî |ψy(t∗)|
|ψy(t)| 6 1 äëÿ âñåõ t ∈ I. Îòêóäà ñ ó÷åòîì

íåðàâåíñòâà (2.5) ñëåäóåò òðåáóåìîå. Ëåììà 12 äîêàçàíà.

Ëåììà 13. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà γ > 1, îòðåçêà I ⊂ R+ äëèíû íå áîëåå γ è óðàâíå-

íèÿ a ∈ En, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó
∫
I

|a(τ)| dτ 6 γ−n, âåðíà îöåíêà

∫
I

∣∣∣∣ ddτ ψy(τ)

|ψy(τ)|

∣∣∣∣ dτ 6 π(n− 1) +
(
2 + 4γ2n−1e3

) ∫
I

|a(τ)| dτ, y ∈ S∗(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå∫
I

∣∣∣∣ ddt ψy(t)

|ψy(t)|

∣∣∣∣ dt 6 ∫
I

∣∣∣∣∣ ddt ψy(t)

|ψy(t)|
− d

dt

ψT n−1
t∗ (t)∣∣ψT n−1
t∗ (t)

∣∣
∣∣∣∣∣ dt+

∫
I

∣∣∣∣∣ ddt ψT n−1
t∗ (t)∣∣ψT n−1
t∗ (t)

∣∣
∣∣∣∣∣ dt,

ãäå òî÷êà t∗ ∈ I âûáðàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 12. Ïî ëåììå 8 âòîðîå ñëàãàåìîå
íå ïðåâîñõîäèò π(n− 1). Èç ëåììû 10 âûòåêàåò, ÷òî∫

I

∣∣∣∣∣ ddt ψy(t)

|ψy(t)|
− d

dt

ψT n−1
t∗ (t)∣∣ψT n−1
t∗ (t)

∣∣
∣∣∣∣∣ dt 6 4

∫
I

∣∣∣∣∣ ψy(t)

|ψy(t)|
−

ψT n−1
t∗ (t)∣∣ψT n−1
t∗ (t)

∣∣
∣∣∣∣∣ dt+ 2

∫
I

|a(t)| dt.

Èñõîäÿ èç ëåììû 12, ïîëó÷èì∫
I

∣∣∣∣∣ ψy(t)

|ψy(t)|
−

ψT n−1
t∗ (t)∣∣ψT n−1
t∗ (t)

∣∣
∣∣∣∣∣ dt 6 γ2n−2e3

∫
I

|a(τ)| dτ
∫
I

1 dτ 6 γ2n−1e3

∫
I

|a(τ)| dτ,

îòêóäà ñëåäóåò∫
I

∣∣∣∣ ddτ ψy(τ)

|ψy(τ)|

∣∣∣∣ dτ 6 4γ2n−1e3

∫
I

|a(τ)| dτ + 2

∫
I

|a(τ)| dτ + π(n− 1).

Ëåììà 13 äîêàçàíà.

2.2 Âåðõíÿÿ îöåíêà íà ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ ðåøå-

íèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå γ > 1 è ðàçáèåíèå T ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà [0, L],

îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

T = T1 ∪ T2, T1 =

{
L

N1

k

}N1

k=0

, T2 = {tk}N2

k=0 ,

ãäå

N1 =

⌈
L

γ

⌉
, N2 =

⌈
γn
(∫ L

0

|a(τ)| dτ + 1

)⌉
, t0 = 0, tN2 = L,

à tk óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

tk∫
0

|a(τ)| dτ =

∫ L
0
|a(τ)| dτ
N2

k, 0 < k < N2.
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Ðàçáèåíèå T äåëèò îòðåçîê [0, L] íà íå áîëåå ÷åì N1 + N2 îòðåçêîâ Ik. Çàìåòèì,

÷òî êàæäûé îòðåçîê Ik îáëàäàåò äâóìÿ ñâîéñòâàìè: äëèíà îòðåçêà Ik íå ïðåâîñõîäèò

γ è èíòåãðàë
∫
Ik

|a(τ)| dτ íå ïðåâîñõîäèò γ−n. Äåéñòâèòåëüíî, äëèíà îòðåçêà Ik ðàâíà
L
N1

= L
dL/γe 6

L
L/γ

= γ, à èíòåãðàë
∫
Ik

|a(τ)| dτ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∫
Ik

|a(τ)| dτ =

∫ L
0
|a(τ)| dτ
N2

=

∫ L
0
|a(τ)| dτ⌈

γn
(∫ L

0
|a(τ)| dτ + 1

)⌉ 6 γ−n.

Òåì ñàìûì, ê êàæäîìó èç îòðåçêîâ Ik ïðèìåíèìà ëåììà 13. Ïîñëå åå ïðèìåíåíèÿ

ê ïðîèçâîëüíîìó ðåøåíèþ y ∈ S∗(a) ïîëó÷èì∫
Ik

∣∣∣∣ ddτ ψy(τ)

|ψy(τ)|

∣∣∣∣ dτ 6 π(n− 1) +
(
2 + 4γ2n−1e3

) ∫
Ik

|a(τ)| dτ.

Ïðîñóììèðîâàâ íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ èíäåêñîâ k, ïîëó÷èì

L∫
0

∣∣∣∣ ddτ ψy(τ)

|ψy(τ)|

∣∣∣∣ dτ 6 π(n− 1)(N1 +N2) +
(
2 + 4γ2n−1e3

) L∫
0

|a(τ)| dτ.

Çàìåòèì, ÷òî âåðíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

lim
L→∞

1

L
N1 =

1

γ
, lim

L→∞

1

L
N2 = γn lim

L→∞

1

L

(∫ L

0

|a(τ)| dτ + 1

)
= γn ‖a‖I ,

îòêóäà ïîëó÷èì

µ̂(y) = lim
L→∞

1

L

L∫
0

∣∣∣∣ ddτ ψy(τ)

|ψy(τ)|

∣∣∣∣ dτ 6 π(n− 1)

(
1

γ
+ γn ‖a‖I

)
+
(
2 + 4γ2n−1e3

)
‖a‖I .

(2.6)

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: ‖a‖I = 0 è 0 < ‖a‖I 6 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (2.6)

ïðèíèìàåò âèä

µ̂(y) 6
π(n− 1)

γ
.

Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáîãî γ > 1, òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî γ →∞,

ïîëó÷èì µ̂(y) = 0. Â ñëó÷àå 0 < ‖a‖I 6 1 âûáåðåì γ = 1
/

2n
√
‖a‖I > 1, ïîñëå ÷åãî

íåðàâåíñòâî (2.6) ïðèìåò âèä

µ̂(y) 6 π(n− 1)

(
2n

√
‖a‖I +

√
‖a‖I

)
+ 2 ‖a‖I + 4 2n

√
‖a‖Ie

3.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâàìè 2n
√
‖a‖I >

√
‖a‖I > ‖a‖I , ïîëó÷èì

µ̂(y) 6 2n

√
‖a‖I

(
2π(n− 1) + 2 + 4e3

)
6 2n

√
‖a‖I

(
2πn+ e5

)
.

Òåîðåìà II äîêàçàíà.
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2.3 Íèæíÿÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè áëóæ-

äàíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y(n)+cy = 0 è åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå y∗(t) = cos (|Imλ| t) eReλt,

ãäå λ ýòî êîðåíü n ñòåïåíè èç −c, ñ íàèáîëüøåé ìíèìîé ÷àñòüþ. Âåêòîð-ôóíêöèÿ

ψy∗ áóäåò èìåòü âèä

ψy∗(t) = v1 cos (|Imλ| t) eReλt + v2 sin (|Imλ| t) eReλt,

ãäå v1, v2 íåêîòîðûå âåêòîðà, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùèå îò c. Çàìåòèì, ÷òî âåðíî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

µ̌(y∗) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∣∣∣∣ ddτ ψy∗(τ)

|ψy∗(τ)|

∣∣∣∣ dτ = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∣∣∣∣ ddτ ψy∗(τ)e−Reλt

|ψy∗(τ)e−Reλt|

∣∣∣∣ dτ =

= lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∣∣∣∣ ddτ q(t)

|q(t)|

∣∣∣∣ dτ,
ãäå q � âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ ïàðàìåòðèçàöèþ íåêîòîðîãî ýëëèïñà ëåæàùåãî

â ïëîñêîñòè v1, v2

q(t) = v1 cos (|Imλ| t) + v2 sin (|Imλ| t) .

Ëåììà 14. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ v, u ∈ Rn è ÷à-

ñòîòû ω > 0 ñêîðîñòü áëóæäàíèè âåêòîð-ôóíêöèè

q(t) = v cosωt+ u sinωt,

ðàâíà

µ̌ (q) = µ̂ (q) = ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ q ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ñ ïåðèîäîì T = 2π/ω.

Çàìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ ñîâïàäàþò è ðàâíû γ(q, T )/T

lim
t→∞

1

t
γ(q, t) 6 lim

t→∞

1

t
γ

(
q, T

⌈
t

T

⌉)
= lim

t→∞

1

t

⌈
t

T

⌉
γ(q, T ) =

1

T
γ(q, T ),

lim
t→∞

1

t
γ(q, t) > lim

t→∞

1

t
γ

(
q, T

⌊
t

T

⌋)
= lim

t→∞

1

t

⌈
t

T

⌉
γ(q, T ) =

1

T
γ(q, T ).

Âåëè÷èíà γ(q, T ) èìååò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äëèíû ïóòè, êîòîðûé ïðîõîäèò

ïðîåêöèÿ âåêòîðà q(t) íà åäèíè÷íóþ ñôåðó çà ïåðèîä. Òàê êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ q

çàäàåò ïàðàìåòðèçàöèþ ýëëèïñà ñ öåíòðîì â íóëå, òî ïðîåêöèÿ âåêòîðà q(t) íà åäè-

íè÷íóþ ñôåðó çà âðåìÿ T îïèñûâàåò îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Òåì ñàìûì,

ïóòü êîòîðûé ïðîõîäèò ïðîåêöèÿ âåêòîðà q(t) ðàâåí 2π è ñëåäîâàòåëüíî,

µ̌(q) = µ̂(q) =
1

T
γ(q, T ) =

2π

T
= ω.
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Ëåììà 14 äîêàçàíà.

Èç ëåììû 14 âûòåêàåò, ÷òî

µ̌(y∗) = |Imλ| .

Òåïåðü îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé n-îé ñòåïåíè èç −c èìååò âèä{
n
√
c (cosϕk + i sinϕk)

}
, ϕk =

π

n
+

2π

n
k, 0 6 k < n.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n > 2 ìíèìàÿ ÷àñòü õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ

áóäåò íå ìåíüøå ÷åì 1
2
. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì k = [(n− 2) /4]. Òîãäà

π

2
− π

n
=
π

n
+

2π

n

(
n− 2

4
− 1

2

)
6 ϕk 6

π

n
+

2π

n

(
n− 2

4
+

1

2

)
=
π

2
+
π

n

Îòêóäà ïðè n > 3 ñëåäóåò, ÷òî ϕk ∈ [π/6, 5π/6], à ïðè n = 2 ïîëó÷èì ϕk = π/2. Òåì

ñàìûì

sup
a∈En
‖a‖I6c

sup
y∈S∗(a)

µ̌(y) > µ̌(y∗) = |Imλ| = n
√
c sinϕk >

1

2
n
√
c.

Òåîðåìà III äîêàçàíà.

28



Ãëàâà 3

3 Ñîâïàäåíèå ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âñå ïî-

êàçàòåëè êîëåáëåìîñòè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé íà ðåøåíèÿõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Âàæíûì ïðîìåæóòî÷íûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ âûâîä äâóñòîðîí-

íèõ îöåíîê íà êîëè÷åñòâî íóëåé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. Äàííûå îöåíêè áóäóò

íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàíû â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Â ïàðàãðàôå 3.2 îöåíêà

ñíèçó íà êîëè÷åñòâî íóëåé îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå ñóììû êâàçèìíîãî÷ëåíîâ.

Çàâåðøàåòñÿ äàííàÿ ãëàâà äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû IV.

3.1 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòå-

êàþùåå èç òåîðåìû Ðîëëÿ

Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f :

R 7→ R è ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆ ⊂ R èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ν(f,∆) 6 ν(f ′,∆) + 1, t ∈ R+.

Ðàññìîòðèì è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð ÷èñåë 0 < ω1 < . . . < ωk. Îïðå-

äåëèì ïî íåìó âåëè÷èíó

λ
def

= min
i>j

ωi
ωj

> 1. (3.1)

Ëåììà 15. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû C > 1 è âåêòîðà m ∈ Sk−1, íàéäåòñÿ

÷èñëî n ∈ N è èíäåêñ p ∈ 1, k òàêèå, ÷òî áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà∣∣mpω
n
p

∣∣ > C max
j 6=p

∣∣mjω
n
j

∣∣ , n 6 2k dlnλCe .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âîçâðàùàþùóþ íîìåð ìàêñèìàëüíîãî ïî

ìîäóëþ ýëåìåíòà â íàáîðå {miω
s
i }
k
i=1

L(s) = max
i

{
i : |miω

s
i | >

∣∣mjω
s
j

∣∣ ∀j} .
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ L íåóáûâàþùàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî s ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî L(s) 6 L(s + 1). Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè

L(s), èìååì∣∣mL(s)ω
s
L(s)

∣∣ > ∣∣mL(s+1)ω
s
L(s+1)

∣∣ , ∣∣∣mL(s)ω
s+1
L(s)

∣∣∣ 6 ∣∣∣mL(s+1)ω
s+1
L(s+1)

∣∣∣ .
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Îòêóäà âûòåêàåò

ωL(s) =

∣∣∣mL(s)ω
s+1
L(s)

∣∣∣∣∣∣mL(s)ω
s
L(s)

∣∣∣ 6
∣∣∣mL(s+1)ω

s+1
L(s+1)

∣∣∣∣∣∣mL(s+1)ω
s
L(s+1)

∣∣∣ = ωL(s+1).

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî, ïî óñëîâèþ, íàáîð ωi ñòðîãî âîçðàñòàþùèé, èç íåðàâåíñòâà

ωL(s) 6 ωL(s+1), ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Îáîçíà÷èì, ÷åðåçM âûðàæåíèå mini {i : λi > C} = dlnλCe. Èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ
L íåóáûâàþùàÿ è ïðèíèìàåò íå áîëåå k ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âûòåêàåò, ÷òî â íàáîðå

÷èñåë {L(sM)}2k
s=0 íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ òðîéêà ÷èñåë òàêèõ, ÷òî

L
(
(s− 1)M

)
= L

(
sM
)

= L
(
(s+ 1)M

)
def

= p.

Îòêóäà, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè L, ïîëó÷èì∣∣mpω
(s−1)M
p

∣∣ > ∣∣∣mjω
(s−1)M
j

∣∣∣ , ∣∣mpω
(s+1)M
p

∣∣ > ∣∣∣mjω
(s+1)M
j

∣∣∣ , j ∈ 1, k.

Óìíîæàÿ ïåðâîå è äåëÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî íà ωMp , ïîëó÷èì∣∣mpω
sM
p

∣∣ > ∣∣mjω
sM
j

∣∣ ωMp
ωMj

,
∣∣mpω

sM
p

∣∣ > ∣∣mjω
sM
j

∣∣ ωMj
ωMp

, j ∈ 1, k.

Êîòîðûå ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâó

∣∣mpω
sM
p

∣∣ > ∣∣mjω
sM
j

∣∣max

{
ωMp
ωMj

,
ωMj
ωMp

}
, j ∈ 1, k (3.2)

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñåë λ è M , äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñîâ i > j âû-

ïîëíåíî
ωMi
ωMj

> λM > C.

Èç íåðàâåíñòâà (3.2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j 6= p âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî∣∣mpω
sM
p

∣∣ > C
∣∣mjω

sM
j

∣∣ .
Ëåììà 15 äîêàçàíà.

Çàìåíÿÿ íàáîð {ωi} â ëåììå 15 íà íàáîð
{
ω−1
i

}
, ïðèäåì ê óòâåðæäåíèþ

Ñëåäñòâèå 11. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû C > 1 è âåêòîðà m ∈ Sk−1,

íàéäåòñÿ ÷èñëî n ∈ N è èíäåêñ p ∈ 1, k òàêèå, ÷òî áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà∣∣mpω
−n
p

∣∣ > C max
j 6=p

∣∣mjω
−n
j

∣∣ , n 6 2k dlnλCe .

Ëåììà 16. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà m ∈ Sk−1 è n ∈ Z èç íåðàâåíñòâà∣∣mpω
n
p

∣∣ > 2kmax
j 6=p

∣∣mjω
n
j

∣∣ ,
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âûòåêàåò ∣∣mpω
n
p

∣∣−∑
j 6=p

∣∣mjω
n
j

∣∣ > 1

3
min {ωn1 , ωnk} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé ëåììû âûòåêàþò íåðàâåíñòâà∣∣mpω
n
p

∣∣−∑
j 6=p

∣∣mjω
n
j

∣∣ > ∣∣mpω
n
p

∣∣−∑
j 6=p

1

2k

∣∣mpω
n
p

∣∣ > 1

2

∣∣mpω
n
p

∣∣ , (3.3)

|mp|ωnp > 2kmax
i 6=p
|mi|ωni > 2

∑
i 6=p

|mi|ωni . (3.4)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî m ∈ Sk−1, ïîëó÷èì

k∑
i=1

|mi| >
k∑
i=1

m2
i = 1.

Èç óïîðÿäî÷åííîñòè íàáîðà {ωi} ñëåäóåò, ÷òî

ωni > min
i
ωni = min {ωn1 , ωnk} .

Îòêóäà ïðèáàâëÿÿ ê îáîèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà (3.4) âåëè÷èíó 2 |mp|ωnp , ïðèäåì ê

íåðàâåíñòâó

3 |mp|ωnp > 2
k∑
i=1

|mi|ωni > 2 min {ωn1 , ωnk}
k∑
i=1

|mi| > 2 min {ωn1 , ωnk} .

Â èòîãå, ïîäñòàâëÿÿ äàííîå íåðàâåíñòâî â (3.3), ïîëó÷èì òðåáóåìîå

|mp|ωnp −
∑
i 6=p

|mi|ωni >
1

2

∣∣mpω
n
p

∣∣ > 1

3
min {ωn1 , ωnk} .

Ëåììà 16 äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

F (τ) = m1 cos(ω1τ + α1) + . . .+mk cos(ωkτ + αk), α,m ∈ Rk, (3.5)

à ïîä âûðàæåíèåì F (s) áóäåì ïîíèìàòü åå s-þ ïðîèçâîäíóþ (èëè ïåðâîîáðàçíóþ

åñëè s < 0) âèäà

F (s)(τ) = m1ω
s
1 cos(ω1τ + α̃1) + . . .+mkω

s
k cos(ωkτ + α̃k), m ∈ Rk,

ãäå α̃i = αi + πs/2.

À òàêæå îïðåäåëèì ÷èñëî

N
def

= 2k dlnλ 2ke , (3.6)

ãäå âåëè÷èíà λ îïðåäåëÿëàñü âûøå ïî ôîðìóëå (3.1).
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Ëåììà 17. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ m ∈ Sk−1, α ∈ Rk è ïðîìåæóòêà ∆ ⊂ R
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ν(F,∆) 6

⌈
|∆|ωk
π

⌉
+N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 15 ïðè C = 2kωk/ω1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

íîìåðà n ∈ 0, N è èíäåêñà p ∈ 1, k áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣mpω
n
p

∣∣ > 2k
ωk
ω1

max
j 6=p

∣∣mjω
n
j

∣∣ > 2
ωk
ω1

∑
j 6=p

∣∣mjω
n
j

∣∣ .
Ïîëüçóÿñü, óïîðÿäî÷åííîñòüþ íàáîðà {ωi} ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà∣∣mpω

n
p

∣∣ > 2
ωk
ω1

∑
j 6=p

∣∣mjω
n
j

∣∣ > 2
∑
j 6=p

∣∣mjω
n
j

∣∣ . (3.7)

∣∣mpω
n+1
p

∣∣ > ω1

∣∣mpω
n
p

∣∣ > 2ωk
∑
j 6=p

∣∣mjω
n
j

∣∣ > 2
∑
j 6=p

∣∣mjω
n+1
j

∣∣ , (3.8)

Ðàçîáüåì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà îòðåçêè Ii è Ji, çàäàííûå ôîðìóëàìè

Ii =

[
πi− α̃p − π/4

ωp
,
πi− α̃p + π/4

ωp

]
, Ji =

[
πi− α̃p + π/4

ωp
,
πi− α̃p + 3π/4

ωp

]
,

ãäå α̃p = αp + πn/2. Çàìåòèì, ÷òî íà îòðåçêàõ Ii âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|cos(ωpτ + α̃p)| >
1√
2
, τ ∈ Ii, ∀i.

Òîãäà äëÿ τ ∈ Ii, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (3.7), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî∣∣F (n)(τ)
∣∣ > ∣∣mpω

n
p cos(ωpτ + α̃p)

∣∣−∑
j 6=p

∣∣mjω
n
j cos(ωjτ + α̃j)

∣∣ >
>

1√
2

∣∣mpω
n
p

∣∣−∑
j 6=p

∣∣mjω
n
j

∣∣ > ( 1√
2
− 1

2

) ∣∣mpω
n
p

∣∣ > 0.

Èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî íà îòðåçêàõ Ii íåò íóëåé ôóíêöèè F (n). Àíàëîãè÷íî, íà

îòðåçêàõ Ji áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|sin(ωpτ + α̃p)| >
1√
2
, τ ∈ Ji,∀i.

Èç êîòîðîãî äëÿ τ ∈ Ji, ïîëüçóÿñü (3.8), ïîëó÷èì∣∣F (n+1)(τ)
∣∣ > ∣∣mpω

n+1
p sin(ωpτ + α̃p)

∣∣−∑
j 6=p

∣∣mjω
n+1
j sin(ωjτ + α̃j)

∣∣ >
>

1√
2

∣∣mpω
n+1
p

∣∣−∑
j 6=p

∣∣mjω
n+1
j

∣∣ > ( 1√
2
− 1

2

) ∣∣mpω
n+1
p

∣∣ > 0.

Òåì ñàìûì íà îòðåçêàõ Ji íåò íóëåé ôóíêöèè F
(n+1). Èç òåîðåìû Ðîëëÿ (óòâåðæäå-

íèå 6) âûòåêàåò, ÷òî íà îòðåçêå Ji íå áîëåå îäíîãî íóëÿ ôóíêöèè F
(n).
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Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïîñòðîåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìàÿ ðàçáèòà íà îòðåçêè Ii ∪
Ji íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ F (n) èìååò íå áîëåå îäíîãî íóëÿ. Òàê êàê äëèíû îòðåçêîâ

Ii ∪ Ji ðàâíû π/ωp, òî ïðîìåæóòîê ∆ ïåðåñåêàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ d|∆|ωp/πe òàêèìè
îòðåçêàìè. È ñëåäîâàòåëüíî âåðíî íåðàâåíñòâî

ν
(
F (n),∆

)
6

⌈
|∆|ωp
π

⌉
.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðîëëÿ (óòâåðæäåíèå 6) ê äàííîìó íåðà-

âåíñòâó, à òàê æå ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî, ïî ïîñòðîåíèþ, n 6 N , ïîëó÷èì òðåáóåìîå

óòâåðæäåíèå

ν(F,∆) 6 ν
(
F (n),∆

)
+ n 6

⌈
|∆|ωp
π

⌉
+N 6

⌈
|∆|ωk
π

⌉
+N.

Ëåììà 17 äîêàçàíà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆ ⊂ R, ôóíêöèè f : R → R è ÷èñåë

δ, h, n îáîçíà÷èì ÷åðåç Seq∆(f, n, δ, h) ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé {τi} ⊂ ∆ èç íå ìåíåå ÷åì n ýëåìåíòîâ òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|f(τi)| > δ, f(τi)f(τi+1) < 0, |τi − τi+1| 6 h.

Íåïîñðåäñòâåííî èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

Óòâåðæäåíèå 7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆ ⊂ R, ôóíêöèè
f : R+ → R è ÷èñåë δ1 > δ2, h1 6 h2, n1 > n2 âåðíî

Seq∆(f, n1, δ1, h1) ⊂ Seq∆(f, n2, δ2, h2).

Óòâåðæäåíèå 8. Åñëè äëÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆ ⊂ R, íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
f : R+ → R è ÷èñåë δ, h, n ìíîæåñòâî Seq∆(f, n, δ, h) íåïóñòî, òî ôóíêöèÿ f èìååò

íå ìåíåå n− 1 íóëÿ íà âíóòðåííîñòè ∆.

Âåðíî äàæå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 18. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë δ, h, k, C è íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

f, g : R+ → R òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R+ ìíîæåñòâî S(t)
def

= Seq[0,t)(f, dkt− Ce , δ, h)

íå ïóñòî, à òàêæå ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |g(t)| < δ, òîãäà âåðíà

öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

lim
τ→∞

π

t
ν
(
f + g, [0, t)

)
> lim

τ→∞

π

t
ν
(
f + g, [0, t)

)
> πk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ R+ èç íå ïóñòîòû S(t) âûòåêàåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi} ∈ S(t). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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{τi}, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(τi)| > δ. Òîãäà ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì |g(t)| < δ

ïîëó÷èì

|f(τi) + g(τi)| > |f(τi)| − |g(τi)| > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f + g èìååò òîò æå çíàê â òî÷êå τi ÷òî è ôóíêöèÿ f .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(τi)} çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ, ñëåäîâàòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{f(τi) + g(τi)} òàêæå çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé f è g, âûòå-

êàåò, ÷òî íà êàæäîì èíòåðâàëå (τi, τi+1) áóäåò õîòÿ áû îäèí íîëü ôóíêöèè f + g. Ïî

îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τi}, â íåé õîòÿ áû dkt− Ce ÷ëåíîâ ïðèíàäëåæèò
ïðîìåæóòêó [0, t) è ñëåäîâàòåëüíî ó ôóíêöèè f + g áóäåò õîòÿ áû dkt− Ce − 1 íîëü

íà èíòåðâàëå (0, t).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà t ïîëó÷èì

lim
τ→∞

π

t
ν
(
f + g, [0, t)

)
> lim

τ→∞

π

t

(
dkt− Ce − 1

)
= πk.

Ëåììà 18 äîêàçàíà.

Ëåììà 19. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ m ∈ Sk−1, α ∈ Rk è ïðîìåæóòêà âðå-

ìåíè ∆ ⊂ R íàéäåòñÿ íîìåð s 6 N òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî

S
def

= Seq∆

(
F (−s),

⌊
|∆|ω1

π

⌋
,
1

3
ω−sk ,

π

ω1

)
6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåìì 15 è 16 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íîìåð s ∈ 0, N è

èíäåêñ p ∈ 1, k, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|mp|ω−sp −
∑
i 6=p

|mi|ω−si >
1

3
ω−sk .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

τi =
πi− α̃p
ωp

, α̃p = αp +
πs

2
.

Ïîêàæåì, ÷òî {τi} ∈ S. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

|τi − τi+1| = π/ωp 6 π/ω1. Òàêæå íå ìåíåå ÷åì b|∆|ω1/πc åå ÷ëåíîâ ïðèíàäëåæèò

ïðîìåæóòêó ∆. Çàìåòèì, ÷òî

cos (ωpτi + α̃p) = (−1)i.

Îòêóäà ïîëó÷èì

∣∣F (−s)(τi)
∣∣ > ∣∣mpω

−s
p cos (ωpτi + α̃p)

∣∣− ∣∣∣∣∣∑
i 6=p

miω
−s
i cos (ωiτi + α̃i)

∣∣∣∣∣ >
> |mp|ω−sp −

∑
i 6=p

|mi|ω−si >
1

3
ω−sk .
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Ñëåäîâàòåëüíî,

sgnF (−s)(τi) = sgn

(
mpω

−s
p cos (ωpτi + α̃p)

)
= (−1)i sgnmp.

Òåì ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
F (−s)(τi)

}
çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ. Îòêóäà âûòåêàåò,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi} ∈ S. Ëåììà 19 äîêàçàíà.

Ëåììà 20. Åñëè äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f : R+ → R, ïðîìåæóòêà âðå-

ìåíè ∆ ⊂ R è ÷èñåë δ, h, n ìíîæåñòâî Seq∆

(
f, n, δ, h

)
íåïóñòî, òî è ìíîæåñòâî

Seq∆

(
f ′, n− 1, δ/h, 2h

)
òàêæå íåïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τi} ∈ Seq∆

(
f, n, δ, h

)
è èíòåð-

âàë (τi, τi+1). Ïîñòðîèì òî÷êó ti ∈ (τi, τi+1) òàêóþ, ÷òî

|f ′(ti)| >
δ

h
, sgn f ′(ti) = sgn f(τi+1).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñëó÷àé f(τi+1) > 0 (ñëó÷àé f(τi+1) < 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî) è ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, à èìåííî, ÷òî âñå òî÷êè îòðåçêà τ ∈ [τi, τi+1]

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó f ′(τ) < δ/h, ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ

2δ 6 f(τi+1)− f(τi) =

τi+1∫
τi

f ′(τ) dτ < (τi+1 − τi)
δ

h
6 δ.

Ñëåäîâàòåëüíî íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (τi, τi+1) íàéäåòñÿ òî÷êà ti ñ òðåáóåìû-

ìè ñâîéñòâàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ti}, ñîñòîÿùóþ íå

ìåíåå ÷åì èç N − 1 ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè áóäóò íå ïðåâîñõî-

äèòü 2h. Èç òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(τi+1)} çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ âûòåêàåò,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f ′(ti)} òàêæå áóäåò çíàêî÷åðåäóþùåéñÿ.
Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî {ti} ∈ Seq∆

(
f ′, N − 1, δ/h, 2h

)
. Ëåììà 20 äîêàçàíà.

Ëåììà 21. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ m ∈ Sk−1, α ∈ Rk è ïðîìåæóòêà âðå-

ìåíè ∆ ⊂ R ìíîæåñòâî

S
def

= Seq∆

(
F,

⌊
|∆|ω1

π

⌋
−N,

(
2Nπ

ωk
ω1

)−N
,
π

ω1

2N
)
6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 19 èìååì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî s 6 N ìíîæåñòâî

Seq∆

(
F (−s),

⌊
|∆|ω1

π

⌋
,
1

3
ω−sk ,

π

ω1

)
6= ∅. (3.9)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ s ðàç, ëåììó 20 ê ìíîæåñòâó (3.9) ïîëó÷èì, ÷òî

Ss
def

= Seq∆

(
F,

⌊
|∆|ω1

π

⌋
− s, 1

3
2−

s(s−1)
2

(
ωk
ω1

)−s
π−s, 2s

π

ω1

)
6= ∅.

Çàìåòèì, ÷òî N > 2, îòêóäà èìååì

1

3
2−

s(s−1)
2 > 2−

s(s−1)
2

+2 > 2−N
2

.

35



Òîãäà, ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 7, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî s 6 N âåðíî âëîæåíèå

Ss ⊂ S = Seq∆

(
F,

⌊
|∆|ω1

π

⌋
−N,

(
2Nπ

ωk
ω1

)−N
, 2N

π

ω1

)
.

È ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî S íå ïóñòî. Ëåììà 21 äîêàçàíà.

Ñîåäèíÿÿ âìåñòå ëåììû 17 è 21, à òàêæå óòâåðæäåíèå 8 ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 12. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ m ∈ Rk
∗, α ∈ Rk è ìîìåíòà âðåìåíè

t ∈ R+ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî⌊
tω1

π

⌋
−N − 1 6 ν

(
F, [0, t)

)
= ν

(
F

|m|
, [0, t)

)
6

⌈
tωk
π

⌉
+N.

3.2 Íèæíÿÿ îöåíêà êîëåáëåìîñòè ñóììû êâàçèìíî-

ãî÷ëåíîâ

Ëåììà 22. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë n, P ∈ N, íàáîðà {δi}ni=1 ⊂ R è ïðîèçâîëüíîé

íåíóëåâîé ôóíêöèè

f(τ) =
n∑
i=1

eδiτPi(τ), τ ∈ R, (3.10)

ãäå Pi � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå P , ôóíêöèÿ f èìååò ìåíåå n(P + 1) íóëåé (ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòè) íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ1 < δ2 < . . . <

δn, à òàêæå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Pi � íåíóëåâûå.

Áóäåì ïðîâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà íàáîðà ïî-

êàçàòåëåé ýêñïîíåíò {δi}ni=1. Áàçà èíäóêöèè (ïðè n = 1) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ôóíê-

öèÿ f(τ) áóäåò ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèè eδ1τ , íèãäå íå ðàâíîé íóëþ, íà íåíóëåâîé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå P , êîòîðûé, ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, èìååò íå

áîëåå P êîðíåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ íàáîðîâ {δi} ðàçìåðà íå áî-
ëåå n − 1. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè f íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà

ôóíêöèè íèãäå íå ðàâíûå íóëþ. Òî åñòü íà ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè f âñåé ÷èñëîâîé

ïðÿìîé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íóëåé ôóíêöèè

f(τ)e−δnτ = Pn(τ) +
n−1∑
i=1

e(δi−δn)τPi(τ), τ ∈ R.

ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ êîòîðóþ P + 1 ðàç, ïîëó÷èì ôóíêöèþ

f̃(τ)
def

=

(
f(τ)e−δnτ

)(P+1)

=
n−1∑
i=1

(
e(δi−δn)τPi(τ)

)(P+1)

=
n−1∑
i=1

e(δi−δn)τ P̃i(τ), τ ∈ R,
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ãäå ìíîãî÷ëåíû P̃i ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìíîãî÷ëåíà Pi è åãî ïðîèçâîä-

íûõ

P̃i(τ) =
P∑
j=0

Cj
P (δi − δn)jP

(P−j)
i (τ).

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû P̃i èìåþò ñòåïåíü íå âûøå P , à òàê æå áóäóò îò-

ëè÷íûìè îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ. Òîãäà ó ôóíêöèè f̃ , ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,

íå áîëåå (n− 1)(P + 1) íóëåé. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ, ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíê-

öèè P + 1 ðàç êîëè÷åñòâî åå íóëåé, åñëè è óìåíüøèòñÿ, òî íå áîëåå ÷åì íà P + 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó ôóíêöèè f íå áîëåå n(P + 1) íóëåé, ÷òî çàâåðøàåò èíäóêöèîííûé

ïåðåõîä. Ëåììà 22 äîêàçàíà.

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ÷èñåë k, n, P ∈ N è íàáîðîâ {ωi}ki=1 , {δi}
n
i=1 òàêèõ, ÷òî âû-

ïîëíåíû íåðàâåíñòâà

0 < ω1 < ω2 < . . . < ωk, δ1 < δ2 < . . . < δn.

Îïðåäåëèì íåíóëåâûå âåêòîð-ôóíêöèè Υ̃ : R 7→ R2k è Ψ : R 7→ R2k

Υ̃i(τ) =
n∑
s=1

eδsτPs,i(τ), Ψi(τ) =

cos(ωiτ), i
... 2,

sin(ωiτ), i6 ... 2,
τ ∈ R, i ∈ 1, 2k,

ãäå Ps,i � ïðîèçâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøå P . ×åðåç P ∈ R2nkP
∗ áóäåì

îáîçíà÷àòü âåêòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîâîêóïíîñòü êîýôôèöèåíòîâ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ps,i.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èçó÷àòü êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè

G(τ)
def

=
(

Υ̃(τ),Ψ(τ)
)
, τ ∈ R. (3.11)

Çàìå÷àíèå 5. Ôóíêöèÿ F , îïðåäåëåííàÿ â (3.5), ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

ôóíêöèè G, êîãäà P = 1, n = 1, δ1 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ
∣∣∣Υ̃(τ)

∣∣∣ èìååò íóëåé íå áîëüøå ÷åì ó ëþáîé èç åå êîîðäèíàò,
êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïî ëåììå 22 èìåþò íå áîëåå nP íóëåé. Îáîçíà÷èì ðàçáèåíèå

÷èñëîâîé ïðÿìîé íóëÿìè ôóíêöèè
∣∣∣Υ̃(τ)

∣∣∣ ÷åðåç T0, êîòîðîå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ

íàáîðîì òî÷åê åãî îáðàçóþùåãî. Òîãäà ôóíêöèÿ

Υ(τ) =
Υ̃(τ)

|Υ(τ)|
, τ ∈ R \ T0,

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ðàçáèåíèÿ

T0. Îòêóäà âûòåêàåò

Óòâåðæäåíèå 9. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆ êîëè÷åñòâî íóëåé

ó ôóíêöèé G è (Υ(·),Ψ(·)) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

ν
(
G,∆

)
> ν

(
(Υ(·),Ψ(·)) ,∆

)
, ν

(
G,∆

)
6 ν

(
(Υ(·),Ψ(·)) ,∆

)
+ nP.
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Ëåììà 23. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà P ∈ R2nkP
∗ è èíäåêñà i ∈ 1, 2k ñóùåñòâó-

åò ðàçáèåíèå ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñîñòîÿùåå íå áîëåå ÷åì èç 4n3P òî÷åê òàêîå, ÷òî

íà êàæäîì èíòåðâàëå äàííîãî ðàçáèåíèÿ ôóíêöèÿ Υi áóäåò íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìîé è ìîíîòîííîé ïî τ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Υi

Υ′i(τ) =

 Υ̃i(τ)∣∣∣Υ̃i(τ)
∣∣∣
′ = Υ̃′i(τ)

∣∣∣Υ̃i(τ)
∣∣∣2 − 1

2
Υ̃i(τ)

(∣∣∣Υ̃i(τ)
∣∣∣2)′∣∣∣Υ̃i(τ)

∣∣∣3 =

=
1∣∣∣Υ̃i(τ)
∣∣∣3

2k∑
j=1

(
Υ̃′i(τ)

∣∣∣Υ̃j(τ)
∣∣∣2 − Υ̃i(τ)

(
Υ̃j(τ)Υ̃′j(τ)

))
, τ ∈ R \ T0.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëèòåëü ïðåäñòàâèì â âèäå (3.10). Äåéñòâèòåëüíî, âñå âîçìîæíûå

ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò áóäóò èìåòü âèä {s1 + s2 + s3 : s1, s2, s3 ∈ {δi}ni=1} è ñëåäîâà-

òåëüíî èõ ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò C3
n+2 6 n3, à ïîëèíîìû ïðè íèõ áóäóò èìåòü ñòå-

ïåíü ìåíüøå 3P . Îòêóäà ïî ëåììå 22 ÷èñëèòåëü èìååò íå áîëåå 3n3P íóëåé, êî-

òîðûå, ñîâìåñòíî ñ òî÷êàìè T0, îáðàçóþò ðàçáèåíèå ñîñòîÿùåå íå áîëåå ÷åì èç

3n3P + nP 6 4n3P òî÷åê. Íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ ýòîãî ðàçáèåíèÿ ôóíêöèÿ Υi

áóäåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è èìåòü ôèêñèðîâàííûé çíàê ïðîèçâîäíîé.

Ëåììà 23 äîêàçàíà.

Ëåììà 24. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà P ∈ R2nkP
∗ âàðèàöèÿ ôóíêöèè Υ íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé íå ïðåâîñõîäèò 24kn3P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ∈ 1, 2k ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Υi. Èç òîãî,

÷òî Υ ∈ S2k−1 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî |Υi| 6 1. Ïî ëåììå 23, äëÿ Υi ñóùåñòâóåò ðàç-

áèåíèå íà êàæäîì èíòåðâàëå êîòîðîãî îíà ìîíîòîííà. Ñëåäîâàòåëüíî, åå âàðèàöèÿ

íà ëþáîì èíòåðâàëå äàííîãî ðàçáèåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 2. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

Υi èìååò íå áîëåå nP òî÷åê ðàçðûâà. Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî âàðèàöèÿ ôóíêöèè Υi

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

V+∞
−∞Υi 6 2nP + 2

(
4n3P + 1

)
6 12n3P.

Âàðèàöèÿ ôóíêöèè Υ íå ïðåâîñõîäèò ñóììû âàðèàöèé âñåõ åå êîîðäèíàò Υi. Îòêóäà

ïîëó÷èì òðåáóåìîå

V+∞
−∞Υ 6

2k∑
i=1

V+∞
−∞Υi 6 24kn3P.

Ëåììà 24 äîêàçàíà.

Ëåììà 25. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà P ∈ R2nkP
∗ è ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆ ⊂
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R âåðíî íåðàâåíñòâî⌊
|∆|ω1

π

⌋
− (N + 2)

⌈
24k2n3P

ε
+ np

⌉
6 ν (G,∆) , t ∈ R+,

ãäå ε
def

=
(

2Nπ ωk
ω1

)−N
, à ÷èñëî N çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 24 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäðàçáèåíèå TΥ ðàçáè-

åíèÿ T0 òàêîå, ÷òîáû âàðèàöèÿ Υ íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ íå ïðåâîñõîäèëà ε/k,

ïðè÷åì êîëè÷åñòâî òî÷åê â ðàçáèåíèè TΥ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

#TΥ 6 #T0 +
⌈
kε−1V+∞

−∞Υ
⌉
6

⌈
24k2n3P

ε

⌉
+ nP.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë I = (Ia, Ib) ðàçáèåíèÿ TΥ. Ïî ïîñòðîåíèþ, âà-

ðèàöèÿ ôóíêöèè Υ íà íåì íå ïðåâîñõîäèò ε/k. Ðàññìîòðèì òî÷êó τI çàäàííóþ óðàâ-

íåíèåì

VτI
Ia

Υ = VIb
τI

Υ 6
ε

2k
, τI ∈ I.

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ âàðèàöèè, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè τ ∈ (Ia, τI) ïîëó÷èì (äëÿ

ñëó÷àÿ τ ∈ (τI , Ib) àíàëîãè÷íî)

|Υ(τI)−Υ(τ)| 6 |Υ(Ia)−Υ(τ)|+ |Υ(τ)−Υ(τI)| 6 VτI
Ia

6
ε

2k
.

Îòêóäà, ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì |Ψ| ≡
√
k, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî∣∣(Υ(τ),Ψ(τ)

)
−
(
Υ(τI),Ψ(τ)

)∣∣ 6 |Υ(τ)−Υ(τI)| |Ψ(τ)| 6 ε

2k

√
k 6

ε

2
, τ ∈ I. (3.12)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ
(
Υ(τI),Ψ(·)

)
èìååò âèä (3.5) è ñëåäîâàòåëüíî, ê íåé ïðè-

ìåíèìà ëåììà 21 äëÿ îòðåçêà I. Èç êîòîðîé âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {ti} òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà∣∣(Υ(τI),Ψ(ti)
)∣∣ > ε,

(
Υ(τI),Ψ(ti)

)(
Υ(τI),Ψ(ti+1)

)
< 0, ∀i. (3.13)

Èç íåðàâåíñòâ (3.12) è (3.13) âûòåêàåò, ÷òî∣∣(Υ(ti),Ψ(ti)
)∣∣ > ∣∣(Υ(τI),Ψ(ti)

)∣∣− ∣∣(Υ(ti),Ψ(ti)
)
−
(
Υ(τI),Ψ(ti)

)∣∣ > ε− ε
2
>
ε

2
, ∀i.

Òàêèì îáðàçîì,

sgn (Υ(ti),Ψ(ti)) = sgn (Υ(τI),Ψ(ti)) , ∀i.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

(Υ(ti),Ψ(ti))
}
ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùåéñÿ.

Ñîãëàñíî ëåììå 21, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti} íå ìåíåå b|∆|ω1/πc − N ýëåìåíòîâ.

Îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî ó ôóíêöèè (Υ(·),Ψ(·)) íå ìåíåå |I|ω1/π − N − 2 íóëåé íà èí-

òåðâàëå I. Ñêëàäûâàÿ êîëè÷åñòâî íóëåé ïîëó÷åííûõ íà âñåõ ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ

ïîëó÷èì

ν
(
(Υ(·),Ψ(·)) ,∆

)
>

⌊
|∆|ω1

π

⌋
− (N + 2)#TΥ.
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Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 9 âûòåêàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

ν
(
G,∆

)
> ν

(
(Υ(·),Ψ(·)) ,∆

)
>

⌊
|∆|ω1

π

⌋
− (N + 2)

⌈
24k2n3P

ε
+ np

⌉
.

Ëåììà 25 äîêàçàíà.

3.3 Òî÷íîñòü è àáñîëþòíîñòü ïîêàçàòåëÿ êîëåáëåìî-

ñòè àâòîíîìíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ æîðäàíîâîãî áàçèñà âû-

òåêàåò

Ñëåäñòâèå 13. Â îáîçíà÷åíèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ x ∈
S∗(A) è êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ ∈ Spλ(x) ñóùåñòâóåò âåêòîð m òàêîé, ÷òî

(x(t),m) = eReλt cos |Imλ| t, t ∈ R.

Ëåììà 26. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn è åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) âåðíî

íåðàâåíñòâî

ν̂•(x) 6 min |Im Spλ(x)| .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

λ
def

= arg min
a∈Spλ(x)

|Im a| ,

â ñëó÷àå, åñëè ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ñðàçó íà íåñêîëüêèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ,

òî â êà÷åñòâå λ âûáèðàåì ëþáîå èç íèõ. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ðåøåíèé ëèíåéíûõ

àâòîíîìíûõ ñèñòåì (ñëåäñòâèå 13), ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð m∗ ∈ Rn òàêîé,

÷òî

f(t)
def

= (x(t),m∗) = eReλt cos |Imλ| t.

Íóëè ôóíêöèè f èìåþò âèä τi = (πi+ π/2) / |Imλ| ïðè |Imλ| > 0, ñëåäîâàòåëüíî,

íà ïðîìåæóòêå [0, t) ó ôóíêöèè f áóäåò b(t |Imλ|+ π/2) /πc íóëåé. Îòêóäà ïîëó÷èì
òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

ν̂•(x) = inf
m∈Rn∗

lim
t→∞

π

t
ν(x,m, t) 6 lim

t→∞

π

t
ν(x,m∗, t) = lim

t→∞

π

t
ν
(
(x(·),m∗) , [0, t)

)
=

= lim
t→∞

π

t

⌊
t

π
|Imλ|+ 1

2

⌋
= |Imλ| .

Ëåììà 26 äîêàçàíà.
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Ëåììà 27. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn è åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) âåðíî

íåðàâåíñòâî

ν̌◦(x) > min |Im Spλ(x)| .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, åñëè |Im Spλ(x)| = 0, òî óòâåðæäåíèå ëåììû íàïðÿ-

ìóþ ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2. Ïóñòü òåïåðü |Im Spλ(x)| > 0. Ðàññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíûé âåêòîð m ∈ Rn
∗ . Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèþ ðåøåíèÿ x íà âåêòîð m ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå (3.11). Äåéñòâèòåëüíî, èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3) âûòåêàåò, ÷òî ôóíê-

öèÿ (x(·),m) èìååò âèä

(x(t),m) =

#Spλ(x)/2∑
i=1

eδit (Pi(t) cosωit+Qi(t) sinωit) , t ∈ R,

ãäå Pi, Qi íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû, ñòåïåíü êîòîðûõ, ìîæíî ãðóáî îöåíèòü ðàçìåðíî-

ñòüþ ñèñòåìû A. Âîçìîæíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå òàêîé ïðîåêöèè ôóíêöèÿ (x(·),m) ïîëó-

÷èòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ (êîýôôèöèåíòû âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ Pi, Qi ðàâíû íó-

ëþ), â òàêîì ñëó÷àå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ R+ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ν(x,m, t) =∞.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (íå âñå ìíîãî÷ëåíû Pi, Qi íóëåâûå), ê ôóíêöèè (x(·),m) ïðèìå-

íèìà ëåììà 25, èç êîòîðîé âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

ν(x,m, t) = ν
(
(x(·),m), [0, t)

)
>

⌊
tmin |Im Spλ(x)|

π

⌋
− C,

ãäå âåëè÷èíà C, îïðåäåëåííàÿ â ëåììå 25, çàâèñèò òîëüêî îò íàáîðà ñîáñòâåííûõ

÷èñåë ìàòðèöû A, âõîäÿùèõ â ðåøåíèå x, è ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû A. Èç êîòîðîãî

ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå

ν̌◦(x) = lim
t→∞

inf
m∈Rn∗

π

t
ν(x,m, t) > lim

t→∞

π

t

(⌊
tmin |Im Spλ(x)|

π

⌋
− C

)
= min |Im Spλ(x)| .

Ëåììà 27 äîêàçàíà.

Ñîåäèíÿÿ âìåñòå ëåììû 26 è 27, à òàêæå óòâåðæäåíèÿ 2 ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå

òåîðåìû

ν̂◦(x) 6 ν̂•(x) 6 min |Im Spλ(x)|

6 6

min |Im Spλ(x)| 6 ν̌◦(x) 6 ν̌•(x)

.

Òåîðåìà IV äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4

4 Ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ïîêàçàòåëÿ îðèåíòèðîâàííîé âðàùà-

åìîñòè. Â íà÷àëå ãëàâû ïðèâîäèòñÿ òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé äàííîãî ïîêàçà-

òåëÿ. Îòêóäà, ïîëüçóÿñü áàçîâûìè óòâåðæäåíèÿìè ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè (òåîðåìà

Âåéëÿ [41]), âûâîäèòñÿ òåîðåìà V. Çàâåðøàåòñÿ ÷åòâåðòàÿ ãëàâà äîêàçàòåëüñòâîì

òî÷íîñòè è àáñîëþòíîñòè ïîêàçàòåëÿ îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè, à òàêæå âûâî-

äîì åãî ñïåêòðà äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîñòûìè

÷èñòî ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, òî åñòü äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû VI.

4.1 Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé îðè-

åíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè

Óòâåðæäåíèå 10 [65]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè

x̃(τ)
def

=

(
g1(τ)

g2(τ)

)
∈ C1

(
R+,R2

)
è ìîìåíòà âðåìåíè t ∈ R+ òàêîãî, ÷òî íà îòðåçêå [0, t] íåò íóëåé x̃, ôóíêöèîíàë

Θ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Θ(x̃, t) =

t∫
0

d

dt
arctan

g2(τ)

g1(τ)
dt =

t∫
0

ġ2(τ)g1(τ)− g2(τ)ġ1(τ)

g2
1(τ) + g2

2(τ)
dt.

Ëåììà 28. Ðàññìîòðèì âåêòîð ôóíêöèþ

x̃(t)
def

=

(
g1(t)

g2(t)

)
∈ C1

(
R+,R2

)
,

òàêóþ, ÷òî |x̃(t)| 6= 0, g1(0) = 0 è âñå íóëè ôóíêöèè g1 ïðîñòûå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

tk íóëè ôóíêöèè g1, íà÷èíàÿ ñ t0 = 0. Òîãäà âåðíî òîæäåñòâî

|Θ(x̃, tk)| =

∣∣∣∣∣π2
k∑
i=1

(−1)i
(

sgn g2(ti)− sgn g2(ti−1)

)∣∣∣∣∣ , k > 0. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì îðèåíòèðîâàííûé óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ âåê-

òîð x̃ çà âðåìÿ [ti−1, ti] ÷åðåç ∆i
def

= Θ(x̃, ti) − Θ(x̃, ti−1). Òîãäà ôóíêöèîíàë Θ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

Θ(x̃, tk) =
k∑
i=1

∆i. (4.2)
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê âðåìåíè [a, b] ⊂ R+ íå ñîäåðæàùèé íóëåé

ôóíêöèè g1. Òîãäà îðèåíòèðîâàííûé óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ âåêòîð x̃ çà âðåìÿ

[a, b] ðàâåí arctan g2(b)
g1(b)
− arctan g2(a)

g1(a)
. Òåì ñàìûì ∆i ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

∆i = lim
t→ti−0

arctan
g2(t)

g1(t)
− lim

t→ti−1+0
arctan

g2(t)

g1(t)
.

Ïî óñëîâèþ g2(ti), g2(ti−1) 6= 0, òî ñëåäîâàòåëüíî, ∆i ðàâíî

∆i =
π

2
sgn g2(ti) sgn g1(ti − 0)− π

2
sgn g2(ti−1) sgn g1(ti−1 + 0).

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî g1 íåïðåðûâíà, òî åñòü åå çíàê ñîõðàíÿåòñÿ íà îòðåçêå ìåæäó

ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè, à òàê æå òåì, ÷òî ïî óñëîâèþ íóëè ôóíêöèè g1 ïðîñòûå,

ïîëó÷èì

sgn g1(ti − 0) = sgn g1(ti−1 + 0) = − sgn g1(ti−1 − 0).

Îòêóäà âûòåêàåò

∆i =
π

2
sgn g1(ti − 0)

(
sgn g2(ti)− sgn g2(ti−1)

)
=

=
π

2
(−1)i sgn g1(t0 − 0)

(
sgn g2(ti)− sgn g2(ti−1)

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (4.2) ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Ëåììà

28 äîêàçàíà.

Ëåììà 29. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà

âðåìåíè t ∈ R+ âåðíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣|Θ(x̃, t)| −
∣∣∣∣π k∑

i=1

(−1)i sgn g2(ti)

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6 2π,

ãäå k ýòî ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ òàêîé, ÷òî tk 6 t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â âûðàæåíèè (4.1) ðàñêðûòü ñêîáêè è ñãðóïïèðîâàòü ñëà-

ãàåìûå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

|Θ(x̃, tk)| =

∣∣∣∣∣π
k∑
i=1

(−1)i sgn g2(ti)−
π

2
sgn g2(t0)− π

2
sgn g2(tk)

∣∣∣∣∣ , k > 0.

Îòêóäà, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ ìîìåíòà tk, íà èíòåðâàëå (tk, t) íåò

íóëåé ôóíêöèè g1, ïîëó÷èì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ∣∣∣∣∣|Θ(x̃, t)| −
∣∣∣∣π k∑

i=1

(−1)i sgn g2(ti)

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣∣|Θ(x̃, t)| − |Θ(x̃, tk)|

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣|Θ(x̃, tk)| −
∣∣∣∣π k∑

i=1

(−1)i sgn g2(ti)

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣ lim
τ→t−0

arctan
g2(τ)

g1(τ)
− lim

τ→tk+0
arctan

g2(τ)

g1(τ)

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣π2 sgn g2(t0) +
π

2
sgn g2(tk)

∣∣∣∣∣ 6 2π.

Ëåììà 29 äîêàçàíà.
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4.2 Òèïè÷íîå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ äëÿ ñèñòåì äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà

Óòâåðæäåíèå 11. Ðåøåíèå x ∈ S∗(A) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(t) =
l∑

i=1

vifi(t), (4.3)

ãäå vi � âåêòîðà â Rn, à fi : R+ 7→ R � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèè

âèäà tkeαt cos βt èëè tkeαt sin βt. Ïðè÷åì âñå âåêòîðà vi ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûìè.

Óòâåðæäåíèå 12. Åñëè â ðàçëîæåíèè (4.3) ïðèñóòñòâóåò îäíà èç ôóíêöèé

tkeαt cos βt, tkeαt sin βt

ïðè β 6= 0, òî îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâóåò è âòîðàÿ.

Óòâåðæäåíèå 13. Â ðàçëîæåíèè (4.3) òèïè÷íîãî ðåøåíèÿ ïðèñóòñòâóþò âñå

ôóíêöèè âèäà eReλt cos Imλt, ãäå λ ýòî ëþáîå èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

A.

Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ vi â ðàçëîæåíèè (4.3) âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 14. Äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè x ïðåäñòàâèìîé â âèäå (4.3) è ëþ-

áîãî âûðàæåíèÿ âèäà

x̃(t)
def

=
l∑

i=1

ṽifi(t),

ãäå ṽi � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðà â R2, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì L ∈ Hom (Rn,R2)

òàêîé, ÷òî x̃ = Lx.

Ëåììà 30. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè x ∈ C1 (R+,Rn) ïðåäñòàâèìîé

â âèäå (4.3) è ñîäåðæàùåé â ñâîåì ðàçëîæåíèè ôóíêöèþ âèäà eλt âåðíî ðàâåíñòâî

θ̂•(x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì L (èç ñëåäñòâèÿ 14 ñëåäóåò, ÷òî îí

ñóùåñòâóåò) òàêîé, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ Lx áóäåò èìåòü âèä

Lx =

(
eλt

0

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëà Θ ïîëó÷èì

Θ(Lx, t) = 0, t > 0.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

0 6 θ̂•(x) 6 lim
t→∞

1

t
|Θ(Lx, t)| = 0.
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Ëåììà 30 äîêàçàíà.

Ëåììà 31. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè x ∈ C1 (R+,Rn) ïðåäñòàâèìîé â

âèäå (4.3) è ñîäåðæàùåé â ñâîåì ðàçëîæåíèè ôóíêöèè âèäà eα1t sin β1t è e
α2t cos β2t

òàêèå, ÷òî β1 ðàöèîíàëüíî íå ñîèçìåðèìî ñ β2 (â ÷àñòíîñòè îíè îáà íå ðàâíû

íóëþ) âåðíî ðàâåíñòâî θ̂•(x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì L (èç ñëåäñòâèÿ 14 ñëåäóåò, ÷òî îí

ñóùåñòâóåò) òàêîé, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ Lx áóäåò èìåòü âèä

Lx =

(
eα1t sin β1t

eα2t cos β2t

)
.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè tk = πk/β1. Èç ëåììû 29 âûòå-

êàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèîíàëà Θ(Lx, t)∣∣∣∣∣|Θ(Lx, t)| −
∣∣∣∣π k∑

i=1

(−1)i sgn eα2ti cos β2ti

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣|Θ(Lx, t)| −
∣∣∣∣π K(t)∑

i=1

sgn cos

(
β2
πi

β1

+ πi

)∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6 2π,

ãäå K(t) � ýòî ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ òàêîé, ÷òî tK(t) 6 t. Çàìåòèì, òàê æå ÷òî

ïî îïðåäåëåíèþ ìîìåíòà âðåìåíè tK(t) èìååì
∣∣Θ(Lx, t)−Θ(Lx, tK(t))

∣∣ 6 π. Îòêóäà,

ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî t, ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

lim
t→∞

1

t
|Θ(Lx, t)| = lim

k→∞

1

tk
|Θ(Lx, tk)| = lim

k→∞

∣∣∣∣ πtk
k∑
i=1

sgn cosωi

∣∣∣∣, (4.4)

ãäå ω = π (1 + β2/β1).

Èç òîãî, ÷òî β1 è β2 ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìû, âûòåêàåò, ÷òî ω ðàöèîíàëüíî

íåñîèçìåðèìî ñ π. Ðàññìîòðèì èíòåãðèðóåìóþ ïî Ðèìàíó ôóíêöèþ f(s) = β1 sgn cos s

è îòîáðàæåíèå T (α) = α + ω mod 2π, ÿâëÿþùååñÿ ïîâîðîòîì îêðóæíîñòè íà èððà-

öèîíàëüíûé óãîë. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê âðåìåíí�îå ñðåäíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(T k0), à èìåííî

1

k

k∑
i=1

f(T i0) =
β1

k

k∑
i=1

sgn cosωi =
π

tk

k∑
i=1

sgn cosωi, k > 0.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Âåéëÿ [41] ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(T k0), ïîëó÷èì

lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

f(T i0) =
1

2π

2π∫
0

f(s) ds =
β1

2π

2π∫
0

sgn cos s ds = 0.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà âðåìåííîãî ñðåäíåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(T k0) è íåïðå-

ðûâíîñòè ôóíêöèè ìîäóëü, âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

0 6 θ̂•(x) 6 lim
t→∞

1

t
|Θ(Lx, t)| = lim

k→∞

∣∣∣∣ πtk
k∑
i=1

sgn cosωi

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

f(T i0)

∣∣∣∣∣ = 0.
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Ëåììà 31 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ó ìàòðèöû A åñòü äåéñòâèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷å-

íèå λ, òî â ïðåäñòàâëåíèè (4.3) òèïè÷íîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü

ôóíêöèÿ eλt. Òîãäà èç ëåììû 30 âûòåêàåò, ÷òî θ̂(x) = 0.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ó ìàòðèöû A åñòü äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñ íåñîèçìåðè-

ìûìè ìíèìûìè ÷àñòÿìè, òî â ïðåäñòàâëåíèè (4.3) òèïè÷íîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A)

áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ôóíêöèè eReλ1t sin Imλ1t è e
Reλ2t cos Imλ2t îòêóäà ïî ëåììå 31

ïîëó÷èì, ÷òî θ̂(x) = 0.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2, â îáîèõ ñëó÷àÿõ, âûòåêàåò, ÷òî ïîêàçàòåëü îðèåíòèðîâàííîé

âðàùàåìîñòè òèïè÷íîãî ðåøåíèÿ òî÷åí, àáñîëþòåí è ðàâåí íóëþ. Òåîðåìà V äîêà-

çàíà.

4.3 Ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ ïðî-

ñòûìè ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

Ëåììà 32. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèè x̃ ∈ C1 (R+,R2) ñ ïåðèîäîì T ,

íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íîëü âåðíî ðàâåíñòâî

lim
t→∞

1

t
|Θ(x̃, t)| = 1

T
|Θ(x̃, T )| .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç óòâåðæäåíèÿ 10 è ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè

x̃ âûòåêàåò ðàâåíñòâî

Θ(x̃, t) =

⌊
t

T

⌋
Θ(x̃, T ) + Θ

(
x̃, t−

⌊
t

T

⌋
T

)
.

Èç òîãî, ÷òî êðèâàÿ x̃ íå ïðîõîäèò ÷åðåç íîëü ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìóì

M = max
t∈[0,T ]

Θ(x̃, t)

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. Îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî∣∣∣∣1tΘ(x̃, t)− 1

T
Θ(x̃, T )

∣∣∣∣ 6 2M

t
.

Ïåðåõîäÿ ê ïåðåäåëó ïî t, ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò

lim
t→∞

1

t
|Θ(x̃, t)| = 1

T
|Θ(x̃, T )| .

Ëåììà 32 äîêàçàíà.

Ëåììà 33. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè x ∈ C1 (R+,Rn) ïðåäñòàâèìîé â

âèäå (4.3) è ñîäåðæàùåé â ñâîåì ðàçëîæåíèè ôóíêöèè âèäà sinω1t è cosω2t òàêèå,

÷òî ω2/ω1 = 2p/q, ãäå p/q � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, ïðè÷åì q íå÷åòíîå, âåðíî ðàâåí-

ñòâî θ̂•(x) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì L (èç ñëåäñòâèÿ 14 ñëåäóåò, ÷òî îí

ñóùåñòâóåò) òàêîé, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ Lx áóäåò èìåòü âèä

Lx =

(
sinω1t

cosω2t

)
.

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ Lx ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì T = 2πq
ω1

=
4πp
ω2
. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè tk = πk/ω1. Èç ëåììû 28 è

ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè Lx âûòåêàåò ðàâåíñòâî

|Θ(Lx, T )| =

∣∣∣∣∣∣π2
Tω1
π∑
i=1

(−1)i
(
sgn cosω2ti − sgn cosω2ti−1

)∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣π
2q∑
i=1

(−1)i sgn cosω2ti

∣∣∣∣∣ .
Ïðåîáðàçóåì äàííóþ ñóììó

2q∑
i=1

(−1)i sgn cosω2ti =

2q∑
i=1

sgn cos

(
2pπi

q
+ πi

)
=

2q∑
i=1

sgn cos
2p+ q

q
πi =

=

q∑
i=1

sgn cos
2p+ q

q
πi+

2q∑
i=q+1

sgn cos
2p+ q

q
πi =

=

q∑
i=1

sgn cos
2p+ q

q
πi+

q∑
i=1

sgn cos

(
2p+ q

q
πi+ (2p+ q) π

)
.

Îòêóäà, ïîëüçóÿñü íå÷åòíîñòüþ q, ïîëó÷èì

2q∑
i=1

(−1)i sgn cosω2ti =

q∑
i=1

sgn cos
2p+ q

q
πi−

q∑
i=1

sgn cos
2p+ q

q
πi = 0.

Òîãäà èç ëåììû 32 âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

0 6 θ̂•(x) 6 lim
t→∞

1

t
|Θ(Lx, t)| = 1

T
|Θ(Lx, T )| = 0.

Ëåììà 33 äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå ÷èñòî ìíèìûõ è ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A îáùåå ðå-

øåíèå x ∈ S∗(A) èìååò âèä

x(t) =
n∑
i=1

(αiai + βibi) sin ω̃it+ (βiai − αibi) cos ω̃it,

ãäå ai, bi íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â R2n, à αi, βi ïðîèçâîëüíûå êîí-

ñòàíòû. Òåì ñàìûì, ëþáîìó ðåøåíèþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü íàáîð ÷àñòîò ω̃i, êîòîðûå

ó÷àñòâóþò â åãî çàïèñè, òî åñòü äëÿ êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë αi, βi áóäåò îò-

ëè÷íûì îò íóëÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå

ðåøåíèé: äâà ðåøåíèÿ íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èì ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå
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íàáîðû ÷àñòîò. Èç ñëåäñòâèÿ 14 âûòåêàåò, ÷òî ïîêàçàòåëè îðèåíòèðîâàííîé âðàùà-

åìîñòè ñîâïàäàþò íà ýêâèâàëåíòíûõ ðåøåíèÿõ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî íàáîðà ÷àñòîò Ω îáîçíà÷èì ÷åðåç xΩ ∈ S∗(A), ïðî-

èçâîëüíîå ðåøåíèå èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàííîãî íàáîðîì ÷àñòîò Ω. Òîãäà

äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû VI äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

θ(xΩ) = gcd∗(Ω). (4.5)

Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (4.5) ñ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ, êîãäà gcd∗(Ω) = 0,

à èìåííî, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèé óñëîâèé

• â íàáîðå Ω åñòü íóëåâàÿ ÷àñòîòà;

• â íàáîðå Ω åñòü äâå ðàöèîíàëüíî íå ñîèçìåðèìûõ ÷àñòîòû;

• â íàáîðå Ω åñòü äâå ÷àñòîòû ωi è ωj òàêèå, ÷òî ωi/ωj = p/q, ãäå p/q � íåñîêðà-

òèìàÿ äðîáü, è ïðè ýòîì p ÷åòíîå.

Èç ëåìì 30, 31 è 33 âûòåêàåò, ÷òî â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî

θ(xΩ) = 0 = gcd∗(Ω).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà gcd∗(Ω) 6= 0.

Ëåììà 34. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè x ∈ C1 (R+,Rn
∗ ), ÷èñëà α > 0 è

ôóíêöèè y çàäàííîé ðàâåíñòâîì y(t) = x(αt) âåðíî

κ(y) = ακ(x),

ãäå κ � ýòî îäèí èç ïîêàçàòåëåé îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè θ̌◦, θ̂◦, θ̌•, θ̂•.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà Θ, ñëåäóåò, ÷òî îí íå çàâèñèò îò

ïàðàìåòðèçàöèè ôóíêöèè, à òîëüêî îò åå òðàåêòîðèè. Îòêóäà äëÿ ëþáîãî ãîìîìîð-

ôèçìà L ∈ Hom(Rn,R2) èìååì

Θ(Ly, t) = Θ(Lx, αt), t > 0.

Îñòàëîñü òîëüêî ïîäñòàâèòü äàííîå ðàâåíñòâî â îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëÿ îðèåíòèðî-

âàííîé âðàùàåìîñòè. Ñäåëàåì ýòî äëÿ θ̌◦ (äëÿ îñòàëüíûõ ïîêàçàòåëåé àíàëîãè÷íî)

θ̌◦(y) = lim
t→∞

inf
L∈Hom(Rn,R2)

1

t
|Θ(Ly, t)| = lim

t→∞
inf

L∈Hom(Rn,R2)

α

αt
|Θ(Lx, αt)| =

= lim
τ→∞

inf
L∈Hom(Rn,R2)

α

τ
|Θ(Lx, τ)| = αθ̌◦(x).

Ëåììà 34 äîêàçàíà.
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Ðàññìîòðèì âåêòîð ôóíêöèþ ψ îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

ψ(t) = xΩ

(
t

gcd∗(Ω)

)
=

|Ω|∑
i=1

(αiai + βibi) sinωit+ (βiai − αibi) cosωit, t > 0,

ãäå ωi = ω̃i/gcd∗(Ω) � íå÷åòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü èõ ðàâåí åäèíèöå. Èç ëåììû 34 âûòåêàåò

κ(x) = gcd∗(Ω)κ(ψ), κ ∈
{
θ̌◦, θ̂◦, θ̌•, θ̂•

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (4.5) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî θ(ψ) =

1.

Çàìåòèì, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ 2π ïåðèîäè÷åñêîé.

Ëåììà 35. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìîìîðôèçìà L ∈ Hom(R2n,R2) òàêîãî, ÷òî

êðèâàÿ Lψ íå ïðîõîäèò ÷åðåç íîëü, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|Θ(Lψ, 2π)| > 2π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ωi íå÷åòíûå öåëûå ÷èñëà, òî ψ(t + π) = −ψ(t). Îòêó-

äà ïîëó÷àåì, ÷òî êðèâàÿ Lψ íà îòðåçêå [π, 2π] öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íà êðèâîé Lψ

íà îòðåçêå [0, π], òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ èç íåå ïîâîðîòîì íà 180 ãðàäóñîâ, òåì ñàìûì

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Θ(Lψ, 2π) = 2Θ(Lψ, π). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óãîë ìåæäó âåê-

òîðàìè Lψ(π) è Lψ(0) ðàâåí π. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëà Θ ïîëó÷èì, ÷òî

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî C âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Θ(Lψ, π) = π + 2πC è ñëåäîâàòåëüíî

Θ(Lψ, 2π) = 2π + 4πC,

îòêóäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà 35 äîêàçàíà.

Ëåììà 36. Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì L ∈ Hom(R2n,R2) òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî

|Θ(Lψ, 2π)| = 2π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè ti = πi/ω1

è ôóíêöèþ Γ îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

Γ(t) =

|Ω|∑
i=2

ai sinωit,

ãäå ai íåêîòîðûå ÷èñëà, êîòîðûå ìû îïðåäåëèì ïîçæå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè

Γ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
2ω1∑
i=1

(−1)i sgn Γ(ti) = 0. (4.6)
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Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè ts è ÷àñòîòû ωl âåðíî òîæ-

äåñòâî

(−1)2ω1−s sinωlt2ω1−s = sin

(
ωlt2ω1−s + (2ω1 − s) π

)
= sin

(
ωl

(2ω1 − s) π
ω1

− sπ
)

=

= sin

(
2ωlπ − ωl

πs

ω1

− sπ
)

= −(−1)s sinωlts.

Èç êîòîðîãî âûòåêàåò

(−1)2ω1−sΓ(t2ω1−s) = −(−1)sΓ(ts).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî C ∈ Z âåðíî ðàâåíñòâî

Γ(tω1C) = Γ(πC) = 0. (4.7)

Îòêóäà ïîëó÷èì

2ω1∑
i=1

(−1)i sgn Γ(ti) =

ω1−1∑
i=1

(−1)i sgn Γ(ti) +

2ω1−1∑
i=ω1+1

(−1)i sgn Γ(ti) =

=

ω1−1∑
i=1

(−1)i sgn Γ(ti) +

ω1−1∑
i=1

(−1)2ω1−i sgn Γ(t2ω1−i) =

=

ω1−1∑
i=1

(−1)i sgn Γ(ti)−
ω1−1∑
i=1

(−1)i sgn Γ(ti) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ts òàêîãî, ÷òî s íå äåëèòñÿ íàöåëî íà ω1, ñóùåñòâóåò

l ∈ 1, n òàêîå, ÷òî âûðàæåíèå sinωlts îòëè÷íî îò íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå: íàéäåòñÿ òî÷êà ts òàêàÿ, ÷òî sinωlts = 0, äëÿ ëþáîãî l. Èç òîãî, ÷òî s íå

äåëèòñÿ íà ω1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p òàêîå, ÷òî ω1
... p è s 6 ... p. Èç

ðàâåíñòâà sinωlts = 0 âûòåêàåò, ÷òî

ωlts = π
ωls

ω1

= πC, C ∈ Z.

Òî åñòü ωls äåëèòñÿ íàöåëî íà ω1. Èç òîãî, ÷òî s 6
... p âûòåêàåò, ÷òî ωl

... p äëÿ ëþáîãî l.

Îòêóäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòîò ωl èõ íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü ðàâåí åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ÷èñåë sinωlts áóäåò õîòÿ áû

îäíî íå ðàâíîå íóëþ.

Òîãäà ðàâåíñòâî Γ(ts) = 0, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ai, è

ñëåäîâàòåëüíî çàäàåò ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ai. Òî åñòü, ÷òîáû

ôóíêöèÿ Γ áûëà îòëè÷íà îò íóëÿ â òî÷êàõ ts äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàáîð ïàðàìåòðîâ ai

íå ëåæàë íà êîíå÷íîì íàáîðå ãèïåðïëîñêîñòåé. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðû

ai òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ Γ áûëà îòëè÷íà îò íóëÿ â òî÷êàõ ts.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Γ̃(t) = Γ(t) + δ
2

cosω1t, ãäå δ = min

s 6
...ω1

|Γ(ts)|. Çàìåòèì, ÷òî

äîáàâêà δ
2

cosω1t ìàëà è íå èçìåíèò çíàê ôóíêöèè Γ â òî÷êàõ ti, â êîòîðûõ îíà áûëà

îòëè÷íà îò íóëÿ. Òî åñòü äëÿ ëþáîãî s 6 ...ω1 âåðíî sgn Γ̃(ts) = sgn Γ(ts). Èç ðàâåíñòâà

(4.7) âûòåêàåò

Γ̃(tω1C) =
δ

2
cosω1tω1C =

δ

2
cos πω1C 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Γ̃ îòëè÷íà îò íóëÿ âî âñåõ òî÷êàõ ti.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 14, ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì L ∈ Hom(Rn,R2), ÷òî

Lψ =

(
sinω1t

Γ̃(t)

)
=

 sinω1t

δ
2

cosω1t+
|Ω|∑
i=2

ai sinωit

 .

Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî Lψ ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð ôóíêöèåé

íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íîëü. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 28 ê Lψ, ïîëó÷èì

|Θ(Lψ, 2π)| = π

∣∣∣∣∣
2ω1∑
i=1

(−1)i sgn Γ̃(ti)

∣∣∣∣∣ =

= π

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

1 6 i 6 2ω1

i 6 ...ω1

(−1)i sgn Γ̃(ti) +
∑

1 6 i 6 2ω1

i
...ω1

(−1)i sgn Γ̃(ti)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî sgn Γ̃(ts) = sgn Γ(ts) äëÿ s 6
...ω1 è ðàâåíñòâîì (4.7), ïîëó÷èì

|Θ(Lψ, 2π)| = π

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

1 6 i 6 2ω1

i 6 ...ω1

(−1)i sgn Γ(ti) +
∑

1 6 i 6 2ω1

i
...ω1

(−1)i sgn
δ

2
cos(ω1ti)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= π

∣∣∣∣∣
2ω1∑
i=1

(−1)i sgn Γ(ti) + (−1)ω1 sgn cos(ω1tω1) + (−1)2ω1 sgn cos(ω1t2ω1)

∣∣∣∣∣ .
Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (4.6), à òàêæå íå÷åòíîñòüþ ω1, ïîëó÷èì

|Θ(Lψ, 2π)| = π |− sgn cos (πω1) + sgn cos (2πω1)| = 2π.

Ëåììà 36 äîêàçàíà.

Ëåììà 37. Ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà

L ∈ Hom(R2n,R2)
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òàêîãî, ÷òî êðèâàÿ Lψ íå ïðîõîäèò ÷åðåç íîëü, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|Θ(Lψ, t)| 6 C, t ∈ [0, 2π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà Θ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå

N ∈ Z, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t èìååò ìåñòî

Θ(Lψ, t) = δ + 2πN,

ãäå δ ∈ [−π, π) � îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó âåêòîðàìè Lψ(t) è Lψ(0), à |N |
õàðàêòåðèçóåò ïîëíîå ÷èñëî îáîðîòîâ, êîòîðîå ñîâåðøèë âåêòîð Lψ(τ) çà âðåìÿ t.

×òîáû ñîâåðøèòü îäèí ïîëíûé îáîðîò âåêòîð Lψ(τ) äîëæåí õîòÿ áû äâàæäû ïåðå-

ñå÷ü âñå ïðÿìûå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, çà âðåìÿ ïîëíîãî

îáîðîòà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ó ïåðâîé êîîðäèíàòû âåêòîðà Lψ(τ) áûëî õîòÿ áû äâà

íóëÿ. Ïåðâóþ êîîðäèíàòó âåêòîðà Lψ(τ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (ψ,m), ãäå m

ýòî íåêîòîðûé âåêòîð â R2n. Îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|Θ(Lψ, t)| 6 |δ|+ π |2N | 6 π + πν(ψ,m, t) 6 π + πν(ψ,m, 2π).

Èç ëåììû 17 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ν(ψ,m, 2π) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî m, îòêóäà

âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà 37 äîêàçàíà.

Ëåììà 38. Ïîêàçàòåëü îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè âåêòîð-ôóíêöèè ψ òî-

÷åí, àáñîëþòåí è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

θ(ψ) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 36 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì L òàêîé,

÷òî
1

2π
Θ(Lψ, 2π) = 1.

Òîãäà ïîëüçóÿñü ëåììîé 32, ïîëó÷èì îöåíêó ñâåðõó íà ïîêàçàòåëü îðèåíòèðîâàííîé

âðàùàåìîñòè

θ̂•(ψ) 6 lim
t→∞

1

t
|Θ(Lψ, t)| = 1

2π
|Θ(Lψ, 2π)| = 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîé îöåíêè ñíèçó èçó÷èì âåëè÷èíó 1
t
|Θ(Lψ, t)| äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ãîìîìîðôèçìà L ∈ Hom (Rn,R2), äëÿ êîòîðîãî êðèâàÿ Lψ íå ïðîõî-

äèò ÷åðåç íîëü. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü 2π-ïåðèîäè÷íîñòüþ ôóíêöèè ψ, èìååì

1

t
|Θ(Lψ, t)| = 1

t

∣∣∣∣⌊ t

2π

⌋
Θ(Lψ, 2π) + Θ

(
Lψ, t− 2π

⌊
t

2π

⌋)∣∣∣∣ >
>

1

t

⌊
t

2π

⌋
|Θ(Lψ, 2π)| − 1

t

∣∣∣∣Θ(Lψ, t− 2π

⌊
t

2π

⌋)∣∣∣∣ .
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Èç ëåììû 37 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî L ∈ Hom (Rn,R2)

è τ ∈ [0, 2π] âåðíî íåðàâåíñòâî |Θ (Lψ, τ)| < C. Îòêóäà

1

t
|Θ(Lψ, t)| > 1

t

⌊
t

2π

⌋
|Θ(Lψ, 2π)| − 1

t
C >

1

2π
|Θ(Lψ, 2π)| − 2

t
C.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó èç ëåììû 35, ïîëó÷èì

θ̌◦(x) = lim
t→∞

inf
L∈Hom(R2n,R2)

1

t
|Θ(Lψ, t)| > lim

t→∞
inf

L∈Hom(R2n,R2)

1

2π
|Θ(Lψ, 2π)| − 2

t
C =

=
1

2π
|Θ(Lψ, 2π)| > 1.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2 è íåðàâåíñòâà

1 6 θ̌◦(x) 6 θ̂• 6 1,

âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ëåììà 38 äîêàçàíà.

Òåîðåìà VI äîêàçàíà.
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Ãëàâà 5

5 Ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ

Â äàííîé ãëàâå îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòð ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñòîÿí-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ïàðàãðàôå 5.1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð ñêîðîñòè áëóæ-

äàíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïðîñòûìè è ÷èñòî ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê îò ìèíèìàëüíîé äî ìàêñèìàëüíîé ïî ìîäóëþ ìíèìîé ÷àñòè

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îòêóäà, â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå äàííîé ãëàâû, âûâîäèòñÿ

òåîðåìà VII.

5.1 Îöåíêè ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ðåøåíèé àâòîíîì-

íûõ ñèñòåì ñ ïðîñòûìè ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòå-

êàþùåå èç îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ

Óòâåðæäåíèå 14. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîð-

ôóíêöèè x : R 7→ Rn
∗ , ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè f : R+ 7→ R+ \ {0} èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà

µ̌(x) = µ̌(fx), µ̂(x) = µ̂(fx).

Ëåììà 39. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîð-ôóíêöèé f, g ∈ C1(R+,Rn
∗ ) òàêèõ, ÷òî

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî t0 ∈ R äëÿ íåêîòîðûõ ε1, ε2 ∈ (0, 1/2) è C ∈ R+ âåðíû íåðà-

âåíñòâà

|f(t)− g(t)|
|f(t)|

6 ε1,

∣∣∣ḟ(t)− ġ(t)
∣∣∣

|f(t)|
6 ε2,

∣∣∣ḟ(t)
∣∣∣

|f(t)|
6 C, t > t0,

òî òàêæå âåðíû è íåðàâåíñòâà

|µ̌(f)− µ̌(g)| 6 8Cε1 + 4ε2, |µ̂(f)− µ̂(g)| 6 8Cε1 + 4ε2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êðàòêîñòè â ôîðìóëàõ áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò t. Çàìå-

òèì, ÷òî èç óñëîâèÿ âûòåêàåò öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

|f |
|g|

6
|f |

|f + g − f |
6

|f |
|f | − |g − f |

6
1

1− |f − g| / |f |
6

1

1− ε2

6 2.

Òàê æå èç óòâåðæäåíèÿ 5 ïîëó÷èì, ÷òî∣∣∣∣ f|f | − g

|g|

∣∣∣∣ 6 2
|f − g|
|f |

6 2ε1.
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Îòêóäà âûâåäåì íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣ ḟ|f | − ġ

|g|

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣ ḟ|f | − ḟ

|g|

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ḟ|g| − ġ

|g|

∣∣∣∣∣ 6 ∣∣∣ḟ ∣∣∣
∣∣∣∣ 1

|f |
− 1

|g|

∣∣∣∣+

∣∣∣ḟ − ġ∣∣∣
|f |

|f |
|g|

6

6
∣∣∣ḟ ∣∣∣ ∣∣∣∣ 1

|f |
− 1

|g|

∣∣∣∣+ 2ε2 6

∣∣∣ḟ ∣∣∣
|g|
||g| − |f ||
|f |

+ 2ε2 6

6
ḟ

|f |
|f − g|
|f |

|f |
|g|

+ 2ε2 6 2Cε1 + 2ε2.

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

d

dt

f

|f |
=

ḟ

|f |
−
f
(
f, ḟ
)

|f |3
.

Îòêóäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ ddt f|f |

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ ddt g|g|
∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣ ddt f|f | − d

dt

g

|g|

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣ ḟ|f | − ġ

|g|

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣f
(
f, ḟ
)

|f |3
−
g
(
g, ġ
)

|g|3

∣∣∣∣∣ .
Îöåíèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì∣∣∣∣∣f

(
f, ḟ
)

|f |3
−
g
(
g, ġ
)

|g|3

∣∣∣∣∣ 6 G1 +G2 +G3,

ãäå âûðàæåíèÿ G1, G2, G3 îïðåäåëÿþòñÿ è îöåíèâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåí-

ñòâà (2.1),

G1 =

∣∣∣∣∣ f|f |
(
f

|f |
,
ḟ

|f |

)
− g

|g|

(
f

|f |
,
ḟ

|f |

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ f|f | − g

|g|

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
f

|f |
,
ḟ

|f |

)∣∣∣∣∣ 6
6
|f − g|
|f |

∣∣∣∣ f|f |
∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ḟ|f |

∣∣∣∣∣ 6 2Cε1,

G2 =

∣∣∣∣∣ g|g|
(
f

|f |
,
ḟ

|f |

)
− g

|g|

(
g

|g|
,
ḟ

|f |

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ g|g|
(
f

|f |
− g

|g|
,
ḟ

|f |

)∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣ g|g|
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ f|f | − g

|g|

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ḟ|f |

∣∣∣∣∣ 6 2Cε1,

G3 =

∣∣∣∣∣ g|g|
(
g

|g|
,
ḟ

|f |

)
− g

|g|

(
g

|g|
,
ġ

|g|

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ g|g|
(
g

|g|
,
ḟ

|f |
− ġ

|g|

)∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣ g|g|
∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣ ḟ|f | − ġ

|g|

∣∣∣∣∣ 6 2Cε1 + 2ε2.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ ddt f|f |

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ ddt g|g|
∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6 8Cε1 + 4ε2.
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Îòêóäà âûòåêàåò

1

t

∣∣γ(f, t)− γ(g, t)
∣∣ =

1

t

∣∣∣∣∣
∫ t

0

∣∣∣∣ ddτ f(τ)

|f(τ)|

∣∣∣∣ dτ − ∫ t

0

∣∣∣∣ ddτ g(τ)

|g(τ)|

∣∣∣∣ dτ
∣∣∣∣∣ 6

6
1

t

∫ t

0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ ddτ f(τ)

|f(τ)|

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ ddτ g(τ)

|g(τ)|

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ dτ 6 8Cε1 + 4ε2.

Ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè ìîäóëü, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî äëÿ

âåðõíèõ ïðåäåëîâ

|µ̂(f)− µ̂(g)| =
∣∣∣∣ limt→∞

1

t
γ(f, t)− lim

t→∞

1

t
γ(g, t)

∣∣∣∣ =

= lim
t→∞

1

t

∣∣γ(f, t)− γ(g, t)
∣∣ 6 8Cε1 + 4ε2.

Äëÿ íèæíèõ ïðåäåëîâ âûêëàäêè àíàëîãè÷íû. Ëåììà 39 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì è çàôèêñèðóåì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà n ∈ N, ÷èñëà k, l ∈ N òà-

êèå, ÷òî 2k + l 6 n, ïðîèçâîëüíûé íàáîð 0 < ω1 6 . . . 6 ωk è ìàòðèöó L ∈ Mn×2k+l

ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Îïðåäåëèì òàêæå âåëè÷èíû σmin, σmax, êàê ìèíèìàëüíîå è

ìàêñèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå ìàòðèöû L ñîîòâåòñòâåííî. Èç òîãî, ÷òî ìàò-

ðèöà L èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã âûòåêàåò, ÷òî σmin > 0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ωmin

ðàâíîå íóëþ, åñëè l 6= 0 è ðàâíîå ω1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà p ∈ R2k+l îáîçíà÷èì ÷åðåç ψp ôóíêöèþ

ψp(t) =
k∑
i=1

(p2i−1L2i−1 + p2iL2i) cosωit+(p2i−1L2i − p2iL2i−1) sinωit+
2k+l∑

i=2k+1

piLi, (5.1)

ãäå Li � ñòîëáöû ìàòðèöû L. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ψp ïðåäñòàâèìà â ìàòðè÷íîì

âèäå

ψp(t) = LU(t)p, t ∈ R, (5.2)

ãäå U(t) îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

U(t) =



cosω1t − sinω1t

sinω1t cosω1t 0
. . .

cosωkt − sinωkt

sinωkt cosωkt

1

0
. . .

1


.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäñòàâëåíèÿ (5.2) âûòåêàåò
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Óòâåðæäåíèå 15. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà p ∈ R2k+l ïðîèçâîäíóþ ψp ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå
d

dt
ψp(t) = ψp̃(t), t ∈ R,

ãäå p̃ =
(
−ω1p2 ω1p1 . . . −ωkP2k ωkP2k−1 0 . . . 0

)
.

Óòâåðæäåíèå 16. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ p1, p2 ∈ R2k+l èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

sup
t∈R
|ψp1(t)− ψp2(t)| 6 σmax |p1 − p2| .

Ëåììà 40. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà p ∈ R2k+l
∗ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

inf
t∈R
|ψp(t)| > σmin |p| > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö âûòåêàåò, ÷òî |U(t)p| = |p|.
È ñëåäîâàòåëüíî èìååò ìåñòî âëîæåíèå

B1
def

= {U(t)p : t ∈ R} ⊂
{
x ∈ R2k+l : |x| = |p|

}
def

= B2.

Îòêóäà, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû L, ïîëó÷èì òðå-

áóåìîå óòâåðæäåíèå

inf
t∈R
|ψp(t)| = inf

t∈R
|LU(t)p| = inf

x∈B1

|Lx| > inf
x∈B2

|Lx| = |p| inf
x∈S2k−1

|Lx| = σmin |p| .

Ëåììà 40 äîêàçàíà.

Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèÿ µ̌(ψp), µ̂(ψp) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëèïøèöåâîñòè,

êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà p íà ñôåðå S2k+l−1.

Ëåììà 41. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ p1, p2 ∈ S2k+l−1 èìåþò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâà

|µ̂(ψp1)− µ̂(ψp2)| 6 C |p1 − p2| , |µ̌(ψp1)− µ̌(ψp2)| 6 C |p1 − p2| ,

ãäå C = 12ωkσ
2
max/σ

2
min.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óòâåðæäåíèé 15, 16 è ëåììû 40 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ R
âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

|ψp1(t)− ψp2(t)|
|ψp1(t)|

6
σmax

σmin

|p1 − p2| ,

∣∣∣ψ̇p1(t)∣∣∣
|ψp1(t)|

=
|ψp̃1(t)|
|ψp1(t)|

6 ωk
σmax

σmin

,∣∣∣ψ̇p1(t)− ψ̇p2(t)∣∣∣
|ψp1(t)|

=
|ψp̃1(t)− ψp̃2(t)|
|ψp1(t)|

6
σmax

σmin

|p̃1 − p̃2| 6 ωk
σmax

σmin

|p1 − p2| ,

ãäå p̃1, p̃2 îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 15.
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó 39, ïîëó÷èì

|µ̂(ψp1)− µ̂(ψp2)| 6 8

(
ωk
σmax

σmin

)
σmax

σmin

|p1 − p2|+ 4ωk
σmax

σmin

|p1 − p2| 6

6 12ωk
σ2

max

σ2
min

|p1 − p2| = C |p1 − p2| .

Äëÿ íèæíèõ ïðåäåëîâ âûêëàäêè àíàëîãè÷íû. Ëåììà 41 äîêàçàíà.

Ëåììà 42. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà p ∈ R2k+l
∗ âûïîëíåíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

ωmin 6 µ̌(ψp) 6 µ̂(ψp) 6 ωk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäñòâèÿ 8 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ R âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

π ess inf
m∈Sn−1

ν(ψp,m, t) 6 γ(ψp, t) 6 π ess sup
m∈Sn−1

ν(ψp,m, t). (5.3)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ∈ Sn−1 ïðîåêöèÿ âåêòîð-ôóíêöèè ψp íà âåêòîð

m èìååò âèä

(ψp(t),m) = F (t) + z0, t ∈ R,

ãäå z0 =
∑2k+l

i=2k+1 (Li,m) pi, ôóíêöèÿ F èìååò âèä (3.5), à èìåííî

F (t) =
k∑
j=1

|zj| cos(ωjt+ arg zj),

ãäå êîìïëåêñíûå ÷èñëà zj èìåþò âèä

zj = p2j−1 (L2j−1,m) + p2j (L2j,m) + ip2j−1 (L2j,m)− ip2j (L2j−1,m) .

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ñëåäñòâèÿ 12 ê ôóíêöèè (ψp(·),m) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñðåäè ÷è-

ñåë zj áûëî õîòÿ áû îäíî îòëè÷íîå îò íóëÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå zj ðàâíû íóëþ,

òî âûðàæåíèå (ψp,m) òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ. Òîãäà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ m, äëÿ

êîòîðûõ âñå zj ðàâíû íóëþ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå {m : (ψp(0),m) = 0}, êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ãèïåðïëîñêîñòü. È ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà ìíîæåñòâà òàêèõ âåê-

òîðîâ m ∈ Sn−1 ðàâíà íóëþ.

Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ âåêòîðîâ m ∈ Sn−1 ê ôóíêöèè (ψp(·),m) ïðèìåíèìî ñëåä-

ñòâèå 12 èç êîòîðîãî, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (5.3), ïîëó÷èì

π

(⌊
tω1

π

⌋
−N − 1

)
6 γ(ψp, t) 6 π

(⌈
tωk
π

⌉
+N

)
,

ãäå N îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.6). Îòêóäà íåìåäëåííî âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåì-

ìû

ω1 = lim
t→∞

π

t

(⌊
tω1

π

⌋
−N − 1

)
6 lim

t→∞

1

t
γ(ψp, t) 6

6 lim
t→∞

1

t
γ(ψp, t) 6 lim

t→∞

π

t

(⌈
tωk
π

⌉
+N

)
= ωk.
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Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ l 6= 0. Òîãäà ïåðâîå íåðàâåíñòâî 0 = ωmin 6 µ̌(ψp) âûïîëíåíî

àâòîìàòè÷åñêè. Èç óòâåðæäåíèÿ 15 âûòåêàåò, ÷òî ψ̇p = ψp̃, ïðè÷åì ïîñëåäíèå l êî-

îðäèíàò âåêòîðà p̃ ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òåõ ïàðàìåòðîâ p, äëÿ êîòîðûõ

p̃ 6= 0 (òî åñòü õîòÿ áû îäíà èç ïåðâûõ 2k êîîðäèíàò âåêòîðà p íå ðàâíà íóëþ), ê

ôóíêöèè ψ̇p ïðèìåíèìî ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ l = 0. Îòêóäà, ïîëü-

çóÿñü óòâåðæäåíèåì 6, ïîëó÷èì îöåíêó

lim
t→∞

1

t
γ(ψp, t) 6 lim

t→∞

π

t
ess sup
m∈Sn−1

ν(ψp,m, t) 6 lim
t→∞

π

t

(
ess sup
m∈Sn−1

ν(ψ̇p,m, t) + 1

)
6

6 lim
t→∞

π

t

(⌈
tωk
π

⌉
+N + 1

)
= ωk.

Äëÿ òåõ ïàðàìåòðîâ p, äëÿ êîòîðûõ p̃ = 0 (òî åñòü ïåðâûå 2k êîîðäèíàò âåêòîðà p

ðàâíû íóëþ), âåêòîð-ôóíêöèÿ ψp ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì âåêòîðîì è ñëåäîâàòåëüíî,

µ̂(ψp) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∣∣∣∣ ddτ ψp(τ)

|ψp(τ)|

∣∣∣∣ dτ = 0.

Ëåììà 42 äîêàçàíà.

Ëåììà 43. Ñóùåñòâóþò âåêòîðà p1, p2 ∈ R2k+l òàêèå, ÷òî âåðíû ðàâåíñòâà

µ̌(ψp1) = µ̂(ψp1) = ωmin, µ̌(ψp2) = µ̂(ψp2) = ωk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j ∈ 1, k âåêòîð p, çàäàííûé

ðàâåíñòâàìè p2j = 1 è pi = 0,∀i 6= 2j. Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ ψp áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé,

ñ ïåðèîäîì T = 2π/ωj

ψp(t) = L2j−1 cosωjt+ L2j sinωjt.

Ïðèìåíèâ ê ψp ëåììó 14, ïîëó÷èì, ÷òî µ̌(ψp) = µ̂(ψp) = ωj. Òåì ñàìûì, â êà÷åñòâå

âåêòîðà p2 ìîæíî âçÿòü âåêòîð p ïðè j = k. Àíàëîãè÷íî, åñëè l = 0, òî â êà÷åñòâå âåê-

òîðà p1 ìîæíî âçÿòü âåêòîð p ïðè j = 1. Åñëè l 6= 0, òî â êà÷åñòâå p1 ðàññìîòðèì âåê-

òîð, ó êîòîðîãî âñå êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ êðîìå ïîñëåäíåé. Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèè

ψp áóäåò ïîñòîÿííûì âåêòîðîì è ñëåäîâàòåëüíî, µ̌(ψp1) = µ̂(ψp1) = ωmin = 0. Ëåììà

43 äîêàçàíà.

Èç ëåìì 41, 42 è 43 âûòåêàåò

Ëåììà 44. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî{
µ̌(ψp) : p ∈ S2k+l−1

}
=
{
µ̂(ψp) : p ∈ S2k+l−1

}
= [ωmin, ωk].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : S2k+l−1 7→ R ïî ôîðìóëå f(p) = µ̂(ψp).

Òîãäà èç ëåììû 41 âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ëèïøèöåâà, à ñëåäîâàòåëüíî íåïðåðûâ-

íà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f
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áóäåò îòðåçêîì, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç D(f). Ñîãëàñíî ëåììå 42 âåðíî

âêëþ÷åíèå D(f) ⊂ [ωmin, ωk]. À â ëåììå 43 ïîêàçàíî, ÷òî ωmin, ωk ∈ D(f). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [ωmin, ωk]. Ðàâåíñòâî

äëÿ íèæíèõ ïðåäåëîâ äîêàçûâàåòñÿ çàìåíîé ôóíêöèè f íà f(p) = µ̌(ψp). Ëåììà 44

äîêàçàíà.

Èç ëåììû 44, óòâåðæäåíèÿ 14 è òîãî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû A ∈ Cn

ñ ïðîñòûìè è ÷èñòî ìíèìûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðåäñòàâèìî â âèäå (5.1), âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 15. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn ñ ïðîñòûìè è ÷èñòî ìíè-

ìûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Spµ̌(A) = Spµ̂(A) =

[
min |Im Spλ(A)| ,max |Im Spλ(A)|

]
.

5.2 Ñïåêòð ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ðåøåíèé àâòîíîì-

íûõ ñèñòåì

Îïðåäåëåíèå 11. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè x, êîòîðàÿ ïðåäñòàâèìà â âè-

äå (3), íàçîâåì ãëàâíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè x ñóììó ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (3) ñ íàè-

áîëüøèìè ïîêàçàòåëÿìè ýêñïîíåíòû è ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ñâîáîäíîé ïåðåìåí-

íîé. Òî åñòü ñóììó òåõ ÷ëåíîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò eδttk â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ, ãäå

δ = max Re Spλ(x), à ÷èñëî k îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ

Pi, Qi òàêèõ, ÷òî δi = δ. Ãëàâíóþ ÷àñòü ôóíêöèè x áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M [x].

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 16. Â îáîçíà÷åíèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 â ïðîèçâîëüíîì ðåøåíèè x ∈
S(A) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

x(t) = M [x](t) + o(eδttk), t→∞,

M [x](t) = eδttk

(∑
i

ṽi cosωit+ ũi sinωit+ ẽ

)
,

ãäå âåêòîðà ṽi, ũi, ẽ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ æîðäàíîâî áà-

çèñà ìàòðèöû A.

Ñëåäñòâèå 17. Â îáîçíà÷åíèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 â S(A) åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî

ðåøåíèé âèäà∑
i

eδit
(

(αivi + βiui) cosωit+ (αiui − βivi) sinωit

)
+
∑
i

eδitγiei, t ∈ R,

çàäàþùååñÿ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè αi, βi, γi.
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Óòâåðæäåíèå 17. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn è åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A)

ñóùåñòâóþò ÷èñëà k, l ∈ N, íàáîð âåêòîðîâ {Li}2k+l
i=1 ⊂ Rn, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäìíîæå-

ñòâîì âåêòîðîâ æîðäàíîâîãî áàçèñà ìàòðèöû A, íàáîð ÷àñòîò {ωi}ki=1 ⊂ |Im Spλ(A)|,
âåêòîð p ∈ R2k+l

∗ è ÷èñëà δ ∈ R, s ∈ N òàêèå, ÷òî ãëàâíóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ x ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

M [x](t) = eδttsψp(t),

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ ψp èìååò âèä (5.1).

Ëåììà 45. Â îáîçíà÷åíèÿõ óòâåðæäåíèÿ 17, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

[ωmin, ωk] ⊂
[

min
λ∈Λδ
|Imλ| ,max

λ∈Λδ
|Imλ|

]
,

ãäå Λde îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÷üÿ äåéñòâè-

òåëüíàÿ ÷àñòü ðàâíà δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñåë ωj, ìíîæåñòâî {δ + iωj}kj=1, à òàêæå

êîìïëåêñíîå ÷èñëî δ+iωmin ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå Λδ, îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå

âêëþ÷åíèå. Ëåììà 45 äîêàçàíà.

Ëåììà 46. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn è åå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) âåðíû

ðàâåíñòâà

µ̌(x) = µ̌(M [x]), µ̂(x) = µ̂(M [x]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèåì 17 ïðåäñòàâèì ãëàâíóþ ÷àñòü ðåøå-

íèÿ x â âèäå

M [x](t) = eδttsψp(t).

Ïî îïðåäåëåíèþ ãëàâíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ x

M [x](t)− x(t) = o(eδtts), t→∞.

Çàìåòèì, ÷òî â ôóíêöèþ ˙M [x] − ẋ, êîòîðàÿ òàêæå ïðåäñòàâèìà â âèäå (3), áóäóò

âõîäèòü òîëüêî ÷ëåíû, ëèáî ñ ìåíüøèì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû, ÷åì δ, ëèáî ñ òåì

æå ïîêàçàòåëåì, íî ìåíüøåé ñòåïåíüþ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé t. Îòêóäà èìååì

˙M [x](t)− ẋ(t) =
d

dt
(M [x](t)− x(t)) = o(eδtts), t→∞.

Èç óòâåðæäåíèé 15 è 16 âûòåêàåò, ÷òî∣∣∣ ˙M [x]
∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ ddt (eδtts)

∣∣∣∣ |ψp(t)|+ eδtts
∣∣∣ψ̇p(t)∣∣∣ 6 (1 + s+ |δ|) eδttsσmax |p| , t > 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ëåììû 40 ïîëó÷èì, ÷òî

|M [x](t)| = eδtts |ψp(t)| > eδttsσmin |p| , t ∈ R+.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå t0 > 1, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > t0 èìåþò

ìåñòî íåðàâåíñòâà

|M [x](t)− x(t)|
|M [x](t)|

6 ε,

∣∣∣ ˙M [x](t)− ẋ(t)
∣∣∣

|M [x](t)|
6 ε,

∣∣∣ ˙M [x](t)
∣∣∣

|M [x](t)|
6 (1 + s+ |δ|) σmax

σmin

.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 39 ê ôóíêöèÿì M [x] è x ïîëó÷èì, ÷òî

|µ̌(x)− µ̌(M [x])| 6 Cε, |µ̂(x)− µ̂(M [x])| 6 Cε,

ãäå C = 8 (1 + s+ |δ|)σmax/σmin + 4. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε ïîëó÷àåì òðå-

áóåìîå óòâåðæäåíèå. Ëåììà 46 äîêàçàíà.

Ëåììà 47. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn âåðíî âêëþ÷åíèå

Spµ̌(A), Spµ̂(A) ⊂
⋃

δ∈Re Spλ(A)

[
min
λ∈Λδ
|Imλ| ,max

λ∈Λδ
|Imλ|

]
. (5.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèÿ x ∈ S∗(A) è çàìåòèì, ÷òî

ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè åå íà ïîëîæè-

òåëüíóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ. Îòêóäà, ïîëüçóÿñü ëåììîé 46, ïîëó÷èì

µ̌ (x) = µ̌ (M [x]) = µ̌ (ψp) , µ̂ (x) = µ̂ (M [x]) = µ̂ (ψp) ,

ãäå ψp îïðåäåëÿåòñÿ â óòâåðæäåíèè 17. Òîãäà èç ëåììû 42 íåìåäëåííî âûòåêàåò

íåðàâåíñòâî

ωmin 6 µ̌ (M [x]) = µ̌ (x) 6 µ̂ (x) = µ̂ (M [x]) 6 ωk.

Îòêóäà, ïîëüçóÿñü ëåììîé 45, ïîëó÷èì òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå. Ëåììà 47 äîêàçàíà.

Ëåììà 48. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû A ∈ Cn âåðíî âêëþ÷åíèå

Spµ̌(A), Spµ̂(A) ⊃
⋃

δ∈Re Spλ(A)

[
min
λ∈Λδ
|Imλ| ,max

λ∈Λδ
|Imλ|

]
. (5.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå δ ∈ Re Spλ(A) è îáîçíà÷èì, ÷åðåç

ωδ,min = min
λ∈Λδ
|Imλ| , ωδ,max = max

λ∈Λδ
|Imλ| .

Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 17, ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ðåøåíèé òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî çíà-

÷åíèé ïîêàçàòåëÿ ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ íà íåì ñîâïàëî ñ îòðåçêîì [ωδ,min, ωδ,max]. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ñëó÷àè

• Ìíîæåñòâî Λδ ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà δ. Òîãäà ðàññìîò-

ðèì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå âèäà

x(t) = veδt.

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà x íà åäèíè÷íóþ ñôåðó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñòîÿííûé âåê-

òîð è ñëåäîâàòåëüíî, µ̌(x) = µ̂(x) = 0.

62



• Ìíîæåñòâî Λδ ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë.

x(t) = eδt
(
v1 cosωδ,mint+ u1 sinωδ,mint

)
.

Èç ëåììû 14 ïîëó÷èì, ÷òî µ̌(x) = µ̂(x) = ωδ,min.

• Ìíîæåñòâî Λδ ñîäåðæèò íåñêîëüêî ïàð êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë. Òî-

ãäà èç ñëåäñòâèÿ 17 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà

v1, u1, v2, u2 ∈ Rn òàêèå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ α1, α2, β1, β2 âûðà-

æåíèÿ

x(t) =eδt
(

(α1v1 + β1u1) cosωδ,mint+ (α1u1 − β1v1) sinωδ,mint

)
+

+ eδt
(

(α2v2 + β2u2) cosωδ,maxt+ (α2u2 − β2v2) sinωδ,maxt

)
áóäóò ðåøåíèÿìè ñèñòåìûA. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ñêîðîñòü áëóæäàíèÿ âåêòîð-

ôóíêöèè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè åå íà ïîëîæèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ ôóíê-

öèþ, òî ê íàáîðó âåêòîð-ôóíêöèé x ïðèìåíèìà ëåììà 44, ïî êîòîðîé{
µ̂(x) : (α1, α2, β1, β2) ∈ R4

∗
}

= [ωδ,min, ωδ,max],

è àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ íèæíåé ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ.

• È ïîñëåäíèé ñëó÷àé, êîãäà Λδ ñîäåðæèò, êàê äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî δ, òàê è

íåâåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Èç ñëåäñòâèÿ 17 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ëèíåéíî

íåçàâèñèìûå âåêòîðà v, u, e ∈ Rn òàêèå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ

α, β, γ âûðàæåíèÿ

x(t) = eδt
(
γe+ (αv + βu) cosωδ,maxt+ (αu− βv) sinωδ,maxt

)
.

áóäóò ðåøåíèÿìè ñèñòåìû A. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 44, ïîëó÷èì{
µ̂(x) : (α, β, γ) ∈ R3

∗
}

= [0, ωδ,max].

è àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ íèæíåé ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ.

Ëåììà 48 äîêàçàíà.

Èç ëåìì 47 è 48 âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà VII äîêàçàíà.
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6 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ñïåêòðîâ õàðàêòåðèñòèê êî-

ëåáëåìîñòè, áëóæäàåìîñòè è îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè), à òàêæå èçó-

÷åíà òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî âåðõíèé (íèæíèé) ñëàáûé ïîêàçàòåëü áëóæäàåìîñòè îöå-

íèâàåò ñâåðõó âåðõíèé (íèæíèé) ñëàáûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè è ñîâïàäàåò ñ íèì

ïðè íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåãî (çàìåíå òî÷íîé íèæíåé ãðà-

íè íà ñóùåñòâåííóþ). Äëÿ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé áëóæäàåìîñòè è êîëåáëåìîñòè äàí-

íîå ðàâåíñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà. Îäíàêî â ñòàòüå [58] áûëî ïîêàçàíî,

÷òî íèæíèé ñèëüíûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè ìåíüøå, ÷åì íèæíèé ñèëüíûé ïîêà-

çàòåëü áëóæäàåìîñòè. Íåñêîëüêî ïîçæå, â äîêëàäå [62] áûëà óñòàíîâëåíà íåóïîðÿäî-

÷åííîñòü âåðõíèõ ñèëüíûõ ïîêàçàòåëåé áëóæäàåìîñòè è êîëåáëåìîñòè. Äàëüíåéøåå

ðàçâèòèå òåõíèêè ïåðâîé ãëàâû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî,

òåì íå ìåíåå, äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì (êîëåáëåìîñòü ðåøåíèé êîòîðûõ îãðàíè-

÷åíà) âåðõíèé ñëàáûé ïîêàçàòåëü áëóæäàåìîñòè ìåíüøå, ÷åì óïîìÿíóòûé íåçíà÷è-

òåëüíî èçìåíåííûé âåðõíèé ñèëüíûé ïîêàçàòåëü êîëåáëåìîñòè.

Ïîêàçàíî ñîâïàäåíèå ñèëüíûõ è ñëàáûõ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè íà ðåøåíèÿõ

ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Èíòåðåñíûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î òî÷íîñòè è ñïåêòðå

÷àñòîò íóëåé ðåøåíèé ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåí ñïåêòð ïîêàçàòåëÿ ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñè-

ñòåì. Â ÷àñòíîñòè, áûë ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ ïîñòàâëåííûé â äîêëàäå [68] î

ñîâïàäåíèè ñïåêòðîâ ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ó ïîäîáíûõ ñèñòåì. Îäíàêî îòêðûòûì

îñòàåòñÿ âîïðîñ òî÷íîñòè ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿí-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Óòî÷íåíû îöåíêè ñâåðõó äëÿ ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Èç íèõ, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò áëèçîñòü

ïîêàçàòåëåé áëóæäàåìîñòè è ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ê íóëþ äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ

ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íà äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîñìîòðåòü, êàê íà èçó÷åíèå

ñâîéñòâ ñïåêòðà ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî âîçìóùåíèåì óðàâíå-

íèÿ y(n) = 0. Åãî ñïåêòð ñêîðîñòè áëóæäàíèÿ ñîñòîèò òîëüêî èç íóëÿ, à ðåøåíèÿìè

ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî òðèâèàëüíûå ðàâíîìåðíûå îöåíêè

êîëåáëåìîñòè (êîëè÷åñòâî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íå ïðåâîñõîäèò åãî

ñòåïåíè). Òîãäà ðåçóëüòàòû òðåòåé, ïÿòîé ãëàâ, à òàêæå òåõíèêà âòîðîé ãëàâû äèñ-

ñåðòàöèè ìîæåò ïîñëóæèòü ôóíäàìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ñïåêòðà ñêîðîñòè

áëóæäàíèÿ ñèñòåì, ïîëó÷åííûõ âîçìóùåíèåì ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

(ó êîòîðûõ åñòü ëèáî äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ëèáî äâà êîìïëåêñíûõ

ñ íåñîèçìåðèìûìè ìíèìûìè ÷àñòÿìè) íîëü ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì çíà÷åíèåì ïîêàçà-

òåëÿ îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ýòîãî ïîêàçàòåëÿ

ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâûìè ñâîéñòâàìè íàáîðà ìíè-

ìûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèñòåìû è ìîæåò ñîäåðæàòü (â îòëè÷èå îò ïîêà-

çàòåëåé êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè) çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå è îò íóëÿ, è îò ìíèìûõ

÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèñòåìû, ïðè÷åì ìîùíîñòü ýòîãî ñïåêòðà ìîæåò áûòü

ýêñïîíåíöèàëüíî âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. Èç ýòîãî ìîæ-

íî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïîêàçàòåëü îðèåíòèðîâàííîé âðàùàåìîñòè, íåñìîòðÿ íà åãî

ïðîñòîå è åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå, íå ÿâëÿåòñÿ â òåîðèè êîëåáàíèé àíàëîãîì ïî-

êàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà.
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