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Введение

Актуальность темы исследования и степень её разработанности.
Разработка и исследование мобильных роботизированных платформ являет-
ся перспективным и динамично развивающимся научно-техническим направ-
лением. Многочисленные проблемы, возникающие в процессе человеческой де-
ятельности, стимулируют развитие и внедрение разработок этой области нау-
ки. Потребность в мобильных робототехнических системах возникает в связи
с организацией работы в опасной или недоступной для человека среде (раз-
минирование, разбор завалов, исследование других планет, разведка), а также
выполнением рутинных операций (складская логистика, сельскохозяйственные
работы, транспортировка грузов, обслуживание пациентов медицинских учре-
ждений, работы по дому).

Вопросы динамики, управления, стабилизации движения, навигации мо-
бильных роботов рассмотрены, в частности, в работах Ю. В. Болотина, А. А. Го-
лована, Е. А. Девянина, А. В. Карапетяна, А. И. Кобрина, А. В. Ленского,
Ю. Г. Мартыненко, В. Е. Павловского, Л. Б. Раппопорта, Д. Е. Охоцимского,
А. М. Формальского.

Комплектование мобильной платформы робота манипулятором позволя-
ет существенно расширить функциональные возможности аппарата. Вопросы
динамики и управления манипуляционными роботами, в том числе мобильны-
ми манипуляторами, рассматривались такими авторами, как В. В. Белецкий,
С. Л. Зенкевич, Ю. Г. Мартыненко, И. В. Орлов, Е. И. Юревич, А. С. Ющенко,
М. Вукобратович (M. Vukobratović), М. Спонг (M. W. Spong), М. Шахинпур
(M. Shahinpoor), Дж. Янг (J. F. Young). Среди серийных разработок мобиль-
ных манипуляторов последних лет можно отметить роботы G-WAM и X-WAM
совместного производства Robotnik Automation и Barrett Technologies, UBR-1
компании Unbounded Robotics, youBot компании KUKA.

Особенностью упомянутых мобильных роботов X-WAM и youBot явля-
ется возможность осуществления всенаправленного движения платформ этих
устройств. Это свойство достигается за счёт их оснащения роликонесущими
колёсами. Мобильные платформы всенаправленного движения прекрасно под-
ходят для работы в стеснённых средах, таких как складские и производствен-
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ные помещения. Исследования механики систем с роликонесущими колёсами
различных типов проводились А. Д. Бобыкиным, А. А. Зобовой, А. А. Кили-
ным, Ю. Г. Мартыненко, В. Е. Павловским, Я. В. Татариновым, А. М. Фор-
мальским, И. Дорофтеи (I. Doroftei), П. Мьюром (P. F. Muir), Ч. Ньюманом
(C. P. Neuman).

Роботизированная платформа всенаправленного движения KUKA youBot
является системой с открытым программным обеспечением, поддержка кото-
рого осуществляется широким кругом разработчиков. Это делает удобным ис-
пользование рассматриваемого робота для научно-исследовательских и образо-
вательных целей. Среди публикаций, посвящённых применению робота youBot
в прикладных задачах, отметим работы Р. Кнеппера (R. A. Knepper), Д. Расс
(D. Russ) и их соавторов.

В задачах реализации мобильным роботом движения по требуемой траек-
тории, перемещения в стеснённой среде с использованием карты препятствий
важную роль играет система навигации, определяющая текущее положение
платформы. В качестве датчика инерциальной навигации мобильных роботи-
зированных платформ могут использоваться волновые твердотельные гироско-
пы. Это — перспективные компактные приборы среднего и низкого классов точ-
ности. Исследованию волновых твердотельных гироскопов посвящены работы
М. А. Басараба, Н. Е. Егармина, Ю. К. Жбанова, В. Ф. Журавлёва, Д. М. Кли-
мова, В. Ф. Кравченко, Е. П. Кубышкина, Ю. Г. Маркова, Ю. Г. Мартыненко,
В. А. Матвеева, И. В. Меркурьева, В. В. Подалкова, Д. Линча (D. D. Lynch).

Разработка алгоритмов управления мобильными роботами требует ис-
пользования детализированной и проработанной математической модели для
повышения качества регулирования и его точности, оптимизации переходных
процессов и энергозатрат, стабилизации программных движений. Аналогичное
требование возникает и в задаче повышения точности гироскопического датчи-
ка, поскольку для этого необходима модель погрешностей, источники которых
весьма разнообразны.

Зачастую значения некоторых коэффициентов в уравнениях движения
рассматриваемых систем неизвестны и, в случае гироскопа, могут медленно из-
менятся в процессе функционирования системы. Величины этих коэффициен-
тов подлежат определению с целью их дальнейшего использования для расчёта
управляющих воздействий и алгоритмической компенсации погрешностей.
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Таким образом, возникает задача идентификации параметров математи-
ческих моделей рассматриваемых систем. Алгоритмы, позволяющие оценить
искомые значения параметров в процессе работы системы, а также отслежи-
вать их медленные эволюции, разрабатываются в рамках теорий оценивания и
адаптивной идентификации. Этой проблематике посвящены работы Б. Р. Анд-
риевского, С. В. Арановского, А. А. Бобцова, Ю. В. Болотина, А. А. Голована,
А. И Матасова, В. А. Терехова, И. Ю. Тюкина, А. Л. Фрадкова, П. Ионанноу
(P. Ioannou), Л. Льюнга (L. Ljung), С. Састри (S. Sastry), Ж.-Ж. Слотина
(J. J. E. Slotine).

Количество оцениваемых коэффициентов в уравнениях движения мобиль-
ного робота всенаправленного движения и резонатора волнового твердотель-
ного гироскопа может быть настолько большим, что реализация алгоритмов
идентификации параметров на бортовом компьютере робота в реальном време-
ни становится невозможной.

В некоторых задачах удаётся установить дополнительные зависимости,
которым удовлетворяют искомые параметры. Организовав алгоритм иденти-
фикации таким образом, чтобы оценки параметров также удовлетворяли этим
дополнительным соотношениям, можно добиться не только улучшения точно-
сти работы алгоритма, но и снизить его размерность.

Примеры алгоритмов адаптивной идентификации параметров и калма-
новской фильтрации, учитывающих такого рода ограничения на оценки приве-
дены в работах П. Ионанноу (P. Ioannou), С. Састри (S. Sastry), Д. Саймона
(D. Simon).

Для синтеза новых алгоритмов идентификации параметров, учитываю-
щих ограничения в виде равенств на вырабатываемые оценки (связи), можно
использовать теоретические результаты, полученные в области аналитической
механики. С точки зрения уменьшения размерности дифференциальных урав-
нений, которым удовлетворяют оценки параметров, подход оправдан, поскольку
он подразумевает возможность представить эти уравнения в псевдоскоростях.

Отметим, что ещё в начале XX века Я. И. Грдина использовал методы
аналитической механики для получения уравнений динамики живого организ-
ма, положив в основу своих исследований принцип наименьшего принуждения
Гаусса, считая интегральные принципы механики неприменимыми для живых
организмов.
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Аппарат связей используется также и для решения задач управления ро-
бототехническими системами: управляющие обобщённые силы ищутся в виде
реакций кинематических связей, согласующихся с требуемым движением систе-
мы. Экстремальные свойства реакций связей и их работы делают такой способ
реализации программного движения в некотором смысле оптимальным.

Исследованию динамики и синтезу систем со связями посвящены работы
таких авторов, как Ю. В. Болотин, А. С. Галиуллин, Я. И. Грдина, Н. П. Еругин,
В. В. Козлов, И. А. Мухаметзянов, Р. Г. Мухарлямов, Баумгарт (J. Baugarte),
А. Беген (H. Béghin), Р. Калаба (R. E. Kalaba), Р. Лэйтон (R. A. Layton),
Ф. Удвадиа (F. E. Udwadia).

Таким образом, задачи управления и идентификации параметров ме-
хатронных систем можно решать, применяя один и тот же математический
аппарат аналитической механики неголономных систем. В задаче параметриче-
ской идентификации такой подход позволяет уменьшить размерность алгорит-
ма нахождения оценок, а в задаче реализации требуемых движений приводит
к организации оптимального в некотором смысле движения системы.

Целью данной работы является построение алгоритмов идентификации
параметров мехатронных систем с ограничениями в виде равенств на оценки
параметров и алгоритмов управления движением с помощью математическо-
го аппарата неголономной механики. Ограничения на оценки параметров или
программное движение интерпретируются как наложение на исследуемый объ-
ект неголономных связей. Метод неопределённых множителей и представление
уравнений в псевдоскоростях используются для описания динамики систем с та-
кими связями. Такой подход позволяет уменьшить размерность задачи и, тем
самым, снизить объём необходимых вычислений.

Задача идентификации параметров с дополнительными ограничениями на
вырабатываемые оценки ставится для систем различной физической природы с
линейной параметрической моделью. Алгоритмы управления разрабатывают-
ся для мобильной роботизированной платформы всенаправленного движения
KUKA youBot.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Разработать подходящие алгоритмы оперативной идентификации (оце-
нивания) параметров динамической системы с линейной параметриче-
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ской моделью и дополнительными нелинейными ограничениями на оце-
ниваемые величины в виде равенств.

2. Обосновать и продемонстрировать на примерах конкретных механиче-
ских систем работоспособность полученных алгоритмов идентифика-
ции параметров с ограничениями в виде равенств.

3. Построить математическую модель движения мобильного робота
youBot и оценить неизвестные коэффициенты в уравнениях движения.

4. Разработать алгоритм управления мобильным роботом youBot с целью
отработки требуемого движения произвольной точки его платформы.

Научная новизна:
1. Получены алгоритмы идентификации параметров системы с линейной

параметрической моделью с использованием представления ограниче-
ний на оценки параметров в виде неинтегрируемых уравнений связей
(в псевдоскоростях), а также принципа наименьшего принуждения при
выводе определяющих соотношений для оценок параметров.

2. С использованием представления ограничений на оценки параметров
в виде неинтегрируемых уравнений связей (в псевдоскоростях) полу-
чены алгоритмы идентификации параметров, оптимальные по методу
наименьших квадратов с ограничениями в виде равенств.

3. Предложена модификация интегрального квадратичного функционала
ошибки, позволяющая получить более компактные алгоритмы иденти-
фикации параметров с ограничениями в виде равенств как в непрерыв-
ном, так и в дискретном времени.

4. Разработаны алгоритмы идентификации параметров математической
модели робота youBot.

5. Выявлены особенности динамики платформы робота youBot при орга-
низации управления в виде реакций неголономных связей, согласую-
щихся с заданным программным движением.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теорети-
ческий характер. В ней показано, что применение методов аналитической ме-
ханики в задаче идентификации параметров с ограничениями в виде равенств
приводит к уменьшению её размерности, и, следовательно, количества необхо-
димых вычислений. В работе демонстрируется, что введение неинтегрируемых
связей позволяет получить новые классы решений задач, в постановке которых
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связи не фигурируют. Речь идёт о задаче стабилизации аффинных управляе-
мых систем и задаче оценивания для некоторых нелинейно параметризованных
систем.

Разработанные алгоритмы идентификации параметров с ограничениями в
виде равенств на оценки могут быть использованы для исследования и управ-
ления системами различной физической природы, в частности многозвенных
систем с податливыми шарнирами.

Полученные алгоритмы организации управления в виде реакций связей
применимы для реализации требуемых движений механическими и мехатрон-
ными системами, в частности мобильными платформами с роликонесущими
колёсами. Для задачи реализации равномерного движения точки такого робота
по окружности найдены условия существования и устойчивости стационарных
вращений платформы. Удовлетворение таких условий позволяет организовать
простое и интуитивно предсказуемое поведение системы, что является полез-
ным при реализации платформой требуемого движения в стеснённой среде.

Методология и методы исследования. Для решения поставленных
задач в работе использовались методы аналитической механики, в том чис-
ле механики неголономных систем и управляемых систем с дополнительными
связями; методы теории адаптивных систем управления и идентификации; де-
терминированные методы теории оценивания. Для наглядного представления
результатов работы алгоритмов идентификации и управления использовались
численные методы математического моделирования.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Для мехатронных систем с линейными параметрическими моделями

построено семейство алгоритмов идентификации параметров с ограни-
чениями на оценки в виде равенств, полученное с помощью матема-
тического аппарата неголономной механики (использования принципа
наименьшего принуждения и представления уравнений связей в терми-
нах псевдоскоростей), позволившего снизить размерность задачи.

2. Разработаны оптимальные с точки зрения метода наименьших квадра-
тов алгоритмы идентификации с ограничениями-равенствами на оцен-
ки параметров, представленные в терминах псевдоскоростей и множи-
телей связей.
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3. Построены оптимальные с точки зрения модифицированной ин-
тегральной квадратичной ошибки алгоритмы идентификации с
ограничениями-равенствами на оценки параметров, представленные в
терминах псевдоскоростей.

4. Создана математическая модель роботизированной платформы всена-
правленного движения KUKA youBot, учитывающая силы вязкого тре-
ния в подшипниках механических передач и опорах роликов колёс,
упругую податливость элементов. Разработан алгоритм идентифика-
ции параметров такой модели, использующий одометрическую инфор-
мацию и измерения управляющих моментов двигателей.

5. Разработан алгоритм управления роботом KUKA youBot с целью отра-
ботки программного движения, которое реализуется путём воздействия
на систему управляющих обобщённых сил, отождествлённых с реакци-
ями неголономных связей. Получены условия существования и асимп-
тотической устойчивости стационарных вращений платформы робота
в процессе реализации равномерного движения произвольной точки
платформы по окружности.

Степень достоверности обуславливается применением строгих мате-
матических методов, проиллюстрированных компьютерным моделированием,
и обеспечивается подробным изложением промежуточных результатов в тексте
работы. Разработанные в диссертации методы и подходы практически опро-
бованы при идентификации параметров резонатора волнового твердотельного
гироскопа, характеристик его установившихся колебаний, а также параметров
роботизированной платформы всенаправленного движения KUKA youBot. Ре-
зультаты диссертационной работы согласуются с результатами, ранее получен-
ными другими авторами.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на:
1. XV конференции молодых учёных «Навигация и управление движени-

ем», 12–15 марта 2013 г., Санкт-Петербург, Россия;
2. II международной научно-практической конференции «Инновационные

информационные технологии», 22–26 апреля 2013 г., Прага, Чешская
республика;

3. Международной конференции по механике и баллистике «VIII Окунев-
ские чтения», 25–28 июня 2013 г., Санкт-Петербург, Россия;
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4. XX международной научно-технической конференции студентов и
аспирантов «Радиоэлектроника, электротехника и энергетика», 27–
28 февраля 2014 г., Москва, Россия;

5. The 58-th Ilmenau Scientific Colloquium — Shaping the Future by
Engineering, 8–12 сентября 2014 г., Ильменау, Германия;

6. XIII международной научно-практической конференции «NIDays–
2014», 19–20 ноября 2014 г., Москва, Россия;

7. XXI международной научно-технической конференции студентов и
аспирантов «Радиоэлектроника, электротехника и энергетика», 26–
27 февраля 2015 г., Москва, Россия;

8. XVII конференции молодых учёных «Навигация и управление движе-
нием», 17–20 марта 2015 г., Санкт-Петербург, Россия;

9. XI Всероссийском съезде по фундаментальным проблемам теоретиче-
ской и прикладной механики, 20–24 августа 2015 г., Казань, Россия;

10. XVIII конференции молодых учёных «Навигация и управление движе-
нием», 15–18 марта 2016 г., Санкт-Петербург, Россия;

11. LII Всероссийской конференции по проблемам динамики, физики ча-
стиц, физики плазмы и оптоэлектроники, Москва, 17–19 мая 2016 г.;

12. Заседании научного семинара «Математическое моделирование про-
цессов динамики», 23 марта 2016 г., Москва, Российский университет
дружбы народов;

13. Заседании научного семинара кафедры прикладной механики и управ-
ления механико-математического факультета МГУ им. М. В. Ломоно-
сова, 30 марта 2016 г., Москва;

14. Заседании научного семинара кафедры теоретической механики и ме-
хатроники НИУ МЭИ, 16 мая 2016 г., Москва.

Автор награждён дипломом за лучший доклад молодого учёного на сек-
ции «Общая и прикладная механика» XI Всероссийского съезда по фундамен-
тальным проблемам теоретической и прикладной механики.

Результаты работы были использованы при составлении заявки № 16-01-
00429-a, поддержанной на конкурсе проектов РФФИ.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 15
печатных изданиях [1–15], 3 из которых изданы в журналах, рекомендован-
ных ВАК [1–3], 12 — в материалах конференций и тезисах докладов [4; 6–15].
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Публикации по теме диссертации в журналах перечня ВАК выделены в списке
литературы полужирным начертанием, список литературы составлен в порядке
цитирования в тексте работы.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четы-
рёх глав, заключения и двух приложений. Полный объём диссертации состав-
ляет 206 страниц машинописного текста с 35 рисунками и 4 таблицами. Список
литературы содержит 129 наименований.

Во введении приводится общая характеристика работы.
Глава 1 начинается с обзора публикаций, посвящённых задачам иденти-

фикации параметров и оценивания с ограничениями в виде равенств, обратным
задачам динамики систем со связями. Формулируется задача идентификации
параметров систем с линейной параметрической моделью и с ограничениями на
оценки в виде равенств (параметрическими связями). Уравнения связей пред-
ставлены в дифференциальной форме, что позволило применить методы него-
лономной механики для построения алгоритмов идентификации параметров в
терминах псевдоскоростей. С помощью метода неопределённых множителей по-
лучены уравнения градиентного идентификатора параметров; обоснована схо-
димость вырабатываемых им оценок в линейном приближении. С помощью при-
менения принципа наименьшего принуждения получен один класс алгоритмов
идентификации с параметричекими связями. Приведён пример одного алгорит-
ма такого класса — рекуррентного метода наименьших квадратов с проекцией;
обоснована сходимость вырабатываемых оценок в линейном приближении. С
помощью принципа наименьшего принуждения решена задача идентификации
при обеспечении асимптотической устойчивости интегрального многообразия,
определяемого связями. Проведена аналогия между задачами идентификации
со связями и стабилизации аффинных управляемых систем, позволившая по-
строить новый класс управлений в виде обратной связи.

Глава 2 посвящена решению задачи идентификации параметров с пара-
метрическими связями, оптимальной с точки зрения интегральной квадратич-
ной ошибки. Получены уравнения оптимального и субоптимального идентифи-
каторов, установлена их аналогия с уравнениями механики систем с сервосвя-
зями. Выведены уравнения оптимального идентификатора в терминах псевдо-
скоростей и множителей связей. Установлено, что размерность такой системы
уравнений не зависит от количества связей и определяется только размерно-



14

стью вектора коэффициентов линейной параметрической модели. Проведена
регуляризация дифференциального уравнения для множителей связей. Постро-
ен алгоритм оптимальной идентификации с модифицированной интегральной
квадратичной ошибкой для непрерывного и дискретного времён.

Глава 3 начинается с обзора публикаций, посвящённых задачам динами-
ки и идентификации параметров волновых твердотельных гироскопов, а также
задачам оценивания характеристик мультисинусоидальных сигналов. Решена
задача идентификации параметров нелинейной математической модели уста-
новившихся колебаний кольцевого резонатора волнового твердотельного гиро-
скопа в одномодовом приближении. Параметрическая модель системы построе-
на в предположении о том, что нелинейные силы являются консервативными с
потенциальной энергией, заданной однородной формой четвёртого порядка. Ис-
пользуя метод наименьших квадратов, получены оценки параметров для такой
модели. Решена задача оценивания частоты установившихся колебаний резо-
натора, моделируемых двумя гармониками ряда Фурье. Процедура построения
оценок частоты сведена к идентификации параметров линейного динамическо-
го объекта, удовлетворяющих дополнительному условию в виде равенства —
параметрической связи. Показано, что её учёт в алгоритмах идентификации
существенно повышает точность оценок частоты. Проведено численное моде-
лирование работы идентификаторов параметров, исследовано влияние величин
коэффициентов усиления и начальных условий на точность оценок частоты.
Решена задача совместной идентификации частоты и коэффициентов Фурье
установившихся колебаний резонатора. Найдены оценки перечисленных пара-
метров, оптимальные по критерию модифицированной интегральной квадра-
тичной ошибки.

Глава 4 начинается с обзора публикаций, посвящённых динамике, управ-
лению и идентификации параметров манипуляционных роботов и платформ с
роликонесущими колёсами. Получены уравнения кинематики и динамики мо-
бильного робота всенаправленного движения KUKA youBot в псевдоскростях.
Построены алгоритмы идентификации параметров робота, которые были ис-
пользованы для получения оценок неизвестных коэффициентов в уравнениях
движения системы. В качестве исходной информации для нахождения оценок
использовались зависимости управляющих моментов и одометрических измере-
ний от времени, снятые в процессе движения реальной системы. Решена задача
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управления роботом с целью отработки программного движения, согласован-
ного с дополнительными неголономными связями. Управляющие обобщённые
силы отождествлены с реакциями этих связей. Исследован один класс стацио-
нарных движений платформы с таким управлением. Построены уравнения по-
ступательного движения платформы робота с учётом податливости элементов
механических передач колёс. Установлено, что коэффициенты параметрической
модели такой системы удовлетворяют уравнению связи, которая была учтена
при построении алгоритма идентификации. Проведено численное моделирова-
ние работы построенных алгоритмов идентификации и управления.

В заключении сформулированы основные результаты работы.
В приложении А приводится сводка используемых в работе операций

дифференцирования векторов.
В приложении Б приводятся результаты моделирования динамики все-

направленной платформы youBot под действием управляющих сил, отождеств-
лённых с реакциями неголономных связей, согласованных с программным дви-
жением системы.
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1 Методы аналитической механики в задаче адаптивной
идентификации с параметрическими связями

Идентификация параметров динамического объекта подразумевает выде-
ление информации о них из доступных данных, полученных в результате на-
блюдения процессов в системе. Для выработки оценок неизвестных параметров
необходимо установить взаимосвязь последних с доступной измерительной ин-
формацией — то есть построить параметрическую модель объекта. Способ полу-
чения такой модели зависит от от специфики конкретного объекта: вида урав-
нений его динамики и структуры измерений.

Адаптивная идентификация проводится в режиме реального времени в
процессе работы системы. Она позволяет как оценивать неизвестные величи-
ны параметров, так и отслеживать их медленные изменения в процессе функ-
ционирования объекта в изменяющейся среде. Идентификаторы параметров —
устройства или алгоритмы, вырабатывающие оценки — являются составной ча-
стью систем прямого адаптивного управления [16–19].

Зачастую синтез алгоритмов адаптивного управления и идентификации
проводится из детерминистических соображений, динамика объектов управле-
ния описываются в непрерывном времени, а оцениваемые параметры предпола-
гаются постоянными или медленно меняющимися [16–22]. Если измерительная
информация о состоянии объекта зашумлена, то проводится регуляризация и
огрубление полученных алгоритмов [18;19;23–25].

Достаточно широко используются алгоритмы идентификации с линейной
параметрической моделью (линейной параметризацией, линейной идентифика-
ционной моделью): градиентный, оптимальный с точки зрения наименьших
квадратов [18–22], их модификации с нормализацией [19; 20] и регуляризаци-
ей [22;25]; нейросетевые алгоритмы [26]. Отдельно отметим книгу Ж.–Ж. Сло-
тина [21], в которой излагаются некоторые методы построения линейных па-
раметрических моделей для механических систем и приводятся примеры ал-
горитмов адаптивной идентификации параметров манипуляционных роботов.
Примеры алгоритмов адаптивного управления и идентификации для систем с
нелинейными параметрическими моделями приведены книге [17].
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В книге Л. Льюнга [27] приведено большое количество алгоритмов иден-
тификации, в том числе рекуррентные, использующие линейную параметриче-
скую авторегрессионную модель системы в дискретном времени. В указанной
работе приводится пример системы [27, стр. 122–123] — модели жилища с сол-
нечным подогревом, неизвестные коэффициенты авторегрессии которой зави-
сят друг от друга. Резюмируя этот пример, автор книги [27] критикует при-
ведённый способ построения параметрической модели, поскольку, представлен-
ные в [27] алгоритмы идентификации игнорируют взаимосвязь оцениваемых
параметров.

Для того, чтобы учесть такого рода информацию, необходимо разработать
алгоритмы идентификации так, чтобы вырабатываемые ими оценки удовлетво-
ряли ограничениям в виде равенств (связям), которые выражают взаимозави-
симость оцениваемых параметров.

В книгах [19;20] такая задача была решена как вспомогательная для иден-
тификации параметров, принадлежащих некоторой области. Уравнение её гра-
ницы задаёт скалярную функцию связи. Для получения оценок параметров с
таким односторонним ограничением в [19;20] используются алгоритмы иденти-
фикации переменной структуры. Внутри области оценки вычисляются по гра-
диентному алгоритму, а на её границе — по градиентному алгоритму с проек-
цией. Также в [20] предлагается алгоритм наименьших квадратов с проекцией,
отличающийся тем, что внутри области расчёт оценок ведётся по рекуррент-
ному методу наименьших квадратов. Оценки, принадлежащие её границе, вы-
рабатываются градиентным идентификатором с проекцией и, тем самым, не
являются оптимальными.

Во многих практических приложениях, таких как обработка навигаци-
онной информации и комплексирование алгоритмов ориентации и навигации
[28–30], задача выработки оценок параметров имеет более общую постановку,
чем в адаптивных системах управления. Предполагается, что оцениваемые ве-
личины удовлетворяют системе линейных рекуррентных уравнений с аддитив-
ным шумом, а измерения линейны и также содержат аддитивные помехи. В
таких отраслях вместо терминов «идентификация параметров» и «линейная
параметрическая модель» употребляют, соответственно, термины «оценивание
параметров (или состояния)» и «модель измерений (или наблюдения)». Говоря
в данной работе об идентификации параметров, мы, тем самым, подчёркива-
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ем детерминированную постановку задачи. Среди алгоритмов оценивания для
упомянутых линейных систем следует отметить дискретный фильтр Калма-
на [29–32], как один из самых применяемых в практических задачах.

Решению задач оценивания параметров состояния линейных систем в дис-
кретном времени с дополнительными ограничениями посвящено достаточно
много работ зарубежных авторов, например [31; 33–43]. Отдельно следует упо-
мянуть статью Д. Саймона [33]. В ней приводятся примеры прикладных задач, в
которых возникает необходимость оценивания при наличии ограничений; про-
ведён подробный обзор публикаций на указанную тему; а также приводится
систематизированная сводка различных алгоритмов получения оценок пара-
метров, удовлетворяющих линейным или нелинейным ограничениям в виде ра-
венств или неравенств.

Перечислим некоторые методы, рассмотренные в работе [33]. Часть из
них применяется для оценивания состояния дискретных линейных систем с ли-
нейными уравнениями связей. Это методы понижения размерности (редукции)
фильтра Калмана, псевдоизмерений, «мягких» связей, проекции оценок и про-
екции матрицы усиления фильтра Калмана. Рассмотрим их подробнее.

Метод понижения размерности состоит в переходе к таким новым пере-
менным, что часть из них тождественно обращается в ноль в силу уравнений
связи, а остальные оцениваются [31]. Аналогичный метод используется в ра-
боте [34] для случая нелинейных уравнений ограничений. Указанный подход
близок по сути к методу псевдоскоростей, используемому в неголономной ме-
ханике.

Метод псевдоизмерений состоит в рассмотрении уравнений связей как до-
полнительных измерений, не содержащих погрешностей (см. также [35]). Обоб-
щение метода на случай нелинейных моделей системы и наблюдений рассмот-
рен в работе [36]. Рассматриваемый метод может привести к вырождению или
ухудшению обусловленности уравнения для матричного коэффициента филь-
тра Калмана, поскольку ковариационная матрица шумов расширенного вектора
измерений будет особой.

В методе «мягких» связей (soft constraints) к дополнительным измере-
ниям, задаваемым уравнениями связей, добавляются малые шумы. В отличие
от предыдущего подхода, в этом случае ковариационная матрица шумов на-
блюдения будет неособой. В работе [37] такой продход применяется для учёта
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ограничений в алгоритме оценивания по критерию апостериорного максимума
(Maximum A-posteriori Probability, MAP) с нормальным законом априорного
распределения. В [37] метод «мягких» связей реализуется с помощью преобра-
зования выражения для априорной функции распределения аддитивного шума
измерений путём вычитания из её показателя взвешенной суммы «штрафов» —
квадратичных отклонений значений функций ограничений от требуемых ве-
личин. Такая преобразованная функция априорной плотности является сов-
местной для двух независимых векторов: вектора шумов измерений и вектора
фиктивных шумов, добавляемых в уравнения связей. Дисперсии элементов по-
следнего тем ниже, чем больше веса соответствующих «штрафов».

Метод проекции оценок реализуется путём проецирования вектора оце-
нок, на поверхности, задаваемые уравнениями связей, после этапа обработки
измерений фильтром Калмана (см. также [38]). В работе [39] приводится ана-
логичный алгоритм, в котором также проецируются и оценки, получаемые на
этапе прогноза. Обобщения метода проекции оценок на нелинейный случай рас-
смотрены в работах [36;38].

Метод проекции коэффициента усиления заключается в таком измене-
нии процедура расчёта матричного коэффициента усиления фильтра Калмана,
чтобы на этапе обработки измерений вырабатываемые оценки удовлетворяли
связям (см. также [39]).

Также в статье Д. Саймона [33] приводятся обобщения метода проекций
оценок для случая нелинейных связей. Проецирование оценок 𝑥̂+, выработан-
ных фильтром Калмана на этапе обработки измерений производится на по-
верхности, задаваемые либо линеаризованными функциями связей, либо квад-
ратичными частями их степенных рядов (см. также [38]). В качестве точки
разложения в ряд используется либо вектор 𝑥̂+, либо вектор прогноза состоя-
ния. В работе [40] рассматривается задача оценивания для нелинейной системы
с квадратичными уравнениями связей. На поверхность связей проецируются
оценки, вырабатываемые расширенным фильтром Калмана (extended Kalman
filter, EKF ).

Использование перечисленных выше алгоритмов оценивания с проекцией
с нелинейными связями не приводит к снижению размерности вектора оценива-
емых параметров. Среди рассмотренных в этом обзоре публикаций, только в од-
ной статье [34] предлагается методика, позволяющая учесть связи при решении
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задачи оценивания и снизить размерность последней. Для этих целей, как упо-
миналось выше при рассмотрении метода понижения размерности фильтра
Калмана, вводятся новые переменные, часть которых тождественно обращает-
ся в ноль в силу связей. Такой подход позволяет свести решение задачи оцени-
вания со связями к применению алгоритмов нелинейной фильтрации [30;31].

Среди прочих методов решения задач оценивания с нелинейными огра-
ничениями, приведённых в [33] отметим алгоритмы, основанные на примене-
нии сигма-точечного фильтра Калмана (unscented Kalman filter, UKF ; см. так-
же [41]), алгоритм внутренней точки в методе максимального правдоподобия
для случая ограничений в виде неравенств, алгоритм фильтра частиц (particle
filter).

Завершая обзор публикаций по теме оценивания со связями, рассмотрим
работу [42]. Она посвящена задаче калмановской фильтрации с ограничением
в виде равенства на квадрат евклидовой нормы оцениваемого вектора состо-
яния. Полученный алгоритм применён для оценивания кватерниона ориента-
ции, удовлетворяющего условию нормировки на единицу. Аналогичная задача
в непрерывном времени с ограничением в виде равенства на квадрат взвешен-
ной евклидовой нормы оцениваемого вектора состояния рассмотрена в рабо-
те [43]. Удовлетворение условия связи достигается с помощью преобразования
матрицы усиления в алгоритме фильтра Калмана.

Анализ приведённых публикаций показывает что, задачам оценивания со-
стояния стохастических систем со связями в дискретном времени уделено боль-
шее внимание авторов, чем к аналогичным задачам в детерминированной по-
становке в непрерывном времени, которые, в частности возникают при синтезе
адаптивных систем управления.

С одной стороны задача адаптивной идентификации параметров детер-
минированных систем со связями имеет достаточно идеализированную поста-
новку, но с другой стороны она является частным случаем задачи построения
дифференциальных уравнений по совокупности их первых интегралов, постав-
ленной и решённой Н. П. Еругиным в середине прошлого века [44].

Метод Еругина был использован А. С. Галиуллиным в работе [45] для по-
строения уравнений динамики механической системы, реализующей заданную
программу движения (программную связь) и обеспечивающих её асимптотиче-
скую устойчивость.
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Среди работ, опубликованных в последние годы, по динамике систем
с программными связями, выделим работы Р. Г. Мухарлямова и его соавто-
ров [46–54]. В работах [46; 47] методы управления механическими системами,
направленные на реализацию и стабилизацию программных связей, были при-
менены в задачах управления экономическими системами, а в работах [48–51] —
в задачах управления системами различной физической природы. Отдельно от-
метим статьи [49; 51; 52], в которых рассматриваются условия применимости
различных конечно-разностных схем для численного решения уравнений дина-
мики систем со стабилизированными программными связями; а также [48; 50],
в которых работоспособность описываемых методов была продемонстрирована
на примерах конкретных динамических систем.

Также среди отечественных учёных, систематически занимающихся зада-
чами динамики систем с программными связями, отметим И. А. Мухаметзя-
нова. Среди его публикаций есть работы, посвящённые вопросам оптимальной
глобальной стабилизации связей [55], в том числе при действии на систему слу-
чайных возмущений [56; 57]; описывающие синтез адаптивных алгоритмов без-
ударной стабилизации программных многообразий для систем с неопределён-
ностями параметров и внешних воздействий [58]. Применение разработанных
методов на примерах конкретных систем демонстрируется в [59;60].

В перечисленных выше работах по динамике систем с программными свя-
зями основной задачей является реализация и стабилизация этих связей. Ал-
горитм идентификации параметров не может сводится лишь к удовлетворению
ограничений на оценки в виде равенств, ведь его функционирование направлено
прежде всего на выработку достаточно точных оценок параметров.

Тем не менее, описанное выше развитие метода Н. П. Еругина показыва-
ет, что задачи динамики систем различной природы с программными связями
могут быть решены одними и теми же методами. Значит, для целей иденти-
фикации параметров с ограничениями в виде равенств также можно привлечь
математический аппарат аналитической механики систем со связями.

Обзор приведённых выше источников демонстрирует, что наиболее рас-
пространённым способом учёта ограничений в виде равенств является видоиз-
менение существующих алгоритмов идентификации и оценивания параметров.
В настоящей главе для осуществления таких изменений воспользуемся метода-
ми аналитической механики: введением множителей связей в уравнения дина-
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мики, принципом наименьшего принуждения К. Гаусса, а также методом псев-
доскоростей, позволяющим снизить размерность задачи.

1.1 Постановка задачи. Ограничения на оценки параметров

Рассмотрим задачу идентификации параметров динамического объекта с
линейной параметрической моделью

𝑦(𝑡)
𝑙×1

= 𝑁T(𝑡)
𝑙×𝑠

ϑ
𝑠×1

, (1.1)

где 𝑦 — 𝑙-мерный выходной вектор параметрической модели; 𝑁 — сигнальная
или регрессионная матрица; 𝑡 > 0 — непрерывное время; ϑ –– 𝑠-мерный вектор
неизвестных постоянных параметров, удовлетворяющих независимым уравне-
ниям связей:

ψ(ϑ)
𝑟×1

= 0, rank
𝜕ψ

𝜕ϑT
= 𝑟, (1.2)

где ψ — 𝑟-мерная гладкая векторная функция связи, 𝜕ψ/𝜕ϑT — её матрица
Якоби (см. приложение А). Предполагается, что число искомых параметров
превосходит и число выходных переменных, и число связей вместе с количе-
ством выходов параметрической модели: 𝑠 > 𝑙, 𝑠 > 𝑙 + 𝑟.

Вектор выходных переменных параметрической модели 𝑦 и сигнальная
матрица 𝑁 строятся на основании измерительных данных.

Ставится задача синтеза рекуррентной детерминированной процедуры
идентификации параметров модели (1.1) в непрерывном времени с учётом па-
раметрических связей (1.2).

Ограничения на оценки параметров. Потребуем, чтобы вектор оце-
нок параметров ϑ̂ удовлетворял соотношению

ψ(ϑ̂) = 0. (1.3)



23

В этом случае функция связи ψ = ψ(ϑ̂) является решением уравнения

ψ̇ = 0, ψ(ϑ̂)
⃒⃒
𝑡=0

= 0,

задающего условие связи в дифференциальной форме:

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
˙̂
ϑ = 0, ψ(ϑ̂)

⃒⃒
𝑡=0

= 0. (1.4)

Здесь использовались операции векторного дифференцирования, приведённые
в приложении А.

Вектор производных от оценок параметров по времени, удовлетворяющий
связи (1.4), имеет вид:

˙̂
ϑ
𝑠×1

= 𝐶(ϑ̂)
𝑠×(𝑠−𝑟)

· ˙̂π
(𝑠−𝑟)×1

. (1.5)

где ˙̂π — вспомогательный (𝑠 − 𝑟)-мерный вектор с независимыми элементами,
а матрица 𝐶 удовлетворяет условию:

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
· 𝐶(ϑ̂) = 0

𝑟×(𝑠−𝑟)
.

Действительно, подставив выражение (1.5) в уравнение связи в дифференци-
альной форме (1.4), имеем:

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
˙̂
ϑ =

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝐶(ϑ̂)⏟  ⏞  
0

˙̂π = 0.

Вектор ˙̂π будем называть вектором псевдоскоростей, как это принято в
неголономной механике [61; 62]. Вычислив определенным образом вектор псев-
доскоростей ˙̂π, можно найти и оценки параметров модели (1.1), интегрируя
уравнение (1.5).

Приведём два способа построения вектора ˙̂π и матрицы 𝐶(ϑ̂).
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Способ 1 [62]. Дополним уравнения связей в дифференциальной форме
(1.4) следующим образом: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
· ˙̂
ϑ
𝑠×1

= 0
𝑟×1

,

𝐷T
π(ϑ̂) · ˙̂

ϑ
𝑠×1

= ˙̂π
(𝑠−𝑟)×1

;
(1.6)

здесь матрица 𝐷T
π(ϑ̂) подбирается из условия существования и единственности

решения системы уравнений (1.6), линейных относительно ˙̂
ϑ.

Для нахождения 𝐶(ϑ̂), достаточно представить обратную матрицу систе-
мы (1.6) следующим образом:[︃

𝜕ψ/𝜕ϑ̂T

𝐷T
π(ϑ̂)

]︃−1

=

[︂
𝐵(ϑ̂)
𝑠×𝑟

𝐶(ϑ̂)
𝑠×(𝑠−𝑟)

]︂
. (1.7)

Действительно, выразив решение системы (1.6) через обратную матрицу,
получаем:

˙̂
ϑ =

[︂
𝐵(ϑ̂)
𝑠×𝑟

𝐶(ϑ̂)
𝑠×(𝑠−𝑟)

]︂
·

⎡⎣ 0
𝑟×1

,

˙̂π
(𝑠−𝑟)×1

⎤⎦ = 𝐶(ϑ̂) ˙̂π.

Приведённый способ аналогичен построению вспомогательных перемен-
ных, в которых описывается динамика наблюдателя пониженного порядка для
вектора состояния линейной системы (наблюдателя Люенбергера) [18].

Способ 2. Рассмотрим частный случай. Пусть вектор оцениваемых па-
раметров ϑ зависит от (𝑠− 𝑟) независимых величин, составляющих вектор $:

ϑ = Θ ($) .

В конкретном случае, уравнения связей (1.2) не являются явными, а в качестве
псевдоскоростей можно выбрать производные по времени от оценок независи-
мых параметров $̂:

˙̂π = ˙̂$.
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Продифференцировав по времени зависимость ϑ̂ = Θ(π̂), получаем:

˙̂
ϑ =

dΘ(π̂)

d𝑡
=

𝜕Θ

𝜕π̂T
˙̂π.

С другой стороны, ˙̂
ϑ = 𝐶 ˙̂π, что позволяет выбрать матрицу 𝐶 следующего

вида:

𝐶 =
𝜕Θ

𝜕π̂T
.

В рассматриваемом случае псевдоскорости интегрируемы — дифференци-
альное соотношение ˙̂

ϑ = 𝐶 ˙̂π можно переписать в конечной форме ϑ̂ = Θ(π̂).
Интегрируемость псевдоскоростей позволяет снизить размерность задачи иден-
тификации параметров, сведя её решение к вычислению лишь оценок незави-
симых параметров π̂ = $̂.

Приведём пример механической системы с линейной параметрической
моделью (1.1) и дополнительными ограничениями на параметры вида (1.2).
Рассмотрим движение тяжёлой точки 𝐴 в вертикальной плоскости в подвесе, со-
стоящем из стержня 2, шарнирно соединённого с осью цилиндра 1, катящегося
по горизонтальной плоскости без отрыва и проскальзывания (см. рисунок 1.1).
Тела приводятся в движение двигателем, расположенным в шарнире 𝑂 и раз-
вивающим момент 𝑀 . Движение системы описывается с помощью абсолютного
угла поворота цилиндра ϕ1 и угла отклонения стрежня от вертикали ϕ2.

Описанная механическая система используется для исследования дина-
мики и построения стабилизирующего управления транспортным средством
Segway (см., например, [1; 7; 8]).

Рисунок 1.1 — Пример механической системы с ограничением на параметры в
виде равенства
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Масса точки 𝑚, радиус цилиндра ℎ1 и длина стрежня ℎ2 не известны.
Считается, что массы цилиндра 1 и стержня 1 пренебрежимо малы. Измерению
доступны обобщённые координаты ϕ1, ϕ2, скорости ϕ̇1, ϕ̇2 и ускорения ϕ̈1, ϕ̈2,
а также момент 𝑀 .

В качестве параметрической модели (1.1) рассматриваемой системы мож-
но использовать её уравнения движения:

𝑚ℎ2
1ϕ̈1 −𝑚ℎ1ℎ2ϕ̈2 cosϕ2 + 𝑚ℎ1ℎ2ϕ̇

2
2 sinϕ2 = 𝑀,

−𝑚ℎ1ℎ2ϕ̈1 cosϕ2 + 𝑚ℎ2
2ϕ̈2 + 𝑚𝑔ℎ2 sinϕ2 = −𝑀,

где 𝑔 — ускорение свободного падения, величина которого известна.
Действительно, имеем:

𝑦 =

(︃
𝑀

−𝑀

)︃
, 𝑁T=

(︃
ϕ̈1 0 ϕ̇2

2 sinϕ2 − ϕ̈2 cosϕ2 0

0 ϕ̈2 −ϕ̈1 cosϕ2 𝑔 sinϕ2

)︃
,

ϑT=
(︁
𝑚ℎ2

1 𝑚ℎ2
2 𝑚ℎ1ℎ2 𝑚ℎ2

)︁
.

Здесь элементы вектора параметров ϑ удовлетворяют скалярному урав-
нению связи:

ψ(ϑ) = ϑ1ϑ2 − ϑ23 = 0.

Отметим, что элементы четырёх мерного вектора ϑ выражаются через
три независимых параметра 𝑚, ℎ1 и ℎ2:

ϑ = Θ(𝑚,ℎ1,ℎ2).

Следовательно, в рассматриваемом примере оценка коэффициентов пара-
метрической модели выражается через оценки ̂︀𝑚, ℎ̂1 и ℎ̂2 как

ϑ̂ = Θ(̂︀𝑚,ℎ̂1,ℎ̂2) =
(︀ ̂︀𝑚ℎ̂2

1 ̂︀𝑚ℎ̂2
2 ̂︀𝑚ℎ̂1ℎ̂2 ̂︀𝑚ℎ̂2

)︀T
,

а построение вектора псевдоскоростей ˙̂π осуществляется тривиально:

˙̂πT =
(︁ ̂̇︀𝑚 ˙̂

ℎ1
˙̂
ℎ2

)︁
.
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Зависимость производных по времени от оценок параметров от псевдоско-
ростей ˙̂

ϑ = 𝐶 ˙̂π задаётся матрицей

𝐶 =
𝜕Θ(̂︀𝑚,ℎ̂1,ℎ̂2)

𝜕(̂︀𝑚 ℎ̂1 ℎ̂2)T
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ℎ̂2
1 2̂︀𝑚ℎ̂1 0

ℎ̂2
2 0 2̂︀𝑚ℎ̂2

ℎ̂1ℎ̂2 ̂︀𝑚ℎ̂2 ̂︀𝑚ℎ̂2

ℎ̂2 0 ̂︀𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Заметим, что, если измерения ускорений ϕ̈1 и ϕ̈2 недоступны, то постро-
ение параметрической модели рассматриваемой механической системы можно
провести способами, изложенными в книге [21] и работе [63].

Замечание. В задаче идентификации параметров механических систем
совершенно естественно возникают односторонние параметрические связи —
ограничения на возможные значения параметров в виде неравенств. Примером
таких ограничений являются необходимые и достаточные условия положитель-
ной определённости матрицы инерционных коэффициентов, выражающие поло-
жительность её главных диагональных миноров. Рассмотренная выше система
вырождена: при sinϕ2 = 0 определитель её инерционной матрицы обращается
в ноль. Это условие и задаёт параметрическую связь в указанном примере.

Ещё один пример механической системы с параметрическими связями
приведён в работе [15]. Это — двузвенный маятник Капицы, для которого ду-
ступны только измерения угла в сочленении тел.

1.2 Градиентный алгоритм идентификации с неопределёнными
множителями

Для идентификации параметров объекта (1.1) без учёта дополнительных
ограничений на оценки (1.3) можно применить градиентный алгоритм [19–21],
который определяется следующим уравнением:

˙̂
ϑ = −𝑀−1

𝑔

𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
, (1.8)
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где 𝑀−1
𝑔 — симметричная положительно определённая постоянная матрица ко-

эффициентов усиления; 𝑄 — скалярная дважды непрерывно дифференцируе-
мая положительно определённая целевая функция от вектора ошибки прогно-
за 𝑒:

𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡) −𝑁T(𝑡)ϑ̂(𝑡). (1.9)

Целевую функцию 𝑄(𝑒) будем выбирать так, чтобы в точке 𝑒 = 0 матрица
её частных производных второго порядка была положительно определена:

𝜕2𝑄(0)

𝜕𝑒2
> 0.

1.2.1 Вывод уравнений идентификатора

Модифицируем градиентный алгоритм идентификации (1.8) так, чтобы
получаемые оценки параметров удовлетворяли условиям связей (1.3).

Введём функцию Лагранжа:

𝑄Λ(𝑡) = 𝑄
(︀
𝑒(𝑡)
)︀

+ ψT
(︀
ϑ̂(𝑡)

)︀
· Λ(𝑡),

где Λ – 𝑟-мерный вектор множителей связей (1.3).
Для составления уравнений идентификатора параметров будем использо-

вать градиент функции Лагранжа 𝑄Λ [64]:

˙̂
ϑ = −𝑀−1

𝑔

𝜕𝑄Λ

𝜕ϑ̂
= −𝑀−1

𝑔

(︂
𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
+

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
· Λ

)︂
. (1.10)

Уравнения градиентного идентификатора (1.10) содержат неопределён-
ные множители связей, которые подлежат исключению. Рассмотрим два спосо-
ба выполнения этой процедуры.
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Способ 1. Подставим в уравнения связей в дифференциальной форме
(1.4) выражение для оценки параметров (1.10):

𝜕ψT

𝜕ϑ̂

˙̂
ϑ = −𝜕ψT

𝜕ϑ̂
𝑀−1

𝑔

(︂
𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
+

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
· Λ

)︂
= 0.

Разрешим последнее соотношение относительно множителей связей:

Λ = −
[︂
𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝑀−1

𝑔

𝜕ψT

𝜕ϑ̂

]︂−1
𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝑀−1

𝑔

𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
.

Подставляя полученное выражение в формулу (1.10), получаем уравнения
градиентного идентификатора со связями (1.3):

˙̂
ϑ = −𝑀−1

𝑔

(︃
𝐸 − 𝜕ψT

𝜕ϑ̂

[︂
𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝑀−1

𝑔

𝜕ψT

𝜕ϑ̂

]︂−1
𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝑀−1

𝑔

)︃
𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
, (1.11)

где 𝐸 — единичная матрица подходящего размера.
Отметим, что в случае скалярного условия связи полученные соотношения

(1.11) совпадают с уравнениями градиентного идентификатора с проекцией,
приведёнными в [20]. Выражение «градиентный идентификатор с проекцией»
для обозначения уравнений (1.11) будем употреблять и далее.

Способ 2. Исключим множители связей методом Маджи [62]. Умножим
обе части (1.10) на 𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑔:

𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑔
˙̂
ϑ = −𝐶T(ϑ̂)

𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
− 𝐶T(ϑ̂)

𝜕ψT

𝜕ϑ̂⏟  ⏞  
0

Λ. (1.12)

В соотношении (1.12) слагаемые с неопределёнными множителями взаимно уни-
чтожаются так как матрица 𝐶 является правым делителем нуля для матрицы
Якоби функции связи ψ(ϑ̂):

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝐶(ϑ̂) = 0.
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Выразим производные от оценок в формуле (1.12) через псевдоскорости в
соответствии с (1.5), получаем:

𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑔𝐶(ϑ̂) ˙̂π = −𝐶T(ϑ̂)
𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
.

Разрешив последнее уравнение относительно вектора ˙̂π, идентификатора
параметров в псевдоскоростях:

˙̂π = −
[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑔𝐶(ϑ̂)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂)
𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
. (1.13)

Перейдём к исходным переменным ˙̂
ϑ = 𝐶 ˙̂π:

˙̂
ϑ = −𝐶(ϑ̂)

[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑔𝐶(ϑ̂)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂)
𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
. (1.14)

Соотношение (1.14) определяет градиентный идентификатор параметров с про-
екцией, удовлетворяющий связи (1.3).

1.2.2 Случай интегрируемых псевдоскоростей

Рассмотрим случай интегрируемых псевдоскоростей:

ϑ̂ = Θ(π̂).

Выразим вектор ошибки прогноза (1.9) через оценки независимых величин π̂:

𝑒 = 𝑦 −𝑁TΘ(π̂).

Так как в случае интегрируемых псевдоскоростей

𝐶 =
𝜕Θ

𝜕π̂T
,
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то произведение матрицы 𝐶T на градиент целевой функции будет равен:

𝐶T𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
= 𝐶T 𝜕

𝜕ϑ̂
𝑄
(︀
𝑒(ϑ̂
)︀
) = 𝐶T 𝜕

𝜕Θ
𝑄
(︁
𝑒
(︀
Θ(π̂)

)︀)︁
=

= 𝐶T𝜕𝑒
T

𝜕Θ

𝜕𝑄

𝜕𝑒
=

𝜕ΘT

𝜕π̂

𝜕𝑒T

𝜕Θ

𝜕𝑄

𝜕𝑒
=

𝜕𝑄

𝜕π̂
.

Последнее соотношение было получено с помощью применения правил вычисле-
ния производных сложных векторных функций, приведённых в приложении А.

Таким образом, градиентный алгоритм идентификации с проекцией (1.13)
в интегрируемых псевдоскоростях принимает вид:

˙̂π = −
[︀
𝐶T(Θ(π̂))𝑀𝑔 𝐶(Θ(π̂))

]︀−1 𝜕𝑄

𝜕π̂
. (1.15)

Полученное уравнение идентификатора параметров (1.15) замкнуто относи-
тельно вектора π̂. Это позволяет снизить размерность задачи идентифика-
ции, поскольку для нахождения оценок параметров необходимо решить диф-
ференциальное уравнение (1.15), имеющее меньшую размерность, чем уравне-
ние (1.14).

1.2.3 Исследование сходимости оценок в линейном приближении

Рассмотрим случай малых отклонений оценок ϑ̂ от действительных зна-
чений параметров ϑ. Введём вектор ошибок оценки параметров:

ϑ̃ = ϑ− ϑ̂,

тогда вектор ошибок прогноза (1.9) примет вид:

𝑒 = 𝑦 −𝑁Tϑ̂ = 𝑁Tϑ−𝑁Tϑ̂ = 𝑁Tϑ̃.

Проведём исследование сходимости градиентного алгоритма идентифика-
ции с проекцией в линейном приближении.
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В малой окрестности точки ϑ̂ = ϑ соотношение (1.5), связывающее произ-
водную вектора оценок параметров по времени с псевдоскоростями имеет вид:

˙̂
ϑ = 𝐶* ˙̂π,

где 𝐶* = 𝐶(ϑ). Таким образом, псевдоскорости интегрируемы.
Введём следующие замены переменных:

ϑ̃ = 𝐶*π̃,
˙̃
ϑ = − ˙̂

ϑ = −𝐶* ˙̂π, ˙̃π = − ˙̂π, (1.16)

В новых обозначениях вектор ошибок прогноза вычисляется по формуле:

𝑒 = 𝑁T𝐶*π̃. (1.17)

Пренебрегая членами порядка малости выше второго, представим целе-
вую функцию в виде квадратичной формы:

𝑄 =
1

2
𝑒T𝑅*𝑒, 𝑅* = 𝑅T

* > 0,

где 𝑅* — постоянная матрица.
Вычислим градиент целевой функции 𝑄, в соответствии с правилами диф-

ференцирования квадратичных форм, приведёнными в приложении А:

𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
=

𝜕𝑒T

𝜕ϑ̂
𝑅*𝑒 = −𝜕ϑ̂T𝑁

𝜕ϑ̂
𝑅*𝑒 = −𝑁𝑅*𝑒. (1.18)

С учётом соотношений (1.16), (1.17) и (1.18), проведём линеаризацию урав-
нения градиентного идентификатора (1.13)

˙̂π = −
[︀
𝐶T𝑀𝑔𝐶

]︀−1
𝐶T𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
.

в окрестности точки ϑ̂ = ϑ. Получаем:

˙̃π = −
[︀
𝐶T

* 𝑀𝑔𝐶*
]︀−1

𝐶T
* 𝑁𝑅*𝑁

T𝐶*π̃. (1.19)
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Положительная определённость матрицы 𝐶T
* 𝑀𝑔𝐶* позволяет ввести невырож-

денную замену переменных:

ξ = 𝑆−1
* π̃*, 𝑆* = 𝑆T

* > 0,

где матрица 𝑆* определяется соотношением
[︀
𝐶T

* 𝑀𝑔𝐶*
]︀−1

= 𝑆* · 𝑆*.
В новых переменных уравнение ошибки (1.19) принимает вид:

ξ̇ = −𝑆*𝐶
T
* 𝑁𝑅*𝑁

T𝐶*𝑆* · ξ. (1.20)

В соответствии с [65], для того, чтобы тривиальное решение (1.20) было
экспоненциально устойчивым необходимо и достаточно, чтобы для некоторых
положительных чисел α1, α2 и 𝑡* в любой момент времени 𝑡 выполнялось усло-
вие:

α1𝐸 6 𝑆*𝐶
T
*

𝑡+𝑡*∫
𝑡

𝑁(τ)𝑅*𝑁
T(τ) dτ · 𝐶*𝑆* 6 α2𝐸.

Учитывая положительную определённость матрицы 𝑆*, условие устойчи-
вости можно записать в виде:

∃α3 > 0, α4 > 0, 𝑡* > 0 : α3𝐸 6 𝐶T
*

𝑡+𝑡*∫
𝑡

𝑁(τ)𝑅*𝑁
T(τ) dτ · 𝐶* 6 α4𝐸. (1.21)

Так как ϑ̃ = 𝐶*π̃, то условие (1.21) необходимо и достаточно для экспо-
ненциального затухания малой ошибки оценки параметров ϑ̃, полученной гра-
диентным идентификатором с проекцией (1.14).

Критерий (1.21) может выполняться и в том случае, когда нарушено необ-
ходимое и достаточное условие сходимости градиентного идентификатора, не
реализующего параметрические связи. Оно имеет вид [65]:

∃β1 > 0, β2 > 0, 𝑡* > 0 : β1𝐸 6

𝑡+𝑡*∫
𝑡

𝑁(τ)𝑅*𝑁
T(τ) dτ 6 β2𝐸.
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1.3 Принцип наименьшего принуждения в задаче идентификации
параметров со связями

Для решения задачи идентификации параметров модели (1.1) без исполь-
зования неопределённых множителей Лагранжа, применим принцип наимень-
шего принуждения Гаусса [61;66–68].

Пусть уравнение идентификатора параметров модели (1.1), полученное
без учёта связей (1.3), имеет вид:

𝑀𝑓
˙̂
ϑ = 𝑓

(︀
ϑ̂,𝑦
)︀
, 𝑀𝑓 = 𝑀T

𝑓 > 0. (1.22)

Изменив уравнения (1.22), можно «принудить» вектор оценок ϑ̂ удовле-
творять связи ψ(ϑ̂) = 0. В качестве количественной величины такого «принуж-
дения» будем использовать значения следующей функции:

𝒵
[︀
𝑀𝑓 ,𝑓

]︀
=

1

2

(︁
˙̂
ϑ−𝑀−1

𝑓 𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀)︁T

·𝑀𝑓 ·
(︁

˙̂
ϑ−𝑀−1

𝑓 𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀)︁

, (1.23)

которую будем называть мерой принуждения.
Уравнения идентификатора параметров с учётом связей (1.3) получим

из условия минимума принуждения по независимым линейным комбинациям
компонент вектора ˙̂

ϑ:

𝒵
[︀
𝑀𝑓 ,𝑓

]︀
→ min

˙̂π
, (1.24)

то есть из условия

𝜕𝒵
𝜕 ˙̂π

= 0. (1.25)

Продифференцируем меру принуждения 𝒵 , учитывая, что ˙̂
ϑ = 𝐶 ˙̂π:

𝜕𝒵
𝜕 ˙̂π

=
𝜕

˙̂
ϑT

𝜕 ˙̂π
·𝑀𝑓

(︁
𝐶(ϑ̂) ˙̂π−𝑀−1

𝑓 𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀)︁

= 𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑓

(︁
𝐶(ϑ̂) ˙̂π−𝑀−1

𝑓 𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀)︁

.
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Таким образом, условие минимума принуждения (1.25) принимает вид:

𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑓𝐶(ϑ̂) ˙̂π− 𝐶T(ϑ̂)𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀

= 0.

Таким образом, уравнение идентификатора в псевдоскоростях имеет вид:

˙̂π =
[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑓𝐶(ϑ̂)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂) · 𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀
. (1.26)

Применив (1.5), получаем уравнения идентификатора в исходных пере-
менных:

˙̂
ϑ = 𝐶(ϑ̂)

[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑓𝐶(ϑ̂)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂) · 𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀
. (1.27)

Соотношение (1.27) позволяет сконструировать идентификатор парамет-
ров модели (1.1) со связями (1.3), взяв за основу уравнения (1.22). В соответ-
ствии с терминологией, принятой в книгах [19; 20] назовём (1.27) алгоритмом
идентификации (1.22) с проекцией.

В частном случае при

𝑀𝑓 = 𝑀𝑔, 𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀

= −𝜕𝑄

𝜕ϑ̂

соотношения (1.26) и (1.27) полностью совпадают с уравнениями градиентного
идентификатора с проекцией в формах (1.13) и (1.14) соответственно. Здесь
использование принципа наименьшего принуждения позволяет решить задачу
идентификации со связями, не вводя функцию Лагранжа и неопределённые
множители.

Исследуем некоторые свойства класса идентификаторов параметров с
проекцией (1.27).

Уравнение (1.27) инвариантно относительно любой невырожденной ли-
нейной замены псевдоскоростей

˙̂π = 𝐷(ϑ̂) ˙̂$,
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где ˙̂$ — новый вектор псевдоскоростей. Соотношение (1.5) в новых переменных
приобретает вид:

˙̂
ϑ = 𝐶(ϑ̂) ˙̂π = 𝐶(ϑ̂)𝐷(ϑ̂) ˙̂$ = 𝐶$(ϑ̂) ˙̂$, 𝐶$ = 𝐶𝐷.

Использовав новые псевдоскорости ˙̂$, с помощью принципа наименьшего
принуждения получаются уравнения идентификатора параметров в форме:

˙̂
ϑ = 𝐶$(ϑ̂)

[︁
𝐶T
$(ϑ̂)𝑀𝑓𝐶$(ϑ̂)

]︁−1

𝐶T
$(ϑ̂) · 𝑓

(︀
ϑ̂,𝑦
)︀
. (1.28)

Продемонстрируем, что эти уравнения полностью совпадают с (1.27). Действи-
тельно, так как 𝐶$ = 𝐶𝐷, то

𝐶$
[︀
𝐶T
$𝑀𝑓𝐶$

]︀−1
𝐶T
$ = 𝐶𝐷

[︀
𝐷T𝐶T𝑀𝑓𝐶𝐷

]︀−1
𝐷T𝐶T =

= 𝐶𝐷𝐷−1
[︀
𝐶T𝑀𝑓𝐶

]︀−1 (︀
𝐷T
)︀−1

𝐷T𝐶T = 𝐶
[︀
𝐶T𝑀𝑓𝐶

]︀−1
𝐶T.

Таким образом, правые части уравнений (1.27) и (1.28) тождественны. Ука-
занное свойство означает, что оценки, получаемые идентификатором (1.27), не
зависят от способа задания псевдоскоростей.

Использование меры принуждения (1.23) требует невырожденности мат-
рицы 𝑀𝑓 , но для конструирования идентификатора (1.27) это условие яв-
ляется слишком жёстким: достаточно, чтобы невырожденной была матрица
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑓𝐶(ϑ̂).

Для того, чтобы принцип наименьшего принуждения можно было исполь-
зовать и для идентификаторов вида

𝑀𝑓
˙̂
ϑ = 𝑓

(︀
ϑ̂,𝑦
)︀
, 𝑀𝑓 = 𝑀T

𝑓 > 0 (1.29)

сформулируем его в дифференциальной форме. Потребуем, чтобы:

δ𝒵
[︀
𝑀𝑓 ,𝑓

]︀
= δ

˙̂
ϑT ·

(︁
𝑀𝑓

˙̂
ϑ− 𝑓

(︀
ϑ̂,𝑦
)︀)︁

= 0. (1.30)

Здесь варьирование меры принуждения производится только по ˙̂
ϑ при фиксиро-

ванном ϑ̂. Так как при наличии связей (1.4) δ ˙̂
ϑ = 𝐶(ϑ̂)δ ˙̂π, а элементы вектора

δ ˙̂π независимы, то для выполнения условия (1.30) необходимо и достаточно,
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чтобы:

𝐶T(ϑ̂)
(︁
𝑀𝑓

˙̂
ϑ− 𝑓

(︀
ϑ̂,𝑦
)︀)︁

= 0. (1.31)

Использование соотношения (1.31) также позволяет получить уравнения
идентификатора параметров со связями в формах (1.26) и (1.27).

Замечание. Уравнения идентификатора параметров, удовлетворяющего
условию (1.31), можно получить введением вектора множителей связей Λ в
уравнения (1.29):

𝑀𝑓
˙̂
ϑ = 𝑓

(︀
ϑ̂,𝑦
)︀

+
𝜕ψT

𝜕ϑ̂
Λ.

Действительно, равенство (1.31) будет тождественным из-за ортогональности
градиентов элементов вектора ψ(ϑ̂) соответствующим столбцам матрицы 𝐶(ϑ̂):

𝐶T(ϑ̂)
(︁
𝑀𝑓

˙̂
ϑ− 𝑓

(︀
ϑ̂,𝑦
)︀)︁

= 𝐶T(ϑ̂)
𝜕ψT

𝜕ϑ̂⏟  ⏞  
0

Λ = 0.

При 𝑀𝑓 > 0, удовлетворив условие связи в дифференциальной фор-
ме (1.4), получаем следующее выражение для вектора множителей связей:

Λ = −
[︂
𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝑀−1

𝑓

𝜕ψT

𝜕ϑ̂

]︂−1
𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝑀−1

𝑓 𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀
.

1.4 Идентификация параметров по методу наименьших квадратов
с проекцией

Применим принцип наименьшего принуждения для получения ещё одного
алгоритма идентификации параметров модели (1.1) с параметрическими свя-
зями (1.3) или (1.4).
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Пусть оценка параметров без учёта связей производится из условия ми-
нимизации функционала

𝐽
[︀
ϑ̂(𝑡)

]︀
=

1

2

𝑡∫
0

⃦⃦⃦
𝑦(τ) −𝑁T(τ)ϑ̂(𝑡)

⃦⃦⃦2
2

dτ +
1

2

(︀
ϑ̂(𝑡) − ϑ0

)︀T
𝑀0

(︀
ϑ̂(𝑡) − ϑ0

)︀
, (1.32)

где 𝑀0 = 𝑀T
0 > 0 — постоянная матрица, ϑ0 — постоянный вектор.

В рассматриваемом случае оптимальная оценка удовлетворяет уравнени-
ям, приведённым в книге [20]:

˙̂
ϑ = 𝑀−1𝑁𝑒, ϑ̂(0) = ϑ0, (1.33)

𝑀̇ = 𝑁𝑁T, 𝑀(0) = 𝑀0, (1.34)

которые являются частным случаем идентификатора (1.22) при 𝑀𝑓 = 𝑀 и
𝑓 = 𝑁𝑒.

Применив принцип наименьшего принуждения (1.24) для идентификато-
ра (1.33)–(1.34), получаем следующие соотношения для псевлоскоростей оценок
параметров:

˙̂π =
[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝐶(ϑ̂)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂)𝑁𝑒, (1.35)

где 𝑒 = 𝑦 −𝑁Tϑ̂ — ошибка прогноза.
Полная система уравнений, описывающая идентификатор параметров в

исходных переменных ˙̂
ϑ = 𝐶 ˙̂π имеет вид:

˙̂
ϑ = 𝐶(ϑ̂)

[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝐶(ϑ̂)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂)𝑁𝑒, ϑ̂(0) = ϑ0, (1.36)

𝑀̇ = 𝑁𝑁T, 𝑀(0) = 𝑀0. (1.37)

Уравнения (1.36) и (1.37) описывают идентификатор параметров по ме-
тоду наименьших квадратов с проекцией. Постоянный вектор ϑ0 в выражении
квадратичного функционала 𝐽 , являющийся начальным значение для вектора
оценок параметров, должен удовлетворять уравнению связи ψ(ϑ0) = 0. Отме-
тим, что оптимальность оценки, определяемой (1.36), с точки зрения величины
функционала (1.32) требует обоснования.
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Исследуем сходимость оценок, получаемых идентификатором по методу
наименьших квадратов с проекцией, в линейном приближении. При малых от-
клонениях оценок от истинных значений параметров

˙̂
ϑ = 𝐶* ˙̂π, 𝐶* = 𝐶(ϑ).

Представим вектор ошибок оценки ϑ̃ следующим образом:

ϑ̃ = 𝐶*π̃.

Вектор ошибки прогноза принимает вид:

𝑒 = 𝑦 −𝑁Tϑ̂ = 𝑁Tϑ−𝑁Tϑ̂ = 𝑁T(ϑ− ϑ̂) = 𝑁Tϑ̃ = 𝑁T𝐶*π̃.

С учётом перечисленных соотношений соотношений, линеаризованные в
окрестности точки ϑ̂ = ϑ уравнения оптимального идентификатора с проекцией
в псевдоскоростях (1.35), (1.37) приобретают следующий вид:

˙̃π = −
[︀
𝐶T

* 𝑀𝐶*
]︀−1

𝐶T
* 𝑁𝑁T𝐶*π̃, 𝑀̇ = 𝑁𝑁T. (1.38)

Покажем, что эти два уравнения эквивалентны одному:

𝐶T
* 𝑀𝐶* ˙̃π = −𝐶T

* 𝑀̇𝐶*π̃,

d

d𝑡

(︀
𝐶T

* 𝑀𝐶*π̃
)︀

= 0.

Из последнего соотношения следует, что решение уравнения ошибки (1.38)
имеет вид:

π̃(𝑡) =
[︀
𝐶T

* 𝑀(𝑡)𝐶*
]︀−1

𝐶T
* 𝑀(0)𝐶*π̃(0). (1.39)

Для затухания ошибки (1.39) достаточно, чтобы все собственные значения
матрицы 𝐶T

* 𝑀(𝑡)𝐶* стремились к бесконечности при неограниченном увеличе-
нии времени 𝑡. Так как ϑ̃ = 𝐶*π̃, то приведённое условие является достаточным
и для затухания малой ошибки оценки параметров ϑ̃, полученной идентифика-
тором по методу наименьших квадратов с проекцией (1.36).
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В работе [21] приводится достаточное условие сходимости оценки, полу-
ченной оптимальным идентификатором, не реализующим параметрические свя-
зи. Оно состоит в том, что все собственные значения матрицы 𝑀(𝑡) должны
неограниченно нарастать при 𝑡 → ∞. Если такое условие не выполняется, то
учёт параметрических связей может способствовать получению асимптотиче-
ски точных оценок параметров.

1.5 Алгоритмы идентификации со стабилизированным условием
связи

Если начальные оценки параметров модели (1.1) не удовлетворяют урав-
нению ψ(ϑ̂(0)) = 0, то учет параметрических связей в дифференциальной фор-
ме (1.4) в алгоритме идентификации сделает невозможным получение точных
оценок. В рассматриваемом случае необходима стабилизация условия связи,
возмущенного в начальный момент времени.

Потребуем, чтобы функция связи ψ = ψ(ϑ̂) удовлетворяла дифференци-
альному уравнению

ψ̇
𝑟×1

= 𝐹 (ψ)
𝑟×1

,

имеющему тривиальное решение, асимптотически устойчивое по Ляпунову.
Указанное уравнение задаёт неголономную параметрическую связь

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
˙̂
ϑ = 𝐹

(︀
ψ(ϑ̂)

)︀
. (1.40)

Вектор производных по времени от оценок параметров, удовлетворяющий
стабилизированному условию связи (1.40), выражается через независимые псев-
доскорсти следующим образом:

˙̂
ϑ
𝑠×1

= 𝐶(ϑ̂)
𝑠×(𝑠−𝑟)

· ˙̂π
(𝑠−𝑟)×1

+ 𝐵(ϑ̂)
𝑠×𝑟

· 𝐹
(︀
ψ(ϑ̂)

)︀
𝑟×1

. (1.41)

где матрицы 𝐶 и 𝐵 выбираются из условия

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝐶(ϑ̂) = 0

𝑟×(𝑠−𝑟)
,

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝐵(ϑ̂) = 𝐸

𝑟×𝑟
,
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где 𝐸 — единичная матрица. Действительно, подставив выражение (1.41) в ле-
вую часть уравнения связи (1.40), получаем:

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
˙̂
ϑ =

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝐶(ϑ̂)⏟  ⏞  
0

˙̂π+
𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝐵(ϑ̂)⏟  ⏞  
𝐸

𝐹
(︀
ψ(ϑ̂)

)︀
= 𝐹

(︀
ψ(ϑ̂)

)︀
.

В случае стабилизированного условия связи (1.40) определим вектор псев-
доскоростей ˙̂π следующим образом:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
· ˙̂
ϑ
𝑠×1

= 𝐹
𝑟×1

(︀
ψ(ϑ̂)

)︀
,

𝐷T
π(ϑ̂) · ˙̂

ϑ
𝑠×1

= ˙̂π
(𝑠−𝑟)×1

.
(1.42)

Найти матрицы 𝐶 и 𝐵 можно по формуле (1.7).
Построим идентификатор параметров объекта (1.1) на основе уравне-

ний (1.29), используя принцип наименьшего принуждения в дифференциальной
форме. Так как варьирование меры принуждения 𝒵 происходит при фиксиро-
ваннном векторе оценок параметров ϑ̂, то, в силу (1.41), вариация вектора ˙̂

ϑ

имеет вид:

δ
˙̂
ϑ = 𝐶(ϑ̂)δ ˙̂π.

Таким образом, для равенства нулю вариации меры принуждения δ𝒵 , опреде-
ляемой соотношением (1.30), необходимо и достаточно, чтобы

𝐶T(ϑ̂)
(︁
𝑀𝑓

˙̂
ϑ− 𝑓

(︀
ϑ̂,𝑦
)︀)︁

= 0. (1.43)

Выразим вектор псевдоскоростей ˙̂π из уравнения (1.43), произведя замену
переменных (1.41):

𝐶T(ϑ̂)
(︁
𝑀𝑓𝐶(ϑ̂) ˙̂π+ 𝑀𝑓𝐵(ϑ̂)𝐹

(︀
ψ(ϑ̂)

)︀
− 𝑓

(︀
ϑ̂,𝑦
)︀)︁

= 0,

откуда:

˙̂π =
[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝑓𝐶(ϑ̂)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂) ·
[︁
𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀
−𝑀𝑓𝐵(ϑ̂)𝐹

(︀
ψ(ϑ̂)

)︀]︁
. (1.44)
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Соотношения (1.44) задают уравнения идентификатора параметров в
псевдоскоростях со стабилизированным условием связи (1.40). Вновь исполь-
зуя (1.41), запишем уравнения этого идентификатора в исходных переменных:

˙̂
ϑ = 𝐶

[︀
𝐶T𝑀𝑓𝐶

]︀−1
𝐶T · 𝑓 +

[︁
𝐸 − 𝐶

[︀
𝐶T𝑀𝑓𝐶

]︀−1
𝐶T𝑀𝑓

]︁
·𝐵𝐹

(︀
ψ
)︀
. (1.45)

Отметим, что уравнения (1.45) инвариантны относительно линейной за-
мены псевдоскоростей. Это следует из рассмотренного ранее свойства матрицы
𝐶
[︀
𝐶T𝑀𝑓𝐶

]︀−1
𝐶T.

Рассмотрим некоторые частные случаи. При 𝑀𝑓 = 𝑀𝑔 и 𝑓 = −𝜕𝑄/𝜕ϑ̂ из
соотношений (1.44) и (1.45) можно получить уравнения градиентного иденти-
фикатора с проекцией, реализующего стабилизированное условие связи (1.40):

˙̂π = −
[︀
𝐶T𝑀𝑔𝐶

]︀−1
𝐶T ·

[︂
𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
+ 𝑀𝑔𝐵𝐹

(︀
ψ
)︀]︂

, (1.46)

˙̂
ϑ = −𝐶

[︀
𝐶T𝑀𝑔𝐶

]︀−1
𝐶T · 𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
+
[︁
𝐸 − 𝐶

[︀
𝐶T𝑀𝑔𝐶

]︀−1
𝐶T𝑀𝑔

]︁
·𝐵𝐹

(︀
ψ
)︀
. (1.47)

Аналогично, при 𝑀𝑓 = 𝑀 и 𝑓 = 𝑁𝑒 можно получить уравнения оптималь-
ного идентификатора с проекцией, реализующего стабилизированное условие
связи (1.40):

˙̂π =
[︀
𝐶T𝑀𝐶

]︀−1
𝐶T ·

[︀
𝑁𝑒−𝑀𝐵𝐹

(︀
ψ
)︀]︀

, (1.48)
˙̂
ϑ = 𝐶

[︀
𝐶T𝑀𝐶

]︀−1
𝐶T ·𝑁𝑒 +

[︁
𝐸 − 𝐶

[︀
𝐶T𝑀𝐶

]︀−1
𝐶T𝑀

]︁
·𝐵𝐹

(︀
ψ
)︀
, (1.49)

𝑀̇ = 𝑁𝑁T, 𝑀(0) = 𝑀0 = 𝑀T
0 > 0. (1.50)

Замечание 1. Уравнения идентификатора параметров, удовлетворяюще-
го условию (1.43), можно получить введением вектора множителей связей Λ в
уравнения (1.29):

𝑀𝑓
˙̂
ϑ = 𝑓

(︀
ϑ̂,𝑦
)︀

+
𝜕ψT

𝜕ϑ̂
Λ. (1.51)

При 𝑀𝑓 > 0, удовлетворив стабилизированное условие связи в дифференци-
альной форме (1.40), получаем следующее выражение для вектора множителей
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связей:

Λ =

[︂
𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝑀−1

𝑓

𝜕ψT

𝜕ϑ̂

]︂−1{︂
𝐹 (ψ) − 𝜕ψ

𝜕ϑ̂T
𝑀−1

𝑓 𝑓
(︀
ϑ̂,𝑦
)︀}︂

.

Замечание 2. В задачах идентификации с интегрируемыми псевдоскоро-
стями стабилизация функции связи не требуется — вычисление вектора оценок
параметров по формуле ϑ̂ = Θ(π̂) означает точное удовлетворение неявно за-
данных условий связей.

1.6 Взаимосвязь задач идентификации параметров со связями и
стабилизации нелинейных аффинных управляемых систем

Рассмотрим задачу управления нелинейным аффинным объектом

𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝐷(𝑥)𝑢, (1.52)

где 𝑥— 𝑛-мерный вектор состояния; 𝑢—𝑚-мерный вектор управляющих воз-
действий, причём 𝑛 > 𝑚; 𝑓(𝑥) — гладкая 𝑛-мерная векторная функция; 𝐷(𝑥) —
матрица-дозатор, являющаяся гладкой функцией вектора состояния. Цель
управления состоит в стабилизации требуемого стационарного состояния

𝑥 = 𝑥* = const.

Приведём одну методику построения нелинейного закона управления для
решения поставленной задачи.

Уравнения состояния объекта (1.52) имеют ту же структуру, что и уравне-
ния идентификатора параметров с множителями связей (см., например (1.51)).
Опираясь на это, отождествим вектор управляющих воздействий 𝑢 с вектором
множителей неголономной связи вида

𝐷T(𝑥)𝑥̇ = 𝑔(𝑥), (1.53)

где 𝑔(𝑥) — неизвестная гладкая функция, такая, что 𝑔(𝑥*) = 0.
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Используя такую интерпретацию, выразим вектор управления 𝑢. Подста-
вив уравнение динамики объекта (1.52) в уравнение связи (1.53), получаем:

𝑢(𝑥) =
[︀
𝐷T(𝑥)𝐷(𝑥)

]︀−1{︀
𝑔(𝑥) −𝐷T(𝑥)𝑓(𝑥)

}︀
. (1.54)

Поставленная задача управления, таким образом, сводится к нахождению
функции 𝑔(𝑥) из условия асимптотической устойчивости решения 𝑥 = 𝑥* систе-
мы (1.52), (1.54).

Отметим, что интерпретация управляющих воздействий как множителей
связи (1.53) позволяет получить уравнения состояния объекта (1.52) из условия
минимума функции принуждения

𝒵 =
1

2

(︀
𝑥̇− 𝑓(𝑥)

)︀T · (︀𝑥̇− 𝑓(𝑥)
)︀

при условии выполнения ограничения (1.53).
Переписав выражение для меры принуждения 𝒵 в силу (1.52), получаем

её значение в точке минимума на связи (1.53):

𝒵 =
1

2
𝑢T𝐷T(𝑥)𝐷(𝑥)𝑢.

Таким образом, управление 𝑢, рассчитанное по изложенной методике в некото-
ром смысле экстремально. Это свойство можно использовать с целью уменьше-
ния абсолютных мгновенных значений управляющих воздействий.

Нелинейный закон обратной связи (1.54) был применён в работе [1] для ре-
шения задачи стабилизации стационарного движения одноколёсного аппарата,
кинематическая схема которого схожа с приведённой на рисунке 1.1. Функция
𝑔(𝑥) задавалась в виде

𝑔(𝑥) = 𝐷T(𝑥)𝐴𝑔 (𝑥− 𝑥*),

где 𝐴𝑔 — постоянная матрица, элементы которой подбирались из условия асимп-
тотической устойчивости системы (1.52) с управлением (1.54), линеаризованной
в окрестности точки 𝑥 = 𝑥*.

Завершая данный параграф, отметим, что несмотря на одинаковое ма-
тематическое описание аффинной нелинейной системы (1.52) со связью (1.53)
и идентификатора параметров с множителями стабилизированной связи ви-
да (1.40), цели и задачи расчёта таких систем в некотором смысле противопо-
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ложны. Синтез алгоритма идентификации проводится при известном уравне-
нии связи из условия стабилизации оценок в окрестности неизвестных истинных
значений параметров. Расчёт управления производится из условия обеспече-
ния асимптотической устойчивости заданного вектора состояния, а уравнение
связи (1.53) подлежит построению. Более того выбор правой части (1.53) осу-
ществляется из условия стабилизации объекта управления, а не одних лишь
уравнений связи.

Выводы по главе 1

В настоящей главе сформулирована постановка задачи идентификации
параметров при наличии дополнительных ограничений в виде равенств — пара-
метрических связей. Представление таких связей в дифференциальной форме
позволило построить алгоритмы идентификации в терминах псевдоскоростей,
и, следовательно, уменьшить количество необходимых вычислений. С помощью
применения принципа наименьшего принуждения Гаусса построен класс ал-
горитмов идентификации со связями среди которых градиентный алгоритм с
проекцией и метод наименьших квадратов с проекцией. Получены достаточные
условия сходимости указанных алгоритмов идентификации по первому при-
ближению. Принцип наименьшего принуждения был применён для решения
задачи идентификации параметров со стабилизированными условиями связей.
Проведена аналогия задач идентификации со связями и задачей стабилизации
аффинных систем управления, позволившая построить новый класс нелиней-
ных обратных связей.

Материалы главы опубликованы в работах [1;3; 14;15].
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2 Оптимальные алгоритмы идентификации с параметрическими
связями

Обзор источников, приведённый в предыдущей главе, продемонстрировал,
что наиболее распространённым способом решения задач идентификации и оце-
нивания параметров является модификация существующих алгоритмов. Этому
вопросу и была посвящена глава 1, в которой, среди прочих, был получен иден-
тификатора параметров по методу наименьших квадратов с проекцией (1.36)–
(1.37). Сохранил ли этот алгоритм оптимальность с точки зрения величины
интегральной квадратичной ошибки после учёта параметрических связей?

Для ответа на этот вопрос решим задачу наименьших квадратов с ограни-
чениями в виде равенств и построим оптимальные алгоритмы идентификации
со связями.

2.1 Идентификация параметров по рекуррентному методу
наименьших квадратов в непрерывном времени

Получим оценки параметров объекта (1.1) со связями (1.3) или (1.4) из
условия минимума квадратичного функционала:

𝐽
[︀
ϑ̂(𝑡)

]︀
=

1

2

𝑡∫
0

⃦⃦⃦
𝑦(τ) −𝑁T(τ)ϑ̂(𝑡)

⃦⃦⃦2
2

dτ +
1

2

(︀
ϑ̂(𝑡) − ϑ0

)︀T
𝑀0

(︀
ϑ̂(𝑡) − ϑ0

)︀
, (2.1)

где 𝑀0 = 𝑀T
0 > 0 — постоянная матрица, а ϑ0 — постоянный вектор, удовле-

творяющий уравнению ψ(ϑ0) = 0.
В начальный момент времени точка ϑ̂(0) = ϑ0 является точкой безуслов-

ного экстремума функционала 𝐽
[︀
ϑ̂(0)

]︀
и, поскольку, ψ(ϑ0) = 0, она также яв-

ляется точкой условного экстремума с учётом связи (1.3).
Определим точку условного минимума в момент времени 𝑡, воспользовав-

шись необходимым условием экстремальности. Проварьируем функционал (2.1)
на поверхностях, задаваемых связями (1.3). В соответствии с (1.5) δϑ̂ = 𝐶(ϑ̂)δπ̂,
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следовательно:

δ𝐽 = δϑ̂T
𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
= δπ̂T𝐶T(ϑ̂)

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
= 0.

В силу независимости вариаций δπ̂, лля выполнения полученного условия необ-
ходимо и достаточно, чтобы удовлетворялось следующее соотношение:

𝐶T(ϑ̂)
𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
= 0.

Дифференцируя его по времени, получаем:

𝐶T(ϑ̂)
d

d𝑡

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
+ 𝐶̇T𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
= 0. (2.2)

Рассмотрим два случая получения уравнений идентификаторов парамет-
ров, используя соотношение (2.2).

2.1.1 Субоптимальный случай

Рассмотрим случай, когда слагаемым 𝐶̇T · 𝜕𝐽/𝜕ϑ̂ в уравнении (2.2) мож-
но пренебречь. Такое допущение можно использовать в случае, если уравнения
параметрических связей (1.3) близки к линейным или, если градиент функ-
ционала 𝐽

[︀
ϑ̂(𝑡)

]︀
близок к нулю. Последнего можно добиться, например, если

элементы матрицы 𝑀0 малы.
Действительно, при 𝑀0 = 0 и условный, и безусловный экстремумы функ-

ционала будут находится в точке ϑ̂(𝑡) = ϑ, удовлетворяющей по условию задачи
уравнению связи ψ(ϑ) = 0. Следовательно, в соотношении (2.2) вектор гради-
ента минимизируемого функционала 𝐽

[︀
ϑ̂(𝑡)

]︀
будет равен нулю.

Итак, для получения субоптимальной оценки будем использовать следу-
ющее уравнение:

𝐶T(ϑ̂)
d

d𝑡

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
= 0. (2.3)
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Найдём используемые в соотношении (2.3) производные в соответствии с
парвилами дифференцирования, приведёнными в приложении А. Получаем:

𝜕𝐽
[︀
ϑ̂(𝑡)

]︀
𝜕ϑ̂(𝑡)

= 𝑀0 ·
(︀
ϑ̂(𝑡) − ϑ0

)︀
−

𝑡∫
0

𝑁(τ)
(︁
𝑦(τ) −𝑁T(τ)ϑ̂(𝑡)

)︁
dτ. (2.4)

d

d𝑡

𝜕𝐽
[︀
ϑ̂(𝑡)

]︀
𝜕ϑ̂(𝑡)

=

(︂
𝑀0 +

𝑡∫
0

𝑁(τ)𝑁T(τ) dτ

)︂
˙̂
ϑ(𝑡) −𝑁(𝑡)

(︁
𝑦(𝑡) −𝑁T(𝑡)ϑ̂(𝑡)

)︁
. (2.5)

Подставляя выражение для производной градиента функционала 𝐽
[︀
ϑ̂(𝑡)

]︀
(2.5) в (2.3) и пользуясь определением вектора ошибки прогноза (1.9)

𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡) −𝑁T(𝑡)ϑ̂(𝑡),

получаем уравнение, которому удовлетворяет субоптимальная оценка парамет-
ров:

𝐶T(ϑ̂)
(︁
𝑀

˙̂
ϑ−𝑁𝑒

)︁
= 0, (2.6)

где

𝑀(𝑡)
𝑠×𝑠

= 𝑀0 +

𝑡∫
0

𝑁(τ)𝑁T(τ) dτ. (2.7)

Отметим, что интегральная часть соотношения (2.7) определяют текущую
матрицу (грамиан) наблюдаемости параметров модели (1.1) 𝑀obs(𝑡).

Выразив производную от вектора оценок параметров через независимые
псевдоскорости ˙̂

ϑ = 𝐶(ϑ̂) ˙̂π, получаем из соотношения (2.6) уравнения субоп-
тимального по методу наименьших квадратов идентификатора в псевдоскоро-
стях ˙̂π:

˙̂π =
[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝐶(ϑ̂)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂)𝑁𝑒. (2.8)
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Таким образом, для получения субоптимальной оценки можно использо-
вать следующие уравнения:

˙̂
ϑ = 𝐶(ϑ̂)

[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝐶(ϑ̂)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂)𝑁𝑒, ϑ̂(0) = ϑ0, (2.9)

𝑀̇ = 𝑁𝑁T, 𝑀(0) = 𝑀0, (2.10)

Здесь соотношения (2.7), определяющие матрицу 𝑀 , заменены эквивалентным
дифференциальным уравнением (2.10).

Как отмечалось ранее, чем меньше элементы матрицы 𝑀0, тем ближе ал-
горитм (2.8)–(2.10) будет к оптимальному. С другой стороны, чем меньше эле-
менты 𝑀0, тем сильнее будет влиять на оценки параметров аддитивная погреш-
ность, не учтённая в модели объекта (1.1). Таким образом, начальные условия
для уравнения (2.10) должны выбираться настолько малыми, насколько это
позволяют погрешности параметрической модели.

Уравнения субоптимального идентификатора (2.9) полностью совпадают
с формулой (1.36) параграфа 1.4, определяющей алгоритм наименьших квад-
ратов с проекцией. Последний, таким образом, субоптимален.

Отметим, что для реализации алгоритма (2.9) требуется обращение матри-
цы 𝐶T(ϑ̂)𝑀𝐶(ϑ̂), которая может быть лучше обусловленной, чем 𝑀 . В частно-
сти, если параметры объекта (1.1) не полностью наблюдаемы и матрица Грама
𝑀obs вырождена во все моменты времени 𝑡, то при 𝑡 → ∞ степень обусловленно-
сти матрицы 𝑀 стремится к нулю. А если, в данном случае, столбцы матрицы
𝐶(ϑ̂) не принадлежат ядру матрицы наблюдаемости 𝑀obs, то степень обуслов-
ленности 𝐶T(ϑ̂)𝑀𝐶(ϑ̂) будет оставаться ненулевой и в предельном случае.

2.1.2 Оптимальный случай

Для получения оптимального алгоритма идентификации воспользуемся
полной формой уравнений (2.2):

𝐶T(ϑ̂)
d

d𝑡

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
+ 𝐶̇T𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
= 0. (2.11)
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Для сокращения явной записи этого соотношения введём обозначение:

𝑧(𝑡) = 𝑀0ϑ0 +

𝑡∫
0

𝑁(τ)𝑦(τ) dτ, (2.12)

которое позволяет записать соотношение (2.4) для градиента минимизируемого
функционала 𝐽

[︀
ϑ̂(𝑡)

]︀
в следующей форме:

𝜕𝐽
[︀
ϑ̂(𝑡)

]︀
𝜕ϑ̂(𝑡)

= 𝑀(𝑡)ϑ̂(𝑡) − 𝑧(𝑡). (2.13)

Рассмотрим слагаемое, входящее в формулу (2.11). Пусть 𝑐𝑖 — 𝑖-й столбец
матрицы 𝐶(ϑ̂), тогда выражение для 𝑖-го элемента вектора 𝐶̇T · 𝜕𝐽/𝜕ϑ̂ имеет
вид: [︂

𝐶̇T𝜕𝐽

𝜕ϑ̂

]︂
𝑖

= 𝑐̇T𝑖
𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
=

˙̂
ϑT

𝜕𝑐T𝑖

𝜕ϑ̂

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
= ˙̂πT𝐶T(ϑ̂)

𝜕𝑐T𝑖

𝜕ϑ̂

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
=

=
∑︁
𝑗

˙̂π𝑗𝑐
T
𝑗

𝜕𝑐T𝑖

𝜕ϑ̂

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
=
∑︁
𝑗

˙̂π𝑗𝑐
T
𝑗

𝜕𝑐T𝑖

𝜕ϑ̂

(︁
𝑀 ϑ̂− 𝑧

)︁
.

Таким образом,

𝐶̇T𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
= 𝐾(ϑ̂,𝑧) ˙̂π, (2.14)

где элементы матрицы 𝐾 = (𝑘𝑖𝑗) задаются соотношением:

𝑘𝑖𝑗 = 𝑐T𝑗
𝜕𝑐T𝑖

𝜕ϑ̂

(︁
𝑀 ϑ̂− 𝑧

)︁
. (2.15)

Применяя соотношения для производной градиента функционала 𝐽
[︀
ϑ̂(𝑡)

]︀
(2.5) и (2.6), а также уравнение (2.14), представим формулу (2.11) в виде диф-
ференциального уравнения:

𝐶T(ϑ̂)
(︁
𝑀

˙̂
ϑ−𝑁𝑒

)︁
+ 𝐾(ϑ̂,𝑧) ˙̂π = 𝐶T(ϑ̂)

(︁
𝑀𝐶(ϑ̂) ˙̂π−𝑁𝑒

)︁
+ 𝐾(ϑ̂,𝑧) ˙̂π = 0,
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разрешив которое относительно вектора ˙̂π, получаем уравнение оптимального
идентификатора в псевдоскоростях:

˙̂π =
[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝐶(ϑ̂) + 𝐾(ϑ̂,𝑧)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂)𝑁𝑒. (2.16)

Учитывая выражение (1.5) для производных по времени от оценок пара-
метров, получаем оптимальный алгоритм идентификации параметров объекта
(1.1) с параметрическими связями (1.3):

˙̂
ϑ = 𝐶(ϑ̂)

[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀𝐶(ϑ̂) + 𝐾(ϑ̂,𝑧)

]︁−1

𝐶T(ϑ̂)𝑁𝑒, ϑ̂(0) = ϑ0, (2.17)

𝑀̇ = 𝑁𝑁T, 𝑀(0) = 𝑀0, (2.18)

𝑧̇ = 𝑁𝑦, 𝑧(0) = 𝑀0ϑ0. (2.19)

Здесь соотношения (2.12), определяющие вектор 𝑧, заменены эквалентным диф-
ференциальным уравнением (2.19), а элементы матрицы 𝐾(ϑ̂,𝑧) задаются фор-
мулой (2.15).

Система (2.17)–(2.19) определяет необходимые условия экстремальности
квадратичного функционала ошибки 𝐽 . Достаточное условие минимума квад-
ратичного функционала ошибки 𝐽 состоит в положительной определённости его
второй вариации

δ2𝐽 = δπ̂T
[︁
𝐶T(ϑ̂)𝑀 𝐶(ϑ̂) + 𝐾(ϑ̂,𝑧)

]︁
δπ̂ > 0, ∀δπ̂ ̸= 0. (2.20)

Уравнения оптимального идентификатора со связями (2.17)–(2.19) обла-
дают большей размерностью и более сложной структурой, чем оптимальный
алгоритм идентификации (1.33)–(1.34) без учёта параметрических связей. К
тому же невырожденность матрицы [𝐶T(ϑ̂)𝑀𝐶(ϑ̂) + 𝐾(ϑ̂,𝑧)] даже при полной
наблюдаемости параметров не гарантирована, из-за чего достаточное условие
оптимальности (2.20) может не выполняться. Эти обстоятельства делают целе-
сообразным использование алгоритма (2.17)–(2.19) лишь в тех случаях, когда
оптимальные и субоптимальные оценки параметров будут достаточно сильно
отличатся.
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2.2 Уравнения оптимального идентификатора с множителями
связей

2.2.1 Вывод уравнений идентификатора

Уменьшить размерность уравнений оптимального идентификатора мож-
но, если учесть, что не все компоненты вектора градиента

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
= 𝑀 ϑ̂− 𝑧

являются независимыми в точке условного экстремума.
Продемонстрируем это, записав условие экстремума функционала 𝐽 на

связях ψ(ϑ̂) = 0 с помощью функции Лагранжа

𝐽λ = 𝐽 + ψT(ϑ̂)λ,

где λ— 𝑟–мерный вектор множителей связей (1.3). Оно имеет вид:

𝜕𝐽λ

𝜕ϑ̂
=

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
+

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
λ = 0.

Дифференцируя последнее выражение по времени, получаем:

d

d𝑡

𝜕𝐽λ

𝜕ϑ̂
=

d

d𝑡

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
+

d

d𝑡

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
· λ+

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
λ̇ = 0. (2.21)

Выразим второе слагаемое в соотношении (2.21) через элементы векторов
λ и ψ, применив соотношения для дифференцирования матриц из приложе-
ния А:

d

d𝑡

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
· λ =

∑︁
𝑖

λ𝑖
d

d𝑡

𝜕ψ𝑖

𝜕ϑ̂
=
∑︁
𝑖

λ𝑖
𝜕2ψ𝑖

𝜕ϑ̂2
˙̂
ϑ.

Подставив последний результат вместе с соотношениями (2.5) и (2.7) для
производной по времени от градиента функционала 𝐽 и матрицы 𝑀 в форму-
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лу (2.21), получаем:

𝑀
˙̂
ϑ−𝑁𝑒 +

∑︁
𝑖

λ𝑖
𝜕2ψ𝑖

𝜕ϑ̂2
˙̂
ϑ+

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
λ̇ = 0. (2.22)

Обозначив в формуле (2.22)

𝑀λ(ϑ̂,λ,𝑡) = 𝑀(𝑡) +
∑︁
𝑖

λ𝑖
𝜕2ψ𝑖

𝜕ϑ̂2
, 𝑀λ = 𝑀T

λ , (2.23)

перепишем её в следующем виде:

𝑀λ
˙̂
ϑ−𝑁𝑒 +

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
λ̇ = 0. (2.24)

Разрешим полученную систему дифференциальных уравнений относи-
тельно старших производных. Умножим обе части выражения (2.24) на 𝐶T

слева:

𝐶T𝑀λ
˙̂
ϑ− 𝐶T𝑁𝑒 + 𝐶T𝜕ψ

T

𝜕ϑ̂⏟  ⏞  
0

λ̇ = 0,

и, заменив ˙̂
ϑ = 𝐶 ˙̂π, получаем:

𝐶T𝑀λ𝐶 ˙̂π− 𝐶T𝑁𝑒 = 0.

Если матрица 𝐶T𝑀λ𝐶 невырождена, то столбец параметрических псевдоскоро-
стей может быть найден как

˙̂π =
[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T𝑁𝑒. (2.25)

Перейдя в исходные переменные ˙̂
ϑ = 𝐶 ˙̂π, получаем:

˙̂
ϑ = 𝐶

[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T𝑁𝑒. (2.26)
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Выразим производные по времени от множителей связей. Умножим обе
части выражения (2.24) на 𝐵T слева:

𝐵T𝑀λ
˙̂
ϑ−𝐵T𝑁𝑒 + 𝐵T𝜕ψ

T

𝜕ϑ̂⏟  ⏞  
𝐸

λ̇ = 0,

откуда, в силу (2.26), получаем:

λ̇ = 𝐵T𝑁𝑒−𝐵T𝑀λ𝐶
[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T𝑁𝑒,

λ̇ = 𝐵T ·
(︁
𝐸 −𝑀λ𝐶

[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T
)︁
𝑁𝑒. (2.27)

Как было отмечено ранее, в начальный момент времени 𝑡 = 0 условный и
безусловный экстремум функционала 𝐽 совпадают и находятся в точке ϑ̂(0) =

ϑ0. Таким образом, начальные значения множителей связей равны нулю:

λ(0) = 0.

Сведём вместе уравнения оптимального по методу наименьших квадратов
идентификатора параметров со связями:

˙̂
ϑ = 𝐶

[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T𝑁𝑒, ϑ̂(0) = ϑ0, (2.28)

λ̇ = 𝐵T
(︁
𝐸 −𝑀λ𝐶

[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T
)︁
𝑁𝑒, λ(0) = 0, (2.29)

𝑀̇ = 𝑁𝑁T, 𝑀(0) = 𝑀0, (2.30)

𝑀λ = 𝑀 +
∑︁
𝑖

λ𝑖
𝜕2ψ𝑖

𝜕ϑ̂2
.

Размерность системы уравнений (2.28)–(2.30) меньше, чем у (2.17)–(2.19)
из-за того, что вместо 𝑠–мерного вектора 𝑧 для построения алгоритма иденти-
фикации используется 𝑟–мерный вектор множителей связей λ. В случае инте-
грируемых псевдоскоростей уравнения (2.25) и (2.29) для векторов ˙̂π и λ об-
разуют систему порядка (𝑠 − 𝑟) + 𝑟 = 𝑠. Таким образом, минимальное число
дифференциальных уравнений, образующих оптимальный по методу наимень-
ших квадратов алгоритм идентификации параметров, не зависит количества
связей (даже если они вовсе отсутствуют).
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Отметим, что матрица [𝐶T(ϑ̂)𝑀𝐶(ϑ̂) + 𝐾(ϑ̂,𝑧)], используемая в урав-
нении (2.17), оказывается симметричной. Действительно, сравнивая уравне-
ния (2.16) и (2.25), получаем:

𝐶T(ϑ̂)𝑀(𝑡)𝐶(ϑ̂) + 𝐾(ϑ̂,𝑧) = 𝐶T(ϑ̂)𝑀λ(ϑ̂,λ,𝑡)𝐶(ϑ̂), 𝑀λ = 𝑀T
λ .

Указанное свойство явно не следует из соотношения (2.15), определяющего мат-
рицу 𝐾.

Перепишем достаточное условие оптимальности алгоритма идентифика-
ции со связями (2.20), используя последнее соотношение:

δ2𝐽 = δπ̂T𝐶T𝑀λ𝐶 δπ̂ > 0, ∀δπ̂ ̸= 0. (2.31)

Такое достаточное условие оптимальности оценок, вырабатываемых алго-
ритмом (2.28)–(2.30), может нарушаться при некоторых величинах множителей
связей. Если, при этом, матрица 𝐶T𝑀λ𝐶 вырождается, то применение иденти-
фикатора (2.28)–(2.30) становится невозможным.

Таким образом, полученный оптимальный алгоритм идентификации па-
раметров в некоторых условиях проявляет высокую чувствительность к зна-
чениям множителей связей. Анализ уравнения (2.29) показывает, что аддитив-
ная погрешность, содержащаяся в выходном векторе 𝑦 параметрической моде-
ли (1.1), и, следовательно, в ошибке прогноза 𝑒 = 𝑦 − 𝑁Tϑ̂, напрямую влияет
на изменение вектора λ. Влияние такой погрешности может привести как к
потере работоспособности алгоритма (2.28)–(2.30) из-за вырождения 𝐶T𝑀λ𝐶,
так и к установлению ненулевых значений множителей связей при получении
таких оценок параметров, что ϑ̂ совпадает с точкой безусловного минимума
функционала 𝐽 .

2.2.2 Регуляризация алгоритма

Для парирования негативного влияние аддитивных погрешностей пара-
метрической модели (1.1) на результаты идентификации параметров проведём
регуляризацию [19; 20; 23–25] уравнения (2.29), которому удовлетворяет вектор
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множителей связей λ:

λ̇ = 𝐴λλ+ 𝐵T
(︁
𝐸 −𝑀λ𝐶

[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T
)︁
𝑁𝑒, λ(0) = 0, (2.32)

где 𝐴λ — постоянная гурвицева матрица, которую следует выбирать с как мож-
но меньшей нормой. В противном случае результаты работы оптимального ал-
горитма идентификации (2.28)–(2.30) и алгоритма (2.28), (2.32), (2.30) с регуля-
ризацией вычисления множителей связей могут достаточно сильно отличаться.

Отметим, что уравнения идентификатора параметров (2.28), (2.32), (2.30)
можно получить из условия

d

d𝑡

𝜕𝐽λ

𝜕ϑ̂
=

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
𝐴λλ. (2.33)

Рассмотрим предельный случай регуляризованного уравнения (2.32).
Пусть 𝐴λ = −ς−1𝐸, где ς— «малое» положительное число. Система уравне-
ний идентификатора (2.28), (2.32), (2.30) становится сингулярно возмущённой:

˙̂
ϑ = 𝐶

[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T𝑁𝑒, 𝑀̇ = 𝑁𝑁T,

ςλ̇ = −λ+ ς𝐵T
(︁
𝐸 −𝑀λ𝐶

[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T
)︁
𝑁𝑒.

(2.34)

В вырожденном случае (ς = 0) эта система описывает идентификатор пара-
метров по методу наименьших квадратов с проекцией (2.8)–(2.10), а вектор
множителей связей равен λ(𝑡) = 0.

Рассмотрим присоединённую задачу: перейдём в системе (2.34) к «быстро-
му» времени 𝑡ς = ς−1𝑡 и в полученных уравнениях положим ς = 0. Вектор λ = 0

является асимптотически устойчивым решением присоединённого уравнения

dλ

d𝑡ς
= −λ,

с неограниченной областью притяжения. Таким образом, по теореме А. Н. Ти-
хонова [69; 70] при ς → 0 вектор множителей λ → 0, оценки вырабатываемые
идентификатором (2.34), будут стремиться к таковым, вычисляемым по алго-
ритму с проекцией (2.8)–(2.10). Здесь предполагается существование непрерыв-
ной производной 𝑁̇ .
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Отметим, что условия теоремы Тихонова гарантируют близость решения
вырожденной системы и исходной (2.34) на конечном промежутке времени. Вы-
рождение на бесконечном временном интервале требует дополнительного иссле-
дования [71].

Таким образом, алгоритм идентификации параметров по методу наимень-
ших квадратов с проекцией (2.8)–(2.10) можно рассматривать как предельный
случай регуляризованного идентификатора (2.28), (2.32), (2.30) при бесконечно
большом отрицательном скалярном коэффициенте регуляризации 𝐴λ = −∞𝐸.

2.2.3 Построение уравнений идентификатора в случае
интегрируемых псевдоскоростей

Построение уравнений (2.28), (2.29) и (2.32) затрудняется тем, что требу-
ется построить всю тройку матриц 𝜕ψ/𝜕ϑ̂T, 𝐶 и 𝐵. Эта процедура особенно
неудобна, если псевдоскорости интегрируемы и ϑ̂ = Θ(π̂). Действительно, в
этом случае функция связи ψ задана неявно, а построение упомянутой тройки
матриц начинается с формирования

𝐶 =
𝜕Θ

𝜕π̂T
.

Далее зададимся матрицей 𝐵 так, чтобы блочная матрица
(︀
𝐵 𝐶

)︀
была

невырожденной, и найдём

(︀
𝐵 𝐶

)︀−1
=

(︃
𝐷T
ψ

𝐷T
π

)︃
. (2.35)

Здесь вместо матрицы 𝜕ψ/𝜕ϑ̂T строится матрица 𝐷T
ψ . В общем случае 𝐷T

ψ не
является матрицей Якоби и, следовательно, задаёт неинтегрируемую парамет-
рическую связь

𝐷T
ψ

˙̂
ϑ = 0.
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Таким образом, при расчёте матрицы 𝑀λ следует заменить матрицы Гессе
для неявных скалярных функций связи ψ𝑖 как

𝜕2ψ𝑖

𝜕ϑ̂2
=

𝜕𝑑ψ𝑖

𝜕ϑ̂T
,

где 𝑑ψ𝑖 — 𝑖-й столбец матрицы 𝐷ψ. В соответствии с формулой (2.23)

𝑀λ = 𝑀 +
∑︁
𝑖

λ𝑖

𝜕𝑑ψ𝑖

𝜕ϑ̂T
.

Использование последнего соотношения неудобно, так как матрица 𝐷ψ

строится как явная функция от вектора π̂, а не ϑ̂. Этот недостаток можно
устранить, если в уравнениях (2.28), (2.29) и (2.32) вычислять произведение
𝑀λ𝐶 по формуле:

𝑀λ𝐶 = 𝑀𝐶 +
∑︁
𝑖

λ𝑖

𝜕𝑑ψ𝑖

𝜕ϑ̂T
𝜕Θ

𝜕π̂T
= 𝑀𝐶 +

∑︁
𝑖

λ𝑖

𝜕𝑑ψ𝑖

𝜕π̂T
.

Сведём вместе расчётные соотношения для алгоритма идентификации па-
раметров по методу наименьших квадратов в интегрируемых псевдоскоростях.
Уравнение для расчёта вектора множителей связей запишем в более общем,
регуляризованном виде:

˙̂π =
[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T𝑁𝑒, (2.36)

λ̇ = 𝐴λλ+ 𝐵T
(︁
𝐸 −𝑀λ𝐶

[︀
𝐶T𝑀λ𝐶

]︀−1
𝐶T
)︁
𝑁𝑒, (2.37)

𝑀̇ = 𝑁𝑁T, 𝑀λ𝐶 = 𝑀𝐶 +
∑︁
𝑖

λ𝑖

𝜕𝑑ψ𝑖

𝜕π̂T
, (2.38)

где 𝐴λ — гурвицева матрица, а матрица 𝐷ψ, состоящая из столбцов 𝑑𝑖, удовле-
творяет соотношениям 𝐷T

ψ𝐶 = 0 и 𝐷T
ψ𝐵 = 𝐸.
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2.3 Дальнейшие аналогии задач идентификации параметров и
задач механики систем с сервосвязями

Рассмотрим дальнейшие аналогии задачи механики и адаптивной иденти-
фикации.

Вернёмся к задаче идентификации по методу наименьших квадратов без
ограничений на оцениваемые параметры. Оценки определяются из условия ми-
нимума квадратичного функционала ошибки 𝐽 , заданного соотношением (2.1),
являющемся положительно определённой неоднородной квадратичной формой
от элемента вектора ϑ̂. Уравнения оптимального идентификатора (1.33) можно
записать следующим образом [19;21]:

d

d𝑡

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
= 0. (2.39)

Левая часть этого уравнения в явном виде представлена формулой (2.5).
Рассмотрим следующую аналогию. Пусть вектору текущих оценок ϑ̂ соот-

ветствует вектор обобщённых скоростей 𝑞 лагранжевой механической системы
с кинетической энергией 𝑇 = 𝑇 (𝑞, 𝑡) и нулевыми обобщёнными силами. Если
в качестве аналога функционала ошибки 𝐽 взять кинетическую энергию 𝑇 , то
уравнения идентификатора (2.39) будут соответствовать уравнениям движения
упомянутой механической системы:

d

d𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞
= 0. (2.40)

Указанная аналогия позволяет свести задачу идентификации параметров
со связями ψ(ϑ̂) = 0 к задаче реализации сервосвязи ψ(𝑞) = 0 системой (2.40).

Задачи динамики механических систем с сервосвязями подробно рассмат-
риваются в работах В. В. Козлова [72–75]. Одним из способов реализации серво-
связи ψ(𝑞) = 0 является регулирование обобщённых сил. В этом случае, урав-
нения движения (2.40) принимают вид:

d

d𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞
=

𝜕ψT

𝜕𝑞
Λ, (2.41)
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где Λ — вектор множителей сервосвязей. В работах [72; 73] показано, что дей-
ствительное движение, описываемое уравнениями (2.41), подчиняется принципу
наименьшего принуждения Гаусса.

Применяя аналогию с механической системой (2.41), можно получить
уравнения идентификатора параметров со связями ψ(ϑ̂) = 0 в следующем виде:

d

d𝑡

𝜕𝐽

𝜕ϑ̂
=

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
Λ.

В параграфе 1.3 показано, что последние соотношения могут быть получе-
ны из условия минимума меры принуждения (1.23). Исключив из них множите-
ли связей можно получить уравнения идентификатора по методу наименьших
квадратов с проекцией (1.36)–(1.37).

Другой способ реализации сервосвязи ψ(𝑞) = 0 механической системой
состоит в изменении её инерционных свойств [73]. В этом случае уравнения
движения механической системы с сервовсязью приобретает вид:

d

d𝑡

𝜕𝑇λ
𝜕𝑞

= 0, (2.42)

где 𝑇λ — изменённая кинетическая энергия, которая может быть определена
следующим образом:

𝑇λ = 𝑇 (𝑞,𝑡) + ψT(𝑞)λ(𝑡),

где λ— вектор неопределённых множителей.
По аналогии введём изменённый квадратичный функционал ошибки 𝐽λ:

𝐽λ = 𝐽 + ψT(ϑ̂)λ,

и построим уравнения идентификатора параметров с ограничением ψ(ϑ̂) = 0:

d

d𝑡

𝜕𝐽λ

𝜕ϑ̂
= 0. (2.43)

Модифицированный функционал 𝐽λ является ничем иным, как функцией
Лагранжа в задаче на условный экстремум 𝐽 с ограничением ψ(ϑ̂) = 0. Как
было показано ранее, из формулы (2.44) также можно вывести уравнения оп-
тимального по методу наименьших идентификатора в форме (2.28)–(2.30).
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Также в работе [73] предлагается комбинированный способ реализации
сервосвязи как за счёт действия дополнительных обобщённых сил, так и за счёт
изменения инерционных свойств механической системы. При такой реализации
связи ψ(𝑞) = 0 движение системы описывается уравнением

d

d𝑡

𝜕𝑇λ
𝜕𝑞

=
𝜕ψT

𝜕𝑞
Λ,

которому соответствует уравнение идентификатора параметров в форме

d

d𝑡

𝜕𝐽λ

𝜕ϑ̂
=

𝜕ψT

𝜕ϑ̂
Λ. (2.44)

При Λ = 𝐴λλ последнее соотношение полностью совпадает с услови-
ем (2.33), являющимся отправной точкой для построения алгоритма иденти-
фикации параметров (2.28), (2.32), (2.30) по методу наименьших квадратов с
регуляризацией вычмсления множителей связей.

2.4 Идентификация параметров по модифицированному
рекуррентному методу наименьших квадратов

2.4.1 Идентификация в непрерывном времени

Введём вспомогательную величину

ϑ̂(𝑡,τ) = ϑ̂(τ) + 𝐶
(︀
ϑ̂(τ)

)︀
· (π̂(𝑡) − π̂(τ)), (2.45)

представляющую собой вектор текущих оценок параметров объекта (1.1), по-
лученный при условии, что уравнение связи (1.4) было линеаризовано в момент
времени τ. Отметим следующие свойства вектора ϑ̂(𝑡,τ):

𝜕ϑ̂(𝑡,τ)

𝜕𝑡
= 𝐶

(︀
ϑ̂(τ)

)︀
˙̂π(𝑡), ϑ̂(𝑡,𝑡) = ϑ̂(𝑡). (2.46)
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Выведем уравнения идентификатора параметров объекта (1.1) со связями
(1.4) из условия минимума модифицированного квадратичного функционала:

𝐽π
[︀
ϑ̂(𝑡,τ)

]︀
=

=
1

2

𝑡∫
0

⃦⃦⃦
𝑦(τ) −𝑁T(τ)ϑ̂(𝑡,τ)

⃦⃦⃦2
2

dτ +
1

2

(︀
π̂(𝑡) − π0

)︀T
𝑀π0

(︀
π̂(𝑡) − π0

)︀
,

(2.47)

где 𝑀π0 = 𝑀T
π0 > 0 — постоянная матрица, а π0 — постоянный вектор. Здесь

экстремум функционала 𝐽
[︀
ϑ̂(𝑡,τ)

]︀
ищется по вектору π̂(𝑡).

Неинтегральное слагаемое в функционале (2.47) можно задать в следую-
щей форме:

1

2

(︀
ϑ̂(𝑡,0) − ϑ0

)︀T
𝑀0

(︀
ϑ̂(𝑡,0) − ϑ0

)︀
, 𝑀0 = 𝑀T

0 > 0.

При ϑ̂(0) = ϑ0, π̂(0) = π0 и 𝑀π0 = 𝐶T(ϑ0)𝑀0𝐶(ϑ0) предложенное неинтеграль-
ное слагаемое совпадёт с используемым в соотношении (2.47) :

(︀
ϑ̂(𝑡,0) − ϑ0

)︀T
𝑀0

(︀
ϑ̂(𝑡,0) − ϑ0

)︀
=
(︀
π̂(𝑡) − π0

)︀T
𝑀π0

(︀
π̂(𝑡) − π0

)︀
.

Запишем условие минимума функционала (2.47):

𝜕𝐽π
[︀
ϑ̂(𝑡,τ)

]︀
𝜕π̂(𝑡)

=

= 𝑀π0

(︀
π̂(𝑡) − π0

)︀
−

𝑡∫
0

𝐶T
(︀
ϑ̂(τ)

)︀
𝑁(τ)

(︁
𝑦(τ) −𝑁T(τ)ϑ̂(𝑡,τ)

)︁
dτ = 0.

(2.48)

Дифференцируя соотношение (2.48) по времени 𝑡, получаем уравнение:

𝑀π0
˙̂π(𝑡) + 𝐶T

(︀
ϑ̂(𝑡)

)︀
𝑁(𝑡)

(︁
𝑦(𝑡) −𝑁T(𝑡)ϑ̂(𝑡,𝑡)

)︁
+

+

𝑡∫
0

𝐶T
(︀
ϑ̂(τ)

)︀
𝑁(τ)𝑁T(τ)

𝜕ϑ̂(𝑡,τ)

𝜕𝑡
dτ = 0,
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которое в соответствии с (2.46), приобретает вид:

(︂
𝑀π0 +

𝑡∫
0

𝐶T
(︀
ϑ̂(τ)

)︀
𝑁(τ)𝑁T(τ)𝐶

(︀
ϑ̂(τ)

)︀
dτ

)︂
· ˙̂π = 𝐶T(ϑ̂)𝑁𝑒. (2.49)

Обозначим матрицу коэффициентов при ˙̂π в последнем выражении как

𝑃−1
π (𝑡)

(𝑠−𝑟)×(𝑠−𝑟)

= 𝑀π0 +

𝑡∫
0

𝐶T
(︀
ϑ̂(τ)

)︀
𝑁(τ)𝑁T(τ)𝐶

(︀
ϑ̂(τ)

)︀
dτ, (2.50)

тогда уравнения (2.49) примут вид оптимального по модифицированному ме-
тоду наименьших квадратов идентификатора в псевдоскоростях:

˙̂π = 𝑃π𝐶
T(ϑ̂)𝑁𝑒. (2.51)

Соотношения (2.51), в соответствии с (1.5), приводят к уравнениям иден-
тификатора в исходных переменных:

˙̂
ϑ = 𝐶(ϑ̂)𝑃π𝐶

T(ϑ̂)𝑁𝑒.

Матрица 𝑃π может быть найдена как решение дифференциального урав-
нения:

𝑃π = −𝑃π𝐶
T(ϑ̂)𝑁𝑁T𝐶(ϑ̂)𝑃π.

Последнее уравнение можно получить, используя свойства обратной матрицы
и определение (2.50):

𝑃π = −𝑃π ·
d𝑃−1

π

d𝑡
· 𝑃π = −𝑃π · 𝐶T(ϑ̂)𝑁𝑁T𝐶(ϑ̂) · 𝑃π.

Таким образом, уравнения оптимального идентификатора по модифици-
рованному методу наименьших квадратов имеют вид:

˙̂
ϑ = 𝐶(ϑ̂)𝑃π𝐶

T(ϑ̂)𝑁𝑒, ϑ̂(0) = ϑ0, (2.52)

𝑃π = −𝑃π𝐶
T(ϑ̂)𝑁𝑁T𝐶(ϑ̂)𝑃π, 𝑃π(0) = 𝑀−1

π0 . (2.53)
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Уравнения (2.52)–(2.53) получены из необходимого условия экстремума.
Достаточное условие минимума модифицированного функционала 𝐽π имеет вид

δ2𝐽π = δπ̂T𝑃−1
π δπ̂ > 0, ∀δπ̂ ̸= 0. (2.54)

Из определяющего соотношения (2.50) для матрицы 𝑃−1
π и положительной опре-

делённости 𝑃−1
π (0) = 𝑀π0 следует, что достаточное условие минимума (2.54)

выполняется в любой момент времени 𝑡 > 0.
Отметим, что размерность уравнений оптимального идентификатора по

модифицированному методу наименьших квадратов (2.52)–(2.53) меньше, чем
у идентификатора (2.9)–(2.10). Это достигается из-за того, что дифференци-
альное уравнение (2.10) для матрицы 𝑀 эквивалентно (𝑠2 + 𝑠)/2 скалярным
уравнениям, а матричное уравнение (2.53) — ((𝑠 − 𝑟)2 + 𝑠 − 𝑟)/2 скалярным
уравнениям.

Указанное снижение размерности оптимального алгоритма идентифика-
ции достигнуто благодаря внесению матрицы 𝐶(ϑ̂) под знак интеграла в соот-
ношении (2.50). По этой же причине ошибки оценок параметров могут суще-
ственно повлиять на матрицу усиления 𝑃π, что может негативно сказаться на
точности вырабатываемых оценок.

Замечание. В случае интегрируемых параметрических псевдоскоростей
оптимальный по модифицированному методу наименьших квадратов алгоритм
идентификации в форме (2.51), (2.53) является алгоритмом класса расширен-
ного фильтра Калмана в непрерывном времени (см. [31, стр. 401]).

2.4.2 Идентификация в дискретном времени

Особенностью модифицированного метода наименьших квадратов явля-
ется то, что в случае интегрируемых псевдоскоростей при

ϑ̂ = Θ(π̂)

его можно достаточно просто применить и в случае дискретного времени.
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Будем обозначать значения величин в дискретные моменты времени 𝑡𝑘,
𝑘 = 0,1,2..., следующим образом:

𝑦[𝑘] ≡ 𝑦(𝑡𝑘), 𝑁[𝑘] ≡ 𝑁(𝑡𝑘).

Вектор оценок параметров, вычисленных после обработки вектора изме-
рений 𝑦[𝑘], обозначим как ϑ̂[𝑘].

Введём вспомогательную величину:

ϑ̂[𝑘,𝑗] ≡ ϑ̂[𝑗] + 𝐶[𝑗](π̂[𝑘] − π̂[𝑗]),

где для краткости используется обозначение 𝐶[𝑗] = 𝐶(ϑ̂[𝑗]).
Отметим, что по определению

ϑ̂[𝑘,𝑘] = ϑ̂[𝑘],

а приращение вспомогательного вектора ϑ̂[𝑘,𝑗] при фиксированном 𝑗 равно:

ϑ̂[𝑘,𝑗] − ϑ̂[𝑘−1,𝑗] = 𝐶[𝑗](π̂[𝑘] − π̂[𝑘−1]). (2.55)

Перечисленные свойства напрямую следуют из определения вектора ϑ̂[𝑘,𝑗].
Оценку π̂[𝑘] найдём из условия минимума следующего функционала:

𝐽𝐷
π

[︀
π̂[𝑘]
]︀

=
1

2

𝑘∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]ϑ̂[𝑘,𝑗−1]

⃦⃦⃦2
2

+
1

2

(︀
π̂[𝑘] − π0

)︀T
𝑀π0

(︀
π̂[𝑘] − π0

)︀
.

Запишем условие минимума функционала 𝐽𝐷
π :

𝜕𝐽𝐷
π

[︀
π̂[𝑘]
]︀

𝜕π̂[𝑘]
= 𝑀π0

(︀
π̂[𝑘] − π0

)︀
−

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]

(︁
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]ϑ̂[𝑘,𝑗−1]

)︁
= 0. (2.56)
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Преобразуем выражение, стоящее под знаком суммы в полученном соот-
ношении, в соответствии со свойством (2.55):

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]

(︁
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]ϑ̂[𝑘,𝑗−1]

)︁
=

= 𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]

(︂
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]

[︂
ϑ̂[𝑘−1,𝑗−1] + 𝐶[𝑗−1]

(︀
π̂[𝑘] − π̂[𝑘−1]

)︀]︂)︂
.

Таким образом, после раскрытия скобок и перегруппировки слагаемых, имеем:

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]

(︁
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]ϑ̂[𝑘,𝑗−1]

)︁
=

=
𝑘∑︁

𝑗=1

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]

(︁
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]ϑ̂[𝑘−1,𝑗−1]

)︁
−

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]𝑁

T
[𝑗]𝐶[𝑗−1]

(︀
π̂[𝑘] − π̂[𝑘−1]

)︀
.

Введём обозначение:

𝑃−1
π[𝑘] = 𝑀π0 +

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]𝑁

T
[𝑗]𝐶[𝑗−1], (2.57)

и продолжим прерванную цепочку равенств:

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]

(︁
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]ϑ̂[𝑘,𝑗−1]

)︁
=

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]

(︁
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]ϑ̂[𝑘−1,𝑗−1]

)︁
−

− (𝑃−1
π[𝑘] −𝑀π0)

(︀
π̂[𝑘] − π̂[𝑘−1]

)︀
= 𝐶T

[𝑘−1]𝑁[𝑘]

(︁
𝑦[𝑘] −𝑁T

[𝑘]ϑ̂[𝑘−1,𝑘−1]

)︁
−

− (𝑃−1
π[𝑘] −𝑀π0)

(︀
π̂[𝑘] − π̂[𝑘−1]

)︀
+

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]

(︁
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]ϑ̂[𝑘−1,𝑗−1]

)︁
.

Выразим в последнем соотношении подчёркнутую сумму через оценку
π̂[𝑘−1]. Для этого рассмотрим условие минимума функционала 𝐽𝐷

π в момент
времени 𝑡𝑘−1:

𝜕𝐽𝐷
π

[︀
π̂[𝑘−1]

]︀
𝜕π̂[𝑘−1]

= 𝑀π0

(︀
π̂[𝑘−1] − π0

)︀
−

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]

(︁
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]ϑ̂[𝑘−1,𝑗−1]

)︁
= 0.
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Таким образом,

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐶T
[𝑗−1]𝑁[𝑗]

(︁
𝑦[𝑗] −𝑁T

[𝑗]ϑ̂[𝑘,𝑗−1]

)︁
= 𝐶T

[𝑘−1]𝑁[𝑘]

(︁
𝑦[𝑘] −𝑁T

[𝑘]ϑ̂[𝑘−1]

)︁
−

− (𝑃−1
π[𝑘] −𝑀π0)

(︀
π̂[𝑘] − π̂[𝑘−1]

)︀
+ 𝑀π0

(︀
π̂[𝑘−1] − π0

)︀
=

= 𝐶T
[𝑘−1]𝑁[𝑘]

(︁
𝑦[𝑘] −𝑁T

[𝑘]ϑ̂[𝑘−1]

)︁
− 𝑃−1

π[𝑘]

(︀
π̂[𝑘] − π̂[𝑘−1]

)︀
+ 𝑀π0

(︀
π̂[𝑘] − π0

)︀ (2.58)

Подставим полученный результат в условие экстремума (2.58) и приведём
подобные слагаемые:

𝑃−1
π[𝑘]

(︀
π̂[𝑘] − π̂[𝑘−1]

)︀
− 𝐶T

[𝑘−1]𝑁[𝑘]

(︁
𝑦[𝑘] −𝑁T

[𝑘]ϑ̂[𝑘−1]

)︁
= 0.

Отсюда получаем рекуррентное уравнение для оценки π̂:

π̂[𝑘] = π̂[𝑘−1] + 𝑃π[𝑘]𝐶
T
[𝑘−1]𝑁[𝑘]

(︁
𝑦[𝑘] −𝑁T

[𝑘]ϑ̂[𝑘−1]

)︁
.

Построим рекуррентное уравнение для вычисления матрицы 𝑃π. Имеем
по определению:

𝑃−1
π[𝑘] = 𝑃−1

π[𝑘−1] + 𝐶T
[𝑘−1]𝑁[𝑘]𝑁

T
[𝑘]𝐶[𝑘−1], (2.59)

откуда

𝑃π[𝑘] =
[︀
𝐸 − 𝑃π[𝑘−1]𝐶

T
[𝑘−1]𝑁[𝑘]

(︀
𝑁T

[𝑘]𝐶[𝑘−1]𝑃π[𝑘−1]𝐶
T
[𝑘−1]𝑁[𝑘] + 𝐸

)︀−1
𝑁T

[𝑘]𝐶[𝑘−1]

]︀
𝑃π[𝑘−1].

Сведём вместе уравнения рекуррентного алгоритма идентификации по
модифицированному методу наименьших квадратов:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

π̂[𝑘] = π̂[𝑘−1] + 𝑃π[𝑘]𝑁𝐶[𝑘]𝑒[𝑘],

𝑃π[𝑘] =
[︀
𝐸 − 𝑃π[𝑘−1]𝑁𝐶[𝑘]

(︀
𝑁T

𝐶[𝑘]𝑃π[𝑘−1]𝑁𝐶[𝑘] + 𝐸
)︀−1

𝑁T
𝐶[𝑘]

]︀
𝑃π[𝑘−1]

𝑒[𝑘] = 𝑦[𝑘] −𝑁T
[𝑘]ϑ̂[𝑘−1], 𝑁𝐶[𝑘] = 𝐶T

[𝑘−1]𝑁[𝑘],

π̂[0] = π0, 𝑃π[0] = 𝑀−1
π0 .

(2.60)

Полученная система уравнений замкнута, если псевдоскорость ˙̂π интегрируема:

ϑ̂[𝑘] = Θ(π̂[𝑘]). (2.61)
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В противном случае соотношения (2.60) дополняются конечно разностной ап-
проксимацией дифференциального уравнения ˙̂

ϑ = 𝐶(ϑ̂) ˙̂π.
Достаточное условие оптимальности оценок, вырабатываемых алгорит-

мом (2.60) имеет вид
𝜕2𝐽𝐷

π

[︀
π̂[𝑘]
]︀

𝜕π̂2[𝑘]
= 𝑃−1

π[𝑘] > 0.

В силу определяющего соотношения (2.57) для матрицы 𝑃−1
π[𝑘] положительной

определённости 𝑃−1
π[0] = 𝑀π0 > 0, это условие выполняется на каждой итерации

расчёта оценок.
Замечание 1. Положив в соотношениях (2.60) ϑ̂ = π̂ и, следователь-

но, 𝐶 = 𝐸, получаем известные уравнения рекуррентного метода наименьших
квадратов без учёта параметрических связей [27;32]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ϑ̂[𝑘] = ϑ̂[𝑘−1] + 𝑃[𝑘]𝑁[𝑘]𝑒[𝑘],

𝑃[𝑘] =
[︀
𝐸 − 𝑃[𝑘−1]𝑁[𝑘]

(︀
𝑁T

[𝑘]𝑃[𝑘−1]𝑁[𝑘] + 𝐸
)︀−1

𝑁T
[𝑘]

]︀
𝑃[𝑘−1],

𝑒[𝑘] = 𝑦[𝑘] −𝑁T
[𝑘]ϑ̂[𝑘−1].

(2.62)

Замечание 2. Алгоритм идентификации (2.60)–(2.61) является алгорит-
мом класса расширенного фильтра Калмана в дискретном времени (см. [31, стр.
407], а также [30, стр. 391], где употребляется термин «обобщённый фильтр
Калмана»).

2.5 О сходимости оптимальных алгоритмов идентификации

Исследуем сходимость полученных алгоритмов идентификации парамет-
ров при малых отклонениях от истинных значений параметров модели 1.1, со-
ставляющих вектор ϑ. Линеаризовав уравнение связи ψ(ϑ) = 0 в окрестности
точки ϑ̂ = ϑ, получаем, что

˙̂
ϑ = 𝐶* ˙̂π, 𝐶* = 𝐶(ϑ).

Так как в линейном приближении матрица 𝐶 = 𝐶* = const, то уравнения
оптимального идентификатора в формах (2.17)–(2.19) и (2.28)–(2.30), уравнения
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субоптимального алгоритма (2.9)–(2.10), а также уравнения алгоритма иденти-
фикации по модифицированному метолу наименьших квадратов (2.52)–(2.53)
совпадут. Вектор ϑ̃ = ϑ− ϑ̂ ошибок оценок параметров для всех перечисленных
алгоритмов примет вид

˙̃π = −
[︀
𝐶T

* 𝑀𝐶*
]︀−1

𝐶T
* 𝑁𝑁T𝐶*π̃, 𝑀̇ = 𝑁𝑁T, ϑ̃ = 𝐶*π̃. (2.63)

Таким образом, точность указанных алгоритмов в линейном приближении оди-
накова.

Соотношение (2.63) полностью совпадает с равнением ошибки (1.38), полу-
ченным в параграфе 1.4 при исследовании сходимости алгоритма наименьших
квадратов с проекцией. Таким образом, достаточное условие сходимости оши-
бок оценок параметров по первому приближению для перечисленных выше ал-
горитмов идентификации состоит в бесконечном увеличении всех собственных
значений матрицы 𝐶T

* 𝑀(𝑡)𝐶* при 𝑡 → ∞ (см. параграф 1.4). Воспользовавшись
определяющим выражением (2.7) для матрицы 𝑀 , запишем указанное условие
сходимости как

min eig
𝑡∫
0

𝐶T
* 𝑁(τ)𝑁T(τ)𝐶* dτ→ ∞, 𝑡 → ∞, (2.64)

где eig обозначает спектр собственных значений матрицы.
Перейдём теперь к исследованию сходимости по первому приближению

оценок, вырабатываемых модифицированным алгоритмом наименьших квад-
ратов в дискретном времени (2.60). В соответствии со введёнными выше пред-
положениями имеем:

ϑ̃[𝑘] = 𝐶*π̃[𝑘], 𝑒[𝑘] = 𝑦[𝑘] −𝑁T
[𝑘]ϑ̂[𝑘−1] = 𝑁T

[𝑘]ϑ̃[𝑘−1] = 𝑁T
[𝑘]𝐶*π̃[𝑘−1].

В соответствии с этими соотношениями и рекуррентным уравнением для
π̂[𝑘] алгоритма (2.60), уравнение ошибок оценок независимых параметров π̃[𝑘]
имеет вид:

π̃[𝑘] = π̃[𝑘−1] − 𝑃π[𝑘]𝐶
T
* 𝑁[𝑘]𝑁

T
[𝑘]𝐶*π̃[𝑘−1],

𝑃−1
π[𝑘]π̃[𝑘] =

(︁
𝑃−1
π[𝑘] − 𝐶T

* 𝑁[𝑘]𝑁
T
[𝑘]𝐶*

)︁
π̃[𝑘−1],
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что в соответствии с рекуррентным уравнением (2.59) для обратной матрицы
усиления 𝑃−1

π[𝑘], приобретает вид

𝑃−1
π[𝑘]π̃[𝑘] = 𝑃−1

π[𝑘−1]π̃[𝑘−1].

Таким образом, вектор ошибок оценок независимых параметров имеет вид

π̃[𝑘] = 𝑃π[𝑘]𝑃
−1
π[0]π̃[0].

Для затухания всех компонент такого вектора π̃[𝑘] достаточно, чтобы все соб-
ственные значения матрицы 𝑃−1

π[𝑘] стремились к бесконечности при неограничен-
ном увеличении количества итераций 𝑘. Обратившись к формуле (2.57), пере-
пишем это условие в следующей форме:

min eig
𝑘∑︁

𝑗=1

𝐶T
* 𝑁[𝑗]𝑁

T
[𝑗]𝐶* → ∞, 𝑘 → ∞. (2.65)

Использование полученных достаточных условий сходимости оце-
нок (2.64) и (2.65) осложняется тем, что матрица 𝐶* = 𝐶(ϑ) неизвестна. Таким
образом, проверку условий (2.64) и (2.65) необходимо проводить, найдя 𝐶* от-
дельно для каждого из допустимых наборов значений искомых параметров.
Аналогично следует поступить и проверяя достаточные условия сходимости
градиентного идентификатора с проекцией (1.21), полученным в подпарагра-
фе 1.2.3.

2.6 Взаимосвязь задач нелинейного оценивания и идентификации
параметров со связями

Рассмотрим задачу идентификации параметров нелинейной параметриче-
ской модели вида

𝑦 = 𝑁TΘ($), (2.66)
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где 𝑦 — 𝑙-мерный выходной вектор параметрической модели; 𝑁 — сигнальная
матрица; Θ — 𝑠-мерная гладкая вектор-функция от (𝑠−𝑟)-мерного вектора неиз-
вестных постоянных параметров $.

Рассмотрим некоторые алгоритмы идентификации параметров моде-
ли (2.66). Построим вектор оценок параметров ̂︀$ их условия минимума инте-
гральной квадратичной ошибки (2.1), выражение которой в рассматриваемой
задаче имеет вид

𝐽 =
1

2

𝑡∫
0

⃦⃦⃦
𝑦(τ) −𝑁T(τ)Θ

(︀ ̂︀$(𝑡)
)︀⃦⃦⃦2

2
dτ +

1

2

⃦⃦⃦
Θ
(︀ ̂︀$(𝑡)

)︀
− Θ

(︀
$0

)︀⃦⃦⃦2
𝑀0

,

где $0 — постоянный вектор, играющий роль начального условия ̂︀$(0) = $0

для алгоритма идентификации; 𝑀0 = 𝑀T
0 > 0 — постоянная матрица. Здесь

‖...‖2𝑀0
= (...)T𝑀0(...) — квадрат взвешенной евклидова нормы.

Дифференцирование по времени необходимого условия экстремума функ-
ционала 𝜕𝐽/𝜕 ̂︀$ = 0 при водит к уравнениям оптимального идентификатора
параметров, в точности совпадающими с (2.16), (2.18) и (2.19) при

π̂ = ̂︀$, ϑ̂ = Θ(̂︀$), 𝐶 =
𝜕Θ

𝜕 ̂︀$T
.

Считая, что зависимость Θ($) есть результат наложения 𝑟 независимых
связей на на линейную параметрическую модель

𝑦 = 𝑁TΘ

с независимыми элементами вектора Θ, уравнения оптимального идентифика-
тора параметров нелинейной модели (2.66) можно записать в терминах (𝑠− 𝑟)-
мерного вектора ̂︀$ и 𝑟-мерного вектора множителей связей (см. (2.25), (2.29)
и (2.30)). Это приводит к снижению размерности оптимального алгоритма иден-
тификации.

Также отметим, что представление нелинейной параметрической моде-
ли (2.66) как линейной с неявными связями позволяет построить нахожде-
ния вектора оценок ̂︀$ класс идентификаторов с проекцией (см. параграф 1.3).
Оценки параметров, вырабатываемые такими алгоритмами такого класса ин-
вариантны с точки зрения величин элементов вектора Θ относительно взаимно
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однозначной замены компонент $. Совершение последней, таким образом, не
сказывается на свойствах сходимости или расходимости оценок.

Итак, рассмотрение зависимости Θ($) в параметрической модели (2.66)
как результата наложения параметрических связей позволяет получить новые
классы алгоритмов нелинейного оценивания.

Выводы по главе 2

В настоящей главе приведено решение задачи построения алгоритма иден-
тификации параметров, оптимальном по методу наименьших квадратов, при
наличии параметрических связей. Приводятся несколько способов решения та-
кой задачи, а также некоторые субоптимальные алгоритмы идентификации.
Установлено, что размерность оптимального алгоритма идентификации, пред-
ставленного в псевдоскоростях и в множителях связей, не зависит от их коли-
чества связей и совпадает с размерностью вектора коэффициентов линейной
параметрической модели. Проведена аналогия между задачами оптимальной
идентификации со связями и задачами динамики механических систем с серво-
связями. Разработан модифицированные метод наименьших квадратов, позво-
ляющий значительно уменьшить размерность оптимального алгоритма иденти-
фикации. Проведено исследование сходимости построенных алгоритмов в ли-
нейном приближении.

Материалы главы опубликованы в работах [14;15].
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3 Идентификация параметров математической модели и
установившихся колебаний кольцевого резонатора волнового

твердотельного гироскопа

Волновые твердотельные гироскопы (ВТГ) являются одними из перспек-
тивных и востребованных приборов в навигационных системах среднего и низ-
кого классов точности [76]. Принцип работы ВТГ основан на инерции упругих
стоячих волн колебаний вращающихся осесимметричных оболочек [77;78].

Говоря о развитии теории ВТГ, нельзя не упомянуть результаты, полу-
ченные В. Ф. Журавлёвым и Д. М. Климовым. Среди них первое теоретическое
описание явления инертных упругих волн во вращающемся упругом кольце [79],
влияние медленно меняющейся угловой скорости основания и малых возмуще-
ний на поведение стоячих волн [77;78].

Отдельно отметим работу В. Ф. Журавлёва [80], в которой показано, что
все принципиальные вопросы теории вибрационных и волновых твердотельных
гироскопов могут быть исследованы в рамках класса уравнений, описывающих
динамику классического маятника Фуко.

В работах [81–86] для исследования динамики чувствительных элемен-
тов гироскопов обобщённого маятника Фуко с малыми возмущающими силами
и технологическими погрешностями изготовления применяется метод осредне-
ния Крылова–Боголюбова–Митропольского. Такой подход позволяет получить
уравнения для переменных, описывающих медленную эволюцию колебаний ре-
зонатора под влиянием перечисленных факторов.

С целью повышения соотношения полезного сигнала и шума в первичной
измерительной информации гироскопа в некоторых случаях производится уве-
личение амплитуды управляющих воздействий, возбуждающих колебания ре-
зонатора [85]. Это приводит к возрастанию влияния нелинейных эффектов на
динамику чувствительного элемента ВТГ и, как следствие, «срыву» колебаний,
нерегулярному и хаотическому движению чувствительного элемента [87–89].
Перечисленные явления существенно снижают точность прибора.

Подробное исследование влияния нелинейных упругих и электростатиче-
ских сил на динамику гироскопов класса обобщённого маятника Фуко проведе-
но в монографии И. В. Меркурьева и В. В. Подалкова [81], статьях [83;85;86].
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Одним из способов парировать негативное влияние на точность гироско-
пов различного рода нелинейностей, вязкоупругой анизотропии материала ре-
зонатора, технологических погрешностей его изготовления является алгорит-
мическая компенсация перечисленных эффектов путём специального форми-
рования управляющих воздействий. Синтез такого управления требует знания
уравнений движения резонатора и значений коэффициентов в этих уравнениях.

В работах [82;84;90] предлагаются алгоритмы идентификации параметров
волновых твердотельных гироскопов. Для построения параметрических моде-
лей используются уравнения динамики резонаторов в переменных, описыва-
ющих медленную эволюцию колебаний. В статье [82] рассматривается модель
колебаний чувствительного элемента под действием линейных сил общего вида,
а в [84; 90] к ним добавляются нелинейные консервативные силы специального
вида. Исходными данными для построения оценок параметров служат величи-
ны, описывающие стационарные режимы колебаний для различных значений
частот задающего воздействия. Идентификация параметров проводится мето-
дом наименьших квадратов.

Из иностранных работ, посвящённых идентификации параметров мате-
матических моделей колебаний чувствительных элементов гироскопов, можно
привести [91–93]. Общей их чертой является использование упрощённой физи-
ческой модели прибора — точки в линейном двухосном пружинном подвесе на
вращающемся основании — для решения задачи параметрической идентифика-
ции. Однако, методы её решения разнообразны.

В работе [91] алгоритм рекуррентного оценивания параметров линейной
модели колебаний микрогироскопа, использующий метод инструментальных
переменных (см. [27, стр. 174]). В качестве исходных данных берутся экспе-
риментальные частотные характеристики прибора.

В статье [93] предлагается адаптивный алгоритм параметрической иден-
тификации с настраиваемой моделью явного вида (см. [22, стр. 332]) для ли-
нейной модели микрогироскопа. Синтез алгоритма проведён методом функций
Ляпунова.

Для получения оценок параметров гироскопа в работе [92] задача иден-
тификации сводится к обобщённой задаче на собственные значения (generalized
eigenvalue problem) и решается методами теории линейных матричных нера-
венств.
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Рассмотренные выше публикации демонстрируют, что достаточно часто
исходной информацией в задаче определения параметров гироскопов использу-
ются величины, описывающие установившиеся движения чувствительных эле-
ментов. Таким образом, задача определения этих величин по измерениям ко-
лебаний также представляет интерес с точки зрения разработки алгоритмов
идентификации.

Алгоритмы адаптивной идентификации параметров мультисинусоидаль-
ных сигналов — частоты, амплитуд и фаз гармоник — изложены в работе [94].
Оценивание частот ω𝑗 гармонических составляющих сигнала в [94] производит-
ся из соображений, что величины всех ω𝑗 являются независимыми.

В статье [95] задача идентификации частоты синусоидального сигнала
сводится к задаче построения наблюдателя вектора состояния для нелиненй-
ной системы.

Настоящая глава посвящена решению задачи идентификации параметров
нелинейной математической модели динамики упругого резонатора гироско-
па класса обобщённого маятника Фуко с кубическими консервативными си-
лами общего вида. В качестве исходной информации используются результа-
ты наблюдения установившихся вынужденных нелинейных колебаний. Решены
вспомогательные задачи идентификации параметров таких колебаний, аппрок-
симируемых двумя гармониками ряда Фурье. Установлено, что в перечислен-
ных задачах присутствуют параметрические связи, которые были учтены при
нахождении оценок.

3.1 Описание исследуемой системы

3.1.1 Физическая модель системы

Исследуемая система представляет собой резонатор волнового твердотель-
ного гироскопа, выполненный в форме тонкого упругого кольца 1, связанного
торсионнами 2 с основанием 3 (см. рисунок 3.1а). На кромку кольца нанесены
восемь проводящих участков 𝑂𝑖𝑂

′
𝑖, 𝑖 = 1,8 равной длины, не связанные друг
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с другом гальванически (см. рисунок 3.1б). Резонатор размещён в постоянном
магнитном поле 𝐵, считающимся однородным. Силы, действующие со стороны
этого поля на участки 𝑂𝑖𝑂

′
𝑖 с током, возбуждают колебания системы.

Исследуемый гироскоп находится на неподвижном основании, колебания
резонатора возбуждаются по второй основной форме. В таком одномодовом
приближении радиальное перемещение упругого элемента кольца ∆𝑅 опреде-
ляется соотношением:

∆𝑅(ϕ,𝑡) = 𝑥1(𝑡) cos 2ϕ+ 𝑥2(𝑡) sin 2ϕ,

где ϕ— полярная угловая координата упругого элемента, 𝑥1 и 𝑥2 — функция
времени, описывающая первичные и вторичные колебания резонатора по вто-
рой основной форме. Нормальные формы первичных и вторичных колебаний
(стоячие волны)

∆
(1)
𝑅 (ϕ,𝑡) = 𝑥1(𝑡) cos 2ϕ, ∆

(2)
𝑅 (ϕ,𝑡) = 𝑥2(𝑡) sin 2ϕ

повёрнуты друг относительно друга на угол 45∘ (см. рисунок 3.1в).
Поясним физический принцип возбуждения и наблюдения колебаний в

рассматриваемой системе. На проводящий участок 𝑂1𝑂
′
1 подаётся синусоидаль-

ное напряжение 𝑈 с частотой ω, близкой к резонансной частоте ω* второй фор-
мы колебаний кольца:

𝑈 = 𝑈max sinω𝑡,

где 𝑈max— амплитуда напряжения.
Колебания резонатора возникают из-за действия на проводник 𝑂1𝑂

′
1 си-

лы со стороны магнитного поля, распределённой по участку 𝑂1𝑂
′
1 с интенсив-

ностью 𝑎эм(ϕ) (см. рисунок 3.1б). В каждом проводященм участке на кромке
колеблющегося кольца наводятся электродвижущие силы (ЭДС) электромаг-
нитной индукции. Измерив такую ЭДС ℰ (1) на диаметрально противоположном
участке 𝑂5𝑂

′
5, можно получить информацию о скорости 𝑥̇1 первичных колеба-

ний по второй основной форме кольца, а измерив ЭДС ℰ (2) на соседнем участке
𝑂6𝑂

′
6 — о скорости вторичных колебаний 𝑥̇2.
Отметим, что из-за возникновения в проводнике 𝑂1𝑂

′
1 ЭДС индукции, на-

пряжение 𝑈 и ток на этом участке будут отличаться по фазе в установившемся
режиме. Следовательно, результирующая сила, действующая на 𝑂1𝑂

′
1 со сторо-
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а) Схема резонатора в упругом
подвесе

б) Возбуждение колебаний резонатора

в) Нормальные формы колебаний кольцевого резонатора ∆
(1)
𝑅 и ∆

(2)
𝑅

Рисунок 3.1 — Кольцевой резонатор волнового твердотельного гироскопа

ны магнитного поля, будет изменяться, приблизительно, как взвешенная сумма
cosω𝑡 и sinω𝑡 при чисто синусоидальном характере напряжения 𝑈 .

Описанная процедура использовалась для возбуждения первичных ко-
лебаний резонатора ∆

(1)
𝑅 . Вторичные колебания ∆

(2)
𝑅 возникают из-за вязко-

упругой анизотропии материала резонатора, гироскопического характера сил,
действующих на движущиеся заряженные частицы со стороны магнитного по-
ля, нелинейной упругости материала резонатора и прочих факторов.
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3.1.2 Математическая модель нелинейных колебаний резонатора в
одномодовом приближении

Рассмотрим математическую модель колебаний кольцевого резонатора
волнового твердотельного гироскопа в одномодовом приближении. Эволюция
переменных 𝑥1 и 𝑥2, описывающих колебания резонатора по второй основной
форме, определяется системой уравнений класса обобщённого маятника Фуко
с малыми возмущениями:

𝑥̈
2×1

+ ω* ·𝐻ζ
2×2

· 𝑥̇
2×1

+ ω2
* ·
(︀
𝐸
2×2

+ 𝐻�

2×2

)︀
· 𝑥
2×1

− 𝑓(𝑥)
2×1

= 𝑢
2×1

, (3.1)

где 𝑥— столбец обобщённых координат; 𝑢— столбец управляющих воздействий;
ω* = 11523,33 Гц — номинальная резонансная частота; 𝐻ζ — безразмерная мат-
рица малых скоростных линейных сил; 𝐻� — безразмерная матрица малых воз-
мущающих позиционных сил; 𝑓 — столбец нелинейных позиционных сил:

𝑥 =

(︃
𝑥1

𝑥2

)︃
, 𝐻ζ =

(︃
ζ1 + ζ2𝑐 ζ2𝑠 + ζ3

ζ2𝑠 − ζ3 ζ1 − ζ2𝑐

)︃
, 𝐻� =

(︃
�1 + �2𝑐 �2𝑠 + �3

�2𝑠 − �3 �1 − �2𝑐

)︃
.

Кроме номинальной резонансной частоты ω* все коэффициенты в урав-
нении (3.1) неизвестны и подлежат определению. Параметры модели (3.1) счи-
таются постоянными.

Рассмотрим режим установившихся колебаний резонатора под действием
синусоидального воздействия с частотой ω:

𝑢 = ω2
* · (𝑢𝑞 cosω𝑡 + 𝑢𝑝 sinω𝑡), (3.2)

где 𝑢𝑞 = (𝑢𝑞1 𝑢𝑞2)
T и 𝑢𝑝 = (𝑢𝑝1 𝑢𝑝2)

T — неизвестные постоянные столбцы.
Для описания установившихся колебаний резонатора будем использовать

приближение вектора 𝑥 первой гармоникой ряда Фурье:

𝑥 ≈ 𝑞 cosω𝑡 + 𝑝 sinω𝑡, (3.3)

где 𝑞 = (𝑞1 𝑞2)
T и 𝑝 = (𝑝1 𝑝2)

T — постоянные столбцы коэффициентов Фурье.
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Приблизим значения нелинейных сил в режиме установившихся колеба-
ний одной гармоникой по:

𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑞 cosω𝑡 + 𝑝 sinω𝑡) ≈ −ω2
* ·
(︀
𝑓𝑞(𝑞,𝑝) cosω𝑡 + 𝑓𝑝(𝑞,𝑝) sinω𝑡

)︀
. (3.4)

Подставив соотношения (3.2), (3.3) и (3.4) в уравнения колебаний (3.1),
после перегруппировки слагаемых получаем:

[︀
− ω2𝑞 + ω*ω𝐻ζ 𝑝 + ω2

*(𝐸 + 𝐻�)𝑞 + ω2
*𝑓𝑞(𝑞, 𝑝)

]︀
cosω𝑡+

+
[︀
− ω2𝑝− ω*ω𝐻ζ 𝑞 + ω2

*(𝐸 + 𝐻�)𝑝 + ω2
*𝑓𝑝(𝑞, 𝑝)

]︀
sinω𝑡 =

= ω2
* · (𝑢𝑞 cosω𝑡 + 𝑢𝑝 sinω𝑡).

Разделив обе части полученного уравнения на ω2
* и приравняв коэффи-

циенты при линейно независимых функциях cosω𝑡 и sinω𝑡, получаем систему
уравнений, которым удовлетворяют векторы амплитуд установившихся коси-
нусоидальных и синусоидальных колебаний 𝑞 и 𝑝:{︃

−(1 + δω)2𝑞 + (1 + δω)𝐻ζ 𝑝 + (𝐸 + 𝐻�)𝑞 + 𝑓𝑞(𝑞,𝑝) = 𝑢𝑞,

−(1 + δω)2𝑝− (1 + δω)𝐻ζ 𝑞 + (𝐸 + 𝐻�)𝑝 + 𝑓𝑝(𝑞,𝑝) = 𝑢𝑝,
(3.5)

где δω — относительная частотная расстройка:

δω =
ω

ω*
− 1.

В рассматриваемой задаче производилось экспериментальное наблюдение
вынужденных колебаний с такими частотами, что δω < 10−2. Таким образом,
уравнения (3.5) можно переписать, пренебрегая квадратом частотной расстрой-
ки δ2ω: {︃

2δω𝑞 = (1 + δω)𝐻ζ 𝑝 + 𝐻� 𝑞 + 𝑓𝑞(𝑞,𝑝) − 𝑢𝑞,

2δω𝑝 = −(1 + δω)𝐻ζ 𝑞 + 𝐻� 𝑝 + 𝑓𝑝(𝑞,𝑝) − 𝑢𝑝.
(3.6)

Систему уравнений для амплитуд установившихся колебаний резонато-
ра (3.6) будем использовать в качестве параметрической модели в задаче иден-
тификации параметров нелинейной системы (3.1).
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3.2 Идентификация параметров модели резонатора с нелинейными
консервативными силами

3.2.1 Параметрическая модель системы с кубическими силами
общего вида

Достаточно часто при исследовании колебаний резонаторов волновых
твердотельных гироскопов возникает модель нелинейных сил сферического ти-
па [81;84;85;90]. Их потенциальная энергия имеет следующий вид:

Π𝑓 = ν𝑓 ·
(︀
𝑥21 + 𝑥22

)︀2
,

где ν𝑓 — некоторый коэффициент.
Для того, чтобы учесть в модели резонатора неидеальность нелинейных

упругих свойств материала резонатора, рассмотрим более общую модель сил
потенциальной энергией Π𝑓 , являющейся однородной формой четвёртого по-
рядка:

Π𝑓 =
ω2

*
24

(︀
ν40𝑥

4
1 + 4ν31𝑥

3
1𝑥2 + 6ν22𝑥

2
1𝑥

2
2 + 4ν13𝑥1𝑥

3
2 + ν04𝑥

4
2

)︀
.

Столбец нелинейных сил, таким образом, имеет вид:

𝑓(𝑥) = −𝜕Π𝑓

𝜕𝑥
= −ω

2
*

6

(︃
ν40𝑥

3
1 + 3ν31𝑥

2
1𝑥2 + 3ν22𝑥1𝑥

2
2 + ν13𝑥

3
2

ν31𝑥
3
1 + 3ν22𝑥

2
1𝑥2 + 3ν13𝑥1𝑥

2
2 + ν04𝑥

3
2

)︃
. (3.7)

Найдём коэффициенты Фурье для первой гармоники разложения столбца
нелинейных сил 𝑓(𝑥) в режиме установившихся колебаний резонатора.

Выпишем первые гармоники ряда Фурье для одночленов, входящих в вы-
ражение (3.7):

𝑥3𝑖 ≈
3

4
[𝑞𝑖𝑔𝑖𝑖 cosω𝑡 + 𝑝𝑖𝑔𝑖𝑖 sinω𝑡] , (3.8)
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𝑥21𝑥2 ≈
1

4

(︀
2𝑞1𝑔12 + 𝑞2𝑔11

)︀
cosω𝑡 +

1

4

(︀
2𝑝1𝑔12 + 𝑝2𝑔11

)︀
sinω𝑡, (3.9)

𝑥1𝑥
2
2 ≈

1

4

(︀
2𝑞2𝑔12 + 𝑞1𝑔22

)︀
cosω𝑡 +

1

4

(︀
2𝑝2𝑔12 + 𝑝1𝑔22

)︀
sinω𝑡, (3.10)

где коэффициенты 𝑔𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 = 1,2 вычисляются по формуле

𝑔𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑝𝑗 + 𝑞𝑖𝑞𝑗.

Отметим, что 𝑔11 и 𝑔22 — суть квадраты амплитуд первичных и вторичных ко-
лебаний соответственно.

В соответствии с формулами (3.8)–(3.10), нормированные столбцы коэф-
фициентов Фурье 𝑓𝑞 и 𝑓𝑝 для первой гармоники функции 𝑓(𝑞 cosω𝑡 + 𝑝 sinω𝑡)

в формуле (3.4) имеют следующий вид:

𝑓𝑞 =
1

8

(︃
ν40𝑞1𝑔11 + ν31

(︀
2𝑞1𝑔12 + 𝑞2𝑔11

)︀
+ ν22

(︀
2𝑞2𝑔12 + 𝑞1𝑔22

)︀
+ ν13𝑞2𝑔22

ν31𝑞1𝑔11 + ν22
(︀
2𝑞1𝑔12 + 𝑞2𝑔11

)︀
+ ν13

(︀
2𝑞2𝑔12 + 𝑞1𝑔22

)︀
+ ν04𝑞2𝑔22

)︃
, (3.11)

𝑓𝑝 =
1

8

(︃
ν40𝑝1𝑔11 + ν31

(︀
2𝑝1𝑔12 + 𝑝2𝑔11

)︀
+ ν22

(︀
2𝑝2𝑔12 + 𝑝1𝑔22

)︀
+ ν13𝑝2𝑔22

ν31𝑝1𝑔11 + ν22
(︀
2𝑝1𝑔12 + 𝑝2𝑔11

)︀
+ ν13

(︀
2𝑝2𝑔12 + 𝑝1𝑔22

)︀
+ ν04𝑝2𝑔22

)︃
, (3.12)

Подставим выражения (3.11) и (3.12) в систему уравнений для коэффи-
циентов Фурье установившихся первичных и вторичных колебаний (3.6) и пе-
репишем её в векторно-матричном виде виде:

𝑦 = 𝑁Tϑ, (3.13)

где выходной вектор параметрической модели определяется соотношением

𝑦 =

(︃
2δω𝑞

2δω𝑝

)︃
= 2δω

(︁
𝑞1 𝑞2 𝑝1 𝑝2

)︁T
, (3.14)

а блочные формы сигнальной матрицы 𝑁 и вектора параметров ϑ имеют вид

𝑁T =
(︁
𝑁T

� (1 + δω)𝑁T
ζ 𝑁T

𝑢 𝑁T
ν

)︁
, ϑT =

(︁
ϑT� ϑTζ ϑT𝑢 ϑTν

)︁
, (3.15)
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где:

𝑁T
� =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑞1 𝑞1 𝑞2 𝑞2

𝑞2 −𝑞2 𝑞1 −𝑞1

𝑝1 𝑝1 𝑝2 𝑝2

𝑝2 −𝑝2 𝑝1 −𝑝1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , ϑ� =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
�1

�2𝑐

�2𝑠

�3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; (3.16)

𝑁T
ζ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝1 𝑝1 𝑝2 𝑝2

𝑝2 −𝑝2 𝑝1 −𝑝1

−𝑞1 −𝑞1 −𝑞2 −𝑞2

−𝑞2 𝑞2 −𝑞1 𝑞1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , ϑζ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ζ1

ζ2𝑐

ζ2𝑠

ζ3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; (3.17)

𝑁T
𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , ϑ𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑢𝑞1

𝑢𝑞2

𝑢𝑝1

𝑢𝑝2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ; (3.18)

𝑁T
ν =

1

8

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑞1𝑔11 2𝑞1𝑔12 + 𝑞2𝑔11 2𝑞2𝑔12 + 𝑞1𝑔22 𝑞2𝑔22 0

0 𝑞1𝑔11 2𝑞1𝑔12 + 𝑞2𝑔11 2𝑞2𝑔12 + 𝑞1𝑔22 𝑞2𝑔22

𝑝1𝑔11 2𝑝1𝑔12 + 𝑝2𝑔11 2𝑝2𝑔12 + 𝑝1𝑔22 𝑝2𝑔22 0

0 𝑝1𝑔11 2𝑝1𝑔12 + 𝑝2𝑔11 2𝑝2𝑔12 + 𝑝1𝑔22 𝑝2𝑔22

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (3.19)

ϑTν =
(︁
ν40 ν31 ν22 ν13 ν04

)︁
. (3.20)

Соотношения (3.13)–(3.20) задают линейную параметрическую модель ре-
зонатора, которая будет использоваться для получения оценок параметров, со-
ставляющих семнадцатимерный вектор-столбец ϑ.

3.2.2 Нахождение оценок параметров

В качестве исходных данных для получения оценок параметров моде-
ли (3.1) используем набор величин 𝑞(ω𝑘) и 𝑝(ω𝑘), полученных в результате
экспериментального наблюдения вынужденных колебаний резонатора, возбуж-
дённых по второй основной форме с частотами ω = ω𝑘, 𝑘 = 1,184. Сначала
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была задана частота ω1 = 11636,0 Гц, далее эта величина уменьшалась с ша-
гом ℎω = 0,2 Гц до значения ω96 = 11617,0 Гц, затем — увеличивалась с тем же
шагом. Эта серия экспериментов позволила наблюдать явление срыва колеба-
ний — скачкообразного изменения их амплитуды и фазы при малом изменении
частоты, свидетельствующего о существенно нелинейном характере рассматри-
ваемой задачи.

Из-за электромагнитной природы непосредственно измеряемых величин,
особенностей процесса измерения и сохранения информации, значения 𝑞1, 𝑝1, 𝑞2
и 𝑝2 принимаются безразмерными.

Оценим параметры рассматриваемой системы, используя метод наимень-
ших квадратов. Выпишем уравнения параметрической модели (3.13)–(3.20) для
всех значений частот колебаний ω𝑘, и составим переопеделённую систему⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦(ω1) = 𝑁T(ω1)ϑ,
...

𝑦(ω𝑘) = 𝑁T(ω𝑘)ϑ,
...

Запишем её с помощью блочных матриц:

𝒴 = 𝒩Tϑ, 𝒴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦(ω1)

...
𝑦(ω𝑘)

...

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝒩T =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑁T(ω1)

...
𝑁T(ω𝑘)

...

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Найдём вектор оценок параметров ϑ̂ как нормальное псевдорешение полу-
ченной переопределённой системы, то есть из условия минимума квадратичной
невязки:

ϑ̂ = arg min
⃦⃦⃦
𝒴 −𝒩Tϑ̂

⃦⃦⃦2
2

=
[︀
𝒩𝒩T

]︀−1𝒩𝒴 . (3.21)

Изложенный способ построения оценок предполагает решение системы из
936 уравнений с 17 неизвестными. Все необходимые для этого вычисления были
проведены с помощью оператора LeastSquares системы Mathematica.
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Оценки параметров, найденные методом наименьших квадратов по фор-
муле (3.21) равны:

ζ̂1 = 2,56·10−4, ζ̂2𝑐 = 0,28·10−4, ζ̂2𝑠 = 0,40·10−4, ζ̂3 = 0,39·10−4,

�̂1 = 1,88·10−2, �̂2𝑐 = −8,40·10−4, �̂2𝑠 = −3,15·10−4, �̂3 = −0,52·10−4,

𝑢̂𝑞1 = −9,85·10−5, 𝑢̂𝑞2 = 1,06·10−5, 𝑢̂𝑝1 = −5,72·10−5, 𝑢̂𝑝2 = 1,10·10−5,

ν̂40 = −0,055, ν̂31 = 0,011, ν̂22 = −0,032, ν̂13 = 0,035, ν̂04 = 0,328.

Используя перечисленные оценки параметров, восстановим зависимости
коэффициентов Фурье установившихся первичных и вторичных колебаний
𝑞𝑗(ω) и 𝑝𝑗(ω), 𝑗 = 1,2, от частоты внешнего воздействия ω, решив нелиней-
ную алгебраическую систему (3.6), (3.11) и (3.12).

На рисунке 3.2 представлены графики экспериментальных зависимостей
𝑞𝑗(ω) и 𝑝𝑗(ω), 𝑗 = 1,2, а также их аппроксимаций 𝑞𝑗(ω) и 𝑝𝑗(ω), построенные
для найденных оценок параметров. Сравнение указанных зависимостей показы-
вает, что выбранная математическая модель нелинейных динамики резонатора
с адекватно описывает результаты экспериментального наблюдения его колеба-
ний.

В работах [81;84;85;90] расмматриваются математические модели колеба-
ний резонаторов волновых твердотельных гироскопов с нелинейными силами
𝑓(𝑥), потенциальная энергия которых имеет вид

Π𝑓 = ν𝑓 ·
(︀
𝑥21 + 𝑥22

)︀2
.

Уравнения движения (3.1) с нелинейными силами

𝑓(𝑥) = −𝜕Π𝑓

𝜕𝑥
= −4ν𝑓(𝑥21 + 𝑥22)

(︃
𝑥1

𝑥2

)︃.

(3.22)

хуже описывают результаты эксперимента. В этом можно убедится, решив за-
дачу идентификации параметров модели (3.1), (3.22).

Квадратичная ошибка прогноза параметрической модели с кубической
нелинейностью общего вида (3.7) при найденных ранее оценках параметров,
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а) Коэффициенты Фурье 𝑞1 и 𝑝1 вторичных колебаний

б) Коэффициенты Фурье 𝑞2 и 𝑝2 вторичных колебаний
1 — экспериментальные значения 𝑞𝑗; 1а — расчётные значения 𝑞𝑗;
2 — экспериментальные значения 𝑝𝑗; 2а — расчётные значения 𝑝𝑗.

Рисунок 3.2 — Экспериментальные и расчётные зависимости параметров
установившихся колебаний резонатора от частоты внешнего воздействия ω

равна ⃦⃦⃦
𝒴 −𝒩Tϑ̂

⃦⃦⃦2
2

= 1,15 · 10−4.

Аналогичная величина для модели нелинейных сил специального вида (3.22)
больше: ⃦⃦⃦

𝒴 −𝒩Tϑ̂
⃦⃦⃦2
2

= 1,62 · 10−4.
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Ошибки расчётных амплитудно-частотных характеристик (АЧХ)

̃︀𝐴𝑗 =
√︁
𝑞2𝑗 + 𝑝2𝑗 −

√︁
𝑞2𝑗 + 𝑝2𝑗 , 𝑗 = 1,2,

построенные для обоих рассматриваемых видов нелинейностей, представлены
на рисунке 3.3. Приведённые на нём графики демонстрируют, что в конце рас-
сматриваемого диапазона частот ω модель с нелинейными силами (3.22) зна-
чительно хуже описывает экспериментальные данные, чем модель (3.1), (3.7).
Особенно сильно снижается точность описания вторичных колебаний (см. ри-
сунок 3.3б).

а) Ошибки ̃︀𝐴1 расчётных АЧХ
первичных колебаний

б) Ошибки ̃︀𝐴2 расчётных АЧХ
вторичных колебаний

Ошибки расчётных АЧХ, построенных для модели с кубическими
нелинейными силами: 1 — общего вида (3.7); 2 — специального вида (3.22).

Рисунок 3.3 — Ошибки расчётных амплитудно-частотных характеристик для
моделей колебаний резонатора с нелинейностями двух видов
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3.3 Идентификация частоты установившихся колебаний
резонатора

В параграфе 3.2 была решена задача идентификации параметров матема-
тической модели резонатора волнового твердотельного гироскопа. В качестве
исходных данных для её решения использовались коэффициенты Фурье первых
гармоник функций 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡), описывающих динамику резонатора в одномо-
довом приближении.

Если частота ω наблюдаемых установившихся колебаний известна, то рас-
чёт коэффициентов Фурье не представляет сложности. В противном случае
величина ω подлежит восстановлению. Решению задачи оценивания частоты
отдельно от расчёта коэффициентов Фурье и посвящён этот параграф.

Отметим, что из-за нелинейных эффектов колебания резонатора будут
несинусоидальными. Их анализ показывает, что наибольший вклад в них вносят
первая и вторая гармоники ряда Фурье.

Также необходимо сказать, что резонатор высокодобротен и возбуждение
колебаний возможно лишь при частотах, достаточно близких к резонансной
частоте, приблизительно равной 11523 Гц. Это обстоятельство определяет до-
статочно высокие требования к точности оценок частоты колебаний.

3.3.1 Постановка задачи. Параметрическая модель

Ставится задача определения частоты смещённого периодического сигна-
ла, аппроксимируемого с высокой точностью двумя гармониками ряда Фурье:

𝑌 (𝑡) = 𝑏0 + 𝑏1 cosω𝑡 + 𝑑1 sinω𝑡 + 𝑏2 cos 2ω𝑡 + 𝑑2 sin 2ω𝑡, (3.23)

где ω— искомая постоянная циклическая частота; 𝑏𝑘 и 𝑑𝑘, 𝑘 = 0,2 — неизвест-
ные постоянные коэффициенты. Считается, что частота ω близка к некоторому
номинальному значению ω0.

Функция 𝑌 (𝑡) представляет собой аппроксимацию первичного измери-
тельного сигнала 𝑌𝑠(𝑡), полученного при экспериментальном наблюдении вы-
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нужденных нелинейных колебаний резонатора волнового твердотельного гиро-
скопа [81]. В соответствии с физической моделью прибора, 𝑌𝑠(𝑡) является изме-
рением скорости 𝑥̇𝑗(𝑡) первичных (𝑗 = 1) или вторичных колебаний (𝑗 = 2).

Работоспособность предлагаемых алгоритмов проверим для случая уста-
новившихся колебаний, возбуждавшихся с околорезонансной частотой ω =

ω77 = 11620,6 Гц на интервале времени 0,4 мс, соответствующему нескольким
периодам. Для удобства наглядного представления результатов время 𝑡 было
введено как безразмерное:

0 6 𝑡 6 40.

В рассматриваемом случае безразмерная циклическая частота колебаний равна:

ω = 0,7301438.

Эту величину мы и будем оценивать в дальнейшем.
Также для удобства представления результатов величины сигналов 𝑌 (𝑡) и

𝑌𝑠(𝑡) были нормализованы так, чтобы их амплитуды были близки к единице. На
рисунке 3.4 приведёны графики функций 𝑌 (𝑡) и 𝑌𝑠(𝑡) в безразмерном времени 𝑡.

1 — измерительный сигнал 𝑌𝑠(𝑡); 2 — идеализированный сигнал 𝑌 (𝑡).
Рисунок 3.4 — Исследуемый сигнал

Для решения поставленной задачи будут использоваться алгоритмы иден-
тификации, построенные в рамках детерминированного подхода. Оценивание
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частоты будет проводится как для идеализированного сигнала 𝑌 (𝑡), так и для
реального 𝑌𝑠(𝑡).

Построим параметрическую модель для решения задачи идентифика-
ции частоты сигнала 𝑌 (𝑡), опираясь на то, что функция 𝑌 (𝑡) удовлетворяет
линейному дифференциальному уравнению пятого порядка:

(5)

𝑌 + 5ω2
...
𝑌 + 4ω4𝑌̇ = 0. (3.24)

Таким образом, 𝑌 (𝑡) можно рассматривать как выход динамического объ-
екта (3.24) в режиме свободных колебаний. Поэтому, поставленная задача опре-
деления частоты сигнала сводится к задаче идентификации параметров объек-
та (3.24).

Модель свободных колебаний (3.24) не может использоваться как пара-
метрическая, так как это потребует многократного дифференцирования реаль-
ного сигнала, содержащего шумовые помехи. Воспользуемся следующей мето-
дикой. Преобразуем сигнал 𝑌 с помощью «фильтра» — устойчивого динамиче-
ского звена пятого порядка с постоянными коэффициентами 𝑎𝑓𝑘 :

(5)
µ + 𝑎𝑓4

(4)
µ + 𝑎𝑓3

...
µ + 𝑎𝑓2µ̈+ 𝑎𝑓1µ̇+ 𝑎𝑓0µ = 𝑌, (3.25)

где µ — переменная состояния вспомогательного динамического звена.
В данной работе используется «фильтр», представляющий собой последо-

вательно соединённые апериодическое звено и два колебательных с резонансны-
ми частотами, близкими к ω0 и к 2ω0. Его характеристический полином имеет
вид:

𝑎𝑓(𝑠) = 𝑠5 +
4∑︁

𝑘=0

𝑎𝑓𝑘𝑠
𝑘 = (𝑠 + ζω0)(𝑠

2 + 2ξω0𝑠 +ω2
0)(𝑝

2 + 4ξω0𝑠 + 4ω2
0), (3.26)

где 0 < ξ < 1 и ζ > 0 — безразмерные коэффициенты.
Подставив (3.25) в (3.24) и перегруппировав слагаемые, получаем:

(5)
ε + 𝑎𝑓4

(4)
ε + 𝑎𝑓3

...
ε + 𝑎𝑓2ε̈+ 𝑎𝑓1ε̇+ 𝑎𝑓0ε = 0, (3.27)
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где величина ε определяется следующим образом:

ε =
(5)
µ + 5ω2...µ + 4ω4µ̇. (3.28)

Исключив старшую производную из соотношений (3.28), используя урав-
нения «фильтра» (3.25), получаем:

𝑌 = 𝑎𝑓4
(4)
µ +

(︀
𝑎𝑓3 − 5ω2

)︀ ...
µ + 𝑎𝑓2µ̈+

(︀
𝑎𝑓1 − 4ω4

)︀
µ̇+ 𝑎𝑓0µ+ ε. (3.29)

Пренебрегая в соотношении (3.29) экспоненциально затухающей величи-
ной ε(𝑡), удовлетворяющей однородному уравнению «фильтра», получаем ли-
нейную параметрическую модель объекта (3.24):

𝑦 = 𝑁Tϑ. (3.30)

Здесь выходная переменная параметрической модели 𝑦, регрессор 𝑁 и вектор
неизвестных параметров ϑ имеют вид:

𝑦 = 𝑌 − 𝑎𝑓4
(4)
µ − 𝑎𝑓2µ̈− 𝑎𝑓0µ, (3.31)

𝑁 =

(︃ ...
µ

µ̇

)︃
, ϑ =

(︃
ϑ1

ϑ2

)︃
=

(︃
𝑎𝑓3 − 5ω2

𝑎𝑓1 − 4ω4

)︃
. (3.32)

Коэффициенты линейной регрессии (3.30) ϑ1 и ϑ1 не являются независи-
мыми величинами. Исключив из выражений, определяющих элементы вектора
ϑ частоту ω, можно убедиться, что параметры модели (3.30) удовлетворяют
уравнению связи

ψ(ϑ) = ϑ2 − 𝑎𝑓1 +
4

25
(ϑ2 − 𝑎𝑓3)

2 = 0.

Выражение искомой частоты через коэффициенты регрессии также мож-
но рассматривать как форму записи уравнения связи:

ω =

√︂
|𝑎𝑓3 − ϑ1|

5
=

4

√︂
|𝑎𝑓1 − ϑ2|

4
. (3.33)
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Построим зависимость переменных параметрической модели (3.30) 𝑦(𝑡) и
𝑁(𝑡), воспользовавшись результатами численного моделирования процессов во
вспомогательном «фильтре». Оно проводилось для случая нулевых начальных
условий для уравнения (3.25) и следующих значений коэффициентов в выра-
жении (3.26):

ω0 = 0,8, ζ = 0,3, ξ = 0,34.

Полученные графики зависимостей переменных параметрической модели (3.30)
от времени приведены на рисунке 3.5.

Построим теперь выходную переменную параметрической модели 𝑦(𝑡) и
элементы регрессионного вектора 𝑁(𝑡), используя реальный измерительный
сигнал 𝑌𝑠(𝑡). Для этого заменим 𝑌 (𝑡) на 𝑌𝑠(𝑡) в уравнении «фильтра» (3.25)
и соотношении (3.31):

(5)
µ + 𝑎𝑓4

(4)
µ + 𝑎𝑓3

...
µ + 𝑎𝑓2µ̈+ 𝑎𝑓1µ̇+ 𝑎𝑓0µ = 𝑌𝑠,

𝑦 = 𝑌𝑠 − 𝑎𝑓4
(4)
µ − 𝑎𝑓2µ̈− 𝑎𝑓0µ.

Графики зависимостей 𝑦(𝑡) и элементов регрессионного вектора ...
µ(𝑡) и µ̇,

полученные в результате обработки измерительного сигнала 𝑌𝑠(𝑡) также при-
ведены на рисунке 3.5

Сравнение графиков, приведённых на рисунке 3.5 показывает, что зна-
чения составляющих регрессор 𝑁 функций ...

µ и µ̇, полученные как в случае
обработки идеального сигнала, так и в случае обработки реального сигнала,
совпадают с высокой точностью. Выходная же переменная параметрической
модели при использовании измерительного сигнала 𝑌𝑠 становится заметно за-
шумлённой. Таким образом, наличие аддитивной шумовой помехи в измере-
ниях 𝑌𝑠 приводит к появлению аддитивной погрешности в параметрической
модели (3.30). Мультипликативной же погрешностью в соотношении (3.30) в
рассматриваемом случае можно пренебречь.

Приведённые на рисунке 3.5 зависимости 𝑦(𝑡), ...
µ(𝑡) и µ̇(𝑡) далее будут ис-

пользоваться в качестве исходных данных для решения задачи оценки частоты.
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а) Выходная переменная параметрической модели 𝑦(𝑡)

б) Функция ...
µ(𝑡) в) Функция µ̇(𝑡)

1 — зависимости, полученные в результате обработки реального сигнала
𝑌𝑠(𝑡); 2 — зависимости, полученные в результате обработки

аппроксимирующего сигнала 𝑌 (𝑡).
Рисунок 3.5 — Исходные данные для задачи идентификации частоты

3.3.2 Градиентные алгоритмы идентификации частоты

Оценим параметры модели (3.30), используя градиентные алгоритмы
идентификации с квадратичной целевой функцией и скалярной матрицей уси-
ления:

𝑄 =
𝑒2

2
, 𝑀−1

𝑔 = γ𝐸,

где γ > 0 — скалярный коэффициент усиления, а прогнозируемая ошибка 𝑒

выхода параметрической модели (3.30) выражается через оценки её параметров
ϑ̂1 и ϑ̂2 следующим образом:

𝑒 = 𝑦 −𝑁Tϑ̂ = 𝑦 − ...
µ ϑ̂1 − µ̇ϑ̂2. (3.34)
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Построим градиентный алгоритм идентификации без учёта парамет-
рической связи. Для целевой функции 𝑄 и матрицы 𝑀𝑔, выбраных выше,
градиентный идентификатор(1.8) принимает вид:

˙̂
ϑ = −𝑀−1

𝑔

𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
= −γ

2

𝜕𝑒2

𝜕ϑ̂
= −γ𝜕𝑒

𝜕ϑ̂
𝑒 = −γ𝑁𝑒.

Здесь использовалась техника дифференцирования, приведённая в приложе-
нии А. Запишем полученные уравнения градиентного идентификатора поэле-
ментно: ⎧⎨⎩

˙̂
ϑ1 = γ

...
µ ·
(︀
𝑦 − ...

µ ϑ̂1 − µ̇ϑ̂2
)︀
,

˙̂
ϑ2 = γµ̇ ·

(︀
𝑦 − ...

µ ϑ̂1 − µ̇ϑ̂2
)︀
.

(3.35)

В соответствии с выражением частоты (3.33) через коэффициенты пара-
метрической модели, можно найти две её оценки:

̂︀ω(1) =

√︃
|𝑎𝑓3 − ϑ̂1|

5
, ̂︀ω(2) =

4

√︃
|𝑎𝑓1 − ϑ̂2|

4
. (3.36)

Так как идентификатор (3.35) был построен без учёта параметрической
связи, то две оценки частоты ̂︀ω(1) и ̂︀ω(2) могут отличаться друг от друга.

Проведём математическое моделирование работы градиентного иденти-
фикатора (3.35). В качестве исходной информации будем использовать зависи-
мости 𝑦(𝑡), ...

µ(𝑡) и µ̇(𝑡) полученные в результате обработки идеального сигна-
ла 𝑌 (𝑡). Моделирование будем проводить для нескольких значений начальных
оценок параметров:

ϑ̂1(0) = 𝑎𝑓3 − 5Ω2
0, ϑ̂2(0) = 𝑎𝑓1 − 4Ω4

0,

где Ω0— начальная оценка частоты.
Примем значение коэффициента усиления γ = 10.
На рисунке 3.6 приведены результаты моделирования процессов иденти-

фикации. На рисунках 3.6а и 3.6б представлены графики ошибок оценок часто-
ты ̃︀ω(1) и ̃︀ω(2), найденных в результате моделирования:

̃︀ω(1) = ω− ̂︀ω(1), ̃︀ω(2) = ω− ̂︀ω(2).
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а) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(1)(𝑡) б) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(2)(𝑡)

в) Ошибка прогноза 𝑒(𝑡)
Начальнаая оценка частоты: 1 — Ω0 = 1,02; 2 — Ω0 = 0,86; 3 — Ω0 = 0,73.

Рисунок 3.6 — Результаты моделирования градиентного алгоритма
идентификации частоты без учёта связи

Графики ошибок оценок, приведённые на рисунках 3.6а и 3.6б демон-
стрируют неудовлетворительную работу градиентного алгоритма идентифика-
ции (3.35) в рассматриваемой ситуации: оценки частот устанавливаются на су-
щественно смещённых значениях. Отметим, что ошибка прогноза 𝑒 в устано-
вившемся режиме сходится к нулю (cм рисунок 3.6в).

Перейдём теперь к построению уравнений градиентного идентификатора
с учётом параметрической связи. Соотношения (3.32) позволяют выразить
вектор оценок параметров модели (3.30) через оценку частоты ̂︀ω следующим
образом:

ϑ̂ =

(︃
𝑎𝑓3 − 5̂︀ω2

𝑎𝑓1 − 4̂︀ω4

)︃
. (3.37)
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Таким образом для решения задачи идентификации может использовать-
ся интегрируемая параметрическая псевдоскорость ˙̂π. Назначим

π̂ = ̂︀ω2.

Соотношение (3.37) примет вид:

ϑ̂ = Θ(π̂) =

(︃
𝑎𝑓3 − 5π̂

𝑎𝑓1 − 4π̂2

)︃
. (3.38)

В рассматриваемом случае матрица 𝐶, используемая для выражения про-
изводной по времени от вектора оценок ϑ̂ через псевдоскорость, имеет вид:

𝐶 =
𝜕Θ

𝜕π̂T
=

(︃
−5

−8π̂

)︃
. (3.39)

Выразим ошибку прогноза (3.34) через оценку вспомогательной величины
π̂:

𝑒 = 𝑦 − ...
µ ϑ̂1 − µ̇ϑ̂2 = 𝑦 − ...

µ (𝑎𝑓3 − 5π̂) − µ̇ (𝑎𝑓1 − 4π̂2).

Для сокращения записи последнего выражения введём вспомогательную
переменную:

𝑦π = 𝑦 − 𝑎𝑓3
...
µ − 𝑎𝑓1µ̇. (3.40)

Получаем следующее выражение для ошибки прогноза 𝑒:

𝑒 = 𝑦π + 5
...
µπ̂+ 4µ̇π̂2. (3.41)

Составим уравнения градиентного идентификатора с проекцией (1.13), ис-
пользуя квадратичную целевую функцию 𝑄 = 𝑒2/2 и скалярную матрицу уси-
ления 𝑀−1

𝑔 = γ𝐸:

˙̂π = −
[︀
𝐶T𝑀𝑔𝐶

]︀−1
𝐶T𝜕𝑄

𝜕ϑ̂
=
γ𝐶T𝑁𝑒

𝐶T𝐶
. (3.42)
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Запишем уравнения идентификатора в явном виде, подставив выраже-
ния (3.41) и (3.39) для ошибки прогноза 𝑒 и матрицы 𝐶 в формулу (3.42)

˙̂π = −γ · 5
...
µ + 8µ̇π̂

25 + 64π̂2
(︀
𝑦π + 5

...
µπ̂+ 4µ̇π̂2

)︀
(3.43)

Оценка искомой частоты выражается по формуле

̂︀ω =
√︀

|π̂|.

На рисунке 3.7 приведены результаты моделирования работы градиентно-
го идентификатора с проекцией (3.43). Было использовано то же значение ко-
эффициента усиления γ = 10, что и для градиентного идентификатора (3.35),
а начальные условия выбирались следующего вида:

π̂(0) = Ω2
0.

Графики изменения ошибки оценки частоты

̃︀ω = ω− ̂︀ω
в переходном и установившемся режимах, а также график изменения ошиб-
ки прогноза 𝑒(𝑡) приведены на рисунках 3.7а, 3.7б и 3.7в соответственно. Эти
зависимости были получены при использовании идеального сигнала 𝑌 (𝑡) для
построения функций 𝑦π(𝑡),

...
µ(𝑡) и µ̇(𝑡). В рассматриваемом случае ошибка ̂︀ω

затухает, а частота оценивается практически точно.
Если же для построения функций 𝑦π(𝑡),

...
µ(𝑡) и µ̇(𝑡) использовать реальный

измерительный сигнал 𝑌𝑠(𝑡), то точность оценки частоты уменьшится. В этом
можно убедится, обратившись к рисунку 3.7г, на котором представлен график
изменения ошибки оценки частоты ̃︀ω(𝑡) в установившемся режиме. На сниже-
ние точности влияют аддитивные погрешности в измерениях 𝑌 (𝑡), в том числе
шумы и неучтённые в модели сигнала (3.23) гармоники. Из-за присутствия та-
ких погрешностей в измерениях 𝑌𝑠(𝑡) и постоянной величины коэффициента
усиления γ оценка ̂︀ω совершает ограниченные по величине колебания в уста-
новившемся режиме. Чем выше значение γ, тем больше будет амплитуда этих
колебаний [21].
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а) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(𝑡)
на переходном процессе

б) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(𝑡)
в установившемся режиме

в) Ошибка прогноза 𝑒(𝑡)
на переходном процессе

г) Влияние аддитивных
погрешностей измерений на

ошибку оценки частоты ̃︀ω(𝑡) в
установившемся режиме

Начальнаая оценка частоты: 1 — Ω0 = 1,02; 2 — Ω0 = 0,86; 3 — Ω0 = 0,73.
Рисунок 3.7 — Результаты моделирования идентификации частоты

градиентным алгоритмом с проекцией

Это свойство проиллюстрировано рисунком 3.8б, на котором приведены
графики зависимостей ̃︀ω(𝑡), полученные для значений коэффициентов усиле-
ния γ = 5, γ = 10 и γ = 15 при одинаковой начальной оценке частоты Ω0 = 1,02.
Отметим также, что в рассматриваемом случае чем больше значение коэффи-
циента γ, тем меньше длительность переходных процессов в идентификаторе
(см. рисунок 3.8а).

Однако, дальнейшее увеличение коэффициента усиления γ может приве-
сти к установлению несимметричных автоколебаний ошибки оценки частоты ̃︀ω,
обусловленных нелинейностью уравнения градиентного идентификатора с про-
екцией (3.43). На рисунке 3.9 это свойство иллюстрируется графиками зависи-
мостей ошибки оценки ̃︀ω, полученных при увеличении значения γ до 28. Здесь
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а) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(𝑡)
на переходном процессе

б) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(𝑡)
в установившемся режиме

Значения коэффициента усиления: 1 — γ = 5; 2 — γ = 10; 3 — γ = 15.
Рисунок 3.8 — Влияние величины коэффициента усиления γ на работу

градиентного идентификатора с проекцией

для построения функций 𝑦π(𝑡),
...
µ(𝑡) и µ̇(𝑡) использовался сигнал 𝑌 (𝑡), аппрок-

симирующий реальные измерения. Использовалась начальная оценка частоты
Ω0 = 1,02.

Значения коэффициента усиления: 1 — γ = 27,44045; 2 — γ = 27,44080;
3 — γ = 28,0.

Рисунок 3.9 — Автоколебания ошибки оценки частоты ̃︀ω(𝑡), полученной
градиентным идентифкатором с проекцией

Таким образом, в рассматриваемой задаче учёт параметрических связей
в градиентном алгоритме идентификации позволил повысить точность оценки
частоты сигнала. Увеличение коэффициента γ в уравнении (3.43) негативно
сказывается на точности оценки частоты в установившемся режиме из-за уси-
ления аддитивных погрешностей, не учтённых в параметрической модели. При
γ > 27 возможна потеря работоспособности градиентного идентификатора с
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проекцией из-за установления автоколебаний оценки частоты ̂︀ω, обусловлен-
ных нелинейностью уравнения (3.43).

3.3.3 Алгоритмы идентификации частоты, построенные на основе
метода наименьших квадратов

Решим задачу идентификации частоты ω, используя рекуррентный метод
наименьших квадратов и производные от него.

Рассмотрим задачу идентификации параметров модели (3.30), без учёта
параметрической связи. Построим оптимальный идентификатор парамет-
ров по методу наименьших квадратов (1.33)–(1.34):

˙̂
ϑ = 𝑀−1𝑁𝑒, 𝑀̇ = 𝑁𝑁T. (3.44)

Здесь матрица 𝑀 имеет вид

𝑀 =

(︃
𝑚11 𝑚12

𝑚12 𝑚22

)︃
,

а ошибку прогноза можно записать выразить по формуле (3.34):

𝑒 = 𝑦 − ...
µ ϑ̂1 − µ̇ϑ̂2.

Запишем уравнения оптимального по методу наименьших квадратов иден-
тификатора в явном виде, используя соотношение (3.32) для регрессионного
вектора 𝑁 : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

˙̂
ϑ1 =

𝑚22
...
µ −𝑚12µ̇

𝑚11𝑚22 −𝑚2
12

(︁
𝑦 − ...

µ ϑ̂1 − µ̇ϑ̂2
)︁
,

˙̂
ϑ2 =

𝑚11µ̇−𝑚12
...
µ

𝑚11𝑚22 −𝑚2
12

(︁
𝑦 − ...

µ ϑ̂1 − µ̇ϑ̂2
)︁
,

𝑚̇11 =
...
µ2, 𝑚̇12 =

...
µµ̇, 𝑚̇22 = µ̇2.

(3.45)
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Решив систему (3.45), можно найти две её оценки частоты ω по форму-
ле (3.3.3). Перепишем эти соотношения заново:

̂︀ω(1) =

√︃
|𝑎𝑓3 − ϑ̂1|

5
, ̂︀ω(2) =

4

√︃
|𝑎𝑓1 − ϑ̂2|

4
.

Проведём математическое моделирование работы оптимального иденти-
фикатора (3.45). В качестве исходной информации будем использовать зависи-
мости 𝑦(𝑡), ...

µ(𝑡) и µ̇(𝑡), полученные в результате обработки идеального сигнала
𝑌 (𝑡). Для того, чтобы уменьшить влияние переходных процессов во вспомога-
тельном «фильтре» (3.25) (см. рисунок 3.5), интегрирование системы уравнений
идентификатора (3.45) начнём с момента времени 𝑡0 > 0. Моделирование про-
ведём для нескольких значений начальных оценок параметров, определяемых
соотношениями:

ϑ̂1(𝑡0) = 𝑎𝑓3 − 5Ω2
0, ϑ̂2(𝑡0) = 𝑎𝑓1 − 4Ω4

0,

где Ω0— начальная оценка частоты.
Для матрицы 𝑀 используем начальное условие вида:

𝑀(𝑡0) = 𝑚0𝐸, 𝑚0 > 0.

Согласно [18; 21] параметр 𝑚0 следует выбирать настолько малым, насколь-
ко позволяют аддитивные погрешности параметрической модели (см. подпара-
граф 2.1.1).

На рисунке 3.10 приведены результаты моделирования процессов иденти-
фикации, проведённого для значений 𝑡0 = 10 и 𝑚0 = 0,002. На рисунках 3.10а,
3.10б и 3.10в, 3.10г представлены графики ошибок оценок частоты ̃︀ω(1) и ̃︀ω(2),
найденных в результате такого моделирования. Отметим, что по сравнению с
градиентным идентификатором (3.35) (см. рисунок 3.6), точность оценивания
частоты существенно возросла. Тем не менее, оценки частоты, полученные гра-
диентным идентификатором с проекцией (3.43) оказываются на порядок точнее,
даже при наличии шумов в измерениях сигнала (см. рисунок 3.7).

В отличие от градиентных алгоритмов идентификации, ошибка оценки,
полученная по методу наименьших квадратов (3.45), затухает гораздо мед-
леннее при достаточно больших значениях 𝑡. Это свойство объясняется тем,
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а) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(1)(𝑡)
на переходном процессе

б) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(1)(𝑡)
в квазиустановившемся режиме

в) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(2)(𝑡)
на переходном процессе

г) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(2)(𝑡)
в квазиустановившемся режиме

д) Ошибка прогноза 𝑒(𝑡) е) Элементы матрицы 𝑀−1

Начальная оценка частоты: 1 — Ω0 = 1,02; 2 — Ω0 = 0,86; 3 — Ω0 = 0,73.
Элементы матрицы 𝑀−1: 4 — (𝑀−1)11; 4 — (𝑀−1)22; 4 — (𝑀−1)12.

Рисунок 3.10 — Результаты моделирования оптимального по методу
наименьших квадратов алгоритма идентификации частоты без учёта связи
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что элементы матрицы 𝑀−1, заменяющую постоянную 𝑀−1
𝑔 в уравнении опти-

мального идентификатора, с течением времени затухают (см. рисунок 3.10е),
и оценка становится всё менее чувствительной к величине ошибки прогноза 𝑒.
Этим же можно объяснить и малую чувствительность оптимальной по методу
наименьших квадратов оценки к аддитивным погрешностям параметрической
модели в установившемся режиме идентификации.

Убывание элементов 𝑀−1 со скоростью, превосходящей затухание пере-
ходных процессов в «фильтре» (3.25), приводит к необходимости начинать ин-
тегрирование уравнений идентификатора по прошествии времени 𝑡0 с момента
начала работы «фильтра» (т. е. 𝑡 = 0). Величину 𝑡0 следует выбрать сопоста-
вимой с временем затухания свободных колебаний «фильтра», описываемых
функцией ε(𝑡) (см. формулы (3.27) и (3.28)). Их длительность можно оценить
по рисунку (3.5). Она составляет приблизительно 11 единиц времени. За та-
кое время величины диагональных элементов матрицы 𝑀−1 уменьшаются на
порядок (см. рисунок 3.10е).

Если начать работу идентификатора (3.45) и фильтра (3.25) одновремен-
но, то на начальном этапе, когда величины элементов 𝑀−1 будут значительны-
ми, игнорируемая в параметрической модели величина ε будет усиливаются и
значительно ухудшать поведение оценки ̂︀ω и снижать её точность. После за-
вершения переходного процесса в «фильтре», величины элементов уменьшатся
настолько, что оценка будет меняться незначительно. Таким образом, значение̂︀ω в момент окончания переходного процесса по ε может иметь низкую точность
и эта точность в дальнейшем изменится слабо. Сказанное иллюстрирует рису-
нок 3.11, на котором представлены графики изменения ошибок оценок частоты̃︀ω(1) и ̃︀ω(2) полученные при различных значениях времени начала интегрирова-
ния уравнений идентификатора 𝑡0. Начальная оценка частоты бралась равной
Ω0 = 1,02, начальные значения элементов матрицы 𝑀 определялись величиной
𝑚0 = 0,002.

На основе метода наименьших квадратов построим алгоритмы идентифи-
кации параметров модели (3.30) с учётом параметрических связей. Введём
интегрируемую псевдоскорость ˙̂π тем же образом, что и в подпараграфе 3.3.2:

ϑ̂ =

(︃
𝑎𝑓3 − 5π̂

𝑎𝑓1 − 4π̂2

)︃
,

˙̂
ϑ = 𝐶 ˙̂π, 𝐶 =

(︃
−5

−8π̂

)︃
, (3.46)
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а) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(1)(𝑡) б) Ошибка оценки частоты ̃︀ω(2)(𝑡)
Время начала интегрирования: 1 — 𝑡0 = 0; 2 — 𝑡0 = 5; 3 — 𝑡0 = 10.

Рисунок 3.11 — Влияние переходных процессов во вспомогательном
«фильтре» и времени начала интегрирования на точность оценки частоты

где π̂ = ̂︀ω2 — вспомогательная переменная.
Для выражения ошибки прогноза 𝑒 через оценку π̂ будем использовать

соотношение (3.41):

𝑒 = 𝑦π + 5
...
µπ̂+ 4µ̇π̂2, (3.47)

где переменная 𝑦π определяется по формуле (3.40) следующим образом:

𝑦π = 𝑦 − 𝑎𝑓3
...
µ − 𝑎𝑓1µ̇.

Построим оптимальный по методу наименьших квадратов иден-
тификатор с параметрической связью, используя выражения (2.16), (2.18) и
(2.19):

˙̂π =
[︀
𝐶T𝑀𝐶 + 𝐾

]︀−1
𝐶T𝑁𝑒, 𝑀̇ = 𝑁𝑁T,

где вектор 𝑧 удовлетворяет дифференциальному уравнению

𝑧̇ = 𝑁𝑦,

а коэффициент 𝐾 определяется выражением

𝐾 ˙̂π = 𝐶̇T · (𝑀 ϑ̂− 𝑧),

следующим из формул (2.13) и (2.14).
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Найдём коэффициент 𝐾. Имеем:

𝐶̇T(𝑀 ϑ̂− 𝑧) = ( 0 −8 ˙̂π )

(︃
𝑚11ϑ̂1 + 𝑚12ϑ̂2 − 𝑧1

𝑚12ϑ̂1 + 𝑚22ϑ̂2 − 𝑧2

)︃
= −8 ˙̂π (𝑚12ϑ̂1 + 𝑚22ϑ̂2 − 𝑧2).

Сравнив два последних результата, получаем, что

𝐾 = −8(𝑚12ϑ̂1 + 𝑚22ϑ̂2 − 𝑧2).

Запишем уравнения оптимального идентификатора со связью поэлемент-
но, учитывая соотношения (3.46) и (3.47):⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

˙̂π = − (5
...
µ + 8µ̇π̂)(𝑦π + 5

...
µπ̂+ 4µ̇π̂2)

25𝑚11 + 80𝑚12π̂+ 64𝑚22π̂2 + 𝐾(π̂,𝑧2)
,

𝐾 = −8(𝑚12(𝑎𝑓3 − 5π̂) + 𝑚22(𝑎𝑓1 − 4π̂2) − 𝑧2),

𝑚̇11 =
...
µ2, 𝑚̇12 =

...
µµ̇, 𝑚̇22 = µ̇2, 𝑧̇2 = µ̇𝑦.

(3.48)

Введём следующие обозначения для оценки и ошибки оценки частоты,
полученных оптимальным по методу наименьших квадратов идентификато-
ром (3.48) со связью:

̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝐶 =
√︀

|π̂|, ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝐶 = ω− ̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝐶 ,

где π̂ удовлетворяет системе (3.48).
Уравнения идентификатора параметров по методу наименьших квад-

ратов с проекцией (2.8), (2.10)

˙̂π = −
[︀
𝐶T𝑀𝐶

]︀−1
𝐶T𝑁𝑒, 𝑀̇ = 𝑁𝑁T (3.49)

для рассматриваемой задачи получим, положив 𝐾 = 0 в уравнениях оптималь-
ного идентификатора (3.48):

⎧⎪⎨⎪⎩
˙̂π = −(5

...
µ + 8µ̇π̂)(𝑦π + 5

...
µπ̂+ 4µ̇π̂2)

25𝑚11 + 80𝑚12π̂+ 64𝑚22π̂2
,

𝑚̇11 =
...
µ2, 𝑚̇12 =

...
µµ̇, 𝑚̇22 = µ̇2.

(3.50)
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Введём следующие обозначения для оценки и ошибки оценки частоты,
полученных идентификатором по методу наименьших квадратов с проекцией:

̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝑃 =
√︀
|π̂|, ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑃 = ω− ̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝑃 ,

где π̂ удовлетворяет системе (3.50).
Построим уравнения субоптимального идентификатора частоты (2.36)–

(2.38) с регуляризацией уравнения для множителя связи. В рассматриваемой
задаче их можно записать в следующей форме:

˙̂π =

[︂
𝐶T𝑀𝐶 + λ𝐶T𝜕𝐷ψ

𝜕π̂T

]︂−1

𝐶T𝑁𝑒, 𝑀̇ = 𝑁𝑁T,

где множитель связи λ удовлетворяет дифференциальному уравнению

λ̇ = 𝐴λλ+ 𝐵T

(︂
𝑁𝑒−

[︂
𝑀𝐶 + λ

𝜕𝐷ψ

𝜕π̂T

]︂
˙̂π

)︂
с постоянным скалярным параметром регурялизации 𝐴λ < 0.

Запишем последние соотношения в явном виде. Найдём столбец 𝐵, так,
чтобы блочная матрица

(︀
𝐵 𝐶

)︀
была неособой:

𝐵 =

(︃
5

1 + 8π̂

)︃
; det

(︀
𝐵 𝐶

)︀
= 5.

В соответствии с формулой (2.35), матрица 𝐷T
ψ имеет вид:

𝐷T
ψ =

1

5

(︁
−8π̂ 5

)︁
.

Выполнив промежуточные выкладки

𝐵T𝑁 = 5
...
µ + (1 + 8π̂)µ̇,

𝑀𝐶 + λ
𝜕𝐷ψ

𝜕π̂T
=

⎛⎜⎝ −5𝑚11 − 8𝑚12π̂−
8λ

5
−5𝑚12 − 8𝑚22π̂

⎞⎟⎠ ,
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получаем уравнения рекуррентного метода наименьших квадратов с множите-
лем связи:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

˙̂π = − (5
...
µ + 8µ̇π̂)(𝑦π + 5

...
µπ̂+ 4µ̇π̂2)

25𝑚11 + 80𝑚12π̂+ 64𝑚22π̂2 + 8λ
,

λ̇ =𝐴λλ+ [5
...
µ + (1 + 8π̂)µ̇](𝑦π + 5

...
µπ̂+ 4µ̇π̂2)+

+ [25𝑚11 + 5(1 + 16π̂)𝑚12 + 8(1 + 8π̂)π̂𝑚22 + 8λ] ˙̂π,

𝑚̇11 =
...
µ2, 𝑚̇12 =

...
µµ̇, 𝑚̇22 = µ̇2.

(3.51)

Отметим, что в рассматриваемой задаче у оптимального алгоритма иден-
тификации с множителем связей (3.51) нет преимущества в размерности урав-
нений по сравнению с алгоритмом в форме (3.48). Это обусловлено отсутствием
в последней системе переменной 𝑧1.

Обозначим оценку и ошибку оценки частоты, полученные идентификато-
ром по методу наименьших квадратов с множителем связи

̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝑅 =
√︀

|π̂|, ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑅 = ω− ̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝑅,

где π̂ удовлетворяет системе (3.51).
Перейдём, наконец, к уравнениям идентификатора, оптимального по мо-

дифицированному методу наименьших квадратов (2.51), (2.53)

˙̂π = 𝑃π · 𝐶T𝑁𝑒, 𝑃π = −𝑃π · 𝐶T𝑁𝑁T𝐶 · 𝑃π. (3.52)

Для рассматриваемой задачи они имеют следующий вид:{︃
˙̂π = −𝑃π · (5

...
µ + 8µ̇π̂)(𝑦π + 5

...
µπ̂+ 4µ̇π̂2),

𝑃̇π = −𝑃 2
π · (5

...
µ + 8µ̇π̂)2.

(3.53)

Введём следующие обозначения для оценки и ошибки оценки частоты, по-
лученных оптимальным идентификатором по модифицированному методу наи-
меньших квадратов:

̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝑀 =
√︀

|π̂|, ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑀 = ω− ̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝑀 ,

где π̂ удовлетворяет системе (3.53).
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Проведём математическое моделирование работы идентификато-
ров (3.48), (3.50) и (3.53) при прочих равных условиях с алгоритмом
наименьших квадратов (3.45), не учитывающим параметрическую связь.
Возьмём в качестве исходной информации зависимости 𝑦π(𝑡),

...
µ(𝑡) и µ̇(𝑡),

полученные в результате обработки идеального сигнала 𝑌 (𝑡) и реального 𝑌𝑠(𝑡).
Интегрирование систем уравнений перечисленных идентификаторов начнём с
момента времени 𝑡0 = 10. Моделирование проведём для нескольких значений
начальных оценок:

π̂(𝑡0) = Ω2
0,

где Ω0— начальная оценка частоты.
Для матрицы 𝑀 используем начальное условие вида:

𝑀(𝑡0) = 𝑚0𝐸,

а для коэффициента усиления идентификатора параметров по модифицирован-
ному методу наименьших квадратов (3.53) 𝑃π возьмём

𝑃π(𝑡0) = [𝐶T𝑀𝐶]−1
⃒⃒
𝑡=𝑡0

.

Примем значение 𝑚0 = 0,002.
Сравнительные результаты такого моделирования приведены на рисун-

ке 3.12. Представленные на них графики ошибок оценок частоты ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝐶 , ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑃

и ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑀 демонстрируют, что учёт параметрической связи в алгоритме наи-
меньших квадратов позволяет увеличить точность оценки частоты как мини-
мум на порядок (см. для сравнения рисунок 3.10). Согласно полученным ре-
зультатам, сходимость оценки ̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝑀 , полученной модифицированным мето-
дом наименьших квадратов, хуже по сравнению с двумя остальными. Особенно
это различие заметно при больших начальных ошибках оценки частоты (см.
рисунки 3.12д и 3.12е). Отметим также, что в области малых ошибок оценок
частоты результаты работы оптимального по методу наименьших квадратов
идентификатора и алгоритма идентификации с проекцией практически одина-
ковы. Особенно хорошо это заметно на рисунках 3.12а и 3.12б.

Сравнение графиков изменения ошибок оценок частоты, представленных
на рисунках 3.12а, 3.12в и 3.12д с аналогичными зависимостями, отображён-
ными на рисунках 3.12б, 3.12г и 3.12е показывает достаточно существенное
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а) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌 (𝑡) при Ω0 = 0,73

б) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌𝑠(𝑡) при Ω0 = 0,73

в) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌 (𝑡) при Ω0 = 0,86

г) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌𝑠(𝑡) при Ω0 = 0,86

д) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌 (𝑡) при Ω0 = 1,02

е) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌𝑠(𝑡) при Ω0 = 1,02

Ошибки оценок частоты: 1 — ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝐶; 2 — ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑃 ; 3 — ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑀 .
Рисунок 3.12 — Результаты моделирования алгоритмов идентификации

частоты, построенных на основе метода наименьших квадратов и
учитывающих параметрическую связь. Переходные процессы
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влияние аддитивных погрешностей реального сигнала 𝑌𝑠(𝑡) на переходные про-
цессы в идентификаторах. Оно объясняется малыми величинами знаменателей
правых частей уравнений для ˙̂π в алгоритмах (3.48), (3.50) и (3.53) в начале
процесса идентификации.

Исследуем поведение оценок, полученных алгоритмами (3.48), (3.50) и
(3.53), в квазиустановившемся режиме. Графики изменения ошибок ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝐶 ,̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑃 и ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑀 , приведены на рисунке 3.13. Они демонстрируют, что для
случая практически нулевой начальной ошибки при Ω0 = 0,73 оценки частот
сигналов 𝑌 и 𝑌𝑠, вычисленные идентификаторами (3.48) и (3.50), являются
наиболее точными. Для случаев значительных начальных начальных ошибок
при Ω = 0,86 и Ω = 1,02 наибольшей точностью обладает метод наименьших
квадратов с проекцией (3.50).

Графики, представленные на рисункам 3.12 и 3.13 показывают, что для
выбранных условий проведения численного моделирования зашумлённость ре-
ального сигнала 𝑌𝑠(𝑡) не приводит к существенному снижению точности оценок
частоты, вырабатываемых алгоритмами алгоритмов (3.48), (3.50) и (3.53), по
сравнению с оценками ̂︀ω, полученными для идеального сигнала 𝑌 (𝑡).

Худшая точность оценок, вырабатываемых модифицированным методом
наименьших квадратов объясняется непосредственным влиянием ошибок оце-
нок на величину коэффициента усиления 𝑃π в уравнения (3.53).

Ухудшение точности оптимального алгоритма (3.48) по сравнению с суб-
оптимальным (3.50) можно объяснить большей чувствительностью первого к
переходным процессам во вспомогательном «фильтре» (3.25). Действительно,
функция ε(𝑡), характеризующая свободные колебания в «фильтре» и игнори-
руемая в параметрической модели (3.30), влияет на значение её выходной пере-
менной 𝑦(𝑡), и, следовательно на величину ошибки прогноза 𝑒(𝑡). Однако, в оп-
тимальном алгоритме идентификации по методу наименьших квадратов (3.48)
от 𝑦(𝑡) зависит ещё и величина 𝑧2(𝑡), которая фигурирует в знаменателе выра-
жения для псевдоскорости ˙̂π.

Продемонстрируем влияние регуляризации уравнения для множителя
связи в алгоритме (3.51) на точность оценивания частоты измерительного сиг-
нала 𝑌𝑠(𝑡). Уравнения идентификатора (3.51) были численно проинтегрированы
для начальной оценки частоты Ω = 1,02, λ(𝑡0) = 0 при различных значениях
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а) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌 (𝑡) при Ω0 = 0,73

б) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌𝑠(𝑡) при Ω0 = 0,73

в) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌 (𝑡) при Ω0 = 0,86

г) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌𝑠(𝑡) при Ω0 = 0,86

д) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌 (𝑡) при Ω0 = 1,02

е) Ошибки оценок частоты
сигнала 𝑌𝑠(𝑡) при Ω0 = 1,02

Ошибки оценок частоты: 1 — ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝐶; 2 — ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑃 ; 3 — ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑀 .
Рисунок 3.13 — Установившийся режим работы идентификаторов частоты,

построенных на основе метода наименьших квадратов
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коэффициента регуляризации 𝐴λ. Результаты такого моделирования показаны
на рисунке 3.14.

а) Ошибка оценки частоты ̃︀ω б) Множители связей λ
Величина коэффициента регуляризации:

1 —𝐴λ = 0 (оптимальный алгоритм без регуляризации);
2 —𝐴λ = −0,2; 3 —𝐴λ = −1,0; 4 —𝐴λ = −5,0;

5 —𝐴λ = −∞ (алгоритм с проекцией).
Рисунок 3.14 — Влияние регуляризации на точность алгоритма

идентификации частоты по методу наименьших квадратов

Приведённые на рисунке 3.14а графики изменения ошибок оценок частоты̃︀ω(𝑡) демонстрируют, что при увеличении абсолютного значения коэффициента
регуляризации 𝐴λ точность алгоритма (3.51) увеличивается и приближаются
к таковой у идентификатора параметров (3.50) с проекцией. Зависимости λ(𝑡),
приведённые на рисунке 3.14б, показывают, что при отсутствии регуляризации
изменение значения множителя связи λ носит характер колебаний в диапазоне
значений 0,3 . . . 0,4. Такое поведение λ(𝑡) является результатом влияния адди-
тивных погрешностей, не учтённых в параметрической модели сигнала 𝑌𝑠(𝑡).
Их влияние снижается при ненулевых значениях коэффициента 𝐴λ — колеба-
ния λ(𝑡) устанавливаются в окрестности нуля, а их амплитуда уменьшается
при увеличении |𝐴λ|. В предельном случае 𝐴λ = −∞ множитель λ становится
тождественно равен нулю, что соответствует алгоритму наименьших квадратов
с проекцией.

В определённых условиях влияние переходных процессов в «филь-
тре» (3.25) приводит к делению на ноль при вычислении оценки алгорит-
мом (3.48), и, следовательно к потере его работоспособности. Такое происходит,
например, при моделировании работы оптимального идентификатора (3.48), ес-
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ли начать интегрирование его уравнений в момент времени 𝑡0 = 1 с начальной
оценкой частоты Ω0 = 0,73. Графики ошибки оценки частоты идеализирован-
ного сигнала 𝑌 (𝑡) ̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝐶(𝑡) и знаменателя правой части уравнения для ˙̂π

𝑑𝐿𝑆𝑀𝐶 = 25𝑚11 + 80𝑚12π̂+ 64𝑚22π̂
2 + 𝐾(π̂,𝑧2)

в системе (3.48) приведены на рисунке 3.15. На рисунке 3.15б видно, что вели-
чина 𝑑𝐿𝑆𝑀𝐶 обращается в ноль, приблизительно при 𝑡 = 12,85. Это приводит к
скачкообразному изменению оценки ̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝐶 в указанный момент времени, после
чего её точность только ухудшается (см. рисунок 3.15а).

а) Ошибки оценок частоты ̃︀ω, полученных для Ω0 = 0,73

б) Знаменатели выражений для ˙̂π в) Множители связей λ
Алгоритм идентификации по методу наименьших квадратов:

1 — оптимальный; 2 — с проекцией; 3 — с регуляризацией.
Рисунок 3.15 — Потеря работоспособности идентификатором частоты,

оптимальным по методу наименьших квадратов
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Для сравнения на рисунке 3.15 приведены зависимости ошибки оценки̃︀ω𝐿𝑆𝑀𝑃 (𝑡), полученной алгоритмом идентификации с проекцией (3.50) при про-
чих равных условиях, а также график изменения величины знаменателя выра-
жения для ˙̂π

𝑑𝐿𝑆𝑀𝑃 = 25𝑚11 + 80𝑚12π̂+ 64𝑚22π̂
2

в системе (3.50).
В рассматриваемых условиях моделирования восстановить работу опти-

мального идентификатора помогает регуляризация уравнения для множите-
ля связи λ. Результаты моделирования работы регуляризованного алгорит-
ма (3.51) для 𝐴λ = −0,15 также приведены на рисунке 3.15.

Представленная на рисунке 3.15б зависимость от времени знаменателя
правой части уравнения для ˙̂π

𝑑𝐿𝑆𝑀𝑅 = 25𝑚11 + 80𝑚12π̂+ 64𝑚22π̂
2 + 8λ

в алгоритме (3.51) с регуляризацией показывает, обращения 𝑑𝐿𝑆𝑀𝑅 в ноль не
происходит и этот идентификатор сохраняет свою работоспособность. Более то-
го, точность вырабатываемой им оценки ̂︀ω𝐿𝑆𝑀𝑅 в квазиустановившемся режиме
превышает таковую для алгоритма с проекцией (3.50) (см. рисунок 3.15а).

Рассматриваемый пример более наглядно, чем предыдущие, демонстри-
рует положительный эффект от регуляризации уравнения для множителя λ
в оптимальном алгоритме наименьших квадратов. Графики, представленные
на рисунке 3.15в, показывают, что регуляризация предотвращает неограничен-
ное уменьшение множителя связи λ, приводящее к потере работоспособности
оптимального идентификатора (3.48) в данном случае.

Таким образом, учёт параметрической связи в алгоритме идентификации
частоты по методу наименьших квадратов позволил увеличить её точность с
одного до трёх знаков после запятой. В рассматриваемой задаче наилучшей
точностью обладают оценки частоты, полученные методом наименьших квад-
ратов с проекцией (3.50). Оптимальный же алгоритм идентификации (3.48) де-
монстрирует более сильную чувствительность к переходным процесса во вспо-
могательном «фильтре» (3.25) из-за чего его точность оказывается меньше.
Влияние аддитивных погрешностей параметрической сигнала можно париро-
вать, регуляризовав уравнение для множителя связи в оптимальном по методу
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наименьших квадратов идентификаторе. Такая регуляризация помогает улуч-
шить его точностные характеристики в рассматриваемой задаче, а в некоторых
случаях позволяет избежать потери им работоспособности из-за вырождения
матрицы 𝑀λ.

3.4 Совместная идентификация параметров колебаний резонатора

Рассмотрим ещё один алгоритм идентификации параметров первичного
измерительного сигнала 𝑌𝑠(𝑡), моделируемого двумя гармониками разложения
в ряд Фурье (3.23):

𝑌 (𝑡) = 𝑏0 + 𝑏1 cosω𝑡 + 𝑑1 sinω𝑡 + 𝑏2 cos 2ω𝑡 + 𝑑2 sin 2ω𝑡.

Построим уравнения идентификатора для получения оценок не только
частоты ω, но и коэффициентов Фурье 𝑏𝑘 и 𝑑𝑘, 𝑘 = 0,2, используемых для
исследования установившихся колебаний резонатора. Перечисленные здесь па-
раметры, напомним, предполагаются безразмерными.

Так как колебания системы возбуждались в достаточно узком диапазоне,
то искомую безразмерную частоту ω можно представить как сумму некоторо-
го известного номинального значения ω0 и малой поправки ∆ω, подлежащей
оцениванию:

ω = ∆ω+ ω0.

Линеаризуем расчётную модель измерительного сигнала по частоте:

𝑌 =

(︂
𝑌 +

𝜕𝑌

𝜕ω
∆ω

)︂⃒⃒⃒⃒
ω=ω0

.

Выполнив необходимые преобразования, получаем линейную параметри-
ческую модель измерительного сигнала 𝑌𝑠(𝑡) для идентификации его парамет-
ров:

𝑌 (𝑡) = 𝑏0 + 𝑏1 cosω0𝑡 + 𝑑1 sinω0𝑡 + 𝑏2 cos 2ω0𝑡 + 𝑑2 sin 2ω0𝑡− (3.54)

−𝑏1∆ω 𝑡 sinω0𝑡 + 𝑑1∆ω 𝑡 cosω0 − 2𝑏2∆ω 𝑡 sin 2ω0𝑡 + 2𝑑2∆ω 𝑡 cos 2ω0𝑡. (3.55)
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Запишем матрично-векторную форму полученного соотношения:

𝑌 = 𝑁Tϑ, (3.56)

где вектор параметров ϑ имеет вид

ϑ =
(︀
𝑏0 𝑏1 𝑑1 𝑏2 𝑑2 𝑏1∆ω 𝑑1∆ω 𝑏2∆ω 𝑑2∆ω

)︀T
, (3.57)

а сигнальный вектор 𝑁 задаётся соотношением

𝑁 =
(︀

1, cosω0𝑡, sinω0𝑡, cos 2ω0𝑡, sin 2ω0𝑡,

− 𝑡 sinω0𝑡, 𝑡 cosω0𝑡, − 2𝑡 sin 2ω0𝑡, 2𝑡 cos 2ω0𝑡
)︀T
.

(3.58)

Девять коэффициентов модели (3.54), образующих вектор ϑ зависят от
шести независимых параметров — пяти коэффициентов Фурье и частотной по-
правки ∆ω. Соотношение (3.57) определяет зависимость

ϑ = Θ(𝑏0, 𝑏1, 𝑑1, 𝑏2, 𝑑2,∆ω).

Введём вектор оценок независимых параметров

π̂ =
(︀
𝑏̂0 𝑏̂1 𝑑1 𝑏̂2 𝑑2 ∆̂︀ω )︀T.

Вектор коэффициентов параметрической модели (3.54), таким образом, вычис-
ляется по формуле

ϑ̂ = Θ(π̂).

Производная по времени от вектора π̂ является в рассматриваемой задаче
вектором параметрических псевдоскоростей, связанным с вектором параметров
ϑ̂ соотношением

˙̂
ϑ = 𝐶 ˙̂π, 𝐶T =

𝜕ΘT

𝜕π̂
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 ∆̂︀ω 0 0

0 0 1 0 0 ∆̂︀ω 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 ∆̂︀ω
0 0 0 0 1 0 0 ∆̂︀ω 0

0 0 0 0 0 𝑑1 𝑏̂1 𝑑2 𝑏̂2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Так как построение параметрической модели (3.54) не потребовало ис-
пользования решений дифференциальных уравнений, то задачу идентифика-
ции параметров сигнала удобно решать в дискретном времени.

Для выработки оценок параметров будем использовать значения сигнала
𝑌𝑠[𝑘] = 𝑌𝑠(𝑡𝑘), которые измерялись в моменты времени 𝑡𝑘, образующие равно-
мерную сетку с шагом 0,004:

𝑡𝑘 = 𝑡𝑘−1 + 0,004, 𝑡1 = 0, 𝑡𝑘 6 40.

Идентификацию параметров модели (3.56)–(3.58) проведём по модифици-
рованному методу наименьших квадратов (2.60):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

π̂[𝑘] = π̂[𝑘−1] + 𝑃π[𝑘]𝑁𝐶[𝑘]𝑒[𝑘],

𝑃π[𝑘] =
[︀
𝐸 − 𝑃π[𝑘−1]𝑁𝐶[𝑘]

(︀
𝑁T

𝐶[𝑘]𝑃π[𝑘−1]𝑁𝐶[𝑘] + 𝐸
)︀−1

𝑁T
𝐶[𝑘]

]︀
𝑃π[𝑘−1]

𝑒[𝑘] = 𝑌𝑠[𝑘] −𝑁T
[𝑘]Θ(π̂[𝑘−1]), 𝑁𝐶[𝑘] = 𝐶T

[𝑘−1]𝑁[𝑘].

(3.59)

В представленной системе уравнений модельный сигнал 𝑌 заменён на реальный
измерительный 𝑌𝑠.

Численное моделирование работы алгоритма идентификации (3.59) про-
водилось для начальных оценок частотной поправки ∆ω вида

∆̂︀ω[0] = Ω0 − ω0,

где Ω0 — начальная оценка частоты ω, а ω0 = 0,731 — номинальное значение
частоты. Использовались следующие начальные оценки коэффициентов Фурье
сигнала 𝑌𝑠:

𝑏̂0[0] = −0,2, 𝑏̂1[0] = 𝑑1[0] = −0,5, 𝑏̂2[0] = 𝑑2[0] = 0,

а матрица 𝑃π[0] бралась диагональной с элементами

𝑃π11[0] = 1, 𝑃π22[0] = 𝑃π33[0] = 5, 𝑃π44[0] = 𝑃π55[0] = 1, 𝑃π66[0] = 2.

На рисунке 3.16 приводятся графики изменений оценок коэффициентов
Фурье сигнала 𝑌𝑠(𝑡) и ошибки оценки частоты ̃︀ω, совпадающей с ошибкой оцен-
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ки поправки
∆̃︀ω = ∆ω− ∆̂︀ω = ω− ω0 − ∆̂︀ω.

Перечисленные результаты получены при Ω0 = 0,73.

а) Ошибка оценки частоты ̃︀ω б) Оценка коэффициента 𝑏0

в) Оценки коэффициентов 𝑏1 и 𝑑1 г) Оценки коэффициентов 𝑏2 и 𝑑2
1 — оценки 𝑏̂𝑘; 1а — значения 𝑏𝑘, найденные оператором FindFit;
2 — оценки 𝑑𝑘; 2а — значения 𝑑𝑘, найденные оператором FindFit.
Рисунок 3.16 — Результаты совместной идентификации частоты и

коэффициентов Фурье сигнала 𝑌𝑠(𝑡)

Для сравнения на на графиках 3.16б–3.16г отображаются значения коэф-
фициентов Фурье, полученных в системе Mathematica оператором FindFit при
известном значении частоты ω.

На рисунке 3.17 представлены графики изменения ошибок оценок частот-
ной поправки, полученные при различных значениях Ω0.

Представленные на рисунках 3.16 и 3.17 результаты работы алгорит-
ма (3.59) говорят о высокой точности вырабатываемых им оценок.
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а) Ошибки оценок частоты ̃︀ω б) Ошибки оценок частоты ̃︀ω в
квазиустановившемся режиме

Начальная оценка частоты: 1 — Ω0 = 0,73; 2 — Ω0 = 0,86; 3 — Ω0 = 1,02.
Рисунок 3.17 — Ошибки оценки частоты сигнала 𝑌𝑠(𝑡), полученные в процессе

совместного оценивания при различных начальных условиях

3.5 Сравнение и обсуждение результатов идентификации
параметров установившихся колебаний

Сведём вместе основные ошибки ̃︀ω = ω − ̂︀ω оценок частоты первично-
го измерительного сигнала 𝑌𝑠(𝑡) в таблицу 3.1. В ней приведены величины ̃︀ω,
выработанные алгоритмами (3.43), (3.50), (3.48), (3.53) и (3.59) в момент окон-
чания процесса оценивания (𝑡 = 40), а также разброс значений ошибок ̃︀ω в
процессе колебаний при 30 6 𝑡 6 40. Идентификация проводилась при началь-
ном значении оценки частоты Ω0 = 0,73; использовался коэффициент усиления
в градиентном алгоритме идентификации (3.43) γ = 10; работа алгоритмов,
построенных на базе метода наименьших квадратов (МНК), начиналась при
𝑡0 = 10 с начальным условием 𝑀(𝑡0) = 0,002𝐸. Начальные условия для алго-
ритма (3.59) совместного оценивания частоты и коэффициентов Фурье сигнала
𝑌𝑠(𝑡) были описаны выше.

В указанных условия моделирования наиболее точную оценку ̂︀ω в конце
процесса идентификации вырабатывает идентификатор (3.59), наименее точ-
ные — модифицированный МНК (3.53) и градиентный алгоритм с проекци-
ей (3.43), причём в последнем случае колебания величины ̂︀ω наиболее значи-
тельны.

Также в таблице 3.1 приведена ошибка оценки частоты, найденной в систе-
ме Wolfram Mathematica с помощью оператора FindFit. С помощью указанного
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Таблица 3.1
Точность оценок частоты, полученных различными методами

Идентификатор частоты сигнала 𝑌𝑠 Ошибка оценки частоты ̃︀ω̃︀ω⃒⃒
𝑡=40

Колебания ̃︀ω при
30 6 𝑡 6 40

Оценивалась только частота:
Градиентный с проекцией (3.43) −6,66 · 10−4 (−4,0 . . .+ 1,0) · 10−3

МНК с проекцией (3.50) −4,65 · 10−4 (−0,7 . . .−0,0) ·10−3

МНК оптимальный (3.48) −4,33 · 10−4 (−0,7 . . .−0,0) ·10−3

МНК модифицированный (3.53) −9,40 · 10−4 (−1,4 . . .−0,7) ·10−3

Оценивалась частота и коэффици-
енты Фурье:
МНК модифицированный (3.59) −0,76 · 10−4 (−0,2 . . .−0,0) ·10−3

Оператор FindFit, Mathematica −4,54 · 10−4

оператора была оценена не только частота сигнала 𝑌𝑠, но и коэффициенты
Фурье 𝑏𝑘 и 𝑑𝑘 в выражении (3.23) для его аппроксимации двумя гармоника-
ми. Точность такой оценки частоты несколько уступает таковой, выработанной
алгоритмом (3.59) и оптимальным по методу наименьших квадратов иденти-
фикатором (3.48).

Следует отметить, что увеличение точности оценок частоты сопряжено
с увеличением размерности систем, определяющих алгоритм идентификации.
С учётом размерности уравнения вспомогательного «фильтра» (3.25), гради-
ентный идентификатор с проекцией (3.43) описывается системой дифференци-
альных уравнений шестого порядка, оптимальный алгоритм наименьших квад-
ратов (3.48) — системой десятого порядка, а идентификатор (3.59) частоты и
коэффициентов Фурье — системой рекуррентных уравнений 27-го порядка.

Отметим, что в описанной в главе 3.2 серии экспериментов по наблюдению
вынужденных колебаний резонатора гироскопа частота входного воздействия
изменялась с шагом ℎω = 0,2 Гц, что соответствует безразмерному значению
ℎω = 1,3 · 10−5. Эту величину вполне естественно принять за потребную точ-
ность оценки безразмерной частоты ̂︀ω. В приведённые в таблице 3.1 результаты
работы идентификаторов такой высокой точности не демонстрируют.

Увеличение числа гармоник, аппроксимирующих сигнал 𝑌𝑠, улучшает точ-
ность оценки ̂︀ω, но не до указанной величины. В этом можно убедиться, обра-
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тившись к таблице 3.2, в которой приведены ошибки ̃︀ω с которыми частоту ω
определил оператор FindFit пакета Mathematica.

Таблица 3.2
Точность оценок частоты, полученных с помощью оператора

FindFit пакета Mathematica

Число гармоник в аппроксимации
сигнала 𝑌𝑠

Ошибка оценки частоты ̃︀ω
2 −4,54 · 10−4

3 −4,40 · 10−4

4 −4,18 · 10−4

Для улучшения точности оценки частоты можно увеличить время наблю-
дения сигнала 𝑌𝑠(𝑡) до величины, сопоставимой с ℎ−1

ω , более тщательно настро-
ить коэффициенты в рассмотренных ранее алгоритмах и уравнении вспомога-
тельного «фильтра» (3.25), либо привлечь другие методики идентификации и
оценивания.

Выводы по главе 3

В настоящей главе решена задача идентификации параметров математи-
ческой модели колебаний резонатора с кубическими консервативными силами
общего вида. Особое внимание уделено построению алгоритмов идентификации
частоты установившихся колебаний системы. В такой задаче имеет место па-
раметрическая связь, учёт которой в алгоритмах идентификации проводился
различными способами. Решена задача идентификации параметров установив-
шихся колебаний резонатора: частоты и коэффициентов Фурье. В этой задаче
также выявлены параметрические связи.

Материалы главы опубликованы в работе [14].
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4 Мобильный робот youBot : алгоритмы идентификации и
управления

Введение дополнительных связей для решения задачи осуществления тре-
буемых движений механическими системами распространено в робототехнике
настолько, что уже излагается как в отечественных [96], так и в зарубеж-
ных [97; 98] учебных пособиях по этой дисциплине. Такой метод управления
обладает рядом преимуществ.

Во-первых, введение дополнительных связей позволяет однозначно задать
изменения всех обобщённых координат при программном движении механиче-
ской системы с избыточными степенями свободы. Обычно синтез закона управ-
ления такими системами сводится к решению обратной задачи кинематики,
которое неоднозначно.

Во-вторых, такой способ управления является в некотором смысле оп-
тимальным. Действительно, управляющие обобщённые силы отождествляются
с реакциями программных связей, величины которых экстремальны в смысле
минимума квадратичной формы с коэффициентами, образующими обратную
инерционную матрицу системы [66].

Таким образом, метод связей может быть применён для решения обрат-
ных задач динамики мобильных робототехнических систем с избыточными сте-
пенями свободы. Источники энергии таких роботов обладают ограниченной ём-
костью и оптимизация энегропотребления их управляющих систем является
актуальной задачей.

Широко востребованным классом таких систем являются мобильные ко-
лёсные роботы, оснащённые манипуляторами. Решению обратных задач дина-
мики для мобильного телескопического манипулятора посвящены, например,
работы Ю. Г. Мартыненко и И. В. Орлова [63; 99]. Неголономная природа этой
системы позволила применить для описания её динамики уравнения Маджи и
Аппеля с использованием множителей дополнительных связей.

В работах Р. Г. Мухарлямова, И. А. Мухаметзянова и соавторов [51;53;54;
58] исследуются вопросы стабилизации дополнительных связей, с которыми со-
гласуется требуемое движение системы. Рассматриваются примеры управления
манипуляционными роботами с целью отработать заданное движение исполни-
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тельного органа. Для описания динамики этих систем использованы уравнения
Лагранжа второго рода с множителями.

Следует отметить, что для реализации обсуждаемых алгоритмов управле-
ния требуется не только построить уравнения движения системы, но и знать ве-
личины коэффициентов, которые в них фигурируют. Идентификация таких па-
раметров для составных частей мобильного манипулятора по результатам серии
экспериментов подробно описана в работе [63]. Вопросы построения парамет-
рической модели, алгоритмов оперативного оценивания и адаптивного управ-
ления для манипуляционного робота изучаются в книге Ж.–Ж. Слотина [21],
упомянутой в предыдущих главах. В работе [100] для построения линейной
параметрической модели роботов-манипуляторов используются базовые инер-
ционные параметры [101]. Идентификации параметров класса систем, удовле-
творяющих вариационному принципу Гамильтона–Остроградского посвящено
исследование [102]. Получению оценок параметров реальных механических и
мехатронных систем посвящены работы [103;104].

Всё чаще мобильные робототехнические системы (в том числе манипуля-
ционные), предназначенные для работы в стеснённых условиях складских, про-
изводственных и подобных помещений, реализуются на базе платформ всена-
правленного движения (omnidirectional platform). Движители таких устройств
могут представлять собой как обычные колёса, плоскости которых поворачива-
ются относительно платформы, так и роликонесущие. Если оси роликов, распо-
ложенных на внешней окружности диска, лежат в плоскости колеса, то его на-
зывают омни-колесом или классическим всенаправленным колесом (omni-wheel,
classical omnidirectional wheel). Если же оси роликов скрещиваются с осью коле-
са под углом 45∘ то речь идёт о меканум-колесе (mecanum-wheel) или шведском
колесе или, в честь изобретателя, колесе Илона.

Одним из устройств такого типа является youBot — мобильная платформа
всенаправленного движения с меканум-колёсами, оснащённая одним или двумя
манипуляторами, произведённая компанией KUKA. Для этого робота создано
свободное и открытое программное обеспечение, что позволяет использовать
youBot для широкого класса научно-исследовательских и учебных задач.

Множество публикаций последних лет посвящены исследованию кинема-
тики и динамики, алгоритмам управления движением и вопросам практиче-
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ского применения мобильных систем с роликонесущими колёсами. Рассмотрим
некоторые из них и начнём с работ зарубежных авторов [105–117].

В статьях И. Дорофтеи с соавторами [105;106] приводится обзор областей
применения мобильных устройств с меканум-колёсами; подробное сравнение
их с платформами всенаправленного движения с другими типами колёс; при-
водятся результаты разработки конструкции и исследования кинематики одной
платформы с меканум–колёсами, описываются алгоритмы автономного движе-
ния системы.

В работах [107–110] рассматриваются некоторые особенности контакта ро-
ликонесущих колёс с подстилающей поверхностью. В статье [107] рассматрива-
ется динамика платформы с омни-колёсами с учётом их проскальзывания, а в
работе [108] предлагается алгоритм управления на базе нечётной логики с об-
наружением проскальзывания для мобильной платформы с меканум-колёсами.
Статья [109] посвящена моделированию устройств с омни-колёсами с учётом
вязко-упругих свойств материала роликов. В работе [110] описывается разра-
ботка адаптивной системы управления платформы всенаправленного движения
с меканум-колёсами по поверхности с неизвестным рельефом.

Публикации [111–114] посвящены специальным вопросам управления дви-
жением всенаправленных мобильных аппаратов. В статье [111] предлагается
алгоритм субоптимального по быстродействию управления мобильной плат-
формой с омни-колёсами, учитывающий её динамику и ограниченность сил
контактного трения. Работа [112] посвящена синтезу закона управления мо-
бильным роботом с омни-колёсами со стабилизацией программной траектории
методом функций Ляпунова с учётом ограничений на величину угловых скоро-
стей колёс.

В статье [114] приводится адаптивный алгоритм формирования управля-
ющих моментов для отработки программного движения меканум-платформы и
идентификации её параметров. Предложен адаптивный алгоритм управления
параметрического типа, полученный с помощью метода функций Ляпунова, а
также комбинированный алгоритм, сочетающий методы прямого и непрямого
адаптивного управления. В работе [113] решена задача управления мобильной
платформой с омни-колёсами со стабилизацией программной траектории и кур-
сового угла с учётом динамики следящих приводов и ограничений на величину
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угловых скоростей колёс. Проведена идентификация параметров дискретной
математической модели приводов колёс.

Работы [115; 116] Р. А. Кнеппера, Д. Расс и их соавторов посвящены ре-
шению практических задач по управлению мобильными роботами youBot. В
статье [115] описываются алгоритмы избегания препятствий для группы таких
аппаратов, основанные на поведении пешеходов. В работе [116] описывается
реализация процесса сборки мебели группой взаимодействующих мобильных
манипуляторов youBot.

Выпускная работа М. Руиза [117] посвящена разработке системы дистан-
ционного управления роботом youBot с учётом сил трения в сочленениях колёс
и платформы. Получена нелинейная по скорости модель такого трения, исполь-
зованная для его алгоритмической компенсации.

В российских публикациях последних лет [118–127], посвящённых колёс-
ным системам всенаправленного движения, основное внимание уделяется преж-
де всего теоретическим вопросам механики таких систем. Опубликован ряд ра-
бот [122; 124; 125], посвящённых мобильным устройствам с произвольным чис-
лом и расположением роликонесущих колёс.

Исследование динамики мобильной платформы с тремя омни-колёсами
проведено в публикациях Ю. Г. Мартыненко и А. М. Формальского [118; 119].
В статье [118] проведено точное интегрирование уравнений управляемого дви-
жения аппарата в частном случае, рассмотрены вопросы оптимизации энерго-
затрат и счисления пройденного им пути. В работе [119] рассматривается мо-
бильный робот с тремя омни-колёсами со смещённым центром масс платформы.
Проведено точное интегрирование уравнений его движения в частных случаях,
исследованы некоторые стационарные движения платформы при постоянных
напряжениях на приводах. Алгоритмы траекторного управления для такого
робота, построенные с использованием дифференциально-геометрических ме-
тодов, приведены в статье [120].

В работах А. А. Зобовой и Я. В. Татаринова [121–123] рассматривается
динамика и устойчивость движения всенапрвленных платформ с роликонесу-
щими колёсами. В статье [122] исследуется устойчивость и ветвление некоторого
класса стационарных движений для системы с произвольным числом ролико-
несущих колёс. Особенностью перечисленных работ является применение про-
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цедуры, опубликованной в [128], для вывода уравнений движения таких него-
лономных систем.

В работе А. А. Килина и А. Д. Бобыкина [124] решается задача траек-
торного управления платформой с произвольным количеством мекнаум-колёс;
исследуется её управляемость в рамках нелинейной теории с применением ап-
парата дифференциальной геометрии [16; 18]. Статья А. В. Борисова и соав-
торов [125] посвящена построению уравнений движения тележки с меканум-
колёсами по плоскости и по сфере и исследованию её свободных стационарных
движений.

В публикациях В. Е. Павловского и соавторов [126; 127] описываются мо-
бильные аппараты с меканум-колёсами новых типов. В статье [126] проведён ки-
нематический анализ шестиколёсной меканум-платформы для всех возможных
случаев ориентации роликов колёс. Работа [127] посвящена колёсно-шагающему
аппарату, оснащённому шестью меканум-колёсами.

В рассмотренных публикациях, посвящённых задачам механики и управ-
ления мобильными платформами с роликонесущими колёсами, силы трения,
действующие на валы и оси механических передач колёс, либо игнорируют-
ся, либо группируются авторами с управляющими моментами. Учёту трения
в опорах роликов колёс в публикациях фактически не уделено никакого вни-
мания. Также практически не затрагиваются задачи динамики и управления
всенаправленными платформами с дополнительными программными связями.

Что же касается, задачи динамики систем с программными связями, то
основным направлением исследований являются вопросы стабилизации связей.
Вопросы, касающиеся исследования поведения обобщённых координат на дви-
жении с дополнительными связями в рассмотренных публикациях не поднима-
лись.

Настоящая глава диссертации посвящена построению математической мо-
дели движения мобильной платформы youBot с учётом сил линейного вязкого
трения в сочленениях тел; идентификации параметров такой модели; построе-
нию алгоритма управления системой с целью реализации программного движе-
ния, согласованного с дополнительными неголномными связями; исследованию
стационарных движений платформы с такими связями.
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4.1 Описание мобильного робота

Робот youBot компании KUKA представляет собой платформу всенаправ-
ленного движения с двумя парами роликонесущих меканум-колёс (колёс Ило-
на), оборудованную, в зависимости от комплектации, одним или двумя манипу-
ляторами, датчиками системы стереозрения, дальномерами (см. рисунок 4.1а).

Движителями платформы являются меканум-колёсами (см. рису-
нок 4.1б). На внешней окружности диска 1 такого колеса расположено шесть
симметричных тел вращения — роликов 2, оси которых составляют с его плос-
костью угол 45∘.

Рассматривается движение робота youBot по горизонтальной плоскости.
Считается, что ролики непрерывно контактируют с подстилающей поверхно-
стью без отрыва и проскальзывания, а положение точки контакта на меридиане
ролика не зависит от угла поворота колеса.

Каждое колесо оснащено отдельным электроприводом постоянного тока
с бесколлекторным двигателем, понижающей механической передачей и накап-
ливающим (или инкрементным) энкодером — датчиком угловой скорости рото-
ра двигателя относительно статора. Также робот оснащён датчиками Холла,
позволяющими измерять силу тока каждого двигателя, по величине которой
рассчитывается развиваемый момент электромагнитных сил.

Приводы сочленений манипулятора оснащены аналогично, за исключени-
ем энкодеров. Они являются позиционными и измеряют углы поворота ротора
двигателя.

Контроллеры двигателей могут работать в режимах отработки заданного
угла поворота в сочленении робота, заданной угловой скорости в сочленении и
в режиме отработки указанной величины момента (силы тока), развиваемого
приводом. Таким образом, в качестве управляющих величин можно рассматри-
вать либо значения обобщённых координат или скоростей робота (кинемати-
ческий уровень), либо значения моментов приводов (динамический уровень). В
последнем случае для расчёта управляющих моментов необходимы уравнения
движения системы. Некоторые коэффициенты в этих уравнениях неизвестны и
подлежат оценке.
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а) Общий вид робота в комплекте с одним манипулятором с
устройством захвата

б) Роликонесущее колесо
робота

Рисунок 4.1 — Мобильный робот youBot



128

Данная глава посвящена решению некоторых задач управления платфор-
мой youBot и оценивания параметров её математической модели. Предполага-
ется, что в процессе функционирования робота манипулятор неактивен.

4.2 Кинематика платформы робота

Для описания кинематики мобильного робота введём неподвижную систе-
му координат 𝑋 ′𝑌 ′𝑍 ′ с горизонтальной плоскостью 𝑋 ′𝑌 ′, а также подвижную
𝑂𝑋𝑌 𝑍 с началом в геометрическом центре платформы 𝑂. Ось 𝑂𝑋 является
продольной осью симметрии платформы, а 𝑂𝑌 — поперечной. Координатные
оси 𝑍 ′ и 𝑂𝑍 вертикальны и сонаправлены друг с другом.

Рисунок 4.2 — Кинематическая схема мобильной платформы робота youBot

Положение платформы описывается с помощью декартовых координат
𝑋 ′

𝑂 и 𝑌 ′
𝑂 её геометрического центра 𝑂 в неподвижной системе координат 𝑋𝑌 𝑍

и курсового угла Ψ между неподвижной осью 𝑋 ′ и осью 𝑂𝑋 (см. рисунок 4.2).
Угол поворота колеса 𝑖 (𝑖 = 1,4) относительно корпуса робота обозначим ϕ𝑖

(см. рисунок 4.2).
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Таким образом, движение платформы задаётся семимерным вектором
обобщённых координат:

𝑞 = (𝑋 ′
𝑂 𝑌 ′

𝑂 Ψ ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4)
T.

На кинематической схеме платформы, представленной на рисунке 4.2, на-
правления осей роликов, контактирующих с подстилающей поверхностью ука-
заны засечками на колёсах 1, 2, 3 и 4 ; половина расстояния между осями ко-
лёсных пар обозначено как ℎ, а половина расстояния между точками контакта
противоположных колёс — как 𝑙.

Радиус 𝑅 той цилиндрической поверхности, которой касаются оси всех
роликов одного колеса, будем называть радиусом этого меканум-колеса. Из со-
ображений симметрии следует, что

𝑅 = |𝐶𝑖𝐾𝑖|,

где 𝐶𝑖 — геометрический центр 𝑖-го колеса, 𝐾𝑖 — центр ролика, контактирующе-
го с подстилающей поверхностью.

В рассматриваемой задаче условие непроскальзывания ролика 𝑖-го колеса
сводится к взаимной ортогональности вектора скорости точки 𝐾𝑖 и единичного
вектора оси ролика ℓ𝑖 (см. рисунок 4.3):

(︀
𝑣𝐾𝑖

, ℓ𝑖
)︀

= 0. (4.1)

Рисунок 4.3 — Ролик 𝑖–го колеса, контактирующий с горизонтальной
плоскостью без проскальзывания



130

Условия (4.1) при 𝑖 = 1,4 определяют независимые неголономные связи,
налагаемые на движение платформы. Одновременное выполнение всех четы-
рёх условий (4.1) позволяет описать движение платформы в псевдоскоростях,
составляющих вектор

π̇ = (𝑉𝑋 𝑉𝑌 Ω)T,

где 𝑉𝑋 , 𝑉𝑌 — проекции вектора скорости точки 𝑂 на соответствующие подвиж-
ные оси, Ω — угловая скорость курса платформы:

𝑉𝑋 = 𝑋̇ ′
𝑂 cos Ψ + 𝑌̇ ′

𝑂 sin Ψ, 𝑉𝑌 = −𝑋̇ ′
𝑂 sin Ψ + 𝑌̇ ′

𝑂 cos Ψ, Ω = Ψ̇. (4.2)

Продемонстрируем это. Выразим вектор скорости точки 𝐾𝑖 по формуле
Эйлера [61]:

𝑣𝐾𝑖
= 𝑣𝐶𝑖

+
[︀
ω𝑖, 𝑟𝐶𝑖𝐾𝑖

]︀
= 𝑣𝑂 +

[︀
Ω, 𝑟𝑂𝐶𝑖

]︀
+
[︀
ω𝑖, 𝑟𝐶𝑖𝐾𝑖

]︀
, (4.3)

где 𝑣𝑂 — вектор скорости геометрического центра платформы 𝑂; 𝑣𝐶𝑖
— вектор

скорости центра 𝑖–го колеса; 𝑟𝐶𝑖𝐾𝑖
, 𝑟𝑂𝑖𝐶𝑖

— радиус-векторы точек 𝐾𝑖 и 𝐶𝑖 отно-
сительно 𝐶𝑖 и 𝑂 соответственно; Ω — вектор угловой скорости платформы; ω𝑖 —
вектор абсолютной угловой скорости 𝑖-го колеса.

Запишем матричную форму соотношения (4.3) в проекциях на оси по-
движной системы координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍:

𝑣𝑋𝑌 𝑍
𝐾𝑖

= 𝑣𝑋𝑌 𝑍
𝑂 + Ω̌𝑋𝑌 𝑍 · 𝑟𝑋𝑌 𝑍

𝑂𝐶𝑖
+ ω̌𝑋𝑌 𝑍

𝑖 · 𝑟𝑋𝑌 𝑍
𝐶𝑖𝐾𝑖

,

где столбцы проекций векторов на оси 𝑂𝑋𝑌 𝑍 имеют вид:

𝑣𝑋𝑌 𝑍
𝑂 =

⎛⎜⎝ 𝑉𝑋

𝑉𝑌

0

⎞⎟⎠ , 𝑣𝑋𝑌 𝑍
𝐾𝑖

=

⎛⎜⎝ 𝑣𝐾𝑖𝑋

𝑣𝐾𝑖𝑌

0

⎞⎟⎠ , 𝑟𝑋𝑌 𝑍
𝑂𝐶𝑖

=

⎛⎜⎝ ρ𝑋𝑖

ρ𝑌𝑖

0

⎞⎟⎠ ,

Ω𝑋𝑌 𝑍 =

⎛⎜⎝ 0

0

Ω

⎞⎟⎠ , ω𝑋𝑌 𝑍
𝑖 =

⎛⎜⎝ 0

ϕ̇𝑖

Ω

⎞⎟⎠ , 𝑟𝑋𝑌 𝑍
𝐶𝑖𝐾𝑖

=

⎛⎜⎝ 0

0

−𝑅

⎞⎟⎠ ,
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а кососимметричные матрицы, используемые для вычисления компонент век-
торных произведений определяются как

Ω̌𝑋𝑌 𝑍≡

⎛⎜⎝ 0 −Ω𝑍 Ω𝑌

Ω𝑍 0 −Ω𝑋

−Ω𝑌 Ω𝑋 0

⎞⎟⎠=

⎛⎜⎝ 0 −Ω 0

Ω 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠, ω̌𝑋𝑌 𝑍
𝑖 =

⎛⎜⎝ 0 −Ω ϕ̇𝑖

Ω 0 0

−ϕ̇𝑖 0 0

⎞⎟⎠.
Матрицы такого вида будем использовать и далее для вычисления векторных
произведений.

После проведения необходимых алгебраических действий, выражения для
компонент вектора 𝑣𝐾𝑖

принимают вид:

𝑣𝐾𝑖𝑋 = 𝑉𝑋 − Ωρ𝑌𝑖
− ϕ̇𝑖𝑅, 𝑣𝐾𝑖𝑌 = 𝑉𝑌 + Ωρ𝑋𝑖

. (4.4)

Так как компоненты единичного вектора оси ролика ℓ𝑖 имеют вид

ℓ𝑋𝑌 𝑍
𝑖 = (cos δ𝑖 sin δ𝑖 0)T,

где δ𝑖 — угол между осью ролика и плоскостью колеса 𝑖 (см. рисунок 4.3), то

(︀
𝑣𝐾𝑖

, ℓ𝑖
)︀

= 𝑣𝐾𝑖𝑋 cos δ𝑖 + 𝑣𝐾𝑖𝑌 sin δ𝑖,

и, в силу (4.4), условие непроскальзывания (4.1) принимает вид:

(𝑉𝑋 − Ωρ𝑌𝑖
− ϕ̇𝑖𝑅) cos δ𝑖 + (𝑉𝑌 + Ωρ𝑋𝑖

) sin δ𝑖 = 0.

Отсюда получаем выражение для угловой скорости 𝑖-го колеса относительно
платформы:

ϕ̇𝑖 =
1

𝑅

[︀
𝑉𝑋 + 𝑉𝑌 tg δ𝑖 + (ρ𝑋𝑖

tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖
)Ω
]︀
. (4.5)

В таблице 4.1 приведены значения геометрических параметров, входящих
в уравнение (4.5). Подставим эти величины в (4.5).
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Таблица 4.1
Геометрические параметры для колёс

платформы

Номер
колеса 𝑖

δ𝑖 ρ𝑋𝑖
ρ𝑌𝑖

1 −45∘ ℎ 𝑙
2 45∘ ℎ −𝑙
3 45∘ −ℎ 𝑙
4 −45∘ −ℎ −𝑙

Выражения для угловых скоростей колёс относительно платформы через
псевдоскорости 𝑉𝑋 , 𝑉𝑌 и Ω имеют вид:

ϕ̇1 =
1

𝑅

[︀
𝑉𝑋 − 𝑉𝑌 − (𝑙 + ℎ)Ω

]︀
, ϕ̇2 =

1

𝑅

[︀
𝑉𝑋 + 𝑉𝑌 + (𝑙 + ℎ)Ω

]︀
,

ϕ̇3 =
1

𝑅

[︀
𝑉𝑋 + 𝑉𝑌 − (𝑙 + ℎ)Ω

]︀
, ϕ̇4 =

1

𝑅

[︀
𝑉𝑋 − 𝑉𝑌 + (𝑙 + ℎ)Ω

]︀
.

(4.6)

Подстановка определяющих выражений (4.2) для псевдоскоростей в соот-
ношения (4.6) преобразует последние в уравнения четырёх независимых него-
лономных связей, налагаемых на исследуемую механическую систему.

Перепроецировав компоненты вектора 𝑣𝑂 на неподвижные оси 𝑋𝑌 𝑍, по-
лучаем:

𝑋̇ ′
𝑂 = 𝑉𝑋 cos Ψ − 𝑉𝑌 sin Ψ, 𝑌̇ ′

𝑂 = 𝑉𝑋 sin Ψ + 𝑉𝑌 cos Ψ, Ψ̇ = Ω. (4.7)

Уравнения (4.6) и (4.7) определяют зависимость элементов вектора обоб-
щённых скоростей 𝑞 от элементов вектора псевдоскоростей π̇. Запишем их в
векторно-матричной форме:

𝑞 = 𝐶𝑞π̇, 𝐶𝑞 =
1

𝑅

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑅 cos Ψ −𝑅 sin Ψ 0

𝑅 sin Ψ 𝑅 cos Ψ 0

0 0 𝑅

1 −1 −𝑙 − ℎ

1 1 𝑙 + ℎ

1 1 −𝑙 − ℎ

1 −1 𝑙 + ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(4.8)
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Для восстановления значений псевдоскоростей по измерениям скоростей
вращения колёс ϕ̇𝑖, (𝑖 = 1,4) в предположении идеальности контакта ко-
лёс с подстилающей поверхностью, решим переопределённую систему уравне-
ний (4.6) относительно 𝑉𝑋 , 𝑉𝑌 и Ω. Запишем её в матричной форме:

ϕ̇ = 𝐶ϕπ̇,

где

ϕ̇ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ϕ̇1

ϕ̇2

ϕ̇3

ϕ̇4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐶ϕ =
1

𝑅

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 −ℎ− 𝑙

1 1 𝑙 + ℎ

1 1 −ℎ− 𝑙

1 −1 𝑙 + ℎ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Воспользовавшись методом наименьших квадратов, получаем:

π̇ = 𝐶+
ϕ ϕ̇,

где 𝐶+
ϕ — левая обратная матрица для 𝐶ϕ:

𝐶+
ϕ ≡

(︀
𝐶T
ϕ𝐶ϕ

)︀−1
𝐶T
ϕ =

𝑅

4

⎛⎜⎝ 1 1 1 1

−1 1 1 −1

− 1
𝑙+ℎ

1
𝑙+ℎ − 1

𝑙+ℎ
1

𝑙+ℎ

⎞⎟⎠ .

Перепишем полученное соотношение поэлементно:

𝑉𝑋 =
𝑅

4
[ϕ̇2 + ϕ̇1 + ϕ̇4 + ϕ̇3], (4.9)

𝑉𝑌 =
𝑅

4
[ϕ̇2 − ϕ̇1 − ϕ̇4 + ϕ̇3], (4.10)

Ω =
1

4ηк
[ϕ̇2 − ϕ̇1 + ϕ̇4 − ϕ̇3], (4.11)

где ηк = 𝑙+ℎ
𝑅 — безразмерный коэффициент.
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4.3 Динамика мобильной платформы

Составим уравнения движения платформы робота youBot в псевдоскоро-
стях, образующих вектор

π̇ = (𝑉𝑋 𝑉𝑌 Ω)T.

Полагаем контакт меканум-колёс с подстилающей поверхностью идеальным.
Массой и податливостью роликов, а также элементов механических передач
приводов колёс пренебрегаем. Робот рассматриваем как систему абсолютно
твёрдых тел. Считаем, что все колёса, как и характеристики их приводов, иден-
тичны. В процессе движения манипулятор неподвижен относительно платфор-
мы робота и рассматривается с ней как одно тело. Полагаем, что силы трения
в сочленениях тел линейны по сокрости.

Для получения уравнений движения системы воспользуемся формализ-
мом Аппеля [61;62;68;129]:

𝜕𝑆

𝜕π̈
= Π, (4.12)

где 𝑆 — функция Аппеля или энергия ускорений, π̈ — столбец псевдоускорений,
Π — столбец обобщённых сил, приведённых к псевдоскоростям:

π̈ =
(︀
𝑉̇𝑋 𝑉̇𝑌 Ω̇

)︀T
, Π =

(︀
Π𝑉𝑋

Π𝑉𝑌
ΠΩ

)︀T
.

4.3.1 Инерционные слагаемые в уравнениях движения

В рассматриваемой задаче функция 𝑆 имеет вид:

𝑆 = 𝑆пл +
4∑︁

𝑖=1

𝑆𝑖, (4.13)

где 𝑆пл — функция Аппеля платформы с манипулятором, 𝑆𝑖 — функция Аппеля
колеса 𝑖. Это позволяет переписать левую часть уравнений Аппеля (4.12) в
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следующем виде:
𝜕𝑆

𝜕π̈
=

𝜕𝑆пл

𝜕π̈
+

4∑︁
𝑖=1

𝜕𝑆𝑖

𝜕π̈
. (4.14)

Функция Аппеля для платформы с манипулятором, совершающей пло-
скопараллельное движение имеет вид [61]:

𝑆пл =
1

2
𝑚𝑤2

𝐶 +
1

2
𝐼𝐶Ω̇2, (4.15)

где 𝑤𝐶 — ускорение центра масс 𝐶 платформы с манипулятором, 𝐼𝐶 — её момент
инерции относительно вертикальной оси 𝐶𝑍, 𝑚— масса платформы и манипу-
лятора.

Вектор ускорения 𝑤𝐶 центра масс платформы с манипулятором найдём,
дифференцируя его вектор скорости 𝑣𝐶 в подвижной системе отсчёта 𝑂𝑋𝑌 𝑍:

𝑤𝐶 =
̃︀d𝑣𝐶
d𝑡

+
[︀
Ω, 𝑣𝐶

]︀
,

где ̃︀d/d𝑡 обозначает локальную производную. В проекциях на подвижные оси
𝑋𝑌 𝑍 последнее выражение имеет вид:

𝑤𝑋𝑌 𝑍
𝐶 = 𝑣̇𝑋𝑌 𝑍

𝐶 + Ω̌𝑋𝑌 𝑍 · 𝑣𝑋𝑌 𝑍
𝐶 .

В соответствии с формулой Эйлера,

𝑣𝑋𝑌 𝑍
𝐶 =

(︁
𝑉𝑋 − 𝑎𝑌 Ω 𝑉𝑌 + 𝑎𝑋Ω 0

)︁T
,

где 𝑎𝑋 и 𝑎𝑌 — абсцисса и ордината центра масс 𝐶 в системе координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍.
С учётом последнего выражения, столбец проекций вектора 𝑤𝐶 имеет вид:

𝑤𝑋𝑌 𝑍
𝐶 =

⎛⎜⎝ 𝑉̇𝑋 − 𝑎𝑌 Ω̇

𝑉̇𝑌 + 𝑎𝑋Ω̇

0

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝ 0 −Ω 0

Ω 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 𝑉𝑋 − 𝑎𝑌 Ω

𝑉𝑌 + 𝑎𝑋Ω

0

⎞⎟⎠ ,

𝑤𝑋𝑌 𝑍
𝐶 =

⎛⎜⎝ 𝑉̇𝑋 − 𝑎𝑌 Ω̇ − Ω(𝑉𝑌 + 𝑎𝑋Ω)

𝑉̇𝑌 + 𝑎𝑋Ω̇ + Ω(𝑉𝑋 − 𝑎𝑌 Ω)

0

⎞⎟⎠ . (4.16)
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Подставим полученные результаты в выражение для функции Аппеля
платформы с манипулятором (4.15)

𝑆пл =
1

2

{︂
𝑚
[︀
𝑉̇𝑋 −𝑎𝑌 Ω̇−Ω(𝑉𝑌 +𝑎𝑋Ω)

]︀2
+𝑚

[︀
𝑉̇𝑌 +𝑎𝑋Ω̇+Ω(𝑉𝑋 −𝑎𝑌 Ω)

]︀2
+ 𝐼𝐶Ω̇2

}︂
и продифференцируем 𝑆пл по псевдоускорениям:

𝜕𝑆пл

𝜕π̈
=

⎛⎜⎝ 𝑚(𝑉̇𝑋 − Ω𝑉𝑌 ) −𝑚𝑎𝑌 Ω̇ −𝑚𝑎𝑋Ω2

𝑚(𝑉̇𝑌 + Ω𝑉𝑋) + 𝑚𝑎𝑋Ω̇ −𝑚𝑎𝑌 Ω2

𝐼𝑂Ω̇ −𝑚𝑎𝑌 (𝑉̇𝑋 − Ω𝑉𝑌 ) + 𝑚𝑎𝑋(𝑉̇𝑌 + Ω𝑉𝑋)

⎞⎟⎠ , (4.17)

где 𝐼𝑂 = 𝐼𝐶 +𝑚(𝑎2𝑋 +𝑎2𝑌 ) — момент инерции платформы с манипулятором отно-
сительно вертикальной оси 𝑂𝑍, проходящей через её геометрический центр 𝑂.

Перейдём к нахождению функции Аппеля 𝑖-го колеса 𝑆𝑖. Считая, что его
центр масс совпадает с геометрическим центром 𝐶𝑖, а 𝐶𝑖𝑌 является осью ди-
намической симметрии, выражение для 𝑆𝑖 принимает вид [61;97;129]:

𝑆𝑖 =
1

2

{︀
𝑚к𝑤

2
𝐶𝑖

+ 𝐼к𝑍
Ω̇2 + 𝐼к𝑌

ϕ̈2
𝑖

}︀
, (4.18)

где 𝑚к — масса колеса, 𝐼к𝑌
и 𝐼к𝑍

— его моменты инерции относительно осей 𝐶𝑖𝑌

и 𝐶𝑖𝑍 соответственно. Слагаемые, не зависящие от псевдоускорений, в выраже-
нии (4.18) опущены.

Для нахождения компонент вектора ускорения центра масс колеса 𝑤𝐶𝑖

достаточно заменить в формуле (4.16) координаты центра масс платформы с
манипулятором 𝑎𝑋 и 𝑎𝑌 на координаты точки 𝐶𝑖 ρ𝑋𝑖

и ρ𝑌𝑖
соответственно:

𝑤𝑋𝑌 𝑍
𝐶𝑖

≡

⎛⎜⎝ 𝑤𝐶𝑖𝑋

𝑤𝐶𝑖𝑌

0

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 𝑉̇𝑋 − ρ𝑌𝑖
Ω̇ − Ω(𝑉𝑌 + ρ𝑋𝑖

Ω)

𝑉̇𝑌 + ρ𝑋𝑖
Ω̇ + Ω(𝑉𝑋 − ρ𝑌𝑖

Ω)

0

⎞⎟⎠ . (4.19)

В соответствии с (4.5), относительное угловое ускорение колеса имеет вид:

ϕ̈𝑖 =
1

𝑅

[︀
𝑉̇𝑋 + 𝑉̇𝑌 tg δ𝑖 + (ρ𝑋𝑖

tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖
)Ω̇
]︀
. (4.20)
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Продифференцируем функцию Аппеля 𝑆𝑖 как сложную:

𝜕𝑆𝑖

𝜕π̈
= 𝑚к𝑤𝐶𝑖𝑋

𝜕𝑤𝐶𝑖𝑋

𝜕π̈
+ 𝑚к𝑤𝐶𝑖𝑌

𝜕𝑤𝐶𝑖𝑌

𝜕π̈
+ 𝐼к𝑍

Ω̇
𝜕Ω̇

𝜕π̈
+ 𝐼к𝑌

ϕ̈𝑖
𝜕ϕ̈𝑖

𝜕π̈
.

Производные от скалярных функций по псевдоускорениям 𝑉̇𝑋 , 𝑉̇𝑌 и Ω в си-
лу (4.19) и (4.20) имеют вид:

𝜕𝑤𝐶𝑖𝑋

𝜕π̈
=

⎛⎜⎝ 1

0

−ρ𝑌𝑖

⎞⎟⎠ ,
𝜕𝑤𝐶𝑖𝑌

𝜕π̈
=

⎛⎜⎝ 0

1

ρ𝑋𝑖

⎞⎟⎠ ,
𝜕ϕ̈𝑖

𝜕π̈
=

1

𝑅

⎛⎜⎝ 1

tg δ𝑖

ρ𝑋𝑖
tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖

⎞⎟⎠ .

Последние соотношения позволяют записать производную от функции
Аппеля 𝑖-го колеса в следующей форме:

𝜕𝑆𝑖

𝜕π̈
=

1

𝑅

⎛⎜⎝ 𝑚к𝑅𝑤𝐶𝑖𝑋 + 𝐼к𝑌
ϕ̈𝑖

𝑚к𝑅𝑤𝐶𝑖𝑌 + 𝐼к𝑌
ϕ̈𝑖 tg δ𝑖

𝑅[𝐼к𝑍
Ω̇ −𝑚к𝑤𝐶𝑖𝑋ρ𝑌𝑖

+ 𝑚к𝑤𝐶𝑖𝑌 ρ𝑋𝑖
] + 𝐼к𝑌

[ρ𝑋𝑖
tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖

]ϕ̈𝑖

⎞⎟⎠ .

Для упрощения суммирования полученных частных производных по 𝑖 =

1,4, выполним промежуточные действия (см. таблицу 4.1):∑︁
tg δ𝑖 = 0,

∑︁
ρ𝑋𝑖

=
∑︁

ρ𝑌𝑖
= 0,

∑︁
tg2 δ𝑖 = 4,

∑︁
ρ2𝑋𝑖

= 4ℎ2,
∑︁

ρ2𝑌𝑖
= 4𝑙2,

∑︁
ρ𝑋𝑖

ρ𝑌𝑖
= 0,∑︁

(ρ𝑋𝑖
tg δ𝑖−ρ𝑌𝑖

) =
∑︁

(ρ𝑋𝑖
tg δ𝑖−ρ𝑌𝑖

) tg δ𝑖 = 0,
∑︁

(ρ𝑋𝑖
tg δ𝑖−ρ𝑌𝑖

)2 = 4(𝑙+ℎ)2.

Вычислим следующие взвешенные суммы ускорений по 𝑖 = 1,4:∑︁
𝑤𝐶𝑖𝑋 =

∑︁(︁
𝑉̇𝑋 − ρ𝑌𝑖

Ω̇ − Ω(𝑉𝑌 + ρ𝑋𝑖
Ω)
)︁

= 4(𝑉̇𝑋 − Ω𝑉𝑌 ),

∑︁
𝑤𝐶𝑖𝑌 =

∑︁(︁
𝑉̇𝑌 + ρ𝑋𝑖

Ω̇ + Ω(𝑉𝑋 − ρ𝑌𝑖
Ω)
)︁

= 4(𝑉̇𝑌 + Ω𝑉𝑋),∑︁
𝑤𝐶𝑖𝑋ρ𝑌𝑖

=
∑︁(︁

𝑉̇𝑋 − ρ𝑌𝑖
Ω̇ − Ω(𝑉𝑌 + ρ𝑋𝑖

Ω)
)︁
ρ𝑌𝑖

= −4𝑙2Ω̇,∑︁
𝑤𝐶𝑖𝑌 ρ𝑋𝑖

=
∑︁(︁

𝑉̇𝑌 + ρ𝑋𝑖
Ω̇ + Ω(𝑉𝑋 − ρ𝑌𝑖

Ω)
)︁
ρ𝑋𝑖

= 4ℎ2Ω̇,
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∑︁
ϕ̈𝑖 =

1

𝑅

∑︁(︁
𝑉̇𝑋 + 𝑉̇𝑌 tg δ𝑖 + (ρ𝑋𝑖

tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖
)Ω̇
)︁

=
4𝑉̇𝑋

𝑅
,

∑︁
ϕ̈𝑖 tg δ𝑖 =

1

𝑅

∑︁(︁
𝑉̇𝑋 + 𝑉̇𝑌 tg δ𝑖 + (ρ𝑋𝑖

tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖
)Ω̇
)︁

tg δ𝑖 =
4𝑉̇𝑌

𝑅
,

∑︁
(ρ𝑋𝑖

tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖
)ϕ̈𝑖 =

4(𝑙 + ℎ)2

𝑅
Ω̇.

В соответствии с полученными результатами, вклад инерции колёс в ле-
вую часть уравнений Аппеля (4.12) равен:

4∑︁
𝑖=1

𝜕𝑆𝑖

𝜕π̈
=

4

𝑅2

⎛⎜⎝ 𝑚к𝑅
2(𝑉̇𝑋 − Ω𝑉𝑌 ) + 𝐼к𝑌

𝑉̇𝑋

𝑚к𝑅
2(𝑉̇𝑌 + Ω𝑉𝑋) + 𝐼к𝑌

𝑉̇𝑌

𝐼к𝑂𝑍
𝑅2Ω̇ + 𝐼к𝑌

(𝑙 + ℎ)2Ω̇

⎞⎟⎠ , (4.21)

где 𝐼к𝑂𝑍
= 𝐼к𝑍

+ 𝑚к(ℎ2 + 𝑙2) — момент инерции колеса относительно оси 𝑂𝑍.

4.3.2 Обобщённые силы

Перейдём к нахождению обобщённых сил в уравнениях Аппеля (4.12).
В рассматриваемой задаче активными силовыми факторами являются управ-
ляющие моменты двигателей 𝑀𝑖, моменты линейного вязкого трения в подшип-
никах механических передач колёс

𝑀 тр.к.
𝑖 = −µкϕ̇𝑖,

где µк — соответствующий коэффициент вязкости; а также моменты линейного
вязкого трения в опорах роликов, контактирующих с подстилающей поверхно-
стью (см. рисунок 4.4):

𝑀
тр.р.
𝑖 = −µрωр,к𝑖

,

где µр — коэффициент вязкости, ωр,к𝑖
— вектор угловой скорости контактирую-

щего ролика относительно колеса.
Найдём компоненты векторов 𝑀

тр.р.
𝑖 в подвижной системе координат

𝑂𝑋𝑌 𝑍, связанной с платформой. Столбец проекций вектора ωр,к𝑖
на оси по-
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Рисунок 4.4 — Момент вязкого трения в опорах ролика 𝑖–го колеса,
контактирующего с горизонтальной плоскостью без проскальзывания

движной системы координат 𝑋𝑌 𝑍 имеет вид:

ω𝑋𝑌 𝑍
р,к𝑖

=

⎛⎜⎝ −ωр,к𝑖
cos δ𝑖

−ωр,к𝑖
sin δ𝑖

0

⎞⎟⎠ .

Выразим относительную угловую скорость ролика ωр,к𝑖
, записав кинема-

тическое условие непроскальзывания в точке 𝑃𝑖 контакта ролика с подстилаю-
щей плоскостью. Воспользуемся формулой Эйлера

𝑣𝑃𝑖
= 𝑣𝐾𝑖

+
[︀
ωр𝑖

, 𝑟𝐾𝑖𝑃𝑖

]︀
, (4.22)

где 𝑣𝑃𝑖
= 0 — вектор скорости точки контакта 𝑃𝑖, 𝑟𝐾𝑖𝑃𝑖

— её радиус–вектор от-
носительно точки оси ролика 𝐾𝑖, ωр𝑖

— вектор абсолютной угловой скорости
контактирующего ролика:

ωр𝑖
= ωр,к𝑖

+ ωк𝑖
.

Столбцы проекций этих векторов на подвижные оси имеют вид:

ω𝑋𝑌 𝑍
р𝑖

=

⎛⎜⎝ −ωр,к𝑖
cos δ𝑖

ϕ̇𝑖 − ωр,к𝑖
sin δ𝑖

Ω

⎞⎟⎠ , 𝑟𝑋𝑌 𝑍
𝐾𝑖𝑃𝑖

=

⎛⎜⎝ 0

0

−𝑅р

⎞⎟⎠ ,

где 𝑅р — радиус поперечного сечения ролика.
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В соответствии с формулой Эйлера (4.22), проекция скорости точки оси
ролика 𝐾𝑖 на поперечную ось платформы:

𝑣𝐾𝑖𝑌 = ωр,к𝑖
𝑅р cos δ𝑖.

Обратившись к формуле (4.4), выразим эту величину через псевдоскорости 𝑉𝑌

и Ω, и получим соотношение для относительной угловой скорости ролика:

ωр,к𝑖
=

𝑉𝑌 + Ωρ𝑋𝑖

𝑅р cos δ𝑖
. (4.23)

Найдём суммарную мощность 𝑁 в
тр.р. моментов вязкого трения в подшип-

никах роликов на возможных скоростях:

𝑁 в
тр.р. =

4∑︁
𝑖=1

(︀
𝑀

тр.р.
𝑖 , ωв

р,к𝑖

)︀
= −

4∑︁
𝑖=1

µрωр,к𝑖
ωв

р,к𝑖
.

Применив формулу (4.23), получаем:

𝑁 в
тр.р. = −µр

𝑅2
р

∑︁ (𝑉𝑌 + Ωρ𝑋𝑖
)(𝑉 в

𝑌 + Ωвρ𝑋𝑖
)

cos2 δ𝑖
=

= −µр

𝑅2
р

∑︁ 𝑉𝑌 𝑉
в
𝑌 + ρ𝑋𝑖

(Ω𝑉 в
𝑌 + 𝑉𝑌 Ωв) + ρ2𝑋𝑖

Ω Ωв

cos2 δ𝑖
.

В соответствии со значениями геометрических параметров платформы, приве-
дённых в таблице 4.1),

cos2 δ𝑖 =
1

2
,
∑︁

ρ𝑋𝑖
= 0,

∑︁
ρ2𝑋𝑖

= 4ℎ2.

Это позволяет записать выражение для мощности моментов трения в подшип-
никах роликов в следующей форме:

𝑁 в
тр.р. = −8µр

𝑅2
р

(𝑉𝑌 𝑉
в
𝑌 + ℎ2Ω Ωв).

Последнее соотношение может быть записано как

𝑁 в
тр.р. = Πтр.р.

𝑉𝑋
· 𝑉 в

𝑋 + Πтр.р.
𝑉𝑌

· 𝑉 в
𝑌 + Πтр.р.

Ω · Ωв,
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где Πтр.р.
𝑉𝑋

, Πтр.р.
𝑉𝑌

и Πтр.р.
Ω — обобщённые силы трения в подшипниках роликов,

приведённые к псевдоскоростям 𝑉𝑋 , 𝑉𝑌 и Ω соответственно. Они имеют вид:

Πтр.р.
𝑉𝑋

= 0, Πтр.р.
𝑉𝑌

= −8µр

𝑅2
р
𝑉𝑌 , Πтр.р.

Ω = −8µрℎ
2

𝑅2
р

Ω. (4.24)

Составим выражение для мощности 𝑁 в
тр.к. моментов линейного вязкого

трения в подшипниках редукторов на возможных скоростях:

𝑁 в
тр.к. = −

4∑︁
𝑖=1

µкϕ̇𝑖ϕ̇
в
𝑖

Выразим возможные относительные угловые скорости колёс ϕ̇в
𝑖 в выра-

жении мощности 𝑁 в
тр.к. через возможные псевдоскорости 𝑉 в

𝑋 , 𝑉 в
𝑌 и Ωв по фор-

муле (4.5):

𝑁 в
тр.к. = − 1

𝑅

4∑︁
𝑖=1

µкϕ̇𝑖

[︀
𝑉 в
𝑋 + 𝑉 в

𝑌 tg δ𝑖 + (ρ𝑋𝑖
tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖

)Ωв]︀.
После перегруппировки слагаемых получаем:

𝑁 в
тр.к. = Πтр.к.

𝑉𝑋
· 𝑉 в

𝑋 + Πтр.к.
𝑉𝑌

· 𝑉 в
𝑌 + Πтр.к.

Ω · Ωв,

где Πтр.к.
𝑉𝑋

, Πтр.к.
𝑉𝑌

и Πтр.к.
Ω — обобщённые силы трения в подшипниках редукторов,

которые имеют вид (см. формулу (4.5) и таблицу 4.1):

Πтр.к.
𝑉𝑋

= − 1

𝑅

4∑︁
𝑖=1

µкϕ̇𝑖 = −4µк

𝑅2
𝑉𝑋 , (4.25)

Πтр.к.
𝑉𝑌

= − 1

𝑅

4∑︁
𝑖=1

µкϕ̇𝑖 tg δ𝑖 = −4µк

𝑅2
𝑉𝑌 , (4.26)

Πтр.к.
Ω = − 1

𝑅

4∑︁
𝑖=1

µкϕ̇𝑖(ρ𝑋𝑖
tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖

) = −4µк(𝑙 + ℎ)2

𝑅2
Ω. (4.27)
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Перейдём к вычислению управляющих обобщённых сил. Их мощность 𝑁 в
C

на возможных скоростях равна

𝑁 в
C =

4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖ϕ̇
в
𝑖 =

1

𝑅

4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖

[︀
𝑉 в
𝑋 + 𝑉 в

𝑌 tg δ𝑖 + (ρ𝑋𝑖
tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖

)Ωв]︀.
Перегруппировав слагаемые, получаем:

𝑁 в
C = 𝐹𝑋 · 𝑉 в

𝑋 + 𝐹𝑌 · 𝑉 в
𝑌 + 𝑀Ω · Ωв,

где 𝐹𝑋 , 𝐹𝑌 и 𝑀Ω — искомые управляющие обобщённые силы, приведённые к
псевдоскоростям 𝑉𝑋 , 𝑉𝑌 и Ω соответственно. В соответствии с формулой (4.5)
и таблицей 4.1 они имеют вид:

𝐹𝑋 =
1

𝑅

4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖 =
1

𝑅
[𝑀2 + 𝑀1 + 𝑀4 + 𝑀3] , (4.28)

𝐹𝑌 =
1

𝑅

4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖 tg δ𝑖 =
1

𝑅
[𝑀2 −𝑀1 −𝑀4 + 𝑀3] , (4.29)

𝑀Ω =
1

𝑅

4∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖(ρ𝑋𝑖
tg δ𝑖 − ρ𝑌𝑖

) =
𝑙 + ℎ

𝑅
· [𝑀2 −𝑀1 + 𝑀4 −𝑀3] . (4.30)

Обобщённые силы в уравнениях Аппеля (4.12) имеют вид:

Π𝑉𝑋
= 𝐹𝑋 + Πтр.к.

𝑉𝑋
+ Πтр.р.

𝑉𝑋
(4.31)

Π𝑉𝑌
= 𝐹𝑌 + Πтр.к.

𝑉𝑌
+ Πтр.р.

𝑉𝑌
(4.32)

ΠΩ = 𝑀Ω + Πтр.к.
Ω + Πтр.р.

Ω , (4.33)

где управляющие общённые силы задаются соотношениями (4.28)–(4.30), а
обобщённые силы вязкого трения определяются формулами (4.24), (4.25)–(4.27).
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4.3.3 Уравнения движения

Сведём вместе правые и левые части уравнений движения (4.12), ис-
пользуя соотношения для частных производных функций Аппеля отдельных
тел (4.17), (4.21) и выражения для обобщённых сил (4.31)–(4.33). Получаем:

𝑚рб(𝑉̇𝑋 − Ω𝑉𝑌 ) +
4𝐼к𝑌

𝑅2
𝑉̇𝑋 −𝑚𝑎𝑌 Ω̇ −𝑚𝑎𝑋Ω2 +

4µк

𝑅2
𝑉𝑋 = 𝐹𝑋 , (4.34)

𝑚рб(𝑉̇𝑌 + Ω𝑉𝑋) +
4𝐼к𝑌

𝑅2
𝑉̇𝑌 + 𝑚𝑎𝑋Ω̇ −𝑚𝑎𝑌 Ω2 +

(︂
4µк

𝑅2
+

8µр

𝑅2
р

)︂
𝑉𝑌 = 𝐹𝑌 , (4.35)

(𝐼рб + 4𝐼к𝑌
η2к)Ω̇ −𝑚𝑎𝑌 (𝑉̇𝑋 − Ω𝑉𝑌 )+𝑚𝑎𝑋(𝑉̇𝑌 + Ω𝑉𝑋)+

+
(︁

4µкη
2
к + 8µрη

2
р1

)︁
Ω = 𝑀Ω,

(4.36)

где 𝑚рб = 𝑚+4𝑚к — общая масса робота; 𝐼рб = 𝐼𝑂+4𝐼к𝑂𝑍
— его момент инерции

относительно оси 𝑂𝑍; ηк = 𝑙+ℎ
𝑅 , ηр1

= ℎ
𝑅р

— безразмерные длины; 𝐹𝑋 , 𝐹𝑌 и 𝑀Ω —
управляющие обобщённые силы, задаваемые соотношениями (4.28)–(4.30).

Отметим, что система уравнений (4.34)–(4.36) является замкнутой отно-
сительно псевдоскоростей 𝑉𝑋 , 𝑉𝑌 и Ω, что позволяет решать её независимо от
уравнений кинематики платформы (4.6)–(4.7).

По спецификации мобильного робота youBot можно определить значе-
ния геометрических параметров 𝑙 = 0,150 м, ℎ = 0,235 м, 𝑅 = 0,0475 м и
𝑅р = 0,014 м; общую массу платформы с манипулятором 𝑚 = 29,935 кг,
массу каждого колеса 𝑚к = 1,400 кг, и, следовательно, общую массу робо-
та 𝑚рб = 35,535 кг. Значения остальных коэффициентов в уравнениях (4.34)–
(4.36) остаются неизвестными. Более того, если платформа перевозит груз неиз-
вестной массы и габаритов, значение параметра 𝑚рб подлежит уточнению.

Система уравнений (4.34)–(4.36) не может быть использована для синте-
за законов управления мобильным роботом youBot до тех пор, пока значения
некоторых коэффициентов являются неизвестными.
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4.3.4 Описание движения платформы в новых переменных

Прежде чем перейти к решению задачи идентификации параметров мо-
бильной платформы, вспомогательное алгебраическое преобразование её урав-
нений движения. Перепишем их в новых новых переменных Ω𝑉𝑋

, Ω𝑉𝑌
и Ω:

𝑉𝑋 = (𝑙 + ℎ)Ω𝑉𝑋
, 𝑉𝑌 = (𝑙 + ℎ)Ω𝑉𝑌

. (4.37)

Выражения скоростей вращения колёс относительно платформы (4.6), по-
лученные для случая идеального контакта колеса с подстилающей поверхно-
стью, в новых псевдоскоростях принимают вид:

ϕ̇1 = ηк
[︀
Ω𝑉𝑋

− Ω𝑉𝑌
− Ω

]︀
, ϕ̇2 = ηк

[︀
Ω𝑉𝑋

+ Ω𝑉𝑌
+ Ω

]︀
,

ϕ̇3 = ηк
[︀
Ω𝑉𝑋

+ Ω𝑉𝑌
− Ω

]︀
, ϕ̇4 = ηк

[︀
Ω𝑉𝑋

− Ω𝑉𝑌
+ Ω

]︀
.

(4.38)

Решив систему (4.38) методом наименьших квадратов, получаем выраже-
ния псевдоскоростей через относительные угловые скорости колёс:

Ω𝑉𝑋
=

1

4ηк
[ϕ̇2 + ϕ̇1 + ϕ̇4 + ϕ̇3], (4.39)

Ω𝑉𝑌
=

1

4ηк
[ϕ̇2 − ϕ̇1 − ϕ̇4 + ϕ̇3], (4.40)

Ω =
1

4ηк
[ϕ̇2 − ϕ̇1 + ϕ̇4 − ϕ̇3], (4.41)

После применения указанной замены переменных в системе (4.34)–(4.36)
и умножения уравнений (4.34) и (4.35) на (𝑙 + ℎ), получаем: Уравнения движе-
ния (4.42)–(4.44) в переменных Ω𝑉𝑋

= (𝑙 + ℎ)𝑉𝑋 , Ω𝑉𝑌
= (𝑙 + ℎ)𝑉𝑌 и Ω с учётом

вязкого трения в опорах роликов примут вид:

𝐽рб(Ω̇𝑉𝑋
− Ω𝑉𝑌

Ω) + 4𝐼к𝑌
η2кΩ̇𝑉𝑋

− 𝐽𝑌 Ω̇ − 𝐽𝑋Ω2 + 4µкη
2
кΩ𝑉𝑋

= 𝑀𝑉𝑋
, (4.42)

𝐽рб(Ω̇𝑉𝑌
+ Ω𝑉𝑋

Ω) + 4𝐼к𝑌
η2кΩ̇𝑉𝑌

+ 𝐽𝑋Ω̇−𝐽𝑌 Ω2+

+
(︀
4µкη

2
к + 8µрη

2
р2

)︀
Ω𝑉𝑌

= 𝑀𝑉𝑌
,

(4.43)

(𝐼рб + 4𝐼к𝑌
η2к)Ω̇ − 𝐽𝑌 (Ω̇𝑉𝑋

− Ω𝑉𝑌
Ω)+𝐽𝑋(Ω̇𝑉𝑌

+ Ω𝑉𝑋
Ω)+

+
(︀
4µкη

2
к + 8µрη

2
р1

)︀
Ω = 𝑀Ω,

(4.44)
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где 𝐽рб = 𝑚рб(𝑙+ℎ)2, 𝐽𝑋 = 𝑚𝑎𝑋(𝑙+ℎ), 𝐽𝑌 = 𝑚𝑎𝑌 (𝑙+ℎ) — коэффициенты, име-
ющие размерность моментов инерции; ηр2

= 𝑙+ℎ
𝑅р

— безразмерный коэффициент;
𝑀𝑉𝑋

, 𝑀𝑉𝑌
и 𝑀Ω — управляющие обобщённые силы, приведённые к новым псев-

доскоростям Ω𝑉𝑋
, Ω𝑉𝑌

и Ω:

𝑀𝑉𝑋
= ηк [𝑀2 + 𝑀1 + 𝑀4 + 𝑀3] , (4.45)

𝑀𝑉𝑌
= ηк [𝑀2 −𝑀1 −𝑀4 + 𝑀3] , (4.46)

𝑀Ω = ηк [𝑀2 −𝑀1 + 𝑀4 −𝑀3] . (4.47)

Таким образом, замена переменных (4.37) позволила привести все псев-
доскорости, как и обобщённые силы, к одной размерности и записать уравне-
ния движения в более компактном и обозримом виде. Одинаковая размерность
управляющих обобщённых сил позволяет решить задачу идентификации пара-
метров, не применяя взвешенный метод наименьших квадратов.

4.4 Идентификация параметров математической модели робота

Для решения задачи идентификации параметров математической модели
движения робота youBot построим параметрическую модель рассматриваемой
системы на основе уравнений движения (4.34)–(4.36).

Исходной информацией для идентификации параметров служат зависи-
мости от времени скоростей вращений колёс ϕ̇𝑖(𝑡) и моментов 𝑀𝑖(𝑡) (𝑖 = 1,4), по-
лученные экспериментально в процессе движения робота. Считая, что контакт
колёс с подстилающей поверхностью идеален, значения псевдоскоростей Ω𝑉𝑋

(𝑡),
Ω𝑉𝑌

(𝑡) и Ω(𝑡) определяются формулами (4.39)–(4.41). Управляющие обобщён-
ные силы 𝑀𝑉𝑋

(𝑡), 𝑀𝑉𝑌
(𝑡) и 𝑀Ω(𝑡) вычисляются в соответствии с (4.45)–(4.47).

Графики изменения указанных псевдоскоростей и управляющих обобщённых
сил на отрезке времени 0 6 𝑡 6 35 c представлены на рисунке 4.5.

Помимо псевдоскоростей, уравнения движения (4.42)–(4.44) содержат их
производные по времени — псевдоускорения. Для построения параметрической
модели системы, не прибегая к дифференцированию измерительной информа-
ции, воспользуемся следующей методикой.
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а) Зависимости Ω𝑉𝑋
(𝑡) и Ω𝑉𝑌

(𝑡) б) Зависимость Ω(𝑡)

в) Зависимости 𝑀𝑉𝑋
(𝑡) и Ω𝑉𝑌

(𝑡) г) Зависимость 𝑀Ω(𝑡)

Рисунок 4.5 — Исходные данные для идентификации параметров мобильного
робота youBot

Преобразуем функции, линейные комбинации которых образуют урав-
нения (4.42)–(4.44), с помощью устойчивых звеньев первого порядка («филь-
тров») [18;20–22]:

α̇1 + 𝑎𝑓α1 = 𝑎𝑓Ω𝑉𝑋
, α̇2 + 𝑎𝑓α2 = 𝑎𝑓Ω𝑉𝑌

, α̇3 + 𝑎𝑓α3 = 𝑎𝑓Ω, (4.48)

α̇13 + 𝑎𝑓α13 = 𝑎𝑓Ω𝑉𝑋
Ω, α̇23 + 𝑎𝑓α23 = 𝑎𝑓Ω𝑉𝑌

Ω, α̇33 + 𝑎𝑓α33 = 𝑎𝑓Ω2, (4.49)

β̇1 + 𝑎𝑓β1 = 𝑎𝑓𝑀𝑉𝑋
, β̇2 + 𝑎𝑓β2 = 𝑎𝑓𝑀𝑉𝑌

, β̇3 + 𝑎𝑓β3 = 𝑎𝑓𝑀Ω, (4.50)

где 𝑎𝑓 > 0 — постоянный коэффициент; α𝑖, α𝑖3, β𝑖 (𝑖 = 1,3) — переменные со-
стояния вспомогательных динамических звеньев. Описанная здесь замена пе-
ременных, необходимая для построения параметрической модели системы без
использования неизмеряемых псевдоускорений Ω̇𝑉𝑋

, Ω̇𝑉𝑌
и Ω̇. Продемонстриру-

ем это.
Заменим функции Ω𝑉𝑋

, Ω𝑉𝑌
, Ω, Ω𝑉𝑋

Ω, Ω𝑉𝑌
Ω, Ω2, 𝑀𝑉𝑋

, 𝑀𝑉𝑌
и 𝑀Ω в урав-

нениях динамики платформы (4.42)–(4.44) в силу соотношений (4.48)–(4.50).
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После перегруппировки слагаемых получаем:

ε̇𝑖 + 𝑎𝑓ε𝑖 = 0, 𝑖 = 1,3, (4.51)

где

ε1 = 𝐽рб(α̇1 − α23) + 4𝐼к𝑌
η2кα̇1 − 𝐽𝑌 α̇3 − 𝐽𝑋α33 + 4µкη

2
кα1 − β1,

ε2 = 𝐽рб(α̇2 + α13) + 4𝐼к𝑌
η2кα̇2 + 𝐽𝑋α̇3 − 𝐽𝑌 α33+

(︀
4µкη

2
к + 8µрη

2
р2

)︀
α2 − β2,

ε3 = (𝐼рб + 4𝐼к𝑌
η2к)α̇3 − 𝐽𝑌 (α̇1 − α23) + 𝐽𝑋(α̇2 + α13) +

(︀
4µкη

2
к + 8µрη

2
р1

)︀
α3 − β3.

Перепишем последние три соотношения, пренебрегая экспоненциально затуха-
ющими функциями ε𝑖(𝑡), удовлетворяющими однородному уравнению «филь-
тра» (4.51), а также исключив старшие производные в силу (4.48):

β1 = 𝐽рб
(︀
𝑎𝑓(Ω𝑉𝑋

− α1) − α23
)︀
+4𝐼к𝑌

η2к𝑎𝑓(Ω𝑉𝑋
− α1)−

−𝐽𝑌 𝑎𝑓(Ω − α3) − 𝐽𝑋α33 + 4µкη
2
кα1,

(4.52)

β2 = 𝐽рб
(︀
𝑎𝑓(Ω𝑉𝑌

− α2)+α13
)︀

+ 4𝐼к𝑌
η2к𝑎𝑓(Ω𝑉𝑌

− α2)+

+𝐽𝑋𝑎𝑓(Ω − α3) − 𝐽𝑌 α33+
(︀
4µкη

2
к + 8µрη

2
р2

)︀
α2,

(4.53)

β3 = (𝐼рб + 4𝐼к𝑌
η2к)𝑎𝑓(Ω − α3) − 𝐽𝑌

(︀
𝑎𝑓(Ω𝑉𝑋

− α1) − α23
)︀
+

+𝐽𝑋
(︀
𝑎𝑓(Ω𝑉𝑌

− α2) + α13
)︀

+ (4µкη
2
к + 8µрη

2
р1

)︀
α3.

(4.54)

Описанный выше метод «фильтрации» состоит в выделении движе-
ний, медленных по сравнению с собственной динамикой вспомогательных зве-
ньев (4.48)–(4.50). Аналогичная идея используется при построении асимптоти-
ческих решений сингулярно возмущённых систем [69;70].

Введём безразмерные параметры ϑ𝑘, 𝑘 = 1,7, формирующие вектор ϑ:

𝐽рб = 𝐽*
рбϑ1, 𝐼рб = 𝐼*рбϑ2, 𝐼к𝑌

= 𝐼*к𝑌
ϑ3,

𝐽𝑋 = 𝐽*
𝑋ϑ4, 𝐽𝑌 = 𝐽*

𝑌 ϑ5, µк = µ*кϑ6, µр = µ*рϑ7,
(4.55)

где 𝐽*
рб, 𝐼

*
рб, 𝐼

*
к𝑌

, 𝐽*
𝑋 , 𝐽*

𝑌 , µ*к и µ*р — ненулевые априорные значения комбинаций
размерных параметров, играющие роль нормализующих множителей. Перечис-
ленные величины найдём, используя паспортные значения параметров робота,
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а также предположения об идеальности формы тел, из которых он состоит, и
об однородности распределения их массы.

Уравнение (4.52) определяет параметрическую модель продольных дви-
жений платформы, (4.53) — поперечных, а (4.54) — вращательных. Запишем пе-
речисленные соотношения в компактной форме, учитывая замену (4.55):

β𝑖 = 𝑁T
β𝑖
ϑ, 𝑖 = 1,3, (4.56)

где векторы-регрессоры 𝑁β𝑖 имеют вид:

𝑁β1 =
(︁
𝐽*

рб
(︀
𝑎𝑓(Ω𝑉𝑋

− α1) − α23
)︀
, 0, 4𝐼*к𝑌

η2к𝑎𝑓(Ω𝑉𝑋
− α1),

−𝐽*
𝑋α33, − 𝐽*

𝑌 𝑎𝑓(Ω − α3), 4µ*кη
2
кα1, 0

)︁T
,

𝑁β2 =
(︁
𝐽*

рб
(︀
𝑎𝑓(Ω𝑉𝑌

− α2) + α13
)︀
, 0, 4𝐼*к𝑌

η2к𝑎𝑓(Ω𝑉𝑌
− α2),

𝐽*
𝑋𝑎𝑓(Ω − α3), − 𝐽*

𝑌 α33, 4µ*кη
2
кα2, 8µ*рη

2
р2
α2

)︁T
,

𝑁β3 =
(︁

0, 𝐼*рб𝑎𝑓(Ω − α3), 4𝐼*к𝑌
η2к𝑎𝑓(Ω − α3), 𝐽

*
𝑋

(︀
𝑎𝑓(Ω𝑉𝑌

− α2) + α13
)︀
,

− 𝐽*
𝑌

(︀
𝑎𝑓(Ω𝑉𝑋

− α1) − α23
)︀
, 4µ*кη

2
кα3, 8µ*рη

2
р1
α3

)︁T
.

Используя введённые обозначения, представим уравнения линейной пара-
метрической модели движения мобильной платформы (4.52)–(4.54) в следую-
щей форме:

𝑦 = 𝑁Tϑ; 𝑦 = (β1 β2 β3)
T, 𝑁 = (𝑁β1 𝑁β2 𝑁β3). (4.57)

Идентификацию параметров модели (4.57) проведём по рекуррентному
методу наименьших квадратов [20]:

˙̂
ϑ = 𝑃𝑁𝑒, 𝑃̇ = −𝑃𝑁𝑁T𝑃, (4.58)

где 𝑒 = 𝑦 − 𝑁Tϑ̂— ошибка прогноза. Эта система замыкается уравнения-
ми «фильтров» (4.48)–(4.50), в которых используется значение коэффициента
𝑎𝑓 = 7 c−1. Интегрирование уравнений (4.48)–(4.50) начнём при 𝑡 = 0, а урав-
нений идентификатора (4.58) — в момент времени 𝑡0 = 3,5 c, достаточный для
затухания переходных процессов во вспомогательных звеньях (4.48)–(4.50).
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Зададимся единичными начальными условиями для оценок безразмерных
параметров:

ϑ̂𝑖(𝑡0) = 1, 𝑖 = 1,7.

В начальный момент времени используем диагональную матрицу 𝑃 (𝑡0) с эле-
ментами

𝑃11 = 4 · 10−3, 𝑃𝑖𝑖 = 0,4, 𝑖 = 2,7.

Оценки коэффициентов в уравнениях движения (4.34)–(4.36) найдём по
формулам:

̂︀𝑚рб =
𝐽*

рбϑ̂1

(𝑙 + ℎ)2
, 𝑎̂𝑋 =

𝐽*
𝑋 ϑ̂4

(𝑙 + ℎ)(̂︀𝑚рб − 4𝑚к)
, 𝑎̂𝑌 =

𝐽*
𝑌 ϑ̂4

(𝑙 + ℎ)(̂︀𝑚рб − 4𝑚к)
,

𝐼рб = 𝐼*рбϑ̂2, 𝐼к = 𝐼*кϑ̂3, µ̂к = µ*кϑ̂6, µ̂рб = µ*рбϑ̂7.

Графики изменения оценок этих коэффициентов, полученных в резуль-
тате работы алгоритма идентификации (4.58), приведены на рисунке 4.6. Для
сравнения на графике изменения оценки массы робота ̂︀𝑚рб, приведённом на ри-
сунке 4.6а, показано её паспортное значение 𝑚*

рб = 35,535 кг. Непосредственное
сравнение этих двух величин позволяет сделать выводы о достаточно точном
результате оценивания 𝑚рб. Оценки величин смещений центра масс платформы
𝑎̂𝑋 и 𝑎̂𝑌 , представленные на рисунке 4.6б, хорошо соответствуют действитель-
ности.

Проанализируем ошибки прогноза выбранной параметрической модели
робота (4.57). Графики изменения некоторых компонент

𝑒β𝑖(𝑡) = β𝑖(𝑡) −𝑁T
β𝑖
(𝑡)ϑ̂(𝑡)

вектора ошибки прогноза 𝑒 параметрической модели робота (4.57) на заверша-
ющей стадии оценивания приведены на рисунке 4.7. Характер изменения 𝑒β𝑖(𝑡)

свидетельствует о том, что построенный идентификатор параметров использует
не всю полезную информацию в сигналах β𝑖(𝑡). Это можно объяснить пренебре-
жением в процессе составления математической модели робота, такими явлени-
ями, как: нелинейность сил трения в сочленениях тел [117]; индивидуальность
характеристик приводов колёс; терние качения; проскальзывание роликов при
определённых обстоятельствах; изменение положения точки контакта на мери-
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а) Оценка массы робота ̂︀𝑚рб и её
паспортное значение 𝑚*

рб

б) Оценки координат центра масс
платформы 𝑎̂𝑋 и 𝑎̂𝑌

в) Оценка момента инерции робота 𝐼рб г) Оценка момента инерции колеса 𝐼к𝑌

д) Оценка коэффициента вязкого
трения µ̂к

е) Оценка коэффициента вязкого
трения µ̂р

Рисунок 4.6 — Результаты моделирования алгоритма идентификации
параметров мобильного робота youBot на продольном движении
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диане ролика в зависимости от угла поворота колеса; податливость составных
частей механических передач и колёс; неровности подстилающей поверхности;
наличие дополнительной степени свободы подвески передних колёс робота по
крену, а также другими.

а) Зависимости Ω𝑉𝑋
(𝑡) и Ω𝑉𝑌

(𝑡) б) Зависимость Ω(𝑡)
Ошибки прогноза параметрической модели (4.57):
1 — при учёте всех рассматриваемых эффектов;

2 — при игнорировании сил трения в опорах роликов.
Рисунок 4.7 — Ошибки прогноза параметрической модели робота youBot

Учёт перечисленных эффектов положительно скажется на точности про-
гноза параметрической модели, но приведёт к увеличению размерности алго-
ритма идентификации и усложнению математической модели системы, что мо-
жет сделать последние непригодными для оперативного использования в бор-
товом компьютере робота. Более того, наблюдаемость некоторых параметров
может ухудшиться, и, следовательно, снизится точность их оценок.

В рамках данного параграфы уточнять параметрическую модель робота
и проводить идентификацию вновь введённых в неё параметров мы не будем.
Продемонстрируем негативный эффект от того или иного упрощения матема-
тической модели робота следующим примером.

На рисунке 4.7 также изображены ошибки прогноза для случая, когда
трение в опорах роликов игнорировалось в модели системы (µ̂р ≡ 0). Прочие
условия моделирования алгоритма идентификации параметров не менялись. В
рассматриваемом случае ошибки прогноза 𝑒β𝑖(𝑡) превышают таковые, получен-
ные при учёте вязкого трения на осях роликов.

Значения оценок размерных параметров робота, вычисленные в момент
окончания работы алгоритма идентификации (4.58) коэффициентов моде-
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ли (4.57), сведены в таблицу 4.2. Эти величины будут использованы в даль-
нейшем для построения законов управления мобильной платформой youBot.

Таблица 4.2
Оценки параметров мобильного робота youBot

Параметр Обозначение Оценка

Общая масса робота 𝑚рб 35,23 кг

Момент инерции робота относительно
вертикальной оси, проходящей через
геометрический центр платформы 𝑂

𝐼рб 4,42 кг·м2

Момент инерции колеса относительно оси
вращения 𝐶𝑖𝑌

𝐼к𝑌
5,87 · 10−3 кг·м2

Смещение центра масс платформы в
направлении её продольной оси 𝑂𝑋

𝑎𝑋 1,6 см

Смещение центра масс платформы в
направлении её поперечной оси 𝑂𝑌

𝑎𝑌 −2,6 см

Коэффициент вязкого трения в сочленении
колеса и платформы µк 0,110 Н·м·c

Коэффициент вязкого трения в сочленении
колеса и ролика µр 5,78 · 10−3 Н·м·c

4.5 Аппарат неголономных связей в задаче управления движением
платформы

Оценив значения параметров математической модели робота youBot, при-
ступим к синтезу алгоритмов управления движения мобильной платформы,
использующих уравнения её динамики. Здесь мы вновь вернёмся к описанию в
псевдоскоростях 𝑉𝑋 , 𝑉𝑌 и Ω.
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4.5.1 Алгоритм управления

Ставится задача реализовать программное движение платформы с задан-
ным вектором скорости некоторой её точки 𝐵:

𝑉𝐵𝑋 = 𝑉 *
𝐵𝑋 , 𝑉𝐵𝑌 = 𝑉 *

𝐵𝑌 , (4.59)

где 𝑉𝐵𝑋 , 𝑉𝐵𝑌 , 𝑉 *
𝐵𝑋 и 𝑉 *

𝐵𝑌 — соответственно, проекции вектора скорости на по-
движные оси 𝑂𝑋 и 𝑂𝑌 и их законы изменения на программном движении. В
общем случае величины 𝑉 *

𝐵𝑋 и 𝑉 *
𝐵𝑌 явно зависят не только от времени, но и

от вектора обобщённых координат робота 𝑞, от вектора измерений координат
% тех тел, по отношению к которым платформа должна совершать манёвры, а
также от других величин:

𝑉 *
𝐵𝑋 = 𝑉 *

𝐵𝑋(𝑡, 𝑞, % . . . ), 𝑉 *
𝐵𝑌 = 𝑉 *

𝐵𝑌 (𝑡, 𝑞, % . . . ).

Запишем уравнение (4.59), выразив 𝑉𝐵𝑋 и 𝑉𝐵𝑌 через псевдоскорости 𝑉𝑋 ,
𝑉𝑌 и Ω:

𝑉𝑋 − 𝑏𝑌 Ω = 𝑉 *
𝐵𝑋 , 𝑉𝑌 + 𝑏𝑋Ω = 𝑉 *

𝐵𝑌 , (4.60)

где 𝑏𝑋 и 𝑏𝑌 — абсцисса и ордината точки 𝐵 на плоскости 𝑂𝑋𝑌 . Перепишем эти
соотношения в векторно-матричной форме:

𝐷π π̇ = 𝑉 *
𝐵, 𝐷π =

(︃
1 0 −𝑏𝑌

0 1 𝑏𝑋

)︃
, 𝑉 *

𝐵 =

(︃
𝑉 *
𝐵𝑋

𝑉 *
𝐵𝑌

)︃
. (4.61)

Приведём общий алгоритм нахождения управляющих сил, реализующих
требуемое движение (4.60).

Запишем уравнения движения системы (4.34)–(4.36) в компактной форме:

𝜕𝑆

𝜕π̈
= ΠF + ΠC, (4.62)
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где ΠC — столбец управляющих обобщённых сил:

ΠC =

⎛⎜⎝ 𝐹𝑋

𝐹𝑌

𝑀Ω

⎞⎟⎠ =
1

𝑅

⎛⎜⎝ 𝑀2 + 𝑀1 + 𝑀4 + 𝑀3

𝑀2 −𝑀1 −𝑀4 + 𝑀3

(𝑙 + ℎ) [𝑀2 −𝑀1 + 𝑀4 −𝑀3]

⎞⎟⎠ ;

ΠF — столбец обобщённых сил на неуправляемом движении системы:

ΠF = −
(︀
ζ1𝑉𝑋 ζ2𝑉𝑌 µ1Ω

)︀T
,

где ζ1 =
4µк
𝑅2 , ζ2 =

4µк
𝑅2 +

8µр
𝑅2

р
и µ1 = 4µкη

2
к +8µрη

2
р1

— приведённые коэффициенты
демпфирования.

Столбец производных функции Аппеля 𝑆 в соотношении (4.62) имеет вид:

𝜕𝑆

𝜕π̈
= 𝐴π π̈ + 𝑓π(π̇), (4.63)

где матрица 𝐴π — матрица инерционных коэффициентов:

𝐴π =

⎛⎜⎝ 𝑚1 0 −𝑚𝑎𝑌

0 𝑚1 𝑚𝑎𝑋

−𝑚𝑎𝑌 𝑚𝑎𝑋 𝐼1

⎞⎟⎠ ,

𝑚1 = 𝑚рб +
4𝐼к𝑌
𝑅2 , 𝐼1 = 𝐼рб + 4𝐼к𝑌

η2к — приведённая масса и приведённый момент
инерции робота; 𝑓π — столбец квадратичных форм от псевдоскоростей:

𝑓π =

⎛⎜⎝ −𝑚рбΩ𝑉𝑌 −𝑚𝑎𝑋Ω2

𝑚рбΩ𝑉𝑋 −𝑚𝑎𝑌 Ω2

𝑚𝑎𝑌 Ω𝑉𝑌 + 𝑚𝑎𝑋Ω𝑉𝑋

⎞⎟⎠ .

Три управляющие обобщённые силы на программном движении (4.60) не
могут быть найдены из уравнений движения однозначно, так как число до-
полнительных соотношений (4.60) меньше числа степеней свободы исследуемой
системы.

Рассмотрим соотношения (4.60) как дополнительные связи, налагаемые
на динамику робота. Уравнения неуправляемого движения системы с такими
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связями имеют вид [2;99]:
𝜕𝑆

𝜕π̈
= ΠF + 𝐷T

πλ, (4.64)

где λ = (λ1 λ2)
T — вектор множителей дополнительных связей.

Решая систему (4.60)–(4.64), при необходимости замыкаемую уравнения-
ми кинематики, найдём закон изменения λ на программном движении, и, отож-
дествив реакции дополнительных связей (4.60) с управляющими силами, най-
дём вектор ΠC:

ΠC = 𝐷T
πλ. (4.65)

Рассмотрим подробнее процедуру решения дифференциально-
алгебраической системы (4.60)–(4.64). Исключим из уравнений движения
множители связей.

Рассмотрим угловую скорость платформы Ω как независимую псевдоско-
рость системы с дополнительными связями (4.60). Выразим продольную и по-
перечную компоненты скорости центра платформы через Ω:

𝑉𝑋 = 𝑏𝑌 Ω + 𝑉 *
𝐵𝑋 , 𝑉𝑌 = −𝑏𝑋Ω + 𝑉 *

𝐵𝑌 , (4.66)

что может быть представлено как

π̇ = 𝐶πΩ + 𝑉 *
π , 𝐶π =

⎛⎜⎝ 𝑏𝑌

−𝑏𝑋

1

⎞⎟⎠ , 𝑉 *
π =

⎛⎜⎝ 𝑉 *
𝐵𝑋

𝑉 *
𝐵𝑌

0

⎞⎟⎠ . (4.67)

Нетрудно проверить, что

𝐶T
π𝐷π = 0.

Таким образом, умножив обе части системы (4.64) на 𝐶T
π , получаем урав-

нение, не содержащие множителей связей:

𝐶T
π

𝜕𝑆

𝜕π̈
= 𝐶T

πΠF.

В полученном равенстве выразим псевдоскорости 𝑉𝑋 и 𝑉𝑌 через Ω, ис-
пользуя матричные соотношения (4.63) и (4.67). Получаем скалярное диффе-
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ренциальное уравнение

𝐶T
π𝐴π𝐶πΩ̇ + 𝐶T

π𝐴π𝑉̇
*
π + 𝐶T

π 𝑓π = 𝐶T
πΠF. (4.68)

Выполним необходимые матричные операции для получения явного вида
этого соотношения. Имеем:

𝐴π𝐶π =

⎛⎜⎝ 𝑚1𝑏𝑌 −𝑚𝑎𝑌

−𝑚1𝑏𝑋 + 𝑚𝑎𝑋

𝐼1 −𝑚𝑎𝑌 𝑏𝑌 −𝑚𝑎𝑋𝑏𝑋

⎞⎟⎠ .

Запишем выражение для инерционного коэффициента 𝐼2 в уравнении (4.68):

𝐼2 = 𝐶T
π𝐴π𝐶π = 𝐼1 − 2𝑚(𝑎𝑋𝑏𝑋 + 𝑎𝑌 𝑏𝑌 ) + 𝑚1(𝑏

2
𝑋 + 𝑏2𝑌 ).

Величина 𝐼2 строго положительна. Это демонстрирует выражение инер-
ционного коэффициента 𝐼2 через массу 𝑚 платформы и её момент инерции 𝐼𝐶 ,
а также осевые моменты инерции каждого колеса 𝐼к𝑌

и 𝐼к𝑍
:

𝐼2 = 𝐼𝐶 + 𝑚
(︀
[𝑎𝑋 − 𝑏𝑋 ]2 + [𝑎𝑌 − 𝑏𝑌 ]2

)︀
+

+ 4

(︂
𝐼к𝑍

+ 𝑚к[ℎ2 + 𝑙2 + 𝑏2𝑋 + 𝑏2𝑌 ] + 𝐼к𝑌

[𝑙 + ℎ]2 + 𝑏2𝑋 + 𝑏2𝑌
𝑅2

)︂
.

Найдём выражения для других величин в формуле (4.68), выразив скоро-
сти 𝑉𝑋 и 𝑉𝑌 через независимую псевдоскорость Ω в соответствии с (4.66):

𝐶T
π𝐴π𝑉̇

*
π = (𝑚1𝑏𝑌 −𝑚𝑎𝑌 )𝑉̇ *

𝐵𝑋 − (𝑚1𝑏𝑋 −𝑚𝑎𝑋)𝑉̇ *
𝐵𝑌 ;

𝐶T
π 𝑓π = (𝑚𝑎𝑋 −𝑚рб𝑏𝑋)Ω𝑉𝑋 + (𝑚𝑎𝑌 −𝑚рб𝑏𝑌 )Ω𝑉𝑌 + 𝑚(𝑎𝑌 𝑏𝑋 − 𝑎𝑋𝑏𝑌 )Ω2 =

= −(𝑚рб𝑏𝑋 −𝑚𝑎𝑋)Ω𝑉 *
𝐵𝑋 − (𝑚рб𝑏𝑌 −𝑚𝑎𝑌 )Ω𝑉 *

𝐵𝑌 ;

𝐶T
πΠF = −ζ1𝑏𝑌 𝑉𝑋 +ζ2𝑏𝑋𝑉𝑌 −µ1Ω = −ζ1𝑏𝑌 𝑉 *

𝐵𝑋 +ζ2𝑏𝑋𝑉
*
𝐵𝑌 −(µ1+ζ1𝑏

2
𝑌 +ζ2𝑏

2
𝑋)Ω.
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Подставим полученные результаты в уравнение (4.68):

𝐼2Ω̇ + (𝑚1𝑏𝑌 −𝑚𝑎𝑌 )𝑉̇ *
𝐵𝑋 − (𝑚1𝑏𝑋 −𝑚𝑎𝑋)𝑉̇ *

𝐵𝑌 − (𝑚рб𝑏𝑋 −𝑚𝑎𝑋)Ω𝑉 *
𝐵𝑋−

− (𝑚рб𝑏𝑌 −𝑚𝑎𝑌 )Ω𝑉 *
𝐵𝑌 + ζ1𝑏𝑌 𝑉

*
𝐵𝑋 − ζ2𝑏𝑋𝑉 *

𝐵𝑌 + (µ1 + ζ1𝑏
2
𝑌 + ζ2𝑏

2
𝑋)Ω = 0.

Разделив обе части этого равенства на 𝐼2, получаем уравнение, которому
удовлетворяет угловая скорость платформы Ω на программном движении:

Ω̇+�12𝑉̇
*
𝐵𝑋 −�11𝑉̇

*
𝐵𝑌 −�21Ω𝑉 *

𝐵𝑋 −�22Ω𝑉 *
𝐵𝑌 +ξ2𝑉

*
𝐵𝑋 −ξ1𝑉 *

𝐵𝑌 +ξ3Ω = 0, (4.69)

где:

�11 =
𝑚1𝑏𝑋 −𝑚𝑎𝑋

𝐼2
, �12 =

𝑚1𝑏𝑌 −𝑚𝑎𝑌
𝐼2

, �21 =
𝑚рб𝑏𝑋 −𝑚𝑎𝑋

𝐼2
,

�22 =
𝑚рб𝑏𝑌 −𝑚𝑎𝑌

𝐼2
, ξ1 =

ζ2𝑏𝑋
𝐼2

, ξ2 =
ζ1𝑏𝑌
𝐼2

, ξ3 =
µ1 + ζ1𝑏

2
𝑌 + ζ2𝑏

2
𝑋

𝐼2
.

(4.70)

Замечание. Уравнение движения (4.69) также можно получить, исполь-
зуя процедуру Аппеля:

𝜕𝑆*

𝜕Ω̇
= Π*

F, 𝑆* = 𝑆
⃒⃒
π̇=𝐶πΩ+𝑉 *

π

,

где 𝑆* = 𝑆*(Ω̇,Ω,𝑡) — функция Аппеля на программном движении; Π*
F — обоб-

щённая неуправляющая сила на этом движении. Такой подход особенно удобен
при выводе соотношений (4.69) с помощью компьютерных пакетов символьной
математики.

Если на программном движении заданы законы изменения вектора ком-
понент скорости точки 𝐵 как функции времени 𝑉 *

𝐵𝑋(𝑡) и 𝑉 *
𝐵𝑌 (𝑡), то уравнение

движения (4.69) и уравнения связей (4.60) образуют замкнутую систему. Ре-
шив уравнение (4.69), получим Ω(𝑡), используя которую, найдём 𝑉𝑋(𝑡) и 𝑉𝑌 (𝑡)

по формулам (4.66).
Состав матрицы 𝐷π уравнений связей (4.60) позволяет получить выраже-

ния для множителей связей на программном движении, подставив полученные
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зависимости Ω(𝑡), 𝑉𝑋(𝑡) и 𝑉𝑌 (𝑡) в первые два уравнения системы (4.64):

λ1(𝑡) = 𝑚1𝑉̇𝑋(𝑡) −𝑚𝑎𝑌 Ω̇(𝑡) −𝑚рбΩ(𝑡)𝑉𝑌 (𝑡) −𝑚𝑎𝑋Ω2(𝑡) + ζ1𝑉𝑋(𝑡), (4.71)

λ2(𝑡) = 𝑚1𝑉̇𝑌 (𝑡) + 𝑚𝑎𝑋Ω̇(𝑡) + 𝑚рбΩ(𝑡)𝑉𝑋(𝑡) −𝑚𝑎𝑌 Ω2(𝑡) + ζ2𝑉𝑌 (𝑡). (4.72)

В соответствии с (4.65), управляющие обобщённые силы на программном дви-
жении вычисляются как

𝐹𝑋(𝑡) = λ1(𝑡), 𝐹𝑌 (𝑡) = λ2(𝑡), 𝑀Ω(𝑡) = −𝑏𝑌λ1(𝑡) + 𝑏𝑋λ2(𝑡). (4.73)

Если же значения 𝑉 *
𝐵𝑋 и 𝑉 *

𝐵𝑌 формируются в виде обратной связи по
измерениям координат системы, как, например, в задаче погони, то использо-
вание уравнений (4.69) и (4.71)–(4.72) не представляется возможным, поскольку
предполагает дифференцирование измерительной информации при вычислении
𝑉̇ *
𝐵𝑋 , 𝑉̇ *

𝐵𝑌 , 𝑉̇𝑋 = 𝑉̇ *
𝐵𝑋 + 𝑏𝑌 Ω и 𝑉̇𝑌 = 𝑉̇ *

𝐵𝑌 − 𝑏𝑋Ω.
Чтобы избежать такого дифференцирования при расчёте угловой скоро-

сти платформы Ω, введём замену переменных

Ω′ = Ω + �12𝑉
*
𝐵𝑋 − �11𝑉

*
𝐵𝑌 , (4.74)

в соответствии с которой, уравнение движения (4.69) примет форму, не содер-
жащую производных 𝑉̇ *

𝐵𝑋 и 𝑉̇ *
𝐵𝑌 :

Ω̇′ + (ξ3 − �21𝑉
*
𝐵𝑋 − �22𝑉

*
𝐵𝑌 )(Ω′ − �12𝑉

*
𝐵𝑋 + �11𝑉

*
𝐵𝑌 )+

+ ξ2𝑉
*
𝐵𝑋 − ξ1𝑉

*
𝐵𝑌 = 0.

(4.75)

С учётом (4.67) и (4.74) уравнение кинематики (4.8), связывающее обоб-
щённые координаты и псевдоскорости на программном движении принимает
вид:

𝑞 = 𝐶𝑞π̇ = 𝐶𝑞

(︀
𝐶πΩ + 𝑉 *

π

)︀
= 𝐶𝑞

(︀
𝐶π

[︀
Ω′ − �12𝑉

*
𝐵𝑋 + �11𝑉

*
𝐵𝑌

]︀
+ 𝑉 *

π

)︀
,

или, после перегруппировки,

𝑞 = 𝐶𝑞

(︀
𝐶πΩ′ +

[︀
𝐸 + 𝐶π�

T
]︀
𝑉 *
π

)︀
, (4.76)
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где �T =
(︀
−�12 �11 0

)︀
, 𝑉 *

π =
(︀
𝑉 *
𝐵𝑋 𝑉 *

𝐵𝑌 0
)︀T.

Последнее соотношение замыкает уравнение (4.75). Решая систему (4.75),
(4.76), получаем законы изменения обобщённых координат и псевдоскоростей
на программном движении. Эти результаты можно использовать для органи-
зации управления мобильной платформой на кинематическом уровне.

Тем не менее, описанный способ не позволяет исключить дифференци-
рование измерительной информации при вычислении множителей связей по
формулам (4.71)–(4.72).

4.5.2 Задача реализации требуемого закона движения точки
платформы

Перейдём к конкретным примерам применения метода связей для управ-
ления движением мобильной платформой youBot.

Зададим в качестве программного равномерное движение точки 𝐵 по
окружности радиуса 𝑅𝐵 с циклической частотой ω𝐵. Зададим законы изме-
нения координат точки 𝐵 на неподвижной плоскости 𝑋 ′𝑌 ′:

𝑋 ′*
𝐵 = 𝑅𝐵 cos(ω𝐵𝑡 + ϕ𝐵), 𝑌 ′*

𝐵 = 𝑅𝐵 sin(ω𝐵𝑡 + ϕ𝐵),

где ϕ𝐵 = const — начальная фаза.
На таком программном движении проекции скорости точки 𝐵 на подвиж-

ные оси 𝑂𝑋𝑌 примут вид следующих функций, явно зависящих от времени и
курсового угла платформы Ψ:

𝑉 *
𝐵𝑋 =

d𝑋 ′*
𝐵

d𝑡
cos Ψ +

d𝑌 ′*
𝐵

d𝑡
sin Ψ = 𝑅𝐵ω𝐵 sin(Ψ − ω𝐵𝑡− ϕ𝐵),

𝑉 *
𝐵𝑌 = −d𝑋 ′*

𝐵

d𝑡
sin Ψ +

d𝑌 ′*
𝐵

d𝑡
cos Ψ = 𝑅𝐵ω𝐵 cos(Ψ − ω𝐵𝑡− ϕ𝐵).

(4.77)

Исследуем угловое движение платформы мобильного робота на программ-
ном движении (4.77), согласованным с дополнительными связями.
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Подставив в уравнение (4.69) для угловой скорости платформы Ω = Ψ̇ на
движении со связями (4.77) выражения для производных

𝑉̇ *
𝐵𝑋 = 𝑅𝐵ω𝐵(Ω − ω𝐵) cos(Ψ − ω𝐵𝑡− ϕ𝐵),

𝑉̇ *
𝐵𝑌 = −𝑅𝐵ω𝐵(Ω − ω𝐵) sin(Ψ − ω𝐵𝑡− ϕ𝐵),

перепишем его в форме

Ω̇ + ξ3Ω + 𝑅𝐵ω𝐵

[︀
�12(Ω − ω𝐵) − ξ1 − �22Ω

]︀
cos(Ψ − ω𝐵𝑡− ϕ𝐵)+

+ 𝑅𝐵ω𝐵

[︀
�11(Ω − ω𝐵) + ξ2 − �21Ω

]︀
sin(Ψ − ω𝐵𝑡− ϕ𝐵) = 0.

(4.78)

Движение платформы, стационарное по угловой скорости Ω(𝑡) ≡ ω𝐵,
представляет особый интерес, ведь оно является интуитивно предсказуемым
в рассматриваемой задаче и простым с точки зрения реализации. Исследуем
поведение решений уравнения (4.78) в его окрестности.

Введём замену переменных

Ω = ∆Ψ̇ + ω𝐵, Ψ = ∆Ψ + ψ𝐵 + ω𝐵𝑡 + ϕ𝐵,

где ∆Ψ и ∆Ψ̇ — отклонения от стационарного движения по углу курса и угловой
скорости платформы соответственно, а ψ𝐵 — некоторая константа.

Уравнение (4.78) в отклонениях имеет вид

∆Ψ̈ + ξ3(∆Ψ̇ + ω𝐵) + 𝑅𝐵ω𝐵

[︀
(�12 − �22)∆Ψ̇ − ξ1 − �22ω𝐵

]︀
cos(∆Ψ + ψ𝐵)+

+ 𝑅𝐵ω𝐵

[︀
(�11 − �21)∆Ψ̇ + ξ2 − �21ω𝐵

]︀
sin(∆Ψ + ψ𝐵) = 0.

Линеаризуем последнее соотношение в окрестности решения ∆Ψ(𝑡) ≡ 0:

∆Ψ̈ +
{︁
ξ3 + 𝑅𝐵ω𝐵

[︀
(�12 − �22) cosψ𝐵 + (�11 − �21) sinψ𝐵

]︀}︁
∆Ψ̇+

+ 𝑅𝐵ω𝐵

[︀
(ξ2 − �21ω𝐵) cosψ𝐵 + (ξ1 + �22ω𝐵) sinψ𝐵

]︀
∆Ψ+

+ 𝑅𝐵ω𝐵

[︀
ξ3𝑅

−1
𝐵 − (ξ1 + �22ω𝐵) cosψ𝐵 + (ξ2 − �21ω𝐵) sinψ𝐵

]︀
= 0.

(4.79)

Определим вспомогательные величины:

𝑅′
𝐵 =

ξ3√︀
(ξ1 + �22ω𝐵)2 + (ξ2 − �21ω𝐵)2

,
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cosψ′
𝐵 =

ξ1 + �22ω𝐵√︀
(ξ1 + �22ω𝐵)2 + (ξ2 − �21ω𝐵)2

= (ξ1 + �22ω𝐵)
𝑅′

𝐵

ξ3
,

sinψ′
𝐵 =

ξ2 − �21ω𝐵√︀
(ξ1 + �22ω𝐵)2 + (ξ2 − �21ω𝐵)2

= (ξ2 − �21ω𝐵)
𝑅′

𝐵

ξ3
,

𝑉 ′′
𝐵 =

ξ3√︀
(�11 − �21)2 + (�12 − �22)2

,

cosψ′′
𝐵 =

�11 − �21√︀
(�11 − �21)2 + (�12 − �22)2

= (�11 − �21)
𝑉 ′′
𝐵

ξ3
,

sinψ′′
𝐵 =

�12 − �22√︀
(�11 − �21)2 + (�12 − �22)2

= (�12 − �22)
𝑉 ′′
𝐵

ξ3
.

В новых обозначениях дифференциальное уравнение для малых отклоне-
ний платформы по углу курса Ψ примет вид:

∆Ψ̈ + ξ3

{︁
1 +

𝑅𝐵ω𝐵

𝑉 ′′
𝐵

sin(ψ𝐵 + ψ′′
𝐵)
}︁

∆Ψ̇+

+
𝑅𝐵

𝑅′
𝐵

ω𝐵ξ3 sin(ψ𝐵 + ψ′
𝐵)∆Ψ + ω𝐵ξ3

{︁
1 − 𝑅𝐵

𝑅′
𝐵

cos(ψ𝐵 + ψ′
𝐵)
}︁

= 0.
(4.80)

Анализ свободного члена полученного уравнения показывает, что констан-
та ψ𝐵, характеризующая стационарный по угловой скорости режим движения
платформы, удовлетворяет соотношению

cos(ψ𝐵 + ψ′
𝐵) =

𝑅′
𝐵

𝑅𝐵
. (4.81)

Это уравнение имеет вещественные решения ψ𝐵 только, если

𝑅𝐵 > 𝑅′
𝐵 ≡ ξ3√︀

(ξ1 + �22ω𝐵)2 + (ξ2 − �21ω𝐵)2
. (4.82)

Здесь учтено, что по определению 𝑅𝐵 > 0.
При 𝑅𝐵 > 𝑅′

𝐵 корни ψ(𝑗;𝑘)
𝐵 уравнения (4.81) имеют вид:

ψ
(𝑗;𝑘)
𝐵 = ψ

(𝑗)
𝐵 + 𝑘 · 360∘, 𝑘 ∈ Z,

где ψ(𝑗)
𝐵 — такие два частных решения, что:

−90∘ < ψ
(1)
𝐵 + ψ′

𝐵 < 0∘, 0∘ < ψ
(2)
𝐵 + ψ′

𝐵 < 90∘.
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Так как sin(ψ
(1;𝑘)
𝐵 +ψ′

𝐵) < 0 и sin(ψ
(2;𝑘)
𝐵 +ψ′

𝐵) > 0, то при ω𝐵 > 0 коэффи-
циент при ∆Ψ в уравнении (4.80) отрицателен, и, следовательно, стационарные
режимы с ψ𝐵 = ψ

(1;𝑘)
𝐵 неустойчивы, а с ψ𝐵 = ψ

(2;𝑘)
𝐵 устойчивы. Аналогич-

но, при ω𝐵 < 0 неустойчивы стационарные режимы движения платформы с
ψ𝐵 = ψ

(2;𝑘)
𝐵 , а с ψ𝐵 = ψ

(1;𝑘)
𝐵 устойчивы.

Отметим, что при 𝑅𝐵 = 𝑅′
𝐵 коэффициент при ∆Ψ в (4.80) обращается в

ноль. Таким образом, исследование линеаризованного уравнения (4.80) приво-
дит к получению лишь достаточных условий неустойчивости соответствующих
стационарных режимов.

Анализ выражения для коэффициента при ∆Ψ̇ в линеаризованном урав-
нении (4.80) показывает, что при

𝑅𝐵|ω𝐵| < 𝑉 ′′
𝐵 ≡ ξ3√︀

(�11 − �21)2 + (�12 − �22)2
(4.83)

он будет положительным. Это условие носит только достаточный характер.
Система неравенств (4.82) и (4.83) определяет достаточные условия суще-

ствования асимптотически устойчивого стационарного движения платформы с
угловой скоростью Ω(𝑡) ≡ ω𝐵.

Соотношения (4.82) и (4.83) задают подмножество области асимптотиче-
ской устойчивости исследуемых стационарных режимов. Последняя, из-за гро-
моздкости выкладок, была построена с помощью символьных преобразований
в системе Mathematica. Область устойчивости исследуемых стационарных ре-
жимов на плоскости (ω𝐵,𝑅𝐵) приведена на рисунке 4.8. Для её построения ис-
пользовались числовые значения параметров математической модели робота,
приведённые в таблице 4.2, а также величины

𝑏𝑋 = 40 см, 𝑏𝑌 = 5 см.

Указанные значения будут использоваться и в дальнейшем.
Рисунок 4.8 демонстрирует, что при выбранных значениях параметров все

стационарные движения исследуемого класса неустойчивы при столь больших
по абсолютной величине значениях ω𝐵, что движение (4.77) не может реализо-
вано роботом youBot на практике. Также отметим, что область устойчивости,
построенная с использованием достаточного условия (4.83), существенно за-
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Стационарные движения с Ω(𝑡) ≡ ω𝐵: 1 — не существуют;
2.1 и 3.1 — устойчивы при ψ𝐵 = ψ

(1;𝑘)
𝐵 , а при ψ𝐵 = ψ

(2;𝑘)
𝐵 неустойчивы;

2.1 — устойчивы при ψ𝐵 = ψ
(1;𝑘)
𝐵 в соответствии с (4.83);

2.2 и 3.2 — устойчивы при ψ𝐵 = ψ
(2;𝑘)
𝐵 , а при ψ𝐵 = ψ

(1;𝑘)
𝐵 неустойчивы;

2.2 — устойчивы при ψ𝐵 = ψ
(2;𝑘)
𝐵 в соответствии с (4.83);

4 — все неустойчивы.
Рисунок 4.8 — Области существования, асимптотической устойчивости и

неустойчивости стационарных по угловой скорости управляемых движений
мобильной платформы youBot

ужена. Тем не менее, в практически значимом диапазоне циклических частот
|ω𝐵| / 2 c−1 применение неравенства (4.83) обосновывает асимптотическую
устойчивость стационарных вращений платформы.

Отметим, что если момент инерции колеса 𝐼к𝑌
= 0, то в уравнении угло-

вого движения платформы в отклонениях (4.79) коэффициент при ∆Ψ̇ будет
положителен и равен ξ3. Действительно, при 𝐼к𝑌

= 0 величины 𝑚1 и 𝑚рб сов-
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падут и, в соответствии с формулами (4.70)

�11 − �21 = �12 − �22 = 0.

Таким образом, нулевой величине 𝐼к𝑌
среди движений с Ω(𝑡) ≡ ω𝐵 всегда

найдутся асимптотически устойчивые. Инерционность колёс оказывает деста-
билизирующее действие на исследуемые стационарные режимы по угловой ско-
рости платформы: они все становятся неустойчивыми из-за отрицательности
коэффициента при ∆Ψ̇ в уравнении (4.80) при некоторых сочетаниях значений
параметров.

Проведём математическое моделирование управляемого движения мо-
бильного робота youBot. Цель управления состоит в повторении точкой плат-
формы 𝐵 программного движения (4.77), характеризуемого параметрами ω𝐵 =

−0,4 c−1, 𝑅𝐵 = 0,7 м, ϕ𝐵 = −90∘. Траектория точки 𝐵 на неподвижной плос-
кости 𝑋 ′𝑌 ′ на таком движении это окружность с центром в начале коорди-
нат. Даны абсцисса и ордината 𝐵 в плоскости 𝐶𝑋𝑌 , связанной с платформой:
𝑏𝑋 = 0,4 м, 𝑏𝑌 = 0,05 м. В начальный момент времени Ψ(0) = 0, Ω(0) = 0.

Поставленную задачу управления решим двумя способами: отождествив
управляющие воздействия с реакциями дополнительных связей (4.77) и задав
в явном виде закон изменения курсового угла Ψ(𝑡).

В первом случае угловая скорость платформы подчиняется уравне-
нию (4.78), а управляющие обобщённые силы вычисляются в соответствии с
формулами (4.71)–(4.73).

Для используемых при моделировании значений параметров 𝑅′
𝐵 = 0,65 м,

а 𝑉 ′′
𝐵 = 26,58 м/c. Таким образом, в рассматриваемой задаче выполняются до-

статочные условия (4.82) и (4.83) существования устойчивого стационарного по
угловой скорости движения платформы на котором ψ𝐵 = −0,48. Об этом свиде-
тельствуют и результаты численного моделирования рассматриваемого управ-
ляемого движения — траектории точек платформы робота и зависимость

∆Ψ(𝑡) = Ψ(𝑡) − ω𝐵𝑡− ϕ𝐵 − ψ𝐵,

приведённые на рисунке 4.9.
Проведём моделирование второго способа управления системой, который

состоит в задании зависимости угла курса от времени. Потребуем, чтобы точка
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а) Траектории точки 𝐵 и центра
платформы 𝑂

б) Отклонение ∆Ψ от стационарного
вращения платформы по углу курса

Рисунок 4.9 — Реализация программного движения точки мобильной
платформы 𝐵, согласованного с дополнительными связями

𝐵 повторила программное движение, а платформа при этом двигалась посту-
пательно. В рассматриваемом случае известны зависимости всех трёх псевдо-
скоростей от времени, подставив которые в уравнения движения робота (4.34)–
(4.36).

Сравним величины управляющих воздействий и затраты энергии на регу-
лирование для двух описанных способов реализации программного движения
точки платформы 𝐵. На рисунке 4.10 приведены зависимости управляющих
воздействий 𝐹𝑋(𝑡), 𝐹𝑌 (𝑡) и 𝑀Ω(𝑡) а также их суммарной работы

𝐴C(𝑡) =

𝑡∫
0

π̇T(τ)ΠC(τ) dτ =

𝑡∫
0

[︀
𝑉𝑋(τ)𝐹𝑋(τ) + 𝑉𝑌 (τ)𝐹𝑌 (τ) + Ω(τ)𝑀Ω(τ)

]︀
dτ

для рассматриваемой задачи.
Несмотря на то, что с точки зрения величин управляющих воздействий

преимущества нет ни у одного из рассмотренных способов регулирования, ре-
ализация программного движения путём согласования его с дополнительными
связями позволяет получить почти двукратный выигрыш по величине рабо-
ты 𝐴C (см. рисунок 4.10г). Экстремальное свойство работы реакций связи на
отклонениях от свободного движения обсуждается в (??).
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а) Зависимости 𝐹𝑋(𝑡) б) Зависимости 𝐹𝑌 (𝑡)

в) Зависимости 𝑀Ω(𝑡) г) Работа управляющих сил 𝐴C(𝑡)
1 — реализация программного движения, согласованного с дополнительными

связями; 2 — реализация программного движения путём доопределения
угловой скорости платформы Ω(𝑡) = 0.

Рисунок 4.10 — Реализация программного движения точки мобильной
платформы 𝐵: управляющие воздействия

Результаты численного моделирования управляемого движения платфор-
мы в случаях, когда стационарные движения с Ω = ω𝐵 не существуют приве-
дены в приложении Б.

4.5.3 Задача преследования платформой подвижного объекта

Перейдём к ещё одной задаче управления движением мобильного робота,
для решения которой можно применить аппарат дополнительных неголоном-
ных связей.
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Прежде рассмотрим один алгоритм сближения некоторой точки 𝐵 с дви-
жущейся точкой 𝐵′. Закон движения последней точно не известен, но может
быть задан дифференциальным уравнением

𝑟̇𝐵′ = 𝑣𝐵′(𝑟𝐵′, 𝑡),

не являющимся сингулярно возмущённым.
Требуется, чтобы точка 𝐵 сблизилась с 𝐵′ и с некоторой точностью повто-

рила её движение. Исходной информацией для формирования закона движения
точки 𝐵 является радиус-вектор преследуемой точки 𝐵′ относительно 𝐵, вос-
станавливаемый в результате измерений.

Следуя [11–13], организуем закон движения точки 𝐵 в соответствии с си-
стемой {︃

𝑟̇𝐵 = 𝑘0𝑢,

𝑢̇ = 𝑘0
(︀
−𝑘2𝑢− 𝑘1[𝑟𝐵 − 𝑟𝐵′]

)︀
,

(4.84)

где 𝑘𝑖 > 0, 𝑖 = 0,2 — постоянные коэффициенты, причём 𝑘0 достаточно велик;
𝑢— вспомогательный вектор.

Введём малый параметр
ς = 𝑘−1

0

и запишем систему (4.84) в форме⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑟̇𝐵′ = 𝑣𝐵′,

ς𝑟̇𝐵 = 𝑢,

ς𝑢̇ = −𝑘2𝑢− 𝑘1[𝑟𝐵 − 𝑟𝐵′]

(4.85)

Решение вырожденной задачи (4.85) (ς = 0) имеет вид

𝑟𝐵(𝑡) = 𝑟𝐵′(𝑡),

что полностью отвечает цели управления платформой.
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Исследуем устойчивость решения вырожденной задачи в «быстром вре-
мени» 𝑡ς = ς−1𝑡. Запишем присоединённую к (4.85) систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d𝑟𝐵′

d𝑡ς
= ς𝑣𝐵′,

d𝑟𝐵
d𝑡ς

= 𝑢,

d𝑢

d𝑡ς
= −𝑘2𝑢− 𝑘1[𝑟𝐵 − 𝑟𝐵′]

(4.86)

При ς = 0 решение присоединённой задачи

𝑟𝐵(𝑡ς) = 𝑟𝐵′(𝑡ς) = const,

глобально асимптотически устойчиво при положительных 𝑘1 и 𝑘2. Таким обра-
зом, по теореме А. Н. Тихонова [69; 70] при ς → 0 решения исходной (4.84) и
вырожденной задач будут стремится друг к другу, тот есть 𝑟𝐵 → 𝑟𝐵′.

Вернёмся к задаче управления движением мобильного робота youBot. Тре-
буется организовать движение платформы таким образом, чтобы совместить
её некоторую точку 𝐵 с точкой подвижного объекта 𝐵′. Предполагается, что
система технического зрения и дальномерные датчики мобильного робота по-
ставляют всю необходимую информацию для расчёта координат точки 𝐵′ от-
носительно него.

Организуем движение платформы так, чтобы вектор скорости точки 𝐵

𝑣𝐵 удовлетворял системе (4.84). Перепишем её в форме{︃
𝑣𝐵 = 𝑘0𝑢,

𝑢̇ = 𝑘0
(︀
−𝑘2𝑢− 𝑘1𝑟𝐵′𝐵

)︀
,

где 𝑟𝐵′𝐵 — радиус-вектор точки платформы 𝐵 относительно точки преследуе-
мого тела 𝐵′.

Записав последние соотношения в проекциях на подвижные оси 𝐶𝑋𝑌 𝑍,
связанные с платформой, получаем соотношения задающие программное дви-
жение точки 𝐵: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑉 *
𝐵𝑋 = 𝑘0𝑢𝑋 , 𝑉 *

𝐵𝑌 = 𝑘0𝑢𝑌 ,

𝑢̇𝑋 − Ω𝑢𝑌 = 𝑘0
(︀
−𝑘2𝑢𝑋 − 𝑘1%𝑋

)︀
,

𝑢̇𝑌 + Ω𝑢𝑋 = 𝑘0
(︀
−𝑘2𝑢𝑌 − 𝑘1%𝑌

)︀
,

(4.87)
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где %𝑋 и %𝑌 — абсцисса и ордината точки 𝐵 относительно 𝐵′ в осях 𝑋𝑌 𝑍.
Задав с помощью системы (4.88) уравнения дополнительных связей (4.60),

сформируем управляющие воздействия по формулам (4.71)–(4.73), используя
результаты интегрирования уравнения (4.69) для расчёта угловой скорости
платформы Ω.

Отметим, что приведённый выше алгоритм управления не требует диф-
ференцирования измерительной информации. Действительно, величины 𝑉̇ *

𝐵𝑋 и
𝑉̇ *
𝐵𝑌 , входящие в уравнения (4.69) и (4.71)–(4.72) определяются аналитически в

силу (4.88): {︃
𝑉̇ *
𝐵𝑋 = −𝑘0𝑘2𝑉

*
𝐵𝑋 + Ω𝑉 *

𝐵𝑌 − 𝑘20𝑘1%𝑋 ,

𝑉̇ *
𝐵𝑌 = −Ω𝑉 *

𝐵𝑋 − 𝑘0𝑘2𝑉
*
𝐵𝑌 − 𝑘20𝑘1%𝑌 .

(4.88)

Эти выражения не содержат производных от %𝑋 и %𝑌 , значения которых восста-
навливаются по информации с системы технического зрения и дальномерных
датчиков.

Проведём компьютерное моделирование работы описанного алгоритма по-
гони. Движения точки преследуемого объекта 𝐵′ происходит по закону

𝑋 ′
𝐵′ = 𝑅𝐵 cos(ω𝐵𝑡 + ϕ𝐵), 𝑌 ′

𝐵′ = 𝑅𝐵 sin(ω𝐵𝑡 + ϕ𝐵),

где ω𝐵 = −0,4 c−1, 𝑅𝐵 = 0,7 м, ϕ𝐵 = −90∘.
Даны абсцисса и ордината 𝐵 в плоскости 𝐶𝑋𝑌 , связанной с платформой:

𝑏𝑋 = 0,4 м, 𝑏𝑌 = 0,05 м. В начальный момент времени платформа покоится,
Ψ(0) = 0, а координаты точек 𝐵 и 𝐵′ отличаются:

%𝑋(0) = %𝑌 (0) = −0,2 м.

Моделирование проводилось для 𝑘1 = 1, 𝑘2 = 2 и нескольких значений 𝑘0.
Его результаты приведены на рисунке 4.11.

Представленный на рисунке 4.11а график изменения абсолютной ошибки
позиционирования точки платформы 𝐵

% = |𝑟𝐵′𝐵| = %2𝑋 + %2𝑌
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а) Абсолютная ошибка %
позиционирования точки 𝐵

б) Отклонение ∆Ω(𝑡) угловой
скорости от установившегося значения

в) Зависимости 𝐹𝑋(𝑡) г) Зависимости 𝐹𝑌 (𝑡)
1 — 𝑘0 = 3; 2 — 𝑘0 = 5.

Рисунок 4.11 — Результаты моделирования погни мобильной платформы за
подвижным объектом

демонстрирует, что при увеличении 𝑘0 точность совмещения 𝐵 и 𝐵′ возрастает.
Вместе с тем, увеличиваются и ускорения на начальном этапе погони, а вместе
с ними и управляющие воздействия (см. рисунки 4.11в и 4.11г).

Отметим также, что при выбранном законе движения преследуемой точки
𝐵′ в процессе погони угловая скорость платформы устанавливается на значе-
нии, равном циклической частоте ω𝐵. Это подтверждает график изменения
величины

∆Ω = Ω − ω𝐵,

показанный на рисунке 4.11б.
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Результаты численного моделирования алгоритма погони (4.88) при на-
личии шумовых погрешностей определения координат преследуемого объекта
приведены в работе [13].

4.6 Идентификация параметров робота c учётом податливости
элементов механических передач и колёс

Завершая данную главу, вернёмся к задаче идентификации параметров
мобильного робота youBot.

Графики изменения ошибок прогноза 𝑒β𝑖(𝑡) мобильной платформы, пред-
ставленные на рисунке 4.7, демонстрируют, что выбранная расчётная модель
робота игнорирует некоторые эффекты, достаточно сильно сказывающиеся на
величинах управляющих сил. Рассмотрим в качестве такого эффекта влияние
податливости деталей механических передач и колёс.

Уточним физический смысл углов ϕ𝑖. Будем считать, что ϕ𝑖 это угол пово-
рота воображаемого кольца — окружности, проходящей через центры роликов
соответствующего колеса. Такое уточнение оставляет уравнения связей, выра-
жающих условия непроскальзывания (4.6) в неизменном виде. Обозначим ϕ𝑠

𝑖

угол поворота вала двигателя относительно платформы, приведённый к выход-
ному валу редуктора 𝑖-го колеса. В силу податливости элементов механических
передач и колёс ϕ𝑖 ̸= ϕ𝑠

𝑖 . Величины относительных угловых скоростей ϕ̇𝑠
𝑖 из-

меряются датчиками напрямую.
Последнее обстоятельство приводит к невозможности вычисления псев-

доскоростей 𝑉𝑋 , 𝑉𝑌 и Ω по формулам (4.9)–(4.11). Сохраняя структуру этих
соотношений, введём следующие вспомогательные величины:

𝑉 𝑠
𝑋 =

𝑅

4
[ϕ̇𝑠

2 + ϕ̇𝑠
1 + ϕ̇4 + ϕ̇𝑠

3],

𝑉 𝑠
𝑌 =

𝑅

4
[ϕ̇𝑠

2 − ϕ̇𝑠
1 − ϕ̇𝑠

4 + ϕ̇𝑠
3],

Ω𝑠 =
1

4ηк
[ϕ̇𝑠

2 − ϕ̇𝑠
1 + ϕ̇𝑠

4 − ϕ̇𝑠
3].



172

Оценим влияние учёта податливости указанных выше элементов кон-
струкции робота на адекватность математической модели системы и резуль-
таты идентификации её параметров. В качестве примера рассмотрим случай
поступательного продольного движения платформы:

𝑉𝑌 ≡ 0, Ω ≡ 0.

4.6.1 Алгоритм идентификации при поступательном движении
платформы без учёта податливости элементов

Построим алгоритм идентификации параметров системы, полагая что все
элементы конструкции робота абсолютно жёсткие. В таком случае

ϕ𝑠
𝑖 = ϕ𝑖, 𝑉 𝑠

𝑋 = 𝑉𝑋 .

В соответствии с (4.34) и обозначениями, принятыми в параграфе 4.5 урав-
нение продольного поступательного движения робота принимают вид:

𝑚1𝑉̇𝑋 + ζ1𝑉𝑋 = 𝐹𝑋 , (4.89)

где, напомним, 𝑚1 = 𝑚рб +
4𝐼к𝑌
𝑅2 — приведённая масса системы, ζ =

4µк
𝑅2 — приве-

дённый коэффициент вязкости.
Введём вспомогательные переменные α𝐼 и β𝐼 , удовлетворяющие уравне-

ниям «фильтров»

α̇𝐼 = 𝑎𝑓 · (𝑉𝑋 − α𝐼), β̇𝐼 = 𝑎𝑓 · (𝐹𝑋 − β𝐼), (4.90)

где где 𝑎𝑓 > 0 — постоянный коэффициент.
Выразим 𝑉𝑋 и 𝐹𝑋 в силу (4.90) и подставим в уравнение движения (4.89).

После перегруппировки слагаемых, пренебрежения экспоненциально затухаю-
щими функциями, удовлетворяющими однородным уравнениям «фильтров»,
представления производных α̇𝐼 и β̇𝐼 в силу (4.90) (см. параграф 4.4), получаем
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параметрическую модель продольного поступательного движения платформы:

𝑚1𝑎𝑓(𝑉𝑋 − α𝐼) + ζ1α𝐼 = β𝐼 ,

Используя априорные значения параметров 𝑚*
1 и µ*к, введём безразмерные

величины
$1 =

𝑚1

𝑚*
1

, $2 =
ζ1𝑅

2

4µ*к

и перепишем представленное выше уравнение параметрической модели в
векторно-матричном виде:

β𝐼 = 𝑁T
𝐶𝐼
$𝐼 , (4.91)

где:

𝑁𝐶𝐼
=

(︃
𝑚*

1𝑎𝑓(𝑉𝑋 − α𝐼)
4µ*к
𝑅2 α𝐼

)︃
, $𝐼 =

(︃
$1

$2

)︃
.

Идентификацию безразмерных параметров модели (4.91) проведём, ис-
пользуя рекуррентный метод наименьших квадратов (1.33). Алгоритм расчёта
оценок имеет вид: ̂̇︀$𝐼 = 𝑀−1

𝐼 𝑁𝐶𝐼
𝑒𝐼 , 𝑀̇𝐼 = 𝑁𝐶𝐼

𝑁T
𝐶𝐼
, (4.92)

где 𝑒𝐼 = β𝐼 −𝑁T
𝐶𝐼
̂︀$𝐼 — ошибка прогноза параметрической модели (4.91).

4.6.2 Алгоритм идентификации при поступательном движении
платформы с учётом податливости элементов

Перейдём к построению алгоритма идентификации параметров модели
платформы с податливыми элементами механических передач и колёс. Эти
элементы моделируются линейно упругими угловыми пружинами с коэффи-
циентом жёсткости 𝑐𝑠, а также демпферами с коэффициентом вязкого трения
µ𝑠 (см. рисунок 4.12).
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1 — колесо; 2 — платформа.
Рисунок 4.12 — Эквивалентная схема податливых элементов 𝑖-го колеса и его

механической передачи

Для рассматриваемой системы мощность активных сил на возможных
скоростях ϕ̇в

𝑖 и ϕ̇𝑠 в
𝑖 имеет вид

𝑁 в
акт =

4∑︁
𝑖=1

{︁
(𝑀𝑖 − µкϕ̇

𝑠
𝑖 )ϕ̇

𝑠 в
𝑖 −

[︀
µ𝑠(ϕ̇𝑖 − ϕ̇𝑠

𝑖 ) + 𝑐𝑠(ϕ𝑖 − ϕ𝑠
𝑖 )
]︀
(ϕ̇в

𝑖 − ϕ̇𝑠 в
𝑖 )
}︁
.

В рассматриваемом случае продольного поступательного движения это выра-
жение принимает форму

𝑁 в
акт = (𝐹𝑋 − ζ1𝑉 𝑠

𝑋)𝑉 𝑠 в
𝑋 −

[︀
ζ𝑠(𝑉𝑋 − 𝑉 𝑠

𝑋) + 𝑘𝑠𝑅(Φ − Φ𝑠)
]︀
(𝑉 в

𝑋 − 𝑉 𝑠 в
𝑋 ),

где Φ = ϕ1 + . . . + ϕ4, Φ𝑠 = ϕ𝑠
1 + . . . + ϕ𝑠

4; ζ𝑠 = 4
𝑅2µ𝑠 и 𝑘𝑠 = 4

𝑅2𝑐𝑠 — приведённые
коэффициенты вязкости и упругости для податливых элементов.

С помощью последнего соотношения определим обобщённые силы и, пре-
небрегая инерцией податливых элементов, построим уравнения поступательно-
го продольного движения платформы:

𝑚1𝑉̇𝑋 + ζ𝑠(𝑉𝑋 − 𝑉 𝑠
𝑋) + 𝑘𝑠𝑅(Φ − Φ𝑠) = 0, (4.93)

ζ1𝑉
𝑠
𝑋 − ζ𝑠(𝑉𝑋 − 𝑉 𝑠

𝑋) − 𝑘𝑠𝑅(Φ − Φ𝑠) = 𝐹𝑋 , (4.94)

Φ̇ =
𝑉𝑋

𝑅
, Φ̇𝑠 =

𝑉 𝑠
𝑋

𝑅
.
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Система (4.93)–(4.94) содержит неизмеряемые переменные 𝑉𝑋 и Φ, кото-
рые необходимо исключить из уравнений движения для получения параметри-
ческой модели.

Перепишем уравнения (4.93)–(4.94) в операторном виде, учитывая, что
𝑉𝑋 = 𝑅Φ̇ и 𝑉 𝑠

𝑋 = 𝑅Φ̇𝑠:

(𝑚1𝒟2 + ζ𝑠𝒟 + 𝑘𝑠)𝑅Φ − (ζ𝑠𝒟 + 𝑘𝑠)𝑅Φ𝑠 = 0, (4.95)

([ζ1 + ζ𝑠]𝒟 + 𝑘𝑠)𝑅Φ𝑠 − (ζ𝑠𝒟 + 𝑘𝑠)𝑅Φ = 𝐹𝑋 , (4.96)

где 𝒟 = d
d𝑡 — дифференциальный оператор.

Выразим Φ из (4.95):

Φ =
ζ𝑠𝒟 + 𝑘𝑠

𝑚1𝒟2 + ζ𝑠𝒟 + 𝑘𝑠
Φ𝑠.

Подставим полученный результат в (4.96):(︂
[ζ1 + ζ𝑠]𝒟 + 𝑘𝑠 −

(ζ𝑠𝒟 + 𝑘𝑠)
2

𝑚1𝒟2 + ζ𝑠𝒟 + 𝑘𝑠

)︂
𝑅Φ𝑠 = 𝐹𝑋 .

Откуда после умножения на знаменатель дроби, получаем:{︁
𝑚1(ζ1 + ζ𝑠)𝒟2 + (𝑚1𝑘𝑠 + ζ1ζ𝑠)𝒟 + ζ1𝑘𝑠

}︁
𝑅𝒟Φ𝑠 = (𝑚1𝒟2 + ζ𝑠𝒟 + 𝑘𝑠)𝐹𝑋 .

Разделив обе части полученного уравнения на 𝑘𝑠 и применив соотношение
Φ̇𝑠 = 𝑅−1𝑉 𝑠

𝑋 , имеем:

𝑚1(ζ1 + ζ𝑠)

𝑘𝑠
𝑉 𝑠
𝑋 +

(︂
𝑚1 +

ζ1ζ𝑠

𝑘𝑠

)︂
𝑉̇ 𝑠
𝑋 + ζ1𝑉

𝑠
𝑋 =

𝑚1

𝑘𝑠
𝐹𝑋 +

ζ𝑠

𝑘𝑠
𝐹̇𝑋 + 𝐹𝑋 . (4.97)

Введём вспомогательные функции α𝐼𝐼 и β𝐼𝐼 , удовлетворяющие уравнени-
ям «фильтров»

β̈𝐼𝐼 + 2𝑎𝑓 β̇𝐼𝐼 + 𝑎2𝑓(β𝐼𝐼 − 𝐹𝑋) = 0, α̈𝐼𝐼 + 2𝑎𝑓 α̇𝐼𝐼 + 𝑎2𝑓(α𝐼𝐼 − 𝑉 𝑠
𝑋) = 0, (4.98)

где 𝑎𝑓 > 0 — постоянный коэффициент.
Выразим 𝑉𝑋 и 𝐹𝑋 в силу (4.98) и подставим в уравнение движения (4.97).

После перегруппировки слагаемых, пренебрежения экспоненциально затухаю-
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щими функциями, удовлетворяющими однородным уравнениям «фильтров»
(см. параграф 4.4), получаем параметрическую модель продольного поступа-
тельного движения платформы с податливыми элементами:

β𝐼𝐼 =
𝑚1(ζ1 + ζ𝑠)

𝑘𝑠
α̈𝐼𝐼 +

(︂
𝑚1 +

ζ1ζ𝑠

𝑘𝑠

)︂
α̇𝐼𝐼 + ζ1α𝐼𝐼 −

𝑚1

𝑘𝑠
β̈𝐼𝐼 −

ζ𝑠

𝑘𝑠
β̇𝐼𝐼 .

Перепишем представленное выше уравнение параметрической модели в
векторно-матричном виде:

β𝐼𝐼 = 𝑁T
𝐼𝐼ϑ𝐼𝐼 , (4.99)

где:

𝑁T
𝐼𝐼 =

(︀
α̈𝐼𝐼 α̇𝐼𝐼 α̈𝐼𝐼 −β̈𝐼𝐼 −β̇𝐼𝐼

)︀
, ϑ𝐼𝐼 =

(︀
𝑚1(ζ1+ζ𝑠)

𝑘𝑠
𝑚1 + ζ1ζ𝑠

𝑘𝑠
ζ1

𝑚1

𝑘𝑠
ζ𝑠
𝑘𝑠

)︀T
.

Здесь для краткости аналитические выражения старших производных внутрен-
них переменных «фильтров» (4.98) α̈𝐼𝐼 и β̈𝐼𝐼 не представлены.

В рассматриваемой задаче присутствует параметрическая связь. Пять
коэффициентов линейной параметрической модели (4.99) зависят от четырёх
независимых параметров 𝑚1, ζ1, ζ𝑠 и 𝑘𝑠.

Используя априорные значения параметров 𝑚*
1, µ*к, µ*𝑠 и 𝑐*𝑠 введём безраз-

мерные величины

$1 =
𝑚1

𝑚*
1

, $2 =
ζ1𝑅

2

4µ*к
, $3 =

ζ𝑠𝑅
2

4µ*𝑠
, $4 =

𝑘𝑠𝑅
2

4𝑐*𝑠
.

Вектор коэффициентов параметрической модели (4.99) можно предста-
вить в виде функции

ϑ𝐼𝐼 = Θ𝐼𝐼($𝐼𝐼),

где $𝐼𝐼 = ( $1 $2 $3 $4 )T — вектор независимых безразмерных парамет-
ров.

Производная вектора оценок ̂︀$𝐼𝐼 по времени является вектором парамет-
рических псевдоскоростей в рассматриваемой задаче, причём

˙̂
ϑ𝐼𝐼 = 𝐶𝐼𝐼

̂̇︀$𝐼𝐼 , 𝐶𝐼𝐼 =
𝜕Θ𝐼𝐼(̂︀$𝐼𝐼)

𝜕 ̂︀$T
𝐼𝐼

.
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Идентификацию параметров модели (4.99) проведём, используя модифи-
цированный рекуррентный метод наименьших квадратов (2.52)–(2.53). Алго-
ритм расчёта оценок имеет вид:

̂̇︀$𝐼𝐼 = 𝑃𝐼𝐼𝑁𝐶𝐼𝐼
𝑒𝐼𝐼 , ˙𝑃𝐼𝐼 = −𝑃𝐼𝐼𝑁𝐶𝐼𝐼

𝑁T
𝐶𝐼𝐼

𝑃𝐼𝐼 , (4.100)

где 𝑒𝐼𝐼 = β𝐼𝐼 −𝑁T
𝐼𝐼Θ𝐼𝐼(π̂𝐼𝐼) — ошибка прогноза параметрической модели (4.99);

𝑁𝐶𝐼𝐼
= 𝐶T

𝐼𝐼𝑁𝐼𝐼 .

4.6.3 Результаты идентификации параметров

Проведём численное моделирование алгоритмов идентификации парамет-
ров мобильной платформы (4.92) и (4.100).

Исходной информацией для идентификации параметров служат зависи-
мости от времени величины 𝑉 𝑠

𝑋(𝑡) и управляющей обобщённой силы 𝐹𝑋(𝑡), по-
лученные экспериментально в процессе поступательного продольного движе-
ния робота. Графики изменения указанных функций сил на отрезке времени
0 6 𝑡 6 10 c представлены на рисунке 4.13.

а) Зависимость 𝑉 𝑠
𝑋(𝑡) б) Зависимость 𝐹𝑋(𝑡)

Рисунок 4.13 — Исходные данные для идентификации параметров мобильного
робота youBot

Зависимости 𝑉 𝑠
𝑋(𝑡) и 𝐹𝑋(𝑡) близки к периодическим. Для того, чтобы вспо-

могательные «фильтры» (4.90) и (4.98) не подавляли колебания с частотным
спектром функций 𝑉 𝑠

𝑋(𝑡) и 𝐹𝑋(𝑡), примем 𝑎𝑓 = 7 c−1. Зададим априорные зна-
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чения оцениваемых параметров:

𝑚*
1 = 30 кг, µ*к = 0,05 Н·м·с, µ*𝑠 = 0,02 Н·м·с, 𝑐*𝑠 = 0,65 Н·м.

В параграфе 3.3.3 было продемонстрирована чувствительность алгорит-
мов идентификации, полученных на основе метода наименьших квадратов, к
переходным процессов в «фильтрах» вида (4.90) и (4.98), которые использова-
лись для построения параметрической модели. Поэтому в процессе моделирова-
ния интегрирование уравнений вспомогательных (4.90) и (4.98) начиналось при
𝑡 = 0, а работа алгоритмов идентификации — в момент времени 𝑡0 = 5 c. Вели-
чина 𝑡0 подбиралась достаточной для затухания решений однородных уравне-
ний «фильтров».

Начальные значения оценок безразмерных параметров возьмём равными
для обоих рассматриваемых алгоритмов идентификации:

̂︀$𝑖(𝑡0) = 1, 𝑖 = 1,4.

Зададим
𝑀−1

𝐼 (𝑡0) = 0,4𝐸, 𝑃𝐼𝐼(𝑡0) = 0,05𝐸.

На рисунке 4.14 представлены результаты компьютерного моделирования
работы идентификаторов параметров (4.92) и (4.100). Это графики изменения
оценок параметров математических моделей платформы при продольном дви-
жении: приведённой массы ̂︀𝑚1, коэффициентов вязкого трения µ̂к и µ̂𝑠, эк-
вивалентного коэффициента жёсткости податливых частей 𝑐𝑠, найденные по
формулам

̂︀𝑚1 = 𝑚*
1
̂︀$1, µ̂к = µ*к ̂︀$2, µ̂𝑠 = µ*𝑠 ̂︀$3, 𝑐𝑠 = 𝑐*𝑠 ̂︀$4.

На рисунке 4.15 представлены графики изменения ошибок прогнозов па-
раметрических моделей (4.91) и (4.99). Приведённые результаты демонстри-
руют, что ошибка прогноза модели (4.99) в целом меньше, чем ошибка прогно-
за (4.91). Таким образом, учёт податливости некоторых элементов конструкции
делает математическую модель робота лучше отвечающей экспериментальным
данным.
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а) Оценка приведённой массы ̂︀𝑚1 б) Оценка коэффициента вязкости µ̂к

в) Оценка коэффициента вязкости µ̂𝑠 г) Оценка коэффициента жёсткости 𝑐𝑠
1 — оценки параметров модели (4.91); 2 — оценки параметров модели (4.99),

учитывающей податливость элементов платформы.
Рисунок 4.14 — Результаты идентификации параметров робота youBot при

продольном поступательном движении

В заключение отметим, что рассмотренная задача является частным слу-
чаем широкого класса задач идентификации параметров робототехнических си-
стем с податливыми элементами в шарнирах и сочленениях тел, в которых от-
сутствует полный вектор измерений. Их особенностью является наличие пара-
метрических связей, и, следовательно, для их решения применимы алгоритмы,
разработанные в главах 1 и 2.
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1 — ошибка прогноза 𝑒𝐼 модели (4.91); 2 — ошибка прогноза 𝑒𝐼𝐼 модели (4.99),
учитывающей податливость элементов платформы.

Рисунок 4.15 — Влияние учёта податливости элементов конструкции робота
на ошибку прогноза параметрической модели

Выводы по главе 4

В настоящей главе построена математическая модель робота youBot, осна-
щённого четырьмя роликонесущими меканум-колёсами. Решена задача иденти-
фикации параметров этой модели. Построен алгоритм управления платформой
робота, согласно которому управляющие силы отождествляются с реакциями
связей, с которыми согласуется программное движение аппарата. Работоспо-
собность алгоритма продемонстрирована на примере реализации равномерного
движения произвольной точки платформы по окружности. Исследованы ста-
ционарные вращения платформы во время выполнения такого движения. При-
ведён пример применения построенного алгоритма управления в задаче погони
робота за подвижным объектом. Построена математическая модель продоль-
ного движения платформы, учитывающая податливость некоторых конструк-
тивных элементов робота. Решена задача идентификации её параметров. Уста-
новлено, что в этой задаче имеют место параметрические связи, которые были
использованы при разработке алгоритма идентификации.

Материалы главы опубликованы в работах [2;4–6;9–13].
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. Для мехатронных систем с линейными параметрическими моделями

построено семейство алгоритмов идентификации параметров с ограни-
чениями на оценки в виде равенств, полученное с помощью матема-
тического аппарата неголономной механики (использования принципа
наименьшего принуждения и представления уравнений связей в терми-
нах псевдоскоростей), позволившего снизить размерность задачи.

2. Разработаны оптимальные с точки зрения метода наименьших квадра-
тов алгоритмы идентификации с ограничениями-равенствами на оцен-
ки параметров, представленные в терминах псевдоскоростей и множи-
телей связей.

3. Построены оптимальные с точки зрения модифицированной ин-
тегральной квадратичной ошибки алгоритмы идентификации с
ограничениями-равенствами на оценки параметров, представленные в
псевдоскоростях.

4. Показано, что введение неинтегрируемых связей позволяет получить
новые классы решений задач, в постановке которых связи не фигу-
рируют. Это задачи стабилизации аффинных управляемых систем и
оценивания для некоторых нелинейно параметризованных систем.

5. Найден обширный класс многозвенных мехатронных систем с подат-
ливыми шарнирами с неполным вектором измерений, у которых ко-
эффициенты линейных параметрических моделей удовлетворяют до-
полнительным соотношениям — параметрическим связям. Для иденти-
фикации параметров таких систем применимы перечисленные выше
алгоритмы.

6. Разработаны алгоритмы идентификации параметров нелинейной мате-
матической модели резонатора волнового твердотельного гироскопа и
оценивания характеристик его установившихся колебаний.

7. Создана математическая модель роботизированной платформы всена-
правленного движения KUKA youBot, учитывающая силы вязкого тре-
ния в подшипниках механических передач и опорах роликов колёс. Раз-
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работан алгоритм идентификации параметров такой модели, использу-
ющий одометрическую информацию и измерения управляющих момен-
тов двигателей.

8. Разработан алгоритм управления роботом KUKA youBot с целью отра-
ботки программного движения, которое реализуется путём воздействия
на систему управляющих обобщённых сил, отождествлённых с реакци-
ями неголономных связей. Получены условия существования и асимп-
тотической устойчивости стационарных вращений платформы робота
в процессе реализации равномерного движения произвольной точки
платформы по окружности.
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Приложение А

Используемые операции векторного дифференцирования

Введём следующие операции дифференцирования для векторов:
1. Производная вектора–столбца по строке (матрица Якоби) и вектора–

строки по столбцу:

𝜕𝑎

𝜕𝑏T
𝑛×𝑚

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝑎1

𝜕𝑏1
. . .

𝜕𝑎1

𝜕𝑏𝑚... . . . ...
𝜕𝑎𝑛

𝜕𝑏1
. . .

𝜕𝑎𝑛

𝜕𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
𝜕𝑎T

𝜕𝑏
𝑚×𝑛

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝑎1

𝜕𝑏1
. . .

𝜕𝑎𝑛

𝜕𝑏1... . . . ...
𝜕𝑎1

𝜕𝑏𝑚
. . .

𝜕𝑎𝑛

𝜕𝑏𝑚
.

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
где 𝑎

𝑛×1
и 𝑏

𝑚×1
— векторы-столбцы. Обратим внимание, что

𝜕𝑎T

𝜕𝑏
=

[︂
𝜕𝑎

𝜕𝑏T

]︂T
.

2. Производная сложной функции по времени:

d𝑎(𝑏)

d𝑡
=

𝜕𝑎

𝜕𝑏T
· d𝑏

d𝑡
,

d𝑎T(𝑏)

d𝑡
=

d𝑏T

d𝑡
· 𝜕𝑎

T

𝜕𝑏
.

3. Производная сложной функции векторного аргумента:

𝜕𝑎(𝑏(𝑐))

𝜕𝑐T
=

𝜕𝑎

𝜕𝑏T
· 𝜕𝑏

𝜕𝑐T
.

4. Дифференцирование произведения строки на матрицу 𝐵:

𝜕𝑎T𝐵

𝜕𝑎
= 𝐵.

5. Дифференцирование скалярного произведения:

𝜕𝑎T(𝑐)𝑏(𝑐)

𝜕𝑐
𝑘×1

=
𝜕𝑎T

𝜕𝑐
𝑘×𝑛

· 𝑏
𝑛×1

+
𝜕𝑏T

𝜕𝑐
𝑘×𝑛

· 𝑎
𝑛×1

=
𝜕𝑎T

𝜕𝑐
𝑏 +

[︂
𝑎T

𝜕𝑏

𝜕𝑐T

]︂T
,
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где 𝑎
𝑛×1

, 𝑏
𝑛×1

и 𝑐
𝑘×1

— векторы-столбцы.
6. Дифференцирование квадратичной формы:

𝜕𝑎T𝐵𝑎

𝜕𝑎
=

𝜕𝑎T

𝜕𝑎
𝐵𝑎 +

𝜕 (𝐵𝑎)T

𝜕𝑎
𝑎 = 𝐵𝑎 +

𝜕𝑎T𝐵T

𝜕𝑎
𝑎 =

(︀
𝐵 + 𝐵T

)︀
𝑎.

7. Матрица Гессе скалярной функции векторного аргумента 𝑓 = 𝑓(𝑎):

𝜕2𝑓

𝜕𝑎2
=

𝜕

𝜕𝑎T

[︂
𝜕𝑓

𝜕𝑎

]︂
=

𝜕

𝜕𝑎

[︂
𝜕𝑓

𝜕𝑎T

]︂
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕2𝑓

𝜕2𝑎1
. . .

𝜕2𝑓

𝜕𝑎1𝜕𝑎𝑛... . . . ...
𝜕2𝑓

𝜕𝑎1𝜕𝑎𝑛
. . .

𝜕2𝑓

𝜕2𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

В частности, если 𝑓 = 𝑎T𝐵𝑎, то

𝜕2𝑎T𝐵𝑎

𝜕𝑎2
=

𝜕

𝜕𝑎T

[︂
𝜕𝑎T𝐵𝑎

𝜕𝑎

]︂
=

𝜕

𝜕𝑎T

[︁(︀
𝐵 + 𝐵T

)︀
𝑎
]︁

= 𝐵 + 𝐵T.
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Приложение Б

Результаты моделирования управляемого движения робота youBot

На рисунках Б.1 и Б.2 приведены результаты моделирования динамики
мобильной платформы youBot в процессе реализации программного равномер-
ного движения (4.77) её точки 𝐵 по окружности радиуса 𝑅𝐵 с циклической
частотой ω𝐵 = −0,4 c−1. Рассмотрены различные значения 𝑅𝐵 < 𝑅′

𝐵. Прочие
условия моделирования взяты из подпараграфа 4.5.2.

а) 𝑅𝐵 = 0,6397 м б) 𝑅𝐵 = 0,5397 м

в) 𝑅𝐵 = 0,4397 м г) 𝑅𝐵 = 0,3397 м
1 — Ω(𝑡); 2 —ω𝐵; 3 — (−ω𝐵).

Рисунок Б.1 — Угловая скорость платформы в процессе реализации
программного равномерного движения точки 𝐵 по окружности при

различных значениях её радиуса 𝑅𝐵

Так как моделирование осуществлялось для значений радиуса 𝑅𝐵 мень-
ших 𝑅′

𝐵, при которых нарушается необходимое и достаточное условие (4.82)
существования стационарных по угловой скорости Ω вращений платформы.
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а) 𝑅𝐵 = 0,5397 м б) 𝑅𝐵 = 0,4397 м

в) 𝑅𝐵 = 0,3397 м г) 𝑅𝐵 = 0,2397 м
Рисунок Б.2 — Траектории центра платформы 𝑂 в процессе реализации

программного равномерного движения точки 𝐵 по окружности при
различных значениях её радиуса 𝑅𝐵, 0 6 𝑡 6 817 c

При уменьшении радиуса 𝑅𝐵, частота изменения величины Ω возрастает, а ам-
плитуда уменьшается. отметим, что для рассматриваемых условий проведения
численного моделирования |Ω| < |ω𝐵| (см. рисунок Б.1).
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