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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Классическая постановка задачи поиска кри­
вой наискорейшего спуска – брахистохроны содержит предположение о по­
тенциальности действующих на точку сил. В общем же случае действия на
точку сухого и вязкого трения, а также разгоняющей силы тяги возникают
трудности, связанные с тем, что скорость точки на оптимальной траектории
зависит не только от ее положения в вертикальной плоскости, но и от пути,
пройденного по оптимальной траектории.

В работах российских и иностранных авторов предложены различные
подходы к решению задачи о брахистохроне с сухим и вязким трением. В ос­
новном авторы концентрировались на нахождении искомой траектории для
двух заданных фиксированных точек, что зачастую приводило к появлению
громоздких вычислений. При этом вопрос анализа свойств полученных тра­
екторий оставался открытым.

Особенностью данной работы является то, что помимо силы тяжести
и трения на точку действует разгоняющая сила, сонаправленная скорости
и зависящая от ее величины. Кроме того, рассматривается старт с нулевой
начальной скоростью, что стало причиной возникновения особенности в на­
чальной точке траектории, для устранения которой предложен оригинальный
метод применения дополнительной переменной.

В данной работе найдено полное семейство траекторий, удовлетворя­
ющих условиям оптимальности, из одной фиксированной начальной точки.
При этом определение параметров, изменение которых позволяет получать
все оптимальные траектории, в совокупности с изучением свойств таких тра­
екторий позволяет получать необходимые оптимальные траектории между
двумя заданными точками.

Целью данной работы является исследование и описание основных
свойств брахистохрон в поле силы тяжести при действии трения и разгоня­
ющей силы, а также реализация алгоритма получения всего семейства опти­
мальных траекторий, исходящих из одной начальной точки.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следую­
щие задачи:
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1. Получить формулу для оптимального управления и систему урав­
нений, решение которой позволяет получать траектории, удовлетво­
ряющие необходимым условиям оптимальности.

2. Исследовать свойства траекторий, удовлетворяющих условиям оп­
тимальности.

3. Разработать способ устранения особенности, которая возникает при
старте с нулевой скоростью.

4. Получить систему уравнений, для которой решение задачи Коши
позволяет получить полное параметрическое семейство оптималь­
ных траекторий.

Научная новизна:
1. Рассматривается постановка задачи о брахистохроне, включающая

помимо сухого и вязкого трения разгоняющую силу, действующую
на материальную точку, при старте с нулевой начальной скоростью.

2. В явном виде получена формула, представленная в зависимости от
скорости, которая обеспечивает синтез оптимального управления
для случая действия на точку сухого и вязкого трения, а также
разгоняющей силы.

3. Выполнено исследование свойств оптимальных траекторий для дей­
ствия отдельно сухого трения и для действия вязкого трения одно­
временно с разгоняющей силой, позволяющих создать представле­
ние о форме оптимальных траекторий.

4. Предложен и обоснован оригинальный способ избежания особенно­
сти в начальной точке при построении оптимальных траекторий
при действии вязкого трения с использованием квазипостоянной
разгоняющей силы.

5. Предложена система дифференциальных уравнений с дополнитель­
ной переменной, которая позволяет строить полное двухпараметри­
ческое семейство оптимальных траекторий путем решения задачи
Коши.

Научная и практическая значимость Научная значимость рабо­
ты состоит в том, что разработаны новые методы и подходы, позволяющие
решать сложную нелинейную задачу оптимального управления.

4



На практике брахистохроны, полученные в настоящей работе, могут
быть использованы в технике для сокращения времени получения требуемых
результатов работ, например, при определении оптимальной формы аварий­
ных надувных трапов. Аварийные надувные трапы в настоящее время, поми­
мо использования в каждом пассажирском самолете, находят широкое приме­
нение в системах пожарной безопасности в школах и больницах как быстрый
способ эвакуации с нижних этажей здания через окна. В случаях применения
таких трапов в зданиях их форма должна разрабатываться индивидуально
в каждом случае с учетом городской застройки. Корректный подбор формы
трапа позволит ускорить эвакуацию, от чего во многом зависит успех ава­
рийно-спасательных работ.

Результаты, полученные в работе, могут использоваться в военно-кос­
мической отрасли при расчете траекторий для запуска ракет с неподвижных
объектов, находящихся над поверхностью земли, например, зависший в воз­
духе вертолет, высокая башня или пусковая установка, находящаяся на воз­
вышенности. Результаты позволяют получать траектории, обеспечивающие
наискорейшее достижение цели.

Кроме того, можно использовать оптимальные траектории, получен­
ные в данной работе, и для проектирования устройств подачи материала в
автоматических производствах. Правильная форма направляющих позволя­
ет ускорить процесс подачи материала, повысив тем самым эффективность
таких устройств.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Получена формула для оптимального управления в общем случае

действия на точку одновременно силы тяжести, сухого и вязкого
трения, реакции опоры и разгоняющей силы.

2. Получена система уравнений с дополнительной переменной, но не
содержащая сопряженных переменных, которая позволяет путем ре­
шения задачи Коши получать оптимальные траектории в поле силы
тяжести при действии на точку сухого трения или вязкого трения
одновременно с разгоняющей силой тяги.

3. Доказано, что если на точку в поле силы тяжести действует только
сухое трение или вязкое трение одновременно с разгоняющей си­
лой, то при нулевой начальной скорости касательная в начальной
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точке оптимальной траектории вертикальна. Кроме того, доказано
свойство выпуклости оптимальных траекторий при действии поми­
мо силы тяжести только сухого трения, а в случае действия помимо
силы тяжести вязкого терния и разгоняющей силы свойство выпук­
лости оптимальных траекторий доказано для вязкого трения, за­
висимость которого от скорости определяется степенной функцией.
Также определены ограничения на величину угла наклона касатель­
ной в произвольной точке оптимальной траектории.

4. Доказано свойство автомодельности оптимальных траекторий, ко­
торое позволяет получать все оптимальные траектории путем мас­
штабирования некоторого их подмножества.

Апробация работы. Основные результаты работы докладыва­
лись на семинарах «Динамика относительного движения» (рук. чл.-корр.
РАН, проф. В.В. Белецкий, проф. Ю.Ф. Голубев, проф. В.Е. Павловский,
доц. К.Е. Якимова, доц. Е.В. Мелкумова) в Московском Государственном
Университете им. М.В. Ломоносова (Москва, 2015 год), на Ломоносовских
чтениях (Москва, 2014 год), на XI Всероссийском съезде по фундаменталь­
ным проблемам теоретической и прикладной механике (Казань, 2015 год), на
XIII Международной конференции «Устойчивость и колебания нелинейных
систем управления» (конференция Пятницкого) (Москва, 2016 год).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 6 печатных изданиях [1—6], 3 из которых изданы в журналах, рекомендо­
ванных ВАК [1—3], 3 — в тезисах докладов [4—6].
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Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводи­
мых в рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной
литературы по изучаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи
работы, сформулированы научная новизна и практическая значимость пред­
ставляемой работы.

Первая глава посвящена постановке задачи и выводу уравнений для
оптимального управления в общем случае действия на точку одновременно
силы тяжести, разгоняющей силы, а также сухого и вязкого трения.

Рассматривается плоскопараллельное движение материальной точки
постоянной массы 𝑚, скользящей по кривой в поле силы тяжести. На точку
действует разгоняющая сила тяги 𝐹𝑡, сонаправленная скорости, сила сухого
трения 𝐹𝑠, сила вязкого трения 𝐹𝑣, а также составляющая реакции опоры 𝑁 ,
перпендикулярная скорости. Движение начинается из некоторой заданной
точки 𝐴 с нулевой начальной скоростью. Необходимо построить семейство
кривых (траекторий), движение по которым обеспечит достижение заданной
точки 𝐵 пространства за минимальное время.

Уравнения движения имеют вид:{︃
𝑚𝑥̈ = 𝑁 cos𝜑 + 𝐹𝑡 sin𝜑− 𝐹𝑣 sin𝜑− 𝐹𝑠 sin𝜑,

𝑚𝑧 = 𝑁 sin𝜑− 𝐹𝑡 cos𝜑 + 𝐹𝑣 sin𝜑 + 𝐹𝑠 cos𝜑−𝑚𝑔,

где 𝜑 – угол между вектором скорости и направлением силы тяжести, отсчи­
тываемый против хода часовой стрелки. Начальные условия в момент старта
при 𝑡 = 0:

𝑥(0) = 𝑥̇(0) = 𝑧(0) = 𝑧̇(0) = 0.

Величина силы сухого трения определяется соотношением 𝐹𝑠 = 𝑘|𝑁 |,
где 𝑘 – некоторый постоянный неотрицательный коэффициент.

Введем управление 𝑢:

𝑢 =
𝑁

𝑚𝑣
,

где 𝑣 - величина скорости.
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Для удобства дальнейших вычислений используется коэффициент 𝐾,
зависящий от знака управления 𝑢 следующим образом:

𝐾 =

⎧⎨⎩𝑘, если 𝑢 ≥ 0,

−𝑘, если 𝑢 < 0.

Система уравнений движения в переменных 𝑣 и 𝜑 принимает вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥̇ = 𝑣 sin𝜑,

𝑧̇ = −𝑣 cos𝜑,

𝑣̇ = 𝑔 cos𝜑 + 𝑣𝜇(𝑣2) −𝐾𝑣𝑢,

𝜑̇ = 𝑢− sin𝜑

𝑣
,

(1)

где функция 𝜇(𝑣2) определяет равнодействующую сил тяги и вязкого трения
следующим образом:

𝐹𝑡 − 𝐹𝑣 = 𝜇(𝑣2)𝑚𝑣,

при этом начальные условия запишутся в виде 𝑥(0) = 𝑧(0) = 𝑣(0) = 0 и
𝜑(0) = 𝜑0.

Таким образом, задача поиска траектории, обеспечивающей минималь­
ное время достижения указанной точки, сводится к поиску управления 𝑢,
которое минимизирует функционал Φ:

Φ =

∫︁ 𝑇

0

1𝑑𝑡.

Поиск экстремума функционала Φ осуществлен с использованием
принципа максимума Понтрягина. Оптимальное управление в переменных
𝑣 и 𝜑 принимает вид:

𝑢 =
𝐵̂(𝑔,𝑘,𝑣,𝜇(𝑣2),𝜑,Ψ)

𝑣𝐴(𝑔,𝑘,𝑣,𝜇(𝑣2),𝜑,Ψ)
, (2)

где 𝐴 и 𝐵̂ – функции, зависящие от параметров среды и скорости, а Ψ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

– параметр, который определяется выражением

Ψ =
𝐾 sin𝜑− cos𝜑

sin𝜑 + 𝐾 cos𝜑

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=𝑇

. (3)
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Отметим, что при заданных 𝑔, 𝑘 и зависимости 𝜇(𝑣2) оптимальное
управление (2) зависит только от величин скорости 𝑣 и угла 𝜑. При полу­
чении выражения для оптимального управления не накладывались никакие
ограничения на силы, действующие на точку. Кроме того, полученная фор­
мула верна для любой фиксированной начальной скорости.

Рассматривается старт с нулевой скоростью, значение которой в ви­
де множителя присутствует в знаменателе выражения (2). Это значит, что
имеется особенность в начальной точке, для устранения которой далее будет
предложен оригинальный метод введения дополнительной переменной.

При старте с ненулевой скоростью система (1) позволяет путем реше­
ния задачи Коши получать траектории, удовлетворяющие необходимым усло­
виям оптимальности, в общем случае, т.е. при произвольных фиксированных
𝑔, 𝑘 и любых законах изменения силы тяги и вязкого трения в зависимости
от величины скорости.

В силу громоздкости полученного выражения для оптимального
управления (2) далее исследуются частные случаи сил, действующих на ма­
териальную точку:

1. На точку помимо силы тяжести действует только сухое трение.
2. На точку помимо силы тяжести действует сила вязкого трения и

постоянная разгоняющая сила. Сухое трение при этом отсутствует.
3. В отсутствие трения на точку помимо силы тяжести действует толь­

ко постоянная разгоняющая сила.
Во второй главе рассмотрен случай, когда на точку действуют силы тяже­
сти и сухое трение. Для этого случая получена упрощенная формула для
оптимального управления и система уравнений движения, не содержащая со­
пряженных переменных, на основе которой предложен способ получения оп­
тимальных траекторий. Установлены некоторые свойства оптимальных тра­
екторий, в том числе свойство выпуклости и свойство автомодельности.

В отсутствие вязкого трения и разгоняющей силы (𝜇(𝑣2) ≡ 0) выраже­
ние для управления (2) принимает следующий вид:

𝑢 =

2𝑔 sin𝜑

𝑣
(1 + 𝐾Ψ)

1 −𝐾(−3Ψ + 2Ψ cos2 𝜑− 2 sin𝜑 cos𝜑) − 2𝐾2 sin𝜑(sin𝜑− Ψ cos𝜑)
, (4)
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где Ψ определяется выражением (3). Заметим, что выражение 1 +𝐾Ψ в чис­
лителе – это константа, которая определена для оптимальной траектории, за­
данной параметром Ψ. Таким образом, числитель может обращаться в ноль
только когда sin𝜑 = 0, т.е. когда старт происходит вертикально вниз (старт
вертикально вверх, очевидно, невозможен из-за отсутствия разгоняющей си­
лы). Знаменатель же, напротив, обращается в ноль в начале движения, так
как содержит скорость в виде множителя. Это позволяет сделать вывод, что
невертикальный старт невозможен, так как в этом случае управление при
𝑡 = 0 не определено.

Система уравнений движения (1) с учетом отсутствия вязкого трения
и разгоняющей силы преобразуется следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇ = 𝑣 sin𝜑,

𝑧̇ = −𝑣 cos𝜑,

𝑣̇ = 𝑔 cos𝜑−𝐾𝑣𝑢,

𝜑̇ =
sin𝜑

𝑣

𝑔
[︀
1 + 𝐾2 + 𝐾(Ψ −𝐾) cos 2𝜑−𝐾(1 + 𝐾Ψ) sin 2𝜑

]︀[︀
1 −𝐾2 + 2𝐾Ψ + 𝐾(𝐾 − Ψ) cos 2𝜑 + 𝐾(1 + 𝐾Ψ) sin 2𝜑

]︀ ,
(5)

а начальные условия с учетом возможности только вертикального старта за­
пишем как

𝑥(0) = 𝑧(0) = 𝑣(0) = 𝜑(0) = 0.

Далее доказаны некоторые свойства оптимальных траекторий при дей­
ствии сухого трения.

С в о й с т в о 1. При старте с положительным управлением угол 𝜑

возрастает в течение некоторого времени после начала движения.
С в о й с т в о 2. При движении по оптимальной траектории 𝜑̇ может

менять знак только одновременно с изменением знака 𝑢 в точках, в которых
касательная к траектории вертикальна, т.е. sin𝜑 = 0.

В результате получено, что оптимальные траектории при старте с по­
ложительным управлением – это выпуклые вниз (т.к. 𝜑̇ > 0 в течение всего
движения) кривые, касательная к которым в начальной точке вертикальна,
а в конечной точке угол 𝜑 наклона касательной лежит в промежутке (0; 𝜋).
В случае действия на точку силы тяжести и сухого трения оптимальные тра­
ектории являются опорными кривыми, т.е. управление не меняет свой знак в
течение всего движения.
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С в о й с т в о 3. При движении по оптимальной траектории знаме­
натель в выражении для управления (4) не обращается в ноль.

Решая систему (5) с начальными условиями 𝑥(0) = 𝑧(0) = 𝑣(0) =

𝜑(0) = 0, можно получить оптимальные траектории с вертикальной каса­
тельной в начальной точке. Чтобы устранить влияние особенности в момент
старта, когда скорость равна нулю, введем дополнительную переменную

𝑅 =
sin𝜑

𝑣
(6)

Будем предполагать, что в начальный момент существует конечный предел

𝑅0 = lim
𝑣→0

sin𝜑

𝑣
.

Параметр 𝑅0, по существу, задает кривизну траектории в начальный
момент времени и, вообще говоря, определяется краевыми условиями кра­
евой задачи принципа максимума. Этот параметр задает радиус кривизны
циклоиды в классической задаче о брахистохроне.

С учетом переменной (6) система (5) преобразуется в систему диффе­
ренциальных уравнений следующего вида:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇ = 𝑣 sin𝜑,

𝑧̇ = −𝑣 cos𝜑,

𝑣̇ = 𝑔 cos𝜑−𝐾𝑣𝑢,

𝜑̇ = 𝑅
𝑔
[︀
1 + 𝐾2 + 𝐾(Ψ −𝐾) cos 2𝜑−𝐾(1 + 𝐾Ψ) sin 2𝜑

]︀[︀
1 −𝐾2 + 2𝐾Ψ + 𝐾(𝐾 − Ψ) cos 2𝜑 + 𝐾(1 + 𝐾Ψ) sin 2𝜑

]︀ ,
𝑅̇ = −𝑅2

2𝑔𝐾
[︀
(1 + 𝐾Ψ) cos 2𝜑 + (Ψ −𝐾) sin 2𝜑

]︀[︀
1 −𝐾2 + 2𝐾Ψ + 𝐾(𝐾 − Ψ) cos 2𝜑 + 𝐾(1 + 𝐾Ψ) sin 2𝜑

]︀ ,
решение которой с начальными условиями

𝑥(0) = 0, 𝑧(0) = 0, 𝑣(0) = 0, 𝜑(0) = 0, 𝑅(0) = 𝑅0

позволяет получить полное семейство оптимальных траекторий, заданных
параметрами 𝑅0, Ψ, касательные к которым в начальной точке вертикаль­
ны. При этом момент достижения конечной точки однозначно определяется
условием (3).
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Кроме того, доказано свойство автомодельности оптимальных траек­
торий, которое заключается в том, что любая оптимальная траектория, опре­
деленная параметрами (Ψ, 𝑅0) и соответствующая заданному значению 𝑘,
может быть получена из оптимальной траектории, определенной параметра­
ми (Ψ, 1), масштабированием в 1/𝑅2

0 раз относительно точки 𝐴 старта. При
этом общее время движения по брахистохроне изменится в соответствии с от­
ношением 𝑇 = 𝑇/𝑅0, и скорость в конечной точке оптимальной траектории
изменится аналогично.

В третьей главе рассмотрен случай, когда сухое трение отсутствует,
но на материальную точку помимо силы тяжести действуют разгоняющая
сила и сила вязкого трения.

Принимается, что сила тяги не возрастает при росте скорости, сила
вязкого трения не убывает при росте скорости, а коэффициент 𝜇 не возрас­
тает при росте скорости.

Без ограничения общности считаем, что на точку действует постоян­
ная разгоняющая сила, величина которой определяется константой 𝑐, и вяз­
кое трение 𝐹 (𝑣), которое равно нулю, когда точка не движется, и не убывает
при росте скорости:

𝜇 = 𝜇1−𝜇2, 𝜇1 = 𝑐/𝑣 > 0, 𝐹 (𝑣) = 𝑣𝜇2 ≥ 0, 𝐹 (0) = 0, 𝜕𝐹/𝜕𝑣 = 𝐹 ′
𝑣 ≥ 0.

В отсутствие сухого трения (когда 𝑘 ≡ 0) выражение (2) можно запи­
сать в следующем упрощенном виде:

𝑢 =
sin𝜑

𝑣

[︁
2𝑔 + 2𝑣(cos𝜑 + Ψ sin𝜑)(𝜇 + 𝜇′𝑣2)

]︁
,

где Ψ – параметр, который при 𝑘 = 0 выражается через величину угла 𝜑 в
момент 𝑇 следующим образом:

Ψ = − ctg 𝜑(𝑇 ).

Для того чтобы определить форму оптимальных траекторий, докажем
некоторые их свойства.

С в о й с т в о 1. Оптимальная траектория в отсутствие сухого тре­
ния, но при действии разгоняющей силы и (или) вязкого трения, имеет вер­
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тикальную касательную в конечной точке тогда и только тогда, когда гори­
зонтальная скорость тождественно равна нулю, т.е. оптимальная траектория
представляет собой вертикальный отрезок.

С в о й с т в о 2. Оптимальные траектории при действии постоянной
разгоняющей силы и вязкого трения, которое зависит от величины скорости,
обеспечивающие достижение заданной точки В из фиксированной точки А с
нулевой начальной скоростью за минимальное время, имеют в точке А вер­
тикальную касательную.

С в о й с т в о 3. Неравенство cos𝜑 + Ψ sin𝜑 > 0 выполняется на оп­
тимальной траектории везде, кроме конечной ее точки.

Следствием выполнения свойства 3 является возможность использова­
ния равенства cos𝜑+Ψ sin𝜑 = 0 как индикатора достижения конечной точки
оптимальной траектории.

С в о й с т в о 4. Оптимальные траектории в поле силы тяжести при
действии на точку постоянной разгоняющей силы и вязкого трения, величины
которых определяются функцией

𝜇 =
𝑐

𝑣
− 𝑑𝑣𝑛,

где 𝑛 ≥ 0 – некоторое фиксированной целое число и 𝑑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, являют­
ся выпуклыми вниз кривыми, т.е. 𝜑̇ ≥ 0 на протяжении всей оптимальной
траектории.

Доказав, что касательная к оптимальной траектории в начальной точ­
ке вертикальна, мы получили возможность ввести дополнительную перемен­
ную 𝑅, аналогично секции 2.3:

𝑅 =
sin𝜑

𝑣
. (7)
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С учетом переменной (7) система система уравнений движения преоб­
разуется в систему дифференциальных уравнений следующего вида:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇ = 𝑣 sin𝜑,

𝑧̇ = −𝑣 cos𝜑,

𝑣̇ = 𝜇𝑣 + 𝑔 cos𝜑,

𝜑̇ = 𝑅
[︀
𝑔 + 2𝑣(cos𝜑 + Ψ sin𝜑)(𝜇 + 𝜇′𝑣2)

]︀
,

𝑅̇ = 𝑅
[︀
− 𝜇 + 2 cos𝜑(cos𝜑 + Ψ sin𝜑)(𝜇 + 𝜇′𝑣2)

]︀
,

(8)

решение которой с начальными условиями

𝑥(0) = 0, 𝑧(0) = 0, 𝑣(0) = 0, 𝜑(0) = 0, 𝑅(0) = 𝑅0

позволяет получить полное семейство оптимальных траекторий, определен­
ных параметрами 𝑅0, Ψ, если 𝜇(𝑣2) не содержит особенности при 𝑣 = 0.
Любой полиномиальный закон, определяющий величину вязкого трения, не
будет содержать особенности в начальной точке. К таким законам относятся
наиболее часто применяемые: линейное вязкое трение и вязкое трение, квад­
ратично зависимое от величины скорости.

Постоянная разгоняющая сила задается функцией 𝜇 = 𝑐/𝑣 и, очевид­
но, содержит особенность в начальной точке. Сначала рассмотрим влияние
этой особенности в случае отсутствия трения, а затем предложим способ ее
избежания для случая одновременного действия разгоняющей силы и вязкого
трения.

Когда трение отсутствует, и на точку действует только постоянная раз­
гоняющая сила (𝜇 = 𝑐/𝑣), оптимальное управление с учетом дополнительной
переменной (7) принимает упрощенный вид:

𝑢 = 𝑅
[︁
2𝑔 + (cos𝜑 + Ψ sin𝜑)

]︁
.
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Система уравнений движения (8) преобразуется следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇ = 𝑣 sin𝜑,

𝑧̇ = −𝑣 cos𝜑,

𝑣̇ = 𝑐 + 𝑔 cos𝜑,

𝜑̇ = 𝑅
[︀
𝑔 + 𝑐(cos𝜑 + Ψ sin𝜑)

]︀
,

𝑅̇ =
𝑐𝑅

𝑣

[︀
− 1 + cos𝜑(cos𝜑 + Ψ sin𝜑)

]︀
,

а начальные условия запишутся в виде

𝑥(0) = 0, 𝑧(0) = 0, 𝑣(0) = 0, 𝜑(0) = 0, 𝑅(0) = 𝑅0.

Показано, что в этом случае выполняется свойство автомодельности, анало­
гичное доказанному выше для случая действия только сухого трения, а также
отмечено свойство выпуклости оптимальных траекторий в отсутствие трения.

Запишем выражение для производной угла 𝜑:

𝜑̇ =
𝑅0

[︀
𝑔 + 𝑐(cos𝜑 + Ψ sin𝜑)

]︀2
(𝑔 + 𝑐)

.

С его помощью, а также учитывая свойство монотонного возрастания угла
𝜑, перейдем к дифференцированию по 𝜑:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑥

𝑑𝜑
=

1

𝑅2
0

(𝑔 + 𝑐)2 sin2 𝜑[︀
𝑔 + 𝑐(cos𝜑 + Ψ sin𝜑)

]︀3 ,
𝑑𝑧

𝑑𝜑
= − 1

𝑅2
0

(𝑔 + 𝑐)2 sin𝜑 cos𝜑[︀
𝑔 + 𝑐(cos𝜑 + Ψ sin𝜑)

]︀3 . (9)

Можно убедиться, что уравнения (9) при 𝑐 = 0 (классическая брахистохрона),
как и ожидалось, задают циклоиду.

Учитывая свойство автомодельности, можно сделать вывод, что если
для некоторой конечной точки при заданной начальной существует соединя­
ющая их траектория, то такая траектория единственна для этой пары.

Для получения оптимальных траекторий при одновременном действии
вязкого трения и постоянной разгоняющей силы воспользуемся системой (8).
Для устранения особенности в начальной точке предлагается использование
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квазипостоянной разгоняющей силы, заданной следующим коэффициентом:

𝜇1 =
𝑐

𝜃 + 𝑣
,

где 𝑐 – константа, определяющая значение силы тяги, а 𝜃 > 0 – некоторая
малая постоянная величина. Соответствующая сила тяги равна нулю при ну­
левой скорости и стремится к постоянному значению 𝑐 при росте скорости.
Модуль разности между используемым приближенным значением разгоняю­
щей силы и постоянным значением 𝐹𝑡 = 𝑐 будет равен 𝜃𝑐/(𝜃 + 𝑣). При до­
статочно малых значениях 𝜃 эта разница будет наблюдаться лишь в малой
окрестности начальной точки.

По сути, использование квазипостоянной разгоняющей силы оказыва­
ет влияние только тогда, когда движение происходит почти вертикально вниз
(некоторое время после старта). Именно этот нюанс является причиной ма­
лого искажения результатов расчета.

Кроме того, существует возможность проверки выполненных расче­
тов. Достаточно после построения оптимальной траектории из заданной точ­
ки А при действии квазипостоянной разгоняющей силы и вязкого трения
для некоторых параметров Ψ и 𝑅0 произвести интегрирование системы (8) в
обратном времени из полученной конечной точки, но уже используя постоян­
ную разгоняющую силу. Моделирование подобных ситуаций показывает, что
расстояние между заданной точкой А и точкой A’, полученной в результате
интегрирования в обратном времени, пренебрежимо мало в сравнении с рас­
стоянием, пройденным материальной точкой по оптимальной траектории от
т. А до т. В.

В заключении приведены результаты работы, главным из которых
является возможность построения полного семейства оптимальных траекто­
рий с общим началом с помощью решения задачи Коши, при этом начальная
скорость может быть как нулевой, так и ненулевой. Выявлена зависимость
оптимальных траекторий от двух параметров, один из которых определя­
ет угол наклона касательной в конечной точке, а второй - кривизну кривой
в начальной точке. Такой подход позволяет сформировать представление о
форме и свойствах оптимальных траекторий и подготовить основу для их
нахождения. Кроме того, отмечены следующие ключевые результаты:
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1. Получена формула, обеспечивающая синтез оптимального управле­
ния, и система уравнений движения, для которой решение задачи
Коши позволяет получать траектории, удовлетворяющие необходи­
мым условиям оптимальности, в общем случае действия на точку
одновременно вязкого трения, сухого трения и разгоняющей силы
при старте с некоторой заданной скоростью.

2. На основе анализа уравнений движения доказаны некоторые свой­
ства оптимальных траекторий отдельно для случая действия на точ­
ку сухого трения, а также для случая действия на точку вязкого
трения и постоянной разгоняющей силы при старте с нулевой на­
чальной скоростью. На основе доказанных свойств предложен спо­
соб избежания особенности в начальной точке при численных рас­
четах.

3. Для случая действия на точку сухого трения, а также для посто­
янной разгоняющей силы доказано свойство автомодельности, бла­
годаря которому для построения полного двухпараметрического се­
мейства оптимальных траекторий достаточно построить множество
траекторий при фиксированном одном параметре и масштабиро­
вать это множество относительно точки А старта.

4. Проведено исследование влияния различных параметров, использу­
емых при расчете, на форму оптимальных траекторий и их свой­
ства.

5. Разработан метод, позволяющий получать не отдельную оптималь­
ную траекторию, а множество всех оптимальных траекторий для
фиксированной начальной точки.

6. Численные исследования подтверждают полученные выводы. Пред­
ставлены графики оптимальных траекторий, иллюстрирующие ос­
новные результаты работы.

Результаты, представленные в диссертации, получены лично автором.
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