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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî íåýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé àòòðàêòîðîâ.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ îáúåäèíåíû îáùåé èäååé: àòòðàêòîð äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû äîëæåí áûòü èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì, ê êîòîðîìó ïðèòÿãèâàåòñÿ

ïîä äåéñòâèåì äèíàìèêè áîëüøèíñòâî èëè õîòÿ áû áîëüøîå êîëè÷åñòâî òî-

÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïåðâûå îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðîâ ïîÿâèëèñü â 60-å ãîäû. Âïëîòü äî ñåðå-

äèíû 80-õ ýòè îïðåäåëåíèÿ, õîòü è îòëè÷àëèñü äðóã îò äðóãà â äåòàëÿõ, ôîð-

ìóëèðîâàëèñü èñêëþ÷èòåëüíî â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ è áûëè äîâîëüíî

ïîõîæè1. Âî ìíîãèõ èç íèõ òðåáîâàëîñü, ÷òîáû àòòðàêòîð áûë ïåðåñå÷åíè-

åì îáðàçîâ íåêîòîðîé ñâîåé ïîãëîùàþùåé îêðåñòíîñòè äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ

ìîìåíòîâ âðåìåíè. Âîò îäíî èç ñàìûõ ïðîñòûõ îïðåäåëåíèé òàêîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå (Ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð). Ïóñòü ó íåïðåðûâíîãî îòîáðà-

æåíèÿ F åñòü ïîãëîùàþùàÿ îáëàñòü U, ò.å. F (U) ⊂ U . Òîãäà ìàêñèìàëü-

íûì àòòðàêòîðîì â îáëàñòè U íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå îáðàçîâ ýòîé îáëà-

ñòè ïîä äåéñòâèåì (ïîëîæèòåëüíûõ) èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ: Amax(F,U) =⋂
n∈N F

n(U).

Àòòðàêòîðû, îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì, òàêæå íàçûâàþò òîïîëîãè-

÷åñêèìè, èíîãäà äîáàâëÿÿ êàêîå-íèáóäü òðåáîâàíèå íåðàçëîæèìîñòè, íà-

ïðèìåð òðåáîâàíèå òîïîëîãè÷åñêîé èëè öåïî÷íîé òðàíçèòèâíîñòè, îäíàêî

â ýòîì ñëó÷àå àïðèîðè ðå÷ü óæå íå èäåò î ãëîáàëüíîì àòòðàêòîðå: äâå ïðè-

òÿãèâàþùèå íåïîäâèæíûå òî÷êè îäíîãî îòîáðàæåíèÿ áóäóò ïðèíàäëåæàòü

ðàçíûì íåðàçëîæèìûì òîïîëîãè÷åñêèì àòòðàêòîðàì.

Ìàêñèìàëüíûå àòòðàêòîðû, îäíàêî, ïëîõî ïîäõîäÿò äëÿ îïèñàíèÿ ãëî-

áàëüíîãî ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà. Âî ïåðâûõ, ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð

çàâèñèò îò âûáîðà ïîãëîùàþùåé îáëàñòè U . Âî-âòîðûõ, îí ìîæåò ñîäåð-

æàòü áëóæäàþùèå2 òî÷êè, ê êîòîðûì çàâåäîìî íè÷åãî íå ïðèòÿãèâàåòñÿ.

1 Îáçîð ýòèõ îïðåäåëåíèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Milnor J. On the concept of attractor // Comm.

Math. Phys. 1985. Vol. 99. Pp. 177–195.
2Òî÷êà íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé, åñëè ó íåå åñòü îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñâîèìè

îáðàçàìè ïîä äåéñòâèåì äèíàìèêè, è íåáëóæäàþùåé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñîâîêóïíîñòü íåáëóæäà-

þùèõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì. Çäåñü è äàëåå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.
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Íàêîíåö, êàê ïîêàçàëè Ê. Áîíàòòè, Ì. Ëè è Ä. ßíã3, åñëè ðàññìàòðèâàòü

òîïîëîãè÷åñêèå àòòðàêòîðû ñ òðåáîâàíèåì öåïî÷íîé òðàíçèòèâíîñòè, íàé-

äóòñÿ ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûå C1-äèôôåîìîðôèçìû áåç òîïîëî-

ãè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

Äæ. Ìèëíîð4 ïåðâûì, ïî-âèäèìîìó, ïðåäëîæèë îïðåäåëåíèå àòòðàêòî-

ðà, îïèðàþùååñÿ íà ìåðó íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå (Àòòðàêòîð Ìèëíîðà5). ÏóñòüX � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ñ áîðåëåâñêîé ìåðîé µ, à F � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X â

ñåáÿ. Àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå çà-

ìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ω-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ïî÷òè âñåõ òî÷åê

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü àòòðàêòîð Ìèëíîðà ÷åðåç AM èëè AM(F ). Â ðà-

áîòå Äæ. Ìèëíîðà ïîêàçàíî, ÷òî åñëè X � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíî-

âî ìíîãîîáðàçèå (âîçìîæíî, ñ êðàåì) ñ ìåðîé, ýêâèâàëåíòíîé ìåðå Ëåáåãà

â êàæäîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè6, òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà êîððåêòíî

îïðåäåëåí. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå.

Íàì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî7 è ìèíèìàëü-

íîãî8 àòòðàêòîðîâ. Ìû ïðèâîäèì çäåñü îïðåäåëåíèÿ â òîì âèäå, â êîòîðîì

îíè èñïîëüçóþòñÿ â äèññåðòàöèè, è îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê îáçîðóÞ.Ñ. Èëüÿ-

øåíêî9, â êîòîðîì îáñóæäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ, ïðîëèâàþùèå

ñâåò íà îáùíîñòü ìèëíîðîâñêîãî, ñòàòèñòè÷åñêîãî è ìèíèìàëüíîãî àòòðàê-

òîðîâ.

Ñòàòèñòè÷åñêèì ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì òî÷êè x ∈M (îáîçíà÷å-

íèå: ωstat(x)) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê z ∈M , òàêèõ ÷òî äëÿ ëþáîé

îêðåñòíîñòè U òî÷êè z �÷àñòîòà� ïîïàäàíèÿ (ïîëîæèòåëüíîé) îðáèòû òî÷-

3Bonatti C., Li M., Yang D. On the existence of attractors // Trans. Amer. Math. Soc. 2013. Vol. 365,

no. 3. Pp. 1369–1391.
4Ñì. ñíîñêó 1.
5Äæ. Ìèëíîð íàçûâàåò ýòî the likely limit set.
6Ò.å. îáðàç íàøåé ìåðû ïîä äåéñòâèåì êàæäîé êàðòû èìååò âñþäó ïîëîæèòåëüíóþ ãëàäêóþ ïëîò-

íîñòü îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà. Ëþáóþ òàêóþ ìåðó íà ìíîãîîáðàçèè ìû äàëåå áóäåì íàçûâàòü ëåáå-

ãîâîé.
7Òåîðèÿ áèôóðêàöèé / Àðíîëüä Â.È. [è äð.] // Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû � 5. Ì. : ÂÈÍÈÒÈ, 1986.

ñ. 5�218. (Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ïðîáë. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâëåíèÿ ; 5).
8Gorodetski A., Ilyashenko Yu. Minimal and strange attractors // Internat. J. Bifur. Chaos. 1996. Vol. 6,

no. 6. Pp. 1177–1183.
9Ilyashenko Yu. Minimal Attractors // EQUADIFF 2003. World Scientific Publ., 2005. Pp. 421–428.
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êè x â U ïîëîæèòåëüíà, à òî÷íåå ãîâîðÿ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Freq(x, U) := lim sup
N→+∞

1

N
#{n : F n(x) ∈ U, 0 ≤ n < N} > 0.

Îïðåäåëåíèå. Ñòàòèñòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì Astat(F ) îòîáðàæåíèÿ F

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî âëîæåíèþ çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåå ωstat(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ ïî ìåðå µ òî÷åê x.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð (F n
∗ µ)n∈N, ãäå F

n
∗ µ(S) = µ(F−n(S))

äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà S, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ µn =
1
n

∑n−1
j=0 F

n
∗ µ. Áóäåì íàçûâàòü õîðîøåé ìåðîé ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè (µn)n∈N â ñìûñëå ∗-ñëàáîé ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíûì àòòðàêòîðîì Amin(F ) îòîáðàæåíèÿ F íà-

çûâàåòñÿ çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ íîñèòåëåé âñåõ õîðîøèõ ìåð.

Ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ âûïîëíåíû âñåãäà, è ïðèòîì êàæäîå ìîæåò áûòü

ñòðîãèì10:

Amin(F ) ⊂ Astat(F ) ⊂ AM(F ) ⊂ Amax(F,X).

Àòòðàêòîðû è óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó

Îïðåäåëåíèå. Èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî K îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà K

ñóùåñòâóåò ìåíüøàÿ îêðåñòíîñòü V ⊃ K, òàêàÿ ÷òî ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîëóîðáèòà îòîáðàæåíèÿ F , íà÷èíàþùàÿñÿ â V , íèêîãäà íå ïîêèäàåò U .

Ìàêñèìàëüíûå àòòðàêòîðû âñåãäà óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó � ýòî ëåã-

êî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Ìèëíîðîâñêèå, ñòàòèñòè÷åñêèå è ìèíèìàëüíûå

àòòðàêòîðû, íàïðîòèâ, ìîãóò áûòü íåóñòîé÷èâû. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òà-

êîé íåóñòîé÷èâîñòè äàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñ åäèíñòâåííîé

ïîëóóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé:

x 7→ x+ 0.1(1− cosx).

Â ýòîì ïðèìåðå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íå ñîäåðæèò íåïóñòûõ ñîáñòâåí-

íûõ äèññèïàòèâíûõ îáëàñòåé, òàê ÷òî íè÷åãî íå îñòàåòñÿ, êðîìå êàê îáú-

ÿâèòü âñþ îêðóæíîñòü ìàêñèìàëüíûì àòòðàêòîðîì. Îäíàêî òàêîé àòòðàê-

òîð íåñåò ìàëî èíôîðìàöèè î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè îðáèò. Â òî æå âðåìÿ
10Cì. ïðåäûäóùóþ ñíîñêó.
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î÷åâèäíî, ÷òî âñå òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â êîíå÷íîì èòîãå ïðèòÿãè-

âàþòñÿ ê òî÷êå 0, òàê ÷òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå àòòðàêòîðîì

Ìèëíîðà, à òàêæå ìèíèìàëüíûì è ñòàòèñòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì. Ëåãêî âè-

äåòü, ÷òî ýòîò àòòðàêòîð íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó: ñ îäíîé ñòîðîíû òî÷êè

óáåãàþò îò íóëÿ, ïðåæäå ÷åì ïðèòÿíóòüñÿ ê íåìó.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî òèïè÷íû äèôôåî-

ìîðôèçìû ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòî-

ðàìè Ìèëíîðà. Íàïðèìåð, íåèçâåñòåí îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóåò ëè îòêðûòîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ñ

íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè?

Ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òè-

ïè÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà ïî Ëÿïóíîâó è åå ñâÿçè ñ

äðóãèìè äèíàìè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè.

Ñâîéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûì

(èëè òèïè÷íûì ïî Áýðó), åñëè äèôôåîìîðôèçìû, îáëàäàþùèå äàííûì

ñâîéñòâîì, îáðàçóþò îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî11 â ðàññìàòðèâàåìîì ïðî-

ñòðàíñòâå äèôôåîìîðôèçìîâ. Ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî òîïîëîãè÷å-

ñêè òèïè÷íûì, åñëè äèôôåîìîðôèçìû ñ ýòèì ñâîéñòâîì îáðàçóþò îñòà-

òî÷íîå ïîäìíîæåñòâî â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà äèôôåîìîðôèç-

ìîâ. Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî (ëîêàëüíî) òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûé äèôôåîìîð-

ôèçì îáëàäàåò êàêèì-ëèáî ñâîéñòâîì, èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ýòî ñâîéñòâî

(ëîêàëüíî) òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íî.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîâðåìåííàÿ ïàðàäèãìà (íå îáùåïðèíÿòàÿ) â òåîðèè

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî íóæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü èçó÷àòü

ñâîéñòâà òèïè÷íûõ ñèñòåì. Òèïè÷íûå C1-äèôôåîìîðôèçìû è ïîòîêè ëåã÷å

ïîääàþòñÿ èññëåäîâàíèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ Cr-ñèñòåìàìè äëÿ r ≥ 2; îáçîð ïî-

ëó÷åííûõ äëÿ íèõ ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæèòñÿ â 10-é ãëàâå êíèãè Ê. Áîíàòòè,

Ë. Äèàçà è Ì. Âèàíû �Dynamics beyond uniform hyperbolicity�12; Ê. Áîíàòòè

òàêæå ïðåäëîæèë ïðîãðàììó äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â äàííîì íàïðàâ-

ëåíèè13. Òåìà äèññåðòàöèè áëèçêî ïðèìûêàåò ê ýòîìó êðóãó âîïðîñîâ.
11ò.å. ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ.
12Bonatti C., Dı́az L.R., Viana M. Dynamics beyond uniform hyperbolicity. A global geometric and prob-

abilistic perspective. Berlin : Springer-Verlag, 2005. xviii+384. (Encyclopaedia of Mathematical Sciences ;

102) (Mathematical Physics ; III).
13Bonatti C. Towards a global view of dynamical systems, for the C1-topology // Ergodic Theory and
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Öåëü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â ïåðâóþ î÷åðåäü àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà. Öåëü ðàáîòû

� èçó÷èòü ñòðóêòóðó àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà òèïè÷íûõ îòîáðàæåíèé è âûÿñ-

íèòü, íàñêîëüêî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ íåóñòîé÷èâûìè

ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îíè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

� Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà ïî Ëÿïóíîâó

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûì ôåíîìåíîì, êîòîðûé âñå-

ãäà íàáëþäàåòñÿ â òåõ îáëàñòÿõ â ïðîñòðàíñòâå äèôôåîìîðôèçìîâ,

ãäå ïëîòíû äèôôåîìîðôèçìû ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ 2-

ñæèìàþùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåãî îò îòîá-

ðàæåíèÿ.

� Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ó òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî C1-äèôôåîìîðôèçìà

åñòü ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ, íå äîïóñêàþùèé ðàñùåïëåíèÿ ñ äîìèíè-

ðîâàíèåì, òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó äëÿ ýòîãî

äèôôåîìîðôèçìà èëè äëÿ îáðàòíîãî ê íåìó.

� Äëÿ îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèç-

âåäåíèé ñî ñëîåì îòðåçîê è ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ ïîñëîéíûìè

îòîáðàæåíèÿìè íàéäåíà ñòðóêòóðà àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà; èññëåäîâàí

(íåòèïè÷íûé) ïðèìåð ñòóïåí÷àòîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ íåóñòîé÷è-

âûì àòòðàêòîðîì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îïèñûâàåìûé â ðàáîòå ôåíîìåí �

ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íàÿ íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ ïî Ëÿïó-

íîâó � ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ñïåöèàëèñòîâ â

îáëàñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû î çàõâàòå (ñì. êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû), ìî-

ãóò áûòü èíòåðåñíû ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè ãîìîêëèíè÷åñêèõ áèôóðêàöèé.

Dynamical Systems. 2011. Vol. 31, no. 04. Pp. 959–993.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè ïðèìåíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ãèïåðáîëè÷åñêîé òåîðèè

è ìåòîäû òåîðèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ áèôóðêàöèé, à òàêæå òåõíèêà ðåíîðìà-

ëèçàöèè. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóþò

ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûõ ñèñòåì, ïîýòîìó êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì

äîêàçàòåëüñòâ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ðàññóæäåíèå Áýðà èëè åãî ÷àñò-

íûé ñëó÷àé � ðàññóæäåíèå Íüþõàóñà.14 Äðóãèå âàæíûå èíãðåäèåíòû �

λ-ëåììà è ëåììà Ôðàíêñà, à òàêæå çàìå÷àòåëüíûé ïðèåì Ñ.Ñ. Ìèíêîâà,

ñîñòîÿùèé â ïðèìåíåíèè òåîðåìû Åãîðîâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ àòòðàêòîðîâ

êîñûõ ïðîèçâåäåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà

� ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Dynamics, Bifurcations and Chaos 2015

(DBC II)� (¾Äèíàìèêà, áèôóðêàöèè è ñòðàííûå àòòðàêòîðû, 2015¿),

Íèæíèé Íîâãîðîä, èþëü 2015, äîêëàä �Lyapunov unstable Milnor

attractors� (¾Íåóñòîé÷èâûå ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðû Ìèëíîðà¿);

� ñåìèíàðå ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ (ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.

Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî), ÌÃÓ, íåñêîëüêî äîêëàäîâ â 2011�2015ãã.;

� ëåòíåé øêîëå ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿, Ðàòìèíî, 2015.

� ìåæâóçîâñêîì (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà,

ÐÝÓ èì. Ã.Â. Ïëåõàíîâà) ñåìèíàðå ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. È.Â. Àñòàøîâîé è ïðîô.

À.Â. Ôèëèíîâñêîãî â 2016ã.
14Ñóòü ðàññóæäåíèÿ Áýðà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ìû ðàáîòàåì â êàêîì-òî ïðîñòðàíñòâå

Áýðà, íàïðèìåð â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Diffr(M), è íàñ èíòåðåñóþò òî÷êè ñ íåêîòîðûì

ñâîéñòâîì P . ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íî, äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü åãî â

âèäå êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíîé êîíúþíêöèè ñâîéñòâ Pj , j ∈ N, òàêèõ ÷òî ñâîéñòâîì Pj îáëàäàþò òî÷êè èç

îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ñâîéñòâî Pj äîëæíî áûòü �óñòîé÷èâî�

(îòêðûòî), â òî âðåìÿ êàê îòðèöàíèå ýòîãî ñâîéñòâà äîëæíî áûòü �íåóñòîé÷èâî� (ïóñòàÿ âíóòðåííîñòü).

Ýòîò ìåòîä ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ íåÿâíîãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïîä ðàññóæäåíèåì Íüþõàóñà ïîäðàçóìåâàåòñÿ ðàññóæäåíèå Áýðà, â êîòîðîì ñâîéñòâî P � íàëè-

÷èå ó îòîáðàæåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîêîâ, à ñâîéñòâî Pj � íàëè÷èå j ñòîêîâ, ïðè÷åì ïëîòíîñòü

ñâîéñòâà Pj äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óñòîé÷èâîãî ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ.
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Ïðåïðèíò15 ñ äîêàçàòåëüñòâàìè òåîðåì A, B è ëåììû ðàçìåùåí â ðåïî-

çèòîðèè arXiv.org.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â äâóõ ðàáîòàõ àâòîðà â æóðíàëàõ èç

ïåðå÷íÿ ÂÀÊ: [1] (â ñîàâòîðñòâå ñ Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî) è [2].

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ñåìè ðàçäåëîâ, âêëþ÷àÿ ââåäåíèå, çàêëþ÷åíèå è

ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 44 íàèìåíîâàíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè � 81 ñòðàíèöà.

Âî ââåäåíèè (ðàçäåë 1) äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îáîñíîâûâàåò-

ñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû è êîðîòêî îïèñûâàåòñÿ îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû,

â òîì ÷èñëå ôîðìóëèðóþòñÿ ãëàâíûå ðåçóëüòàòû.

Â ðàçäåëå 2 ïîêàçàíî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ

äîâîëüíî-òàêè ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëåíèåì. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâ-

íîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà, íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Ïóñòü M

� ãëàäêîå çàìêíóòîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå äâóõ

ñ ðèìàíîâûì îáúåìîì â êà÷åñòâå ìåðû, à F ∈ Diffr(M) � åãî äèôôåî-

ìîðôèçì. Ïóñòü p � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà äëÿ F ïåðèîäà

per(p), ò.å. òàêàÿ, ÷òî ó äèôôåðåíöèàëà dF per(p)(p) åñòü ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ, ïî ìîäóëþ áîëüøèå åäèíèöû, è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïî ìîäóëþ

ìåíüøèå åäèíèöû, íî íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíè-

öå. Ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îáû÷íî íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ñåäëà p.

Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðáîëè÷åñêîå ïåðèîäè÷åñêîå ñåäëî p äèôôåîìîðôèç-

ìà F íàçûâàåòñÿ äèññèïàòèâíûì, åñëè | det (dF per(p)(p))| < 1. Åñëè

| det (dF per(p)(p))| > 1, ñåäëî íàçûâàåòñÿ àíòèäèññèïàòèâíûì èëè óâåëè-

÷èâàþùèì îáúåì.

Ñåäëî p íàçûâàåòñÿ 2-ñæèìàþùèì, åñëè îíî èìååò åäèíñòâåííîå �ðàñ-

òÿãèâàþùåå� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1 : |λ1| > 1, è äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé λi, λj (i 6= j) âûïîëíåíî |λiλj| < 1.

15Shilin I. Locally topologically generic di�eomorphisms with Lyapunov unstable Milnor attractors. 2016.

URL: https://arxiv.org/abs/1604.02437 (äàòà îáð. 11.04.2016).
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Íàçâàíèå ¾2-ñæèìàþùåå¿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîîðäèíà-

òû, â êîòîðûõ äèôôåðåíöèàë dF per(p)(p) ñæèìàåò äâóìåðíûé åâêëèäîâ îáú-

åì â ëþáîì äâóìåðíîì ñå÷åíèè. Ñîîòâåòñòâåííî, íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ýòîãî

äèôôåðåíöèàëà îáÿçàíà ñæèìàòü äâóìåðíûé îáúåì, ïîðîæäåííûé ðèìà-

íîâîé ñòðóêòóðîé. Â ñëó÷àå, êîãäà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äâóìåðíî, äèññè-

ïàòèâíîå ñåäëî è 2-ñæèìàþùåå ñåäëî � ýòî îäíî è òî æå.

Ïî òåîðåìå Àäàìàðà�Ïåððîíà ó ëþáîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñåäëà p åñòü

óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå îáû÷íî

îáîçíà÷àþòñÿ W s(p) è W u(p).

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà p �

ýòî íåòðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W s(p1) è

W u(p2) äâóõ òî÷åê p1, p2 (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ), ïðèíàäëåæàùèõ îðáèòå

O(p) ñåäëà p.

Òåîðåìà A. Ïóñòü íà íåêîòîðîì ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà U ⊂ Diffr(M), r ≥ 1, äèôôåîìîðôèçìû èìåþò ãîìîêëèíè÷å-

ñêîå êàñàíèå äëÿ 2-ñæèìàþùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà p, íåïðåðûâíî çà-

âèñÿùåãî îò äèôôåîìîðôèçìà â U . Òîãäà äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî

äèôôåîìîðôèçìà èç U àòòðàêòîð Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó.

Îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ òåîðåìû A, âïåðâûå áûëè ïîñòðîå-

íû Ø. Íüþõàóñîì â öèêëå ñòàòåé16,17,18, ïîñâÿùåííûõ óñòîé÷èâûì êàñàíè-

ÿì â C2. Îí òàêæå ïðåäëîæèë ïðèìåð ëîêàëüíî ïëîòíûõ äèôôåîìîðôèç-

ìîâ ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèÿìè â C1 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôàçîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü òðè èëè âûøå19; ýòîò ïðèìåð áûë íåäàâíî ïå-

ðåîòêðûò Ì. Àñàîêîé20, a Ê. Áîíàòòè è Ë. Äèàç ïðåäëîæèëè21 áîëåå îáùóþ

êîíñòðóêöèþ ñ òåì æå ñâîéñòâîì. Ïðÿìîëèíåéíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû A

ê ýòèì ðåçóëüòàòàì ïðèâîäèò ê äâóì âàæíûì ñëåäñòâèÿì. Âî-ïåðâûõ, äëÿ
16Newhouse S. Non-density of Axiom A(a) on S2 // Global Analysis. Proc. Symp. in Pure Math. Vol.

XIV. A.M.S. 1970. Pp. 191–203.
17Newhouse S. Diffeomorphisms with infinitely many sinks // Topology. 1974. Vol. 13. Pp. 9–18.
18Newhouse S. The abundance of wild hyperbolic sets and nonsmooth stable sets for diffeomorphisms //

Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. 1979. Vol. 50. Pp. 101–151.
19Sect. 8 â Newhouse S. Lectures on dynamical systems // Dynamical Systems / ed. by C. Marchioro.

C.I.M.E. Ed. Liguori & Birkhäuser, 1980. Pp. 209–312.
20Asaoka M. Hyperbolic sets exhibiting C1-persistent homoclinic tangency for higher dimensions //

Proc. Amer. Math. Soc. 2008. Vol. 136, no. 2. Pp. 667–686.
21Bonatti C., Diaz L.J. Connexions heterocliniques et genericité d’une infinité de puits ou de sorces //

Ann. Sci. École Norm. Sup. 1999. Vol. 32. Pp. 135–150.
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ëþáîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äèôôåîìîðôèçìû ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî

Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè Ìèëíîðà ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íû â C2

(è â Cr ïðè r > 2). Âî-âòîðûõ, íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè òðè è âû-

øå òàêèå äèôôåîìîðôèçìû ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íû â C1 (è â Cr

ïðè r > 1). Íàäî, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî ýòè ñëåäñòâèÿ ìíîãî ïðîùå òåîðå-

ìû A è ìîãóò áûòü äîêàçàíû êîðî÷å, ÷åì ñàìà òåîðåìà A (ñõåìà äîêàçà-

òåëüñòâà ïðèâîäèòñÿ â çàìå÷àíèè 24 â ïîäðàçäåëå 2.4.1). Òåì íå ìåíåå, òåî-

ðåìà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åùå îäíîãî ñëåäñòâèÿ:

ëîêàëüíî òèïè÷íûå äèôôåîìîðôèçìû ñ íåóñòîé÷èâûìè àòòðàêòîðàìè ìî-

ãóò áûòü íàéäåíû â ëþáîé C2-îêðåñòíîñòè ëþáîãî C2-äèôôåîìîðôèçìà ñ

ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ 2-ñæèìàþùåãî ñåäëà (ñëåäñòâèå 25).

Âàæíûì ýëåìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû A ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåì-

ìà î çàõâàòå.

Ëåììà C (ëåììà î çàõâàòå). Ïóñòü ó F ∈ Diffr(M), r ≥ 1, åñòü 2-

ñæèìàþùåå ïåðèîäè÷åñêîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ñåäëî p = p(F ) ñ ãîìîêëèíè-

÷åñêèì êàñàíèåì. Òîãäà ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê F â ñìûñëå Cr-ìåòðèêè

ìîæíî íàéòè äèôôåîìîðôèçì G, äëÿ êîòîðîãî W u(p(G), G) ïåðåñåêàåò

áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñòîêà.

Ïðè ðàçìûêàíèè êàñàíèÿ ñòîê çàõâàòûâàåò ñâîåé îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ

÷àñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëà � ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ âûáîð íà-

çâàíèÿ ëåììû. Ìîæíî ñêàçàòü, ïðåíåáðåãàÿ íåêîòîðûìè äåòàëÿìè22, ÷òî

äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ áûëî öåëüþ ðàáîòû

J.C. Tatjer è M. Simo23; àâòîðû äîñòèãëè ñóùåñòâåííîãî ïðîäâèæåíèÿ, ðàñ-

ñìàòðèâàÿ 16 ñëó÷àåâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ çíàêàìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñåä-

ëà è ãåîìåòðèåé êàñàíèÿ � ëåììà áûëà äîêàçàíà äëÿ áîëüøèíñòâà èç ýòèõ

ñëó÷àåâ ïîëíîñòüþ, à äëÿ îñòàâøèõñÿ � ïðè íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì

óñëîâèè. Òàêæå äâóìåðíûé âàðèàíò ëåììû î çàõâàòå (â òîì âèäå, êîòîðûé

èñïîëüçóåòñÿ â äèññåðòàöèè) ìîæíî íàéòè ó Ø. Íüþõàóñà24, íî ó íåãî åñòü

22J.C. Tatjer è M. Simo èññëåäîâàëè âîïðîñ î òîì, êàê âåäóò ñåáÿ áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ñòîêîâ, îáðàçóþùèõñÿ, êîãäà ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ äèññèïàòèâíîãî ñåäëà ðàçðóøàåòñÿ â

òèïè÷íîì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå. Â ÷àñòíîñòè, èõ èíòåðåñîâàëî, ïåðåñåêàåòñÿ ëè íåóñòîé÷è-

âîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà ñ áàññåéíîì îáðàçîâàâøåãîñÿ ñòîêà. Òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü øëà î ëåììå î çàõâàòå

äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ.
23Tatjer J., Simó C. Basins of attraction near homoclinic tangencies // Ergod. Th. Dynam. Systems.

1994. Vol. 14, no. 2. Pp. 351–390.
24Newhouse S. New phenomena associated with homoclinic tangencies // Ergod. Th. Dynam. Systems.
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ïðîáåë â äîêàçàòåëüñòâå. Â äèññåðòàöèè ëåììà î çàõâàòå äîêàçàíà äëÿ ñëó-

÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðè ïîìîùè òåõíèêè Äæ. Ïàëèñà è Ì. Âè-

àíû25.

Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí äðóãîìó, íî äîâîëüíî áëèçêîìó ñþæåòó. Ê. Áîíàòòè,

Ë. Äèàç è Ý. Ïóõàëüñ äîêàçàëè26 ñëåäóþùóþ äèõîòîìèþ äëÿ C1-òèïè÷íûõ

äèôôåîìîðôèçìîâ: êàæäûé ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ27 òàêîãî äèôôåîìîð-

ôèçìà èëè äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì28, èëè ñîäåðæèòñÿ â

çàìûêàíèè áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èñòî÷íèêîâ èëè ñòîêîâ. Â äèññåðòàöèè

èç ýòîãî ðåçóëüòàòà âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà B. Ïóñòü M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, à F ∈ Diff1(M) �

òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûé äèôôåîìîðôèçì M . Òîãäà

� èëè âñÿêèé ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ äèôôåîìîðôèçìà F äîïóñêàåò ðàñ-

ùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì,

� èëè àòòðàêòîð Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó äëÿ F èëè äëÿ F−1.

Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò óæå î ãëîáàëüíîé òèïè÷íîñòè, à íå î ëî-

êàëüíîé. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà äðóãóþ ëåììó î çàõâàòå, ëåììó D,

êîòîðàÿ, èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî è ïåðâàÿ, íî äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî

èíà÷å ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ âûøåóïîìÿíóòîé ðàáîòû Áîíàòòè, Äèàçà è

Ïóõàëüñà. Ëåììà D óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè â ãîìîêëèíè÷åñêîì êëàññå íåêî-

òîðîãî ñåäëà p, íå äîïóñêàþùåì ðàñùåïëåíèÿ ñ äîìèíèðîâàíèåì, èìååòñÿ

äèññèïàòèâíîå ñåäëî, òî ìàëûì âîçìóùåíèåì ìîæíî ïîëó÷èòü ñòîê, ÷åé

2004. Vol. 24, no. 5. Pp. 1725–1738.
25Palis J., Viana M. High dimension diffeomorphisms displaying infinitely many periodic attractors //

Ann. of Math. 1994. Vol. 140, no. 1. Pp. 207–250.
26Bonatti C., Dı́az L., Pujals E.R. A C1-generic dichotomy for diffeomorphisms: weak forms of hyperbol-

icity or infinitely many sinks or sources // Ann. of Math. 2003. Vol. 158. Pp. 355–418.
27Ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ ñåäëà p � ýòî çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ

òî÷åê îðáèòû ñåäëà p: H(p, F ) = Wu(O(p), F ) t W s(O(p), F ). Çäåñü ïîä (íå)óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì

îðáèòû ïîíèìàåòñÿ îáúåäèíåíèå (íå)óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê ýòîé îðáèòû.
28Ïóñòü Λ � F -èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ M , à TΛM = E ⊕ G � dF -èíâàðèàíòíîå

ðàñùåïëåíèå TM íàä Λ ñ íå çàâèñÿùèìè îò òî÷êè áàçû ðàçìåðíîñòÿìè ñëîåâ ðàññëîåíèé E è G. Ðàñùåï-

ëåíèå E ⊕G íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëåíèåì ñ äîìèíèðîâàíèåì (àíãë. dominated splitting), åñëè ñóùåñòâóåò

n ∈ N, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ è ëþáûõ âåêòîðîâ u ∈ E(x), v ∈ G(x) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖dFn(x)u‖
‖u‖

≤ 1

2
· ‖dF

n(x)v‖
‖v‖

.
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áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì ïðîäîë-

æåíèÿ ñåäëà p.

Íóæíî ñäåëàòü äâà çàìå÷àíèÿ êàñàòåëüíî ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå ðå-

çóëüòàòîâ î íåóñòîé÷èâûõ àòòðàêòîðàõ. Âî-ïåðâûõ, âñå ðåçóëüòàòû ðàçäå-

ëîâ 2, 3, çà èñêëþ÷åíèåì òåîðåìû B, ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ äèôôåîìîð-

ôèçìîâ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì âíóòðü ñåáÿ è äàæå äëÿ ëîêàëü-

íûõ äèôôåîìîðôèçìîâ. Òåîðåìà B â òîì âèäå, â êîòîðîì ìû åå ïðèâîäèì,

ñïðàâåäëèâà òîëüêî äëÿ òåõ îòîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îáðàò-

íîå, òàê ÷òî å¼ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü, íàïðèìåð, äëÿ äèôôåîìîðôèç-

ìîâ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì, ñîõðàíÿþùèõ êðàé.

Âî-âòîðûõ, âñå ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 2 è 3 òàêæå îñòàþòñÿ ñïðàâåäëè-

âûìè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà â ñëó÷àå, åñëè èç ýòîãî

îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

� àòòðàêòîð ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî

êëàññà,

� àòòðàêòîð çàìêíóò,

� àòòðàêòîð ñîäåðæèòñÿ â íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå,

� ëþáîé ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòîê ñîäåðæèòñÿ â àòòðàêòîðå.

Íàïðèìåð, ñòàòèñòè÷åñêèé è ìèíèìàëüíûé àòòðàêòîðû, à òàêæå the

generic limit set29 îáëàäàþò ýòèìè ñâîéñòâàìè, à ïîòîìó òåîðåìû î íåóñòîé-

÷èâîñòè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ íèõ.

Â ðàçäåëå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê óñòðîåíû àòòðàêòî-

ðû Ìèëíîðà ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ C2-

ãëàäêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ àòòðàêòîð Ìèëíîðà ñîâïàäà-

åò ñ îáúåäèíåíèåì ïðèòÿãèâàþùèõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ èç ñïåêòðàëüíîãî

ðàçëîæåíèÿ.30 Äëÿ C1-äèôôåîìîðôèçìîâ ýòî ìîæåò áûòü íå òàê, îäíàêî â

òèïè÷íîì ñëó÷àå àòòðàêòîðû óñòðîåíû òàê æå, êàê ó C2-ãëàäêèõ ãèïåðáî-

ëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

29The generic limit set � íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ê êîòîðîìó ïðèòÿãèâàåòñÿ òîïîëîãè-

÷åñêè òèïè÷íàÿ òî÷êà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî îïðåäåëåíèå òàêæå ïðåäëîæåíî Äæ. Ìèëíîðîì â

óïîìÿíóòîé âûøå ñòàòüå.
30Ãîðîäåöêèé À.Ñ. Èåðàðõèÿ àòòðàêòîðîâ äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå À //

Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. 1996. � 1. ñ. 84�86.
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Òåîðåìà E. Àòòðàêòîð Ìèëíîðà òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî Ω-

óñòîé÷èâîãî31 C1-äèôôåîìîðôèçìà åñòü îáúåäèíåíèå ïðèòÿãèâàþùèõ

ãèïåðáîëè÷åñêèõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

Ìû òàêæå àíîíñèðóåì ñîâñåì ñâåæèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñîâìåñòíî

ñ Ê. Áîíàòòè, Ñ.Ñ. Ìèíêîâûì è À.Â. Îêóíåâûì: íà äâóìåðíîì òîðå ñóùå-

ñòâóåò äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà, äëÿ êîòîðîãî àòòðàêòîð Ìèëíîðà èìååò

íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà (òåîðåìà F).

Ðàçäåë 5 ïîñâÿùåí àòòðàêòîðàì Ìèëíîðà ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèç-

âåäåíèé. Ïóñòü Σs = {1, . . . , s}Z � ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðî-

íû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ω = . . . ω−1ω0ω1 . . . , ñîñòàâëåííûõ èç ñèìâîëîâ

1, 2, . . . , s. Ñäâèãîì Áåðíóëëè íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

σ : Σs → Σs, (σω)n = ωn+1,

ñäâèãàþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëåâî íà îäíó ïîçèöèþ.

Îïðåäåëåíèå. Ñòóïåí÷àòûì êîñûì ïðîèçâåäåíèåì (ÑÊÏ) íàä ñäâè-

ãîì Áåðíóëëè (Σs, σ) ñî ñëîåì M è ïîñëîéíûìè îòîáðàæåíèÿìè

f1, . . . , fs : M → M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà X = Σs × M

â ñåáÿ, èìåþùåå ñëåäóþùèé âèä:

F : X → X, (ω, p)→ (σω, fω0
(p)),

ãäå ω0 � ñèìâîë íà íóëåâîì ìåñòå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω. Ïðîñòðàíñòâî

Σs íàçûâàåòñÿ áàçîé êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ä.Ñ. Âîëê è Â.À. Êëåïöûí ïîëó÷èëè çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò32 î ñòðóê-

òóðå ìàêñèìàëüíûõ àòòðàêòîðîâ òèïè÷íûõ ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèçâåäå-

íèé ñî ñëîåì îòðåçîê è ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ ïîñëîéíûìè îòîáðàæå-

íèÿìè: îêàçûâàåòñÿ, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî

÷åðåäóþùèõñÿ ïîãëîùàþùèõ è âûòàëêèâàþùèõ ïîëîñ; ìàêñèìàëüíûå àò-

òðàêòîðû ïîãëîùàþùèõ ïîëîñ è ìàêñèìàëüíûå ðåïåëëåðû âûòàëêèâàþùèõ

èìåþò ìåðó íîëü; êàæäûé èç íèõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ

31Äèôôåîìîðôèçì F ∈ Diff1(M) íàçûâàåòñÿ Ω-óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áëèçêîãî

C1-äèôôåîìîðôèçìà G îãðàíè÷åíèå G íà åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(G) ñîïðÿæåíî (ãîìåîìîð-

ôèçìîì) ñ îãðàíè÷åíèåì F íà Ω(F ).
32Kleptsyn V., Volk D. Physical measures for nonlinear random walks on interval // Mosc. Math. J. 2014.

Vol. 14, no. 2. Pp. 339–365.
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ãðàôèêà ïî÷òè âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíêöèè èç áàçû êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ

â ñëîé (áóäåì íàçûâàòü åãî ãðàôèêîì ìàêñèìàëüíîãî àòòðàêòîðà ïîëîñû)

è ìíîæåñòâà îòðåçêîâ-êîñòåé, ïðîåöèðóþùåãîñÿ â ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû

â áàçå. Â äèññåðòàöèè íà îñíîâå ýòîãî ðåçóëüòàòà äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà G

îá óñòðîéñòâå àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà.

Òåîðåìà G. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Êëåïöûíà�Âîëêà àòòðàêòîð Ìèëíîðà

ñòóïåí÷àòîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ33 ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì çàìûêàíèé

ãðàôèêîâ ìàêñèìàëüíûõ àòòðàêòîðîâ ïîãëîùàþùèõ ïîëîñ.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ìíîæå-

ñòâà îòîáðàæåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìèëíîðîâñêèé àòòðàêòîð ñîâ-

ïàäàåò ñî ñòàòèñòè÷åñêèì è ìèíèìàëüíûì. Äàëåå â ðàçäåëå 5 äîêàçûâà-

åòñÿ ëåììà H î ñâÿçè ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ àòòðàêòîðà è óñòîé÷èâîñòüþ

åãî ïðîåêöèè ïîä äåéñòâèåì ïîëóãðóïïû ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé. Ýòà ëåì-

ìà îêàçàëàñü ïîëåçíîé ïðè èçó÷åíèè âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ

ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé: À.Â. Îêóíåâ äîêàçàë ñ å¼ ïîìîùüþ, ÷òî

äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî ñòóïåí÷àòîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñî ñëî-

åì îòðåçîê èëè îêðóæíîñòü ñòàòèñòè÷åñêèé è ìèëíîðîâñêèé àòòðàêòîðû

óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó.

Ðàçäåë 5 çàâåðøàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì (íåòèïè÷íîãî) ïðèìåðà ñòóïåí÷à-

òîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðîì Ìèë-

íîðà.

Òåîðåìà I. Ïóñòü äëÿ ÑÊÏ F íàä ñäâèãîì Áåðíóëëè â Σ2 ñî ñëîåì M

ïîñëîéíûå îòîáðàæåíèÿ f0 è f1 îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) îòîáðàæåíèå f0 èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòîê a0, ê êîòîðîìó ïðèòÿ-

ãèâàþòñÿ âñå òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M , çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ñòðà-

òèôèöèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ S ðàçìåðíîñòè íå âûøå k − 1;

2) îòîáðàæåíèå f1 èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé èñòî÷íèê r0 = a0;

3) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖df0(a0)‖‖df1(a0)‖ < 1;

33Â êà÷åñòâå ìåòðèêè íà Σs âîçüìåì d(ω, ω̃) = 2−min{|n| : ωn 6=ω̃n}, à â êà÷åñòâå ìåðû � ìåðó Áåðíóëëè

ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè âñåõ ñèìâîëîâ. Ìåðà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ïðîèçâåäåíèå ìåðû

Áåðíóëëè íà ìåðó Ëåáåãà â ñëîå, à ðàññòîÿíèå � ñóììà ðàññòîÿíèé âäîëü ñëîÿ è âäîëü áàçû. Â òàêîì

ñëó÷àå àòòðàêòîð Ìèëíîðà ÑÊÏ êîððåêòíî îïðåäåëåí.
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4) äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ S ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ñëîâî w, òàêîå, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó êîìïîçèöèÿ ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé fw =

fw|w|−1
◦ · · · ◦ fw0

ïåðåâîäèò q â òî÷êó âíå S.

Òîãäà îòîáðàæåíèå F èìååò àòòðàêòîð Ìèëíîðà AM(F ) = Σ2 × {a0},
íåóñòîé÷èâûé ïî Ëÿïóíîâó.

Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â ðàáîòå [21] è õðîíîëîãè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò ðå-

çóëüòàòàì ðàçäåëîâ 2, 3. Îíà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýëåìåíòîì ïðèíàäëåæà-

ùåé Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî êîíñòðóêöèè êîñûõ ïðîèçâåäåíèé ñ òàê íàçûâàåìû-

ìè óñëîâíî íåóñòîé÷èâûìè àòòðàêòîðàìè. Â êîíöå ðàçäåëà 5 ìû ïðèâîäèì

êðàòêîå îïèñàíèå ýòîé êîíñòðóêöèè, ÷òîáû ïîìåñòèòü ïðèìåð â êîíòåêñò è

îáúÿñíèòü, äëÿ ÷åãî îí áûë íóæåí.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè äàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû òîïîëîãè÷åñêè òè-

ïè÷íûå äèôôåîìîðôèçìû èç Diff1(M) èëè èç íåêîòîðîé îáëàñòè â Diffr(M)

èìåëè íåóñòîé÷èâûå ïî Ëÿïóíîâó ãëîáàëüíûå àòòðàêòîðû; ïîêàçàíî, ÷òî

íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ ïî Ëÿïóíîâó íå íàáëþäàåòñÿ ñðåäè òèïè÷íûõ

C1-ãëàäêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì; èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà àòòðàêòîðîâ

Ìèëíîðà äëÿ òèïè÷íûõ ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé ñî ñëîåì îòðå-

çîê è ðàçîáðàí ïðèìåð íåòèïè÷íîãî ñòóïåí÷àòîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ

íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì.

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé òî-

ïîëîãè÷åñêîé òèïè÷íîñòè íåóñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ ïî Ëÿïóíîâó, ïðåä-

ñòàâëåííûå â ýòîé ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå íèçêîâèñÿùèìè

ïëîäàìè, ñëó÷àéíî äî ñèõ ïîð íåçàìå÷åííûìè. Ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ îò-

êðûòûì âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè â ïðîñòðàíñòâå äèôôåîìîðôèçìîâ îòêðû-

òûå îáëàñòè, ãäå âñå îòîáðàæåíèÿ èìåþò íåóñòîé÷èâûå ïî Ëÿïóíîâó àò-

òðàêòîðû Ìèëíîðà (èëè ñòàòèñòè÷åñêèå, èëè ìèíèìàëüíûå). Òàêæå íåèç-

âåñòíî, ìîãóò ëè îòîáðàæåíèÿ ñ íåóñòîé÷èâûìè àòòðàêòîðàìè áûòü ëî-

êàëüíî ïðåâàëåíòíû. ×òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, ïîòðåáóþòñÿ, ïî-

âèäèìîìó, êàêèå-òî íîâûå ìåòîäû.

Âñå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñâÿçè ìåæäó ÿâëåíèåì Íüþõàóñà è íåóñòîé-

÷èâîñòüþ àòòðàêòîðîâ, äîëæíû íåñëîæíî îáîáùàòüñÿ íà ñëó÷àé ïîòîêîâ.
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Íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûõ ïîòîêîâ ñ

íåóñòîé÷èâûìè àòòðàêòîðàìè àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîãî ðå-

çóëüòàòà äëÿ îòîáðàæåíèé ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé êîíñòðóêöèè íàäñòðîé-

êè.

Ï. Áåðæå ïîñòðîèë34 ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûå êîíå÷íî-

ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ, äëÿ êîòîðûõ òî÷êàì èç

åäèíè÷íîãî øàðà â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþò îòîáðàæåíèÿ

ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòîêîâ. Â åãî êîíñòðóêöèè ñòîêè îáðàçóþòñÿ ïðè

ðàçìûêàíèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ êàñàíèé äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà íåïîäâèæíûõ

ñåäåë. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñòîêîâ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî, êîí-

ñòðóêöèÿ Áåðæå ãàðàíòèðóåò, ÷òî îíè íàêàïëèâàþòñÿ ê îäíîìó èç ýòèõ ñå-

äåë, à çàòåì ïðè ïîìîùè ëåììû î çàõâàòå èëè ìîäèôèêàöèè êîíñòðóêöèè

äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ íåïîäâèæíûõ ñåäåë ïå-

ðåñåêàëèñü ñ áàññåéíàìè ñòîêîâ. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ëîêàëüíî

òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûå êîíå÷íî-ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà äèôôåîìîð-

ôèçìîâ, â êîòîðûõ åäèíè÷íûé øàð â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâó-

åò äèôôåîìîðôèçìàì ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè.

Áëàãîäàðíîñòè

ß õîòåë áû ïîáëàãîäàðèòü ìîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà Þëèÿ

Ñåðãååâè÷à Èëüÿøåíêî çà ïîìîùü â âûáîðå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé, çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è êîíñòðóêòèâíóþ êðèòèêó, à òàê-

æå Ñòàíèñëàâà Ñåðãååâè÷à Ìèíêîâà è Àëåêñåÿ Âëàäèìèðîâè÷à Îêóíåâà çà

âäîõíîâëÿþùèå îáñóæäåíèÿ, ïîëåçíûå ñîâåòû è ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó.
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