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1 Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî íåýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé àòòðàêòîðîâ. Ýòè îïðåäåëå-
íèÿ îáúåäèíåíû îáùåé èäååé: àòòðàêòîð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äîëæåí áûòü èíâàðè-
àíòíûì ìíîæåñòâîì, ê êîòîðîìó ïðèòÿãèâàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì äèíàìèêè áîëüøèíñòâî
èëè õîòÿ áû áîëüøîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïåðâûå îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðîâ ïîÿâèëèñü â 60-å ãîäû. Âïëîòü äî ñåðåäèíû 80-õ
ýòè îïðåäåëåíèÿ, õîòü è îòëè÷àëèñü äðóã îò äðóãà â äåòàëÿõ, ôîðìóëèðîâàëèñü èñêëþ-
÷èòåëüíî â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ è áûëè äîâîëüíî ïîõîæè. Îáçîð ýòèõ îïðåäåëå-
íèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [27]. Âî ìíîãèõ èç íèõ òðåáîâàëîñü, ÷òîáû àòòðàêòîð áûë
ïåðåñå÷åíèåì îáðàçîâ íåêîòîðîé ñâîåé ïîãëîùàþùåé îêðåñòíîñòè äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ
ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñàìûì ïðîñòûì îïðåäåëåíèåì òàêîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 1 (Ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð). Ïóñòü ó íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ F
åñòü ïîãëîùàþùàÿ îáëàñòü U, ò.å. F (U) ⊂ U . Òîãäà ìàêñèìàëüíûì àòòðàêòîðîì â îá-
ëàñòè U íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå îáðàçîâ ýòîé îáëàñòè ïîä äåéñòâèåì (ïîëîæèòåëüíûõ)
èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ: Amax(F,U) =

⋂
n∈N F

n(U).

Àòòðàêòîðû, îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì, òàêæå íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêèìè, èíî-
ãäà äîáàâëÿÿ êàêîå-íèáóäü òðåáîâàíèå íåðàçëîæèìîñòè, íàïðèìåð òðåáîâàíèå òîïîëî-
ãè÷åñêîé èëè öåïî÷íîé òðàíçèòèâíîñòè (ñì., íàïðèìåð, ââåäåíèå ê [15]), îäíàêî â ýòîì
ñëó÷àå àïðèîðè ðå÷ü óæå íå èäåò î ãëîáàëüíîì àòòðàêòîðå: äâå ïðèòÿãèâàþùèå íåïî-
äâèæíûå òî÷êè îäíîãî îòîáðàæåíèÿ áóäóò ïðèíàäëåæàòü ðàçíûì íåðàçëîæèìûì òîïî-
ëîãè÷åñêèì àòòðàêòîðàì.

Ìàêñèìàëüíûå àòòðàêòîðû, îäíàêî, ïëîõî ïîäõîäÿò äëÿ îïèñàíèÿ ãëîáàëüíîãî ïðè-
òÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà. Âî ïåðâûõ, ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð çàâèñèò îò âûáîðà ïî-
ãëîùàþùåé îáëàñòè U . Âî-âòîðûõ, îí ìîæåò ñîäåðæàòü áëóæäàþùèå1 òî÷êè, ê êîòî-
ðûì çàâåäîìî íè÷åãî íå ïðèòÿãèâàåòñÿ. Íàêîíåö, êàê ïîêàçàëè Ê. Áîíàòòè, Ì. Ëè è
Ä. ßíã â [15], åñëè ðàññìàòðèâàòü òîïîëîãè÷åñêèå àòòðàêòîðû ñ òðåáîâàíèåì öåïî÷íîé
òðàíçèòèâíîñòè, íàéäóòñÿ ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûå C1-äèôôåîìîðôèçìû áåç
òîïîëîãè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

Äæ. Ìèëíîð â ðàáîòå [27] ïåðâûì, ïî-âèäèìîìó, ïðåäëîæèë îïðåäåëåíèå àòòðàêòîðà,
îïèðàþùååñÿ íà ìåðó íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 2 (Àòòðàêòîð Ìèëíîðà2). ÏóñòüX � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ áîðåëåâñêîé ìåðîé µ, à F � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ. Àòòðàêòîðîì
Ìèëíîðà îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ω-
ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ïî÷òè âñåõ òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà X.

1Òî÷êà íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé, åñëè îíà îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñâîèìè
îáðàçàìè ïîä äåéñòâèåì äèíàìèêè, è íåáëóæäàþùåé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñîâîêóïíîñòü íåáëóæäà-
þùèõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì. Çäåñü è äàëåå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

2Äæ. Ìèëíîð â ñòàòüå [27] íàçûâàåò ýòî the likely limit set.
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Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü àòòðàêòîð Ìèëíîðà ÷åðåç AM èëè AM(F ). Â [27] ïîêàçàíî, ÷òî
åñëè X � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (âîçìîæíî, ñ êðàåì) ñ ìåðîé, ýê-
âèâàëåíòíîé ìåðå Ëåáåãà â êàæäîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè3, òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà
êîððåêòíî îïðåäåëåí. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå.

Íàì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî è ìèíèìàëüíîãî àòòðàêòî-
ðîâ, ïðåäëîæåííûå ñîîòâåòñòâåííî â îáçîðå [1] è ñòàòüå [22]. Ìû ïðèâîäèì òå îïðåäå-
ëåíèÿ, êîòîðûìè íàì áóäåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ, è îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê îáçîðó [24],
â êîòîðîì îáñóæäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ, ïðîëèâàþùèå ñâåò íà îáùíîñòü
ìèëíîðîâñêîãî, ñòàòèñòè÷åñêîãî è ìèíèìàëüíîãî àòòðàêòîðîâ.

Ñòàòèñòè÷åñêèì ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì òî÷êè x ∈ M (îáîçíà÷åíèå: ωstat(x))
áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê z ∈ M , òàêèõ ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè z
�÷àñòîòà� ïîïàäàíèÿ (ïîëîæèòåëüíîé) îðáèòû òî÷êè x â U ïîëîæèòåëüíà, à òî÷íåå ãî-
âîðÿ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Freq(x, U) := lim sup
N→+∞

1

N
#{n : F n(x) ∈ U, 0 ≤ n < N} > 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñòàòèñòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì Astat(F ) îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíîå ïî âëîæåíèþ çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæà-
ùåå ωstat(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ ïî ìåðå µ òî÷åê x.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð (F n
∗ µ)n∈N, ãäå F

n
∗ µ(S) = µ(F−n(S)) äëÿ ëþáîãî

áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà S, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ µn = 1
n

∑n−1
j=0 F

n
∗ µ. Áóäåì íà-

çûâàòü õîðîøåé ìåðîé ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (µn)n∈N â ñìûñëå
∗-ñëàáîé ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìèíèìàëüíûì àòòðàêòîðîì Amin(F ) îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ
çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ íîñèòåëåé âñåõ õîðîøèõ ìåð.

Ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ âûïîëíåíû âñåãäà, è ïðèòîì êàæäîå ìîæåò áûòü ñòðîãèì
(ñì. [24]):

Amin(F ) ⊂ Astat(F ) ⊂ AM(F ) ⊂ Amax(F,X).

Îïðåäåëåíèå 5. Èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî K îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì
ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U ìíîæåñòâà K ñóùåñòâóåò ìåíüøàÿ îêðåñò-
íîñòü V ⊃ K, òàêàÿ ÷òî ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîðáèòà îòîáðàæåíèÿ F , íà÷èíàþ-
ùàÿñÿ â V , íèêîãäà íå ïîêèäàåò U .

Ìàêñèìàëüíûå àòòðàêòîðû âñåãäà óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó � ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ. Ìèëíîðîâñêèå, ñòàòèñòè÷åñêèå è ìèíèìàëüíûå àòòðàêòîðû, íàïðîòèâ, ìî-
ãóò áûòü íåóñòîé÷èâû. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîé íåóñòîé÷èâîñòè äàåòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîì îêðóæíîñòè ñ åäèíñòâåííîé ïîëóóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé:

x 7→ x+ 0.1(1− cosx).

3Ò.å. îáðàç íàøåé ìåðû ïîä äåéñòâèåì êàæäîé êàðòû èìååò âñþäó ïîëîæèòåëüíóþ ãëàäêóþ ïëîò-
íîñòü îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà. Ëþáóþ òàêóþ ìåðó íà ìíîãîîáðàçèè ìû äàëåå áóäåì íàçûâàòü ìåðîé
Ëåáåãà.
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Â ýòîì ïðèìåðå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íå ñîäåðæèò íåïóñòûõ ñîáñòâåííûõ äèññèïàòèâ-
íûõ îáëàñòåé, òàê ÷òî íè÷åãî íå îñòàåòñÿ, êðîìå êàê îáúÿâèòü âñþ îêðóæíîñòü ìàêñè-
ìàëüíûì àòòðàêòîðîì. Îäíàêî òàêîé àòòðàêòîð íåñåò ìàëî èíôîðìàöèè î ïðåäåëüíîì
ïîâåäåíèè îðáèò. Â òî æå âðåìÿ î÷åâèäíî, ÷òî âñå îðáèòû â ýòîì ïðèìåðå ïðèòÿãèâà-
þòñÿ ê òî÷êå 0, òàê ÷òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà, à
òàêæå ìèíèìàëüíûì è ñòàòèñòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò àòòðàêòîð
íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó: ñ îäíîé ñòîðîíû òî÷êè óáåãàþò îò íóëÿ.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî òèïè÷íû äèôôåîìîðôèçìû
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè Ìèëíîðà. Íàïðè-
ìåð, íåèçâåñòåí îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî.

Ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóåò ëè îòêðûòîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ñ íåóñòîé÷èâû-
ìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè?

Ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîé
íåóñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà ïî Ëÿïóíîâó è åå ñâÿçè ñ äðóãèìè äèíàìè÷åñêèìè
ÿâëåíèÿìè.

Ñâîéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûì (èëè òèïè÷íûì
ïî Áýðó), åñëè äèôôåîìîðôèçìû, îáëàäàþùèå äàííûì ñâîéñòâîì, îáðàçóþò îñòàòî÷-
íîå ïîäìíîæåñòâî4 â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå äèôôåîìîðôèçìîâ. Ñâîéñòâî íà-
çûâàåòñÿ ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûì, åñëè äèôôåîìîðôèçìû ñ ýòèì ñâîéñòâîì
îáðàçóþò îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà äèôôåîìîðôèç-
ìîâ. Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî (ëîêàëüíî) òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûé äèôôåîìîðôèçì îáëàäàåò
êàêèì-ëèáî ñâîéñòâîì, èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ýòî ñâîéñòâî (ëîêàëüíî) òîïîëîãè÷åñêè òè-
ïè÷íî.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîâðåìåííàÿ ïàðàäèãìà (íå îáùåïðèíÿòàÿ) â òåîðèè äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî íóæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü èçó÷àòü ñâîéñòâà òèïè÷íûõ
ñèñòåì. Òèïè÷íûå C1-äèôôåîìîðôèçìû è ïîòîêè ëåã÷å ïîääàþòñÿ èññëåäîâàíèþ ïî
ñðàâíåíèþ ñ Cr-ñèñòåìàìè äëÿ r ≥ 2; îáçîð ïîëó÷åííûõ äëÿ íèõ ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæèò-
ñÿ â 10-é ãëàâå êíèãè Ê. Áîíàòòè, Ë. Äèàçà è Ì. Âèàíû [14], à ïðîãðàììà äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèé áûëà ïðåäëîæåíà â îáçîðå Ê. Áîíàòòè [12]. Òåìà íàñòîÿùåé ðàáîòû áëèçêî
ïðèìûêàåò ê äàííîìó êðóãó âîïðîñîâ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, â ïåðâóþ î÷åðåäü àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà. Öåëü ðàáîòû � èçó÷èòü ñòðóêòóðó
àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà òèïè÷íûõ îòîáðàæåíèé è âûÿñíèòü, íàñêîëüêî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè.

Â ðàçäåëå 2 ìû ïîêàæåì, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî-òàêè
ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëåíèåì. Óñëîâèìñÿ, ÷òî M âñåãäà îáîçíà÷àåò, åñëè ÿâíî íå îãî-
âîðåíî èíîå, ãëàäêîå çàìêíóòîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå äâóõ ñ

4ò.å. ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ.
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ðèìàíîâûì îáúåìîì â êà÷åñòâå ìåðû.5 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà A. Ïóñòü íà íåêîòîðîì ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå îòêðûòîãî ìíîæå-
ñòâà U ⊂ Diffr(M), r ≥ 1, äèôôåîìîðôèçìû èìåþò ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ 2-
ñæèìàþùåãî6 ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà p, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåãî îò äèôôåîìîðôèçìà
â U . Òîãäà äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî äèôôåîìîðôèçìà èç U àòòðàêòîð Ìèëíî-
ðà íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó.

Ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà p � ýòî íåòðàíñâåðñàëüíîå ïå-
ðåñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèé W s(p1) è W u(p2) äâóõ òî÷åê p1, p2, ïðèíàäëåæàùèõ îðáèòå ñåä-
ëà p. Îòìåòèì, ÷òî â ïîñûëêå òåîðåìû A ãîâîðèòñÿ, ÷òî òàêèå íåòðàíñâåðñàëüíûå ïå-
ðåñå÷åíèÿ íàáëþäàþòñÿ äëÿ ëîêàëüíî ïëîòíîãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ, íî íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îò äèôôåîìîðôèçìà.

Îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ òåîðåìû A, âïåðâûå áûëè ïîñòðîåíû Ø. Íüþ-
õàóñîì â öèêëå ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ óñòîé÷èâûì êàñàíèÿì â C2 [30, 31, 32]. Îí òàêæå
ïðåäëîæèë ïðèìåð ëîêàëüíî ïëîòíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíè-
ÿìè â C1 â ðàçìåðíîñòè òðè è âûøå (ñì. Sect. 8 â [33]; ýòîò ïðèìåð áûë íåäàâíî ïå-
ðåîòêðûò Ìàñàþêè Àñàîêîé, [10]). Ïðÿìîëèíåéíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû A ê ýòèì ðå-
çóëüòàòàì ïðèâîäèò ê äâóì âàæíûì ñëåäñòâèÿì. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáîãî äâóìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ äèôôåîìîðôèçìû ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè Ìèëíîðà
ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íû â C2 (è â Cr ïðè r > 2). Âî-âòîðûõ, íà ìíîãîîáðàçèÿõ
ðàçìåðíîñòè òðè è âûøå òàêèå äèôôåîìîðôèçìû ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íû â C1

(ñì. ñëåäñòâèÿ 21 è 22). Â çàìå÷àíèè 24 ìû, îäíàêî, îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòè
óòâåðæäåíèÿ ìíîãî ïðîùå òåîðåìû A è ìîãóò áûòü äîêàçàíû êîðî÷å â îáõîä òåîðåìû.
Òåì íå ìåíåå, òåîðåìà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ëîêàëü-
íî òèïè÷íûå äèôôåîìîðôèçìû ñ íåóñòîé÷èâûìè àòòðàêòîðàìè ìîãóò áûòü íàéäåíû â
ëþáîé C2-îêðåñòíîñòè ëþáîãî C2-äèôôåîìîðôèçìà ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ
2-ñæèìàþùåãî ñåäëà (ñì. ñëåäñòâèå 25).

Âàæíûì ýëåìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû A ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà î çàõâàòå.

Ëåììà C (ëåììà î çàõâàòå). Ïóñòü ó F ∈ Diffr(M), r ≥ 1, åñòü 2-ñæèìàþùåå ïå-
ðèîäè÷åñêîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ñåäëî p = p(F ) ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì. Òîãäà ñêîëü
óãîäíî áëèçêî ê F â ñìûñëå Cr-ìåòðèêè ìîæíî íàéòè äèôôåîìîðôèçì G, äëÿ êîòî-
ðîãî W u(p(G), G) ïåðåñåêàåò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñòîêà.

Ïðè ðàçìûêàíèè êàñàíèÿ ñòîê çàõâàòûâàåò ñâîåé îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ ÷àñòü
íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëà � ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ âûáîð íàçâàíèÿ ëåììû. Äâó-
ìåðíàÿ âåðñèÿ ýòîé ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ òàê íàçûâàåìûõ ñèëüíî äèññèïàòèâíûõ ñåäåë

5Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ íåóñòîé÷èâûõ àòòðàêòîðîâ è èçëîæåííûå â ðàçäåëàõ 2, 3,
çà èñêëþ÷åíèåì òåîðåìû B, ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
êðàåì âíóòðü ñåáÿ è äàæå äëÿ ëîêàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ. Òåîðåìà B â òîì âèäå, â êîòîðîì ìû
åå ïðèâîäèì, ñïðàâåäëèâà òîëüêî äëÿ òåõ îòîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îáðàòíîå, òàê ÷òî
å¼ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü, íàïðèìåð, äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì,
ñîõðàíÿþùèõ êðàé.

6ò.å. ñæèìàþùåãî äâóìåðíûå îáúåìû, ñì. îïðåäåëåíèå 6 â ðàçäåëå 2.1; â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòî ïðîñòî
äèññèïàòèâíîå ñåäëî.
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ñëåäóåò èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [44]. Òàêæå äâóìåðíûé âàðèàíò ìîæåò áûòü
íàéäåí â [34], íî òàì åñòü ïðîáåë â äîêàçàòåëüñòâå. Ìû äîêàçûâàåì ëåììó î çàõâàòå â
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, ïîëüçóÿñü òåõíèêîé ðàáîòû [37].

Â ðàçäåëå 3 ìû ïåðåõîäèì ê äðóãîìó, íî äîâîëüíî áëèçêîìó ñþæåòó. Ê. Áîíàòòè,
Ë. Äèàç è Ý. Ïóõàëüñ äîêàçàëè â ðàáîòå [13] ñëåäóþùóþ äèõîòîìèþ äëÿ C1-òèïè÷íûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ: êàæäûé ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà èëè äî-
ïóñêàåò ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì7, èëè ñîäåðæèòñÿ â çàìûêàíèè áåñêîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà èñòî÷íèêîâ èëè ñòîêîâ. Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ðåçóëüòàòå, ìû äîêàçûâàåì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà B. Ïóñòü M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, à F ∈ Diff1(M) � òîïîëîãè÷åñêè
òèïè÷íûé äèôôåîìîðôèçì M . Òîãäà

� èëè âñÿêèé ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ äèôôåîìîðôèçìà F äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèå ñ
äîìèíèðîâàíèåì,

� èëè àòòðàêòîð Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó äëÿ F èëè äëÿ F−1.

Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò óæå î ãëîáàëüíîé òèïè÷íîñòè, à íå î ëîêàëüíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà äðóãóþ ëåììó î çàõâàòå, ëåììó D (ñì. ðàçäåë 3.2),

êîòîðàÿ, õîòÿ è èìååò òó æå ôóíêöèþ, ÷òî è ïåðâàÿ, äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî èíà÷å ñ
ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [13].

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 2 è 3 òàêæå îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ
ëþáîãî äðóãîãî îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà â ñëó÷àå, åñëè èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî

� àòòðàêòîð ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà,

� àòòðàêòîð çàìêíóò,

� àòòðàêòîð ñîäåðæèòñÿ â íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå,

� ëþáîé ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòîê ñîäåðæèòñÿ â àòòðàêòîðå.

Íàïðèìåð, ñòàòèñòè÷åñêèé è ìèíèìàëüíûé àòòðàêòîðû, à òàêæå the generic limit set8

îáëàäàþò ýòèìè ñâîéñòâàìè, à ïîòîìó òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïåðåôîðìóëè-
ðîâàòü äëÿ íèõ.

Â ðàçäåëå 4 ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ î òîì, êàê óñòðîåíû àòòðàêòîðû Ìèëíîðà
ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ C2-ãëàäêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
äèôôåîìîðôèçìîâ àòòðàêòîð Ìèëíîðà ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ïðèòÿãèâàþùèõ áà-
çèñíûõ ìíîæåñòâ èç ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ.9 Äëÿ C1-äèôôåîìîðôèçìîâ ýòî ìîæåò

7ñì. îïðåäåëåíèå 45.
8The generic limit set � íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ê êîòîðîìó ïðèòÿãèâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè

òèïè÷íàÿ òî÷êà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, [27]. Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî òåîðåìà A äëÿ ýòîãî îïðåäåëå-
íèÿ àòòðàêòîðà ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó èç [28], êîòîðûé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â C1-òèïè÷íîì ñëó÷àå
ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîé òî÷êè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Çäåñü íåò íèêàêîãî
ïðîòèâîðå÷èÿ: õîòÿ êàæäîå îòäåëüíîå ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî óñòîé÷èâî, çàìûêàíèå èõ îáúåäèíåíèÿ
âïîëíå ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâî.

9Ñì. [3] èëè ðàçäåë 4.2. Ìû íàïîìèíàåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû â ðàçäåëå 4.1.
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áûòü íå òàê, îäíàêî â òèïè÷íîì ñëó÷àå àòòðàêòîðû óñòðîåíû òàê æå, êàê ó C2-ãëàäêèõ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà E. Àòòðàêòîð Ìèëíîðà òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî Ω-óñòîé÷èâîãî C1-
äèôôåîìîðôèçìà åñòü îáúåäèíåíèå ïðèòÿãèâàþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ áàçèñíûõ ìíî-
æåñòâ.

Ìû òàêæå àíîíñèðóåì ñîâñåì ñâåæèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñîâìåñòíî ñ Ê. Áîíàòòè,
Ñ. Ñ. Ìèíêîâûì è À. Â. Îêóíåâûì: íà äâóìåðíîì òîðå ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì
Àíîñîâà, äëÿ êîòîðîãî àòòðàêòîð Ìèëíîðà èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà (òåîðåìà F).

Ðàçäåë 5 ïîñâÿùåí àòòðàêòîðàìÌèëíîðà ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé. Ñíà÷àëà
íàïîìèíàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàò Ä. Ñ. Âîëêà è
Â. À. Êëåïöûíà î ñòðóêòóðå ìàêñèìàëüíûõ àòòðàêòîðîâ òèïè÷íûõ ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ
ïðîèçâåäåíèé ñî ñëîåì îòðåçîê è äîêàçûâàåì íà åãî îñíîâå òåîðåìó G îá óñòðîéñòâå
àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà. Îêàçûâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî
ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìèëíîðîâñêèé àòòðàêòîð ñîâïàäà-
åò ñî ñòàòèñòè÷åñêèì è ìèíèìàëüíûì. Äàëåå ìû äîêàçûâàåì ëåììó H î ñâÿçè ìåæäó
óñòîé÷èâîñòüþ àòòðàêòîðà è óñòîé÷èâîñòüþ åãî ïðîåêöèè ïîä äåéñòâèåì ïîëóãðóïïû ïî-
ñëîéíûõ îòîáðàæåíèé (ñì. îïðåäåëåíèå 67). Ýòà ëåììà îêàçàëàñü ïîëåçíîé ïðè èçó÷åíèè
âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé: À. Â. Îêóíåâ
äîêàçàë ñ å¼ ïîìîùüþ, ÷òî äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî ñòóïåí÷àòîãî êîñîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ ñî ñëîåì îòðåçîê èëè îêðóæíîñòü ñòàòèñòè÷åñêèé è ìèëíîðîâñêèé àòòðàêòîðû
óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó.

Ðàçäåë 5 çàâåðøàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðèìåðà ñòóïåí÷àòîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ
íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà (òåîðåìà I). Ýòîò ïðèìåð õðîíîëî-
ãè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò ðåçóëüòàòàì ðàçäåëîâ 2, 3. Îí ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýëåìåíòîì ïðè-
íàäëåæàùåé Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî êîíñòðóêöèè êîñûõ ïðîèçâåäåíèé ñ òàê íàçûâàåìûìè
óñëîâíî íåóñòîé÷èâûìè àòòðàêòîðàìè. Ìû êîðîòêî îïèñûâàåì ýòó êîíñòðóêöèþ â ðàç-
äåëå 5.4.3, ÷òîáû ïîìåñòèòü íàø ïðèìåð â êîíòåêñò è îáúÿñíèòü, äëÿ ÷åãî îí áûë íóæåí.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Èõ ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

� Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà ïî Ëÿïóíîâó ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûì ôåíîìåíîì, êîòîðûé âñåãäà íàáëþäàåòñÿ â òåõ
îáëàñòÿõ â ïðîñòðàíñòâå äèôôåîìîðôèçìîâ, ãäå ïëîòíû äèôôåîìîðôèçìû ñ ãî-
ìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ 2-ñæèìàþùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà, íåïðåðûâíî
çàâèñÿùåãî îò îòîáðàæåíèÿ.

� Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ó òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî C1-äèôôåîìîðôèçìà åñòü ãîìîêëè-
íè÷åñêèé êëàññ, íå äîïóñêàþùèé ðàñùåïëåíèÿ ñ äîìèíèðîâàíèåì, òî àòòðàêòîð
Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó äëÿ ýòîãî äèôôåîìîðôèçìà èëè äëÿ îáðàòíîãî
ê íåìó.

� Äëÿ îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé ñî
ñëîåì îòðåçîê è ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ ïîñëîéíûìè îòîáðàæåíèÿìè íàéäåíà
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ñòðóêòóðà àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà; èññëåäîâàí (íåòèïè÷íûé) ïðèìåð ñòóïåí÷àòîãî
êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ íåóñòîé÷èâûì àòòðàêòîðîì (òåîðåìà I).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îïèñûâàåìûé â ðàáîòå ôåíîìåí � ëîêàëüíî òî-
ïîëîãè÷åñêè òèïè÷íàÿ íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ ïî Ëÿïóíîâó � ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü
èíòåðåñ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Âñïîìîãà-
òåëüíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû î çàõâàòå, ìîãóò áûòü
èíòåðåñíû ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè ãîìîêëèíè÷åñêèõ áèôóðêàöèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè ïðèìåíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ãèïåðáîëè÷åñêîé òåîðèè è ìåòîäû
òåîðèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ áèôóðêàöèé, à òàêæå òåõíèêà ðåíîðìàëèçàöèè. Êàê óæå áûëî
îòìå÷åíî âûøå, íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóþò ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûõ
ñèñòåì, ïîýòîìó êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì äîêàçàòåëüñòâ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ðàññóæ-
äåíèå Áýðà èëè åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé � ðàññóæäåíèå Íüþõàóñà.10 Äðóãèå âàæíûå èíãðå-
äèåíòû � λ-ëåììà è ëåììà Ôðàíêñà, à òàêæå çàìå÷àòåëüíûé ïðèåì Ñ. Ñ. Ìèíêîâà,
ñîñòîÿùèé â ïðèìåíåíèè òåîðåìû Åãîðîâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ àòòðàêòîðîâ êîñûõ ïðîèç-
âåäåíèé è ïîçâîëÿþùèé çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ òåîðåìû A, B, G, I è ëåììà î çàõâàòå (ëåììà C).

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà

� ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Dynamics, Bifurcations and Chaos 2015 (DBC II)�
(¾Äèíàìèêà, áèôóðêàöèè è ñòðàííûå àòòðàêòîðû, 2015¿), Íèæíèé Íîâãîðîä,
èþëü 2015, äîêëàä �Lyapunov unstable Milnor attractors� (¾Íåóñòîé÷èâûå ïî Ëÿ-
ïóíîâó àòòðàêòîðû Ìèëíîðà¿);

� ñåìèíàðå ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ (ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî),
ÌÃÓ, íåñêîëüêî äîêëàäîâ â 2011�2015ãã.;

10Ñóòü ðàññóæäåíèÿ Áýðà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ìû ðàáîòàåì â êàêîì-òî ïðîñòðàíñòâå
Áýðà, íàïðèìåð â Diffr(M), è íàñ èíòåðåñóþò òî÷êè ñ íåêîòîðûì ñâîéñòâîì P . ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòî
ñâîéñòâî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íî, äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå êîíå÷íîé èëè ñ÷åòíîé êîíúþíêöèè
ñâîéñòâ Pj , j ∈ N, òàêèõ ÷òî ñâîéñòâîì Pj îáëàäàþò òî÷êè èç îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ñâîéñòâî Pj äîëæíî áûòü �óñòîé÷èâî� (îòêðûòî), â òî âðåìÿ êàê îòðèöàíèå
ýòîãî ñâîéñòâà äîëæíî áûòü �íåóñòîé÷èâî� (ïóñòàÿ âíóòðåííîñòü). Ýòîò ìåòîä ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ íåÿâíîãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ïîä ðàññóæäåíèåì Íüþõàóñà ìû ïîäðàçóìåâàåì ðàññóæäåíèå Áýðà, â êîòîðîì ñâîéñòâî P � íàëè-

÷èå ó îòîáðàæåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîêîâ, à ñâîéñòâî Pj � íàëè÷èå j ñòîêîâ, ïðè÷åì ïëîòíîñòü
ñâîéñòâà Pj äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óñòîé÷èâîãî ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ. Ìû òàêæå áóäåì
íàçûâàòü ðàññóæäåíèåì Íüþõàóñà ëþáîå ïîõîæåå ðàññóæäåíèå.
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� ëåòíåé øêîëå ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿, Ðàòìèíî, 2015.

� ìåæâóçîâñêîì (ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà, ÐÝÓ èì.
Ã.Â. Ïëåõàíîâà) ñåìèíàðå ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. È.Â. Àñòàøîâîé è ïðîô. À.Â. Ôèëèíîâñêîãî â 2016ã.

Ïðåïðèíò [42] ñ äîêàçàòåëüñòâàìè òåîðåì A, B è ëåììû C ðàçìåùåí â ðåïîçèòîðèè
arXiv.org.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â äâóõ ðàáîòàõ àâòîðà â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ:
[6] (â ñîàâòîðñòâå ñ Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî) è [8].

Áëàãîäàðíîñòè

ß õîòåë áû ïîáëàãîäàðèòü ìîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà Þëèÿ Ñåðãååâè÷à
Èëüÿøåíêî çà ïîìîùü â âûáîðå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîëåç-
íûå îáñóæäåíèÿ è êîíñòðóêòèâíóþ êðèòèêó, à òàêæå Ñòàíèñëàâà Ñåðãååâè÷à Ìèíêîâà
è Àëåêñåÿ Âëàäèìèðîâè÷à Îêóíåâà çà âäîõíîâëÿþùèå îáñóæäåíèÿ, ïîëåçíûå ñîâåòû è
ìîðàëüíóþ ïîääåðæêó.
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2 ßâëåíèå Íüþõàóñà è ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè
òèïè÷íàÿ íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó ÿâëåíèåì Íüþõàóñà è íåóñòîé÷èâîñòüþ
àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà è äîêàæåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ëþáàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå äèô-
ôåîìîðôèçìîâ, ãäå èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîå êàñàíèå äëÿ 2-ñæèìàþùåãî ñåäëà, ñîäåðæèò
îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòî-
ðàìè Ìèëíîðà. Íà÷íåì ñ íàïîìèíàíèÿ íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé.

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïî÷òè âñå îïðåäåëåíèÿ â ýòîì ðàçäåëå ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè è ìîãóò áûòü íàéäåíû
â êíèãàõ [14] èëè [25], îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ òåðìèíîâ íåò îáùåïðèíÿòîãî ïåðåâîäà íà
ðóññêèé ÿçûê. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèâîäèì â ñêîáêàõ àíãëèéñêèé âàðèàíò.

Åñëè ìû ãîâîðèì î Cm-òèïè÷íûõ äèôôåîìîðôèçìàõ èç ìíîæåñòâà U ⊂ Diffr(M), ãäå
m ≥ r, ìû èìååì â âèäó äèôôåîìîðôèçìû èç îñòàòî÷íîãî ïîäìíîæåñòâà â U∩Diffm(M)
(â ñìûñëå òîïîëîãèè, êîòîðóþ Diffm(M) èíäóöèðóåò íà U ∩Diffm(M)). Àíàëîãè÷íî ìû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî Cm-ïëîòíî â U , åñëè îíî ïëîòíî â U ∩
Diffm(M). Â äàëüíåéøåì �òèïè÷íûé� áóäåò âñåãäà îçíà÷àòü �òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûé�,
åñëè èíîå íå óêàçàíî ÿâíî.

Îïðåäåëåíèå 6. Ãèïåðáîëè÷åñêîå ïåðèîäè÷åñêîå ñåäëî p äèôôåîìîðôèçìà F íàçû-
âàåòñÿ äèññèïàòèâíûì, åñëè | det (dF per(p)(p))| < 1, ãäå per(p) � ïåðèîä ñåäëà p. Åñëè
| det (dF per(p)(p))| > 1, ñåäëî íàçûâàåòñÿ àíòè-äèññèïàòèâíûì èëè óâåëè÷èâàþùèì îáú-
åì.

Ñåäëî p íàçûâàåòñÿ 2-ñæèìàþùèì (àíãë. sectionally dissipative), åñëè îíî èìååò
åäèíñòâåííîå �ðàñòÿãèâàþùåå� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1 : |λ1| > 1, è äëÿ ëþáûõ äâóõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi, λj (i 6= j) âûïîëíåíî |λi · λj| < 1.

Çàìå÷àíèå 7. Ñåäëî p ÿâëÿåòñÿ 2-ñæèìàþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåêîòîðûõ
êîîðäèíàòàõ îïåðàòîð dF per(p) ñæèìàåò äâóìåðíûé åâêëèäîâ îáúåì, ò.å. â îãðàíè÷åíèè
íà ëþáóþ (íå îáÿçàòåëüíî èíâàðèàíòíóþ) äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü ýòîò îïåðàòîð ñæèìàåò
îáúåì (ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ïðîèñõîæäåíèå àíãëèéñêîãî òåðìèíà).

Îïðåäåëåíèå 8. Èíâàðèàíòíîå ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ F ìíîæåñòâî Λ íàçûâà-
åòñÿ ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíûì, åñëè îíî ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì îáðàçîâ íåêîòîðîé
ñâîåé îêðåñòíîñòè U ïîä äåéñòâèåì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ èòåðàöèé îòîá-
ðàæåíèÿ F : Λ =

⋂
n∈Z F

n(U(Λ)). Òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíîå ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîå
(çàìêíóòîå) ãèïåðáîëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì.

Áàçèñíûå ìíîæåñòâà âûæèâàþò ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè äèôôåîìîðôèçìà, è ìû
èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà òî
æå îáîçíà÷åíèå, ÷òî è äëÿ èñõîäíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà. Ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè âñåãäà
ïëîòíû â áàçèñíîì ìíîæåñòâå. Òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà.
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Çàìå÷àíèå 9. Ïóñòü Λ � áàçèñíîå ìíîæåñòâî, à p ∈ Λ � ïåðèîäè÷åñêîå ñåäëî. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç O(p) îðáèòó òî÷êè p. Òîãäà W u(O(p)) ïëîòíî â W u(Λ). Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì òî÷êó x ∈ Λ ñ ïëîòíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîðáèòîé11. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî x íàõîäèòñÿ áëèçêî ê p. Òîãäà W u(p) t W s(x) 6= ∅ èç-çà ëîêàëüíîé ñòðóêòóðû ïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. [25, Prop. 6.4.21]). Íî äëÿ ëþáîé òî÷êè y èç ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ
dist(F n(y), F n(x))→ 0, êîãäà n→∞. Òåïåðü èç ïëîòíîñòè ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîðáèòû
òî÷êè x ñëåäóåò, ÷òî W u

loc(Λ) ⊂ W u(O(p)), à çíà÷èò, è W u(Λ) ⊂ W u(O(p)). Àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ W s(O(p)) è W s(Λ).

Äâà ïåðèîäè÷åñêèõ ñåäëà p è q íàçûâàþòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííûìè12, åñëè
W u(O(p)) t W s(O(q)) 6= ∅ è W s(O(p)) t W u(O(q)) 6= ∅. Èç λ-ëåììû (òàêæå èçâåñòíîé
êàê inclination lemma, ñì. [25, Prop. 6.2.23]) ñëåäóåò òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ çàöåï-
ëåííîñòè, à ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü âèäíû èç îïðåäåëåíèÿ, òàê ÷òî ýòî îòíî-
øåíèå åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ñåäåë, ãåòåðîêëèíè÷åñêè
çàöåïëåííûõ ñ p, íàçûâàåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèì êëàññîì ñåäëà p. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ ñåäëà p ÷åðåç H(p, F ), ãäå F îáîçíà÷àåò îòîáðàæåíèå. Âñåãäà,
êîãäà ìû èñïîëüçóåì ýòî îáîçíà÷åíèå, ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî p � ãèïåðáîëè÷åñêîå ñåä-
ëî îòîáðàæåíèÿ F .

Ñóùåñòâóåò äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ãîìîêëèíè÷åñêîãî êëàññà. À èìåííî,
ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ ñåäëà p � ýòî çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëè-
íè÷åñêèõ òî÷åê îðáèòû ñåäëà p:

H(p, F ) = W u(O(p), F ) t W s(O(p), F ).

Îïðåäåëåíèå 10. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà
p èìååò ìåñòî ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå (èëè ïðîñòî: ó ñåäëà p åñòü ãîìîêëèíè÷åñêîå
êàñàíèå), åñëè W u(O(p)) è W s(O(p)) èìåþò òî÷êó íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ (è
ñëåäîâàòåëüíî, îðáèòó, ñîñòàâëåííóþ èç òàêèõ òî÷åê).

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü ó êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà èç îòêðûòîé îáëàñòè U ⊂
Diffr(M) åñòü áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ(F ) ñåäëîâîãî òèïà, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò äèô-
ôåîìîðôèçìà, à êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî F ∈ U íàéäóòñÿ äâå òî÷êè p1, p2 ∈ Λ(F ), òàêèå
÷òî W s(p1) â íåêîòîðîé òî÷êå êàñàåòñÿ W u(p2). Â òàêîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
èìååò ìåñòî Cr-óñòîé÷èâîå êàñàíèå â îáëàñòè U äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Λ(F )
èëè æå ÷òî Λ(F ) äåìîíñòðèðóåò Cr-óñòîé÷èâîå êàñàíèå.

Â ñëó÷àå, êîãäà ó íàñ åñòü äèôôåîìîðôèçì ñ áàçèñíûì ìíîæåñòâîì, òàêèì ÷òî â
îêðåñòíîñòè íàøåãî äèôôåîìîðôèçìà èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîå êàñàíèå äëÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà, ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè
ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ýòîãî äèôôåîìîðôèçìà èëè áàçèñíîãî ìíîæåñòâà íàáëþäàåòñÿ (èëè
èìååò ìåñòî) óñòîé÷èâîå êàñàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî â [33] (Ëåììà 8.4).13

11Ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ñåïàðàáåëüíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, à â ýòîì ñëó÷àå òîïî-
ëîãè÷åñêàÿ òðàíçèòèâíîñòü âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê ñ ïëîòíûìè ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé
ïîëóîðáèòàìè.

12×àñòî â àíãëîÿçû÷íûõ ñòàòüÿõ â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå �homoclinically related�,
îäíàêî àâòîð óáåæäåí, ÷òî �heteroclinically related� òî÷íåå îòðàæàåò ñóòü ÿâëåíèÿ.

13Õîòÿ â [33] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåæäå âñåãî äâóìåðíûé ñëó÷àé, ýòî äîêàçàòåëüñòâî ðàáîòàåò â ëþáîé
ðàçìåðíîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü Λ � áàçèñíîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà F ∈ Diffr(M),
à p ∈ Λ � ïåðèîäè÷åñêîå ñåäëî è ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè p1, p2 ∈ Λ, òàêèå ÷òî W u(p1)
è W s(p2) èìåþò òî÷êó êàñàíèÿ. Òîãäà ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ (ãèïåðáîëè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ) ñåäëà p ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì Cr-âîçìóùåíèåì
îòîáðàæåíèÿ F.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 12 ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà, êîãäà ó íàñ åñòü îáëàñòü U ⊂ Diff1(M) ñ
óñòîé÷èâûì êàñàíèåì äëÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ(F ), äèôôåîìîðôèçìû ñ ãîìîêëèíè-
÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ ñåäëà p(F ) ∈ Λ(F ) îáðàçóþò Cr-ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â U äëÿ
ëþáîãî r. Ïîýòîìó äëÿ óäîáñòâà ìû äàäèì îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâûõ êàñàíèé äëÿ ïåðè-
îäè÷åñêèõ ñåäåë.

Îïðåäåëåíèå 13. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ Diffr(M) èìååò ìå-
ñòî Cr-óñòîé÷èâîå ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ñåäëà p äèôôåîìîðôèçìà F ∈ U , åñëè
äëÿ ëþáîãî G ∈ U ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñåäëà p îïðåäåëåíî è äèôôåîìîðôèç-
ìû ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p ïëîòíû â U â Cr-òîïîëîãèè.

2.2 Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ

Ïðåäëîæåíèå 14. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì F ∈ Diff1(M) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
äâóì óñëîâèÿì:

� ó F åñòü ãèïåðáîëè÷åñêîå ñåäëî p, ÷üå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(p) ïåðåñå-
êàåò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ íåêîòîðîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñòîêà γ;

� ó F åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ñòîêîâ γj, j ∈ N, ñõîäÿùàÿñÿ ê
ñåäëó p, ò.å.

dist (γj, p)→ 0 ïðè j →∞.

Òîãäà AM(F ) íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà AM(F ) ñîäåðæèòñÿ
â íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå Ω(F ). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé áëóæäàþùåé òî÷êè íàé-
äåòñÿ å¼ îêðåñòíîñòü, ñâîáîäíàÿ îò ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Ïîýòîìó áëóæäàþùàÿ òî÷êà
íå ìîæåò ëåæàòü â àòòðàêòîðå, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óïîìÿíóòóþ âûøå îêðåñò-
íîñòü ìîæíî áûëî áû âû÷åñòü èç àòòðàêòîðà è ïîëó÷èòü ñòðîãî ìåíüøåå ìíîæåñòâî,
ïðèòÿãèâàþùåå ïî÷òè âñå òî÷êè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû îïðåäåëåíèþ àòòðàêòîðà.

Èç îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ñòîê γj ïðèíàäëåæèò AM , ïî-
ñêîëüêó áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ñòîêà γj ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü ýòîãî ñòîêà è, ñëåäîâàòåëü-
íî, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó. Ïîñêîëüêó, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàåìûå ñòîêè
γj íàêàïëèâàþòñÿ ê ñåäëó p, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, àòòðàêòîð Ìèëíîðà çàìêíóò, èìååì:
p ∈ AM(F ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòîê γ èç ïåðâîé ïîñûëêè ïðåäëîæåíèÿ. Âåñü áàññåéí ýòîãî ñòîêà,
çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîãî ñòîêà, ñîñòîèò èç áëóæäàþùèõ òî÷åê. Ñðåäè ýòèõ áëóæäàþùèõ
òî÷åê åñòü òî÷êè íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(p). Ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ. Òàê êàê
îíà áëóæäàþùàÿ, ðàññòîÿíèå îò íåå äî àòòðàêòîðà ïîëîæèòåëüíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîñêîëüêó ýòà òî÷êà ëåæèò â W u(p), å¼ ïðîîáðàçû ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé F ïîäõîäÿò
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ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê p ∈ AM(F ). Îäíàêî áóäü àòòðàêòîð óñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó, òàêîå
áûëî áû íåâîçìîæíî.

Çàìå÷àíèå 15. Âñå óòâåðæäåíèÿ î íåóñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ, äîêàçàííûå íèæå, ñâî-
äÿòñÿ ê ïðåäëîæåíèþ 14. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 14
èñïîëüçóåò ëèøü ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà àòòðàêòîðà Ìèëíîðà: àòòðàêòîð çàìêíóò,
ñîäåðæèò ëþáîé ñòîê è ñîäåðæèòñÿ â íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå. Òàêèì îáðàçîì, àíà-
ëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà, åñëè
òîëüêî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò òðè ðàññìàòðèâàåìûõ ñâîéñòâà. Êðîìå òîãî, â
ïðåäëîæåíèè 14 ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, íà ñàìîì äåëå,
íåñóùåñòâåííî: ýòî îòîáðàæåíèå ñ òåì æå óñïåõîì ìîæåò áûòü âñåãî ëèøü ëîêàëüíûì
äèôôåîìîðôèçìîì � äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ òåì æå ñàìûì.

Çàìå÷àíèå 16. Âûøå óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó áûëà îïðåäåëåíà â ÷èñòî òîïîëîãè÷å-
ñêèõ òåðìèíàõ, â òî âðåìÿ êàê êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â ìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Íà ñàìîì äåëå, ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü äðóãîå îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, î÷åíü ïîõîæåå íà òî,
÷òî áûëî ñôîðìóëèðîâàíî âûøå, íî íå ýêâèâàëåíòíîå åìó14. À èìåííî, áóäåì íàçûâàòü
èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî K ìåòðè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0, òàêîå ÷òî ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîðáèòà, ñòàðòóþùàÿ
èç δ-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà K, íèêîãäà íå ïîêèíåò ε-îêðåñòíîñòü K. Ñóòü çàìå÷àíèÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðåí àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 14, ãäå íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó çàìå-
íåíà íà ìåòðè÷åñêóþ íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó, è, áîëåå òîãî, äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì
ñëó÷àå íå èñïîëüçóåò çàìêíóòîñòü àòòðàêòîðà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ìåòðè÷åñêóþ íåóñòîé÷èâîñòü, ìû ñìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü âñå ðåçóëüòàòû
äëÿ ëþáîãî îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà, åñëè ýòî îïðåäåëåíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî àòòðàêòîð
ñîäåðæèò ëþáîé ñòîê è ñîäåðæèòñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, â íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå.

2.3 ßâëåíèå Íüþõàóñà

Â 70-å ãîäû Ø. Íüþõàóñ îïóáëèêîâàë ñåðèþ ðàáîò [30],[31],[32], ïîñâÿùåííûõ óñòîé-
÷èâûì ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèÿì è ñîñóùåñòâîâàíèþ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñòîêîâ
èëè èñòî÷íèêîâ.

Òåîðåìà 17 (Newhouse, [30, 31]). Äëÿ ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ðàçìåðíîñòè áîëüøå
åäèíèöû è äëÿ ëþáîãî r ≥ 2 ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ Diffr(M), òàêîå
÷òî ó ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà G ∈ U åñòü áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ(G) ñ óñòîé÷èâûì
êàñàíèåì è ïðèòîì òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûé äèôôåîìîðôèçì èç U èìååò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ ñòîêîâ.

Òåîðåìà 18 (Newhouse, [32]). Ïóñòü ó äèôôåîìîðôèçìà F ∈ Diff2(M), dimM = 2,
åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ñåäëî p ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì. Òîãäà ñêîëü óãîäíî áëèçêî

14Ê ïðèìåðó, â ïðåäëîæåíèè 14 îáúåäèíåíèå âñåõ ñòîêîâ íå çàìêíóòî è ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî
Ëÿïóíîâó (â êà÷åñòâå V èç îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè âñåãäà ìîæíî âçÿòü îáúåäèíåíèå äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ïîãëîùàþùèõ îêðåñòíîñòåé íàøèõ ñòîêîâ), íî íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó.
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ê F íàéäåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî U C2-äèôôåîìîðôèçìîâ ñ óñòîé÷èâûì êàñàíèåì
äëÿ íåêîòîðîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ(G), íåïðåðûâíî çàâèñÿùåãî îò G ∈ U .

Äæ. Ïàëèñ è Ì. Âèàíà â ðàáîòå [37] îáîáùèëè ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé áîëü-
øåé ðàçìåðíîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñåäëî p ÿâëÿåòñÿ 2-ñæèìàþùèì. Îíè íå ñòðîÿò
îäíî áàçèñíîå ìíîæåñòâî ñ óñòîé÷èâûì êàñàíèåì, à ïîëó÷àþò âìåñòî ýòîãî óñòîé÷è-
âîå ãåòåðîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ïàðû áàçèñíûõ ìíîæåñòâ è âûâîäÿò èç ýòîãî ñó-
ùåñòâîâàíèå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ
íåêîòîðîãî 2-ñæèìàþùåãî ñåäëà. Ýòî óñòîé÷èâîå êàñàíèå ïðèâîäèò ê ëîêàëüíî òîïîëî-
ãè÷åñêè òèïè÷íîìó ñîñóùåñòâîâàíèþ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñòîêîâ. Äîêàçàòåëüñòâî
èç ðàáîòû [37] îáîáùàåò ðàññóæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ðàçìåðíîñòè äâà, ïðåäñòàâëåííîå â
êíèãå [38].

Òåîðåìà 19 (Palis, Viana, [37]). Ïóñòü ó äèôôåîìîðôèçìà F ∈ Diff2(M) åñòü 2-
ñæèìàþùåå ïåðèîäè÷åñêîå ñåäëî p ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì. Òîãäà ñêîëü óãîäíî
áëèçêî ê F íàéäåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ Diff2(M), â êîòîðîì ïëîòíû äèôôåî-
ìîðôèçìû ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íåêîòîðîãî
2-ñæèìàþùåãî ñåäëà p̃ è â êîòîðîì òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûå äèôôåîìîðôèçìû èìåþò
ñ÷åòíîå ÷èñëî ñòîêîâ.15

Íóæíî îòìåòèòü òàêæå ðàáîòó Ñ. Â. Ãîí÷åíêî, Ä. Â. Òóðàåâà è Ë. Ï. Øèëüíèêîâà [2],
â êîòîðîé äîêàçàíî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: âáëèçè ëþáîãî C2-äèôôåîìîðôèçìà ñ
ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà íàéäåòñÿ îáëàñòü, ãäå äèôôåî-
ìîðôèçìû ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì ïëîòíû.

2.4 Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû A

Ñíà÷àëà ïîâòîðèì äëÿ óäîáñòâà ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû A, çàòåì âûâåäåì íåñêîëüêî
âàæíûõ ñëåäñòâèé.

Òåîðåìà A. Ïóñòü â îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ Diffr(M), r ≥ 1, èìååò ìåñòî
óñòîé÷èâîå ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ 2-ñæèìàþùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà p. Òî-
ãäà òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûé äèôôåîìîðôèçì èç U èìååò íåóñòîé÷èâûé ïî Ëÿïóíîâó
àòòðàêòîð Ìèëíîðà.

2.4.1 Ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ è íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ

Ñëåäñòâèå 20. Ïóñòü â îòêðûòîé îáëàñòè U ⊂ Diffr(M), r ≥ 1, èìååò ìåñòî óñòîé-
÷èâîå êàñàíèå äëÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ(F ), F ∈ U, ñîäåðæàùåãî 2-ñæèìàþùåå ïå-
ðèîäè÷åñêîå ñåäëî p(F ), êîòîðîå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò F ∈ U . Òîãäà òîïîëîãè÷åñêè
Cm-òèïè÷íûé (m ≥ r) äèôôåîìîðôèçì èç U èìååò íåóñòîé÷èâûé ïî Ëÿïóíîâó àò-
òðàêòîð Ìèëíîðà.

15Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî â [38], [37] ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êàñàíèÿ ìåæäó èíâàðèàíòíûìè ìíî-
ãîîáðàçèÿìè îäíîãî è òîãî æå ñåäëà, îäíàêî Òåîðåìà 19 âåðíà è äëÿ íàøåãî îïðåäåëåíèÿ ãîìîêëèíè-
÷åñêèõ êàñàíèé; ñì. ïðåäëîæåíèå 44 íèæå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 12 ñëåäóåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû ñ ãîìîêëèíè÷å-
ñêèì êàñàíèåì äëÿ ñåäëà p(F ) îáðàçóþò Cm-ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â U ∩ Diffm(M). Â
òàêîì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó A ê U ∩Diffm(M) ìû ïîëó÷èì ðîâíî òî, ÷òî òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 21. Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñóùå-
ñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ Diff2(M), òàêîå ÷òî Cr-òèïè÷íûé (r ≥ 2) äèô-
ôåîìîðôèçì F ∈ U èìååò íåóñòîé÷èâûé ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîð Ìèëíîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî U èç òåîðåìû 17. Âîçüìåì ëþáîé
F ∈ U è çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ìàëîãî âîçìóùåíèÿ è, âîçìîæíî, îáðàùåíèÿ âðåìåíè, ìû
ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â C2-îêðåñòíîñòè V äèôôåîìîðôèçìà F áàçèñíîå ìíîæåñòâî
Λ, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîå êàñàíèå, ñîäåðæèò òàêæå äèññèïàòèâíîå ñåäëî.
Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 20 ê îáëàñòè V , è ïîëó÷èì, ÷òî òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèå 22. Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ðàçìåðíîñòè k ≥ 3
ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ Diff1(M), òàêîå ÷òî Cr-òèïè÷íûé (r ≥ 1)
äèôôåîìîðôèçì â U èìååò íåóñòîé÷èâûé ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîð Ìèëíîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ñëåäñòâèÿ 20 ê ñëåäóþùåé òåî-
ðåìå16.

Òåîðåìà 23 (Asaoka, [10]). Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè íå ìåíü-
øå òðåõ ñóùåñòâóåò C∞-ãëàäêèé äèôôåîìîðôèçì ñ áàçèñíûì ìíîæåñòâîì, êîòîðîå
ñîäåðæèò 2-ñæèìàþùåå ñåäëî è äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî C1-óñòîé÷èâîå êàñàíèå.

Çàìå÷àíèå 24. Íà ñàìîì äåëå, ñëåäñòâèÿ 21 è 22 ìîæíî âûâåñòè èç ïðåäëîæåíèÿ 14 â
îáõîä òåîðåìû A.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå, êàê áûëî çàìå÷åíî íåçàâèñèìî Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî è À. Â. Îêó-
íåâûì, ìîæíî ðàññìîòðåòü äèôôåîìîðôèçì F ∈ Diff2(M) êàê â òåîðåìå 19, òî åñòü
òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ íåêîòîðîãî äèññèïàòèâíîãî ñåäëà
p, è äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû W u(O(p)) ïåðåñåêàëî áàññåéí êàêîãî-òî ñòîêà.17

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ, òàê ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî èì îáëàäàþò âñå îòîáðàæåíèÿ èç ìíîæåñòâà U , ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäà-
åòñÿ â òåîðåìå 19. Äàëåå íóæíî ñëåãêà óñîâåðøåíñòâîâàòü äîêàçàòåëüñòâî äâóìåðíîé
âåðñèè òåîðåìû 19, ïðåäñòàâëåííîå â êíèãå [38], ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìîæíî âçÿòü ñåäëî
p̃, ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñ ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîãî ñåäëà. Òîãäà èç λ-ëåììû áó-
äåò ñëåäîâàòü, ÷òî äëÿ G ∈ U íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(p̃(G)) ïåðåñåêàåò áàññåéí
ïðèòÿæåíèÿ óïîìÿíóòîãî âûøå ñòîêà. Íåòðóäíî ïîêàçàòü (è ìû ïðîâåäåì ýòî ðàññóæ-
äåíèå ÷óòü íèæå), ÷òî â òàêîì ñëó÷àå äëÿ Cr-òèïè÷íîãî äèôôåîìîðôèçìà èç U ñòîêè
íàêàïëèâàþòñÿ ê ïðîäîëæåíèþ ñåäëà p̃. Çíà÷èò, Cr-òèïè÷íûé äèôôåîìîðôèçì èç U

16Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì äàòü ññûëêó íà ðàáîòó Ìàñàþêè Àñàîêè, ïîñêîëüêó
â íåé òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà ÿâíî è â òîì âèäå, êîòîðûé íàì íóæåí, îäíàêî, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå,
êîíñòðóêöèÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ýòîãî ðåçóëüòàòà, áûëà èçâåñòíà Ø. Íüþõàóñó (ñì. [33]).

17Âûïîëíåíèÿ îáîèõ ýòèõ óñëîâèé ìîæíî äîáèòüñÿ, èçîòîïíî ìåíÿÿ ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì R2 ñ
ñåäëîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, òàê ÷òî îòîáðàæåíèå ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò.
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óäîâëåòâîðÿåò îáîèì òðåáîâàíèÿì ïðåäëîæåíèÿ 14, à ñëåäîâàòåëüíî èìååò íåóñòîé÷è-
âûé ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîð Ìèëíîðà.

Áîëåå òîãî, óäèâèòåëüíûì îáðàçîì îêàçàëîñü, ÷òî êîíñòðóêöèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ Ìà-
ñàþêè Àñàîêîé â [10], òàêæå îáåñïå÷èâàåò, ÷òî äëÿ (ëîêàëüíî) òèïè÷íîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà âûïîëíåíû îáà òðåáîâàíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 14. Ì. Àñàîêà èñïîëüçóåò íîðìàëüíî-
ãèïåðáîëè÷åñêèé èíâàðèàíòíûé âïåðåä îòòàëêèâàþùèé äèñê, îãðàíè÷åíèå äèíàìèêè
íà êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ïëûêèíà (ñì. ñòàòüþ Ð.Â. Ïëûêèíà [5] èëè êíèãó
[23], ãäå äàí íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòîé ïðèìåð òàêîãî îòîáðàæåíèÿ), ó êîòîðîãî åñòü íåïî-
äâèæíîå ðàñòÿãèâàþùåå ïëîùàäü ñåäëî. Êîíñòðóêöèÿ îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîå êàñàíèå
èìåííî äëÿ ýòîãî ñåäëà, ïðè÷åì óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ýòîãî ñåäëà ïåðåñåêàåò áàñ-
ñåéí îòòàëêèâàíèÿ èñòî÷íèêà, êîòîðûé åñòü ó îòîáðàæåíèÿ Ïëûêèíà. Ïîñëå îáðàùåíèÿ
âðåìåíè ïîëó÷àåì, ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ åñòü 2-ñæèìàþùåå
ñåäëî p, ó êîòîðîãî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(p) ïåðåñåêàåò áàññåéí ñòîêà, êî-
òîðûé áûë äî îáðàùåíèÿ âðåìåíè èñòî÷íèêîì îòîáðàæåíèÿ Ïëûêèíà íà íîðìàëüíî-
ãèïåðáîëè÷åñêîì äèñêå. Äàëåå ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåãêà ìîäèôèöèðîâàííîå ðàññóæäå-
íèå Íüþõàóñà (ñì. ðàçäåë 2.5 íèæå) è äîêàçàòü ñ åãî ïîìîùüþ, ÷òî ëîêàëüíî òèïè÷íûì
îáðàçîì ñòîêè íàêàïëèâàþòñÿ ê íóæíîìó ñåäëó.

Ñëåäñòâèå 25. Ëþáîé C2-äèôôåîìîðôèçì F ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ 2-
ñæèìàþùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà p ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ îòêðûòîãî â C2-
òîïîëîãèè ìíîæåñòâà U ⊂ Diff2(M), â êîòîðîì òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûé äèôôåî-
ìîðôèçì èìååò íåóñòîé÷èâûé ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîð Ìèëíîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 19 ãîâîðèò, ÷òî ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê F íàéäåòñÿ îáëàñòü,
ãäå èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîå êàñàíèå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íåêîòîðîãî 2-
ñæèìàþùåãî ñåäëà p̃. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó A ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ îáëàñòåé, â
çàìûêàíèè îáúåäèíåíèÿ êîòîðûõ ëåæèò F (äëÿ êàæäîé îáëàñòè òåîðåìà ïðèìåíÿåòñÿ
ê ñâîåìó ñåäëó p̃, êîòîðûå àïðèîðè íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü äëÿ ðàçíûõ îáëàñòåé), ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî â êàæäîé èç íèõ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íû äèôôåîìîðôèçìû ñ èíòåðå-
ñóþùèì íàñ ñâîéñòâîì. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âçÿòü îáúåäèíåíèå ýòèõ îáëàñòåé â
êà÷åñòâå U .

2.4.2 Áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñòîêîâ è íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ

Ïðåæäå âñåãî íóæíî çàìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå àâòîðû îïðåäåëÿþò ÿâëåíèå Íüþõàó-
ñà êàê ëîêàëüíî òèïè÷íîå ñîñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîêîâ, íå ïðåäïîëàãàÿ
íàëè÷èÿ â òîé æå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ óñòîé÷èâîãî êàñàíèÿ äëÿ
êàêîãî-ëèáî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà èëè ñåäëà. Ïðèñóòñòâèå óñòîé÷èâûõ êàñàíèé äëÿ 2-
ñæèìàþùèõ ñåäåë âëå÷åò òèïè÷íîñòü ñîñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîêîâ, îä-
íàêî íåèçâåñòíî, âåðíî ëè îáðàòíîå. S. Crovisier, E. Pujals è M. Sambarino àíîíñèðîâàëè
ðåçóëüòàò (ñì. [18, Cor. 4.5]), ñîãëàñíî êîòîðîìó ïî êðàéíåé ìåðå â C1 ëîêàëüíî òèïè÷íîå
ñîñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîêîâ âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà
äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ãîìîêëèíè÷åñêèìè êàñàíèÿìè, ÷òî êàæåòñÿ äîâîëüíî-òàêè áëèç-
êèì ê îòâåòó íà èíòåðåñóþùèé íàñ âîïðîñ.

Òåîðåìà 26 (Crovisier, Pujals, Sambarino). Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂
Diff1(M), ãäå M êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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� òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûé äèôôåîìîðôèçì â V èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñòîêîâ,

� â V ïëîòíû äèôôåîìîðôèçìû ñ ãîìîêëèíè÷åñêèìè êàñàíèÿìè äëÿ 2-ñæèìàþùèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ñåäåë.

Ïîñêîëüêó ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ â ýòîé òåîðåìå îòíîñÿòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ê
ðàçíûì ñåäëàì (è ìû íå çíàåì, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ñåäëà ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííû-
ìè), òåîðåìà A íå âëå÷åò òîïîëîãè÷åñêîé òèïè÷íîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ ñ íåóñòîé÷è-
âûìè àòòðàêòîðàìè â ðàññìàòðèâàåìîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå. Îäíàêî, ïîñêîëüêó C1-
äèôôåîìîðôèçì ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ íåêîòîðîãî ñåäëà ìîæåò áûòü ïðè-
áëèæåí C2-äèôôåîìîðôèçìîì ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðî-
äîëæåíèÿ ýòîãî ñåäëà, ïðÿìîëèíåéíîå ïðèìåíåíèå ñëåäñòâèÿ 25 äîêàçûâàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 27. Ïóñòü M � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, à V ⊂ Diff1(M) �
îòêðûòîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûé äèôôåîìîðôèçì V èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ñòîêîâ. Òîãäà â V ïëîòíû äèôôåîìîðôèçìû ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî
Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà
âåðîÿòíûì.

Ïðîáëåìà. Âåðíî ëè, ÷òî íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òè-
ïè÷íîå ñîñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîêîâ âñåãäà ñîïðîâîæäàåòñÿ òîïîëîãè-
÷åñêè òèïè÷íîé íåóñòîé÷èâîñòüþ àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà?

Ïîäìíîæåñòâî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì,
åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è ïðèòÿãèâàåò êàæäóþ òî÷êó èç íåêîòîðîé ñâîåé
îêðåñòíîñòè. Ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå, ïðèíàäëåæàùåå À. Â. Îêóíåâó, ïîêàçûâàåò, ÷òî
èç ñîñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîêîâ ñëåäóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷òî àòòðàêòîð
íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Òåîðåìà 28 (À. Â. Îêóíåâ). Åñëè äèôôåîìîðôèçì F èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñòîêîâ,
åãî àòòðàêòîð Ìèëíîðà íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòîê γ îòîáðàæåíèÿ F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç B áàññåéí ïðè-
òÿæåíèÿ åãî îðáèòûO(γ). Ãðàíèöà ∂B ýòîãî áàññåéíà � çàìêíóòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæå-
ñòâî. Åñëè ïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû áàññåéíà ñ àòòðàêòîðîì íå ïóñòî, òî àòòðàêòîð íåóñòîé-
÷èâ ïî Ëÿïóíîâó. Äåéñòâèòåëüíî, ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê òî÷êå a ∈ ∂B∩AM ìîæíî âçÿòü
òî÷êó b ∈ B, ÷üÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîðáèòà íåèçáåæíî ïðîõîäèò ÷åðåç áëóæäàþùóþ
îáëàñòü U \F (U), ãäå U � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ïîãëîùàþùàÿ îêðåñòíîñòü îðáèòû
O(γ).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñòîêà äèôôåîìîðôèçìà F ãðàíèöà åãî áàññåé-
íà îòäåëåíà îò àòòðàêòîðà. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íè îäíà òî÷êà ãðàíèöû íå ïðè-
òÿãèâàåòñÿ ê àòòðàêòîðó AM . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîêîâ (γj)j∈N, êîòîðàÿ
ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z ∈ M (êàê îáû÷íî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî M êîìïàêòíî). Ïîñêîëüêó
àòòðàêòîð çàìêíóò, z ëåæèò â àòòðàêòîðå AM . Äëÿ êàæäîãî ñòîêà γj îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Bj áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ åãî îðáèòû O(γj). Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
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bj ∈ ∂Bj, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå z. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ γj, áëèçêîãî ê òî÷êå z, ìîæíî âçÿòü
(òîïîëîãè÷åñêèé, åñëè óãîäíî) îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé z è γj, è íàéòè êàêóþ-íèáóäü òî÷-
êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî îòðåçêà ñ ∂Bj. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(bj), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê z ∈ AM , íî ñîñòîèò èç òî÷åê, íå ïðèòÿãèâàþùèõñÿ ê AM , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðà.

2.5 Ñâåäåíèå òåîðåìû A ê ëåììå î çàõâàòå

Ëåììà C (ëåììà î çàõâàòå). Ïóñòü ó F ∈ Diffr(M), r ≥ 1, åñòü 2-ñæèìàþùåå ïå-
ðèîäè÷åñêîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ñåäëî p = p(F ) ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì. Òîãäà ñêîëü
óãîäíî áëèçêî ê F â ñìûñëå Cr-ìåòðèêè ìîæíî íàéòè äèôôåîìîðôèçì G, äëÿ êîòî-
ðîãî W u(p(G), G) ïåðåñåêàåò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñòîêà.

Çàìå÷àíèå 29. Äâóìåðíàÿ âåðñèÿ ýòîé ëåììû ìîæåò áûòü íàéäåíà â ñòàòüå Ø. Íüþ-
õàóñà [34, Lemma 2.2], îäíàêî òàì åñòü ïðîáåë â äîêàçàòåëüñòâå. À èìåííî, òî äîêàçà-
òåëüñòâî ðàáîòàåò ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ |λ| < 1 < |σ| ñåäëà p
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó |λσ2| < 1.

Çàìå÷àíèå 30. Êàê ñîîáùèë àâòîðó J. C. Tatjer, äâóìåðíàÿ âåðñèÿ ëåììû î çàõâàòå
äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíûõ ñåäåë, à òàêæå â íåêîòîðûõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ äîêàçàíà
â [44](ñì. Thm. 5.8). Õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî èç ðàáîòû [44], âåðîÿòíî, ìîæíî îáîáùèòü
íà ñëó÷àé áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, ìû âîñïîëüçóåìñÿ äðóãèì ïîäõîäîì, îñíîâàííûì íà
ðàáîòå [37] Äæ. Ïàëèñà è Ì. Âèàíû.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûâåäåì òåîðåìó A èç ëåììû î çàõâàòå, à äîêàçàòåëüñòâó ñàìîé
ëåììû áóäåò ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû A. Ïóñòü, êàê â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû A, ó íàñ åñòü îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ Diffr(M), r ≥ 1, ãäå èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîå êàñàíèå äëÿ 2-
ñæèìàþùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà p (ñì. îïðåäåëåíèå 13). Âîçüìåì äèôôåîìîðôèçì
F ∈ U , ó êîòîðîãî åñòü ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ñåäëà p(F ). Ñîãëàñíî Prop. 1 èç
ñòàòüè [31], ðàçìûêàÿ ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå ïðè ïîìîùè Cr-ìàëîãî âîçìóùåíèÿ, ìû
ìîæåì äîáèòüñÿ âîçíèêíîâåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñòîêà, îðáèòà êîòî-
ðîãî ïðîõîäèò âáëèçè òî÷êè, ãäå ðàíüøå áûëî êàñàíèå.18 Ïîñêîëüêó êîíå÷íûå îòðåçêè
îðáèò íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò îòîáðàæåíèÿ è îò íà÷àëüíîé òî÷êè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ ìîæíî ïðè ïîìîùè ñêîëü óãîäíî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ñîçäàòü ñòîê,
îðáèòà êîòîðîãî ïðîõîäèò íà ðàññòîÿíèè ìåíüøå δ îò ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
ñåäëà p. Äåéñòâèòåëüíî, äî âîçìóùåíèÿ òî÷êà ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ q ïðèíàäëå-
æèò óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ ñåäëà p(F ), à ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V
òî÷êè q è ÷èñëî n, òàêèå ÷òî F n(V ) ñîäåðæèòñÿ â (îòêðûòîé) δ-îêðåñòíîñòè p(F ). Àíàëî-
ãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà G, äîñòàòî÷íî áëèçêîãî
ê F : ñåäëî p(G) áëèçêî ê p(F ), à îáëàñòü Gn(V ) áëèçêà ê F n(V ), òàê ÷òî Gn(V ) ñîäåð-
æèòñÿ â δ-îêðåñòíîñòè ñåäëà p(G). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó G åñòü ñòîê âíóòðè V , îðáèòà
ýòîãî ñòîêà ïðîõîäèò δ-áëèçêî ê p(G).

18Äæ. Ïàëèñ è Ì. Âèàíà äîêàçûâàþò ýòî äëÿ ðàçìûêàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ â òèïè÷íîì
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå â ñòàòüå [37] (ñì. Remark 6.1). Íèæå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû î çàõâàòå
ìû èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íîå, íî ÷óòü áîëåå ïðîñòîå ðàññóæäåíèå, ñì. ðàçäåë 2.7.

19



Òåïåðü ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì Ø. Íüþõàóñà. À
èìåííî, äëÿ êàæäîãî n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç Un ïîäìíîæåñòâî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ,
ñîñòîÿùåå èç äèôôåîìîðôèçìîâ F , äëÿ êîòîðûõ íà ðàññòîÿíèè ìåíüøå 1

n
îò ñåäëà p(F )

íàéäåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòîê. Ýòè ïîäìíîæåñòâà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

� Ìíîæåñòâî Un ÿâëÿåòñÿ Cr-îòêðûòûì, ò.ê. ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ãèïåðáîëè÷å-
ñêèå ñòîêè �âûæèâàþò� è ñìåùàåòñÿ ìàëî.

� Ìíîæåñòâî Un ÿâëÿåòñÿ C
r-ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì â U .

Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ ëþáîé äèôôåîìîðôèçì F ∈ U , ìîæíî ñíà÷àëà âîçìóòèòü åãî,
÷òîáû ïîëó÷èòü äèôôåîìîðôèçì ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì, à çàòåì ñäåëàòü
åùå îäíî Cr-âîçìóùåíèå, ïðè êîòîðîì êàñàíèå ðàçìûêàåòñÿ è îáðàçóåòñÿ ñòîê, îð-
áèòà êîòîðîãî ïðîõîäèò íà ðàññòîÿíèè ìåíüøå 1

n
îò ñåäëà p(·), òàê ÷òî ïîëó÷åííûé

äèôôåîìîðôèçì ïðèíàäëåæèò Un.

Òàê êàê ìíîæåñòâà Un C
r-îòêðûòû è Cr-ïëîòíû â U ⊂ Diffr(M), ìíîæåñòâî R =⋂

n Un ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûì ïîäìíîæåñòâîì â U . Äëÿ ëþáîãî F ∈ U â ëþáîé îêðåñòíî-
ñòè ñåäëà p(F ) ìîæíî íàéòè ñòîê, à çíà÷èò, åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîêîâ, íàêàïëè-
âàþùàÿñÿ ê ýòîìó ñåäëó.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ëåììà C äîêàçàíà. Òîãäà äèôôåîìîðôèçìû F , äëÿ êîòî-
ðûõ W u(p(F )) ïåðåñåêàåò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ íåêîòîðîãî ñòîêà, îáðàçóþò Cr-ïëîòíîå
ïîäìíîæåñòâî C â U . Áîëåå òîãî, ýòî ïîäìíîæåñòâî îòêðûòî èç-çà íåïðåðûâíîé çàâè-
ñèìîñòè ëîêàëüíûõ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ òî÷åê îò îòîáðàæåíèÿ.

Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì â R∩C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 14: ó íåãî åñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîêîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê ñåäëó, íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå êîòîðîãî
ïåðåñåêàåò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ îäíîãî èç ñòîêîâ. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 14, àòòðàêòîð
Ìèëíîðà â ýòîì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû A ïî ìîäóëþ
ëåììû C çàâåðøåíî.

2.6 Ëåììà î çàõâàòå: ìîäåëüíûé ïðèìåð

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì ïðîñòåéøèé äâóìåðíûé ïðèìåð ðàçìûêàíèÿ ãîìîêëèíè-
÷åñêîãî êàñàíèÿ. Íà ýòîì ïðèìåðå ìû ïîêàæåì, èçáåãàÿ òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, âîç-
íèêàþùèõ â îáùåì ñëó÷àå, êàê ïðè ðàçìûêàíèè êàñàíèÿ îáðàçóåòñÿ ñòîê è êàê ÷àñòü
íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëà ìîæåò áûòü çàõâà÷åíà ýòèì ñòîêîì.

Îïèñàíèå ñåìåéñòâà

Âîçüìåì äâà ÷èñëà λ, σ ∈ R, òàêèõ ÷òî 0 < λ < 1 < σ è λσ < 1, è ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü
R2 ñ êîîðäèíàòàìè x, y è îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî {Fµ}µ∈[−ε,ε] äèôôåîìîðôèçìîâ
ýòîé ïëîñêîñòè (C∞-ãëàäêèõ), òàêèõ ÷òî

� äëÿ ëþáîãî µ îãðàíè÷åíèå Fµ íà ïðÿìîóãîëüíèê R0 = [−2, 2]2 èìååò âèä

Fµ|R0 : (x, y) 7→ (λx, σy); (1)
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y

p
x

q
(1, 0)

(0, 1) r

W s
loc(p)

Wu
loc(p)

R1

sn Dn

F n
µ

FN
µ

Γµ

Ðèñ. 1: Ìîäåëüíûé ïðèìåð.

� Ñóùåñòâóåò ìàëåíüêèé ðÿìîóãîëüíèê R1 ñ öåíòðîì â òî÷êå r = (0, 1) è ÷èñëî
N ∈ N, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî µ îãðàíè÷åíèå FN

µ

∣∣
R1

èìååò âèä

FN
µ

∣∣
R1

: (x, y) 7→
(
y, µ− x+ (y − 1)2

)
. (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ó ëþáîãî Fµ åñòü íåïîäâèæíîå äèññèïàòèâíîå ñåäëî â íà÷àëå êî-
îðäèíàò. Îáîçíà÷èì ýòî ñåäëî ÷åðåç p. Îòðåçêè [−2, 2] × {0} è {0} × [−2, 2] ÿâëÿ-
þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëîêàëüíûìè óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè ñåä-
ëà p. Ñîãëàñíî âòîðîìó èç óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ñåìåéñòâî, FN

µ ïåðåâîäèò îòðåçîê
R1 ∩ Oy ⊂ W u

loc(p, Fµ) â äóãó Γµ ïàðàáîëû, è ïðèòîì ýòà äóãà ñäâèãàåòñÿ âäîëü âåðòè-
êàëüíîé îñè Oy, êîãäà ìåíÿåòñÿ ïàðàìåòð, à ïðè µ = 0 èìååò ìåñòî ãîìîêëèíè÷åñêîå
êàñàíèå äëÿ ñåäëà p â òî÷êå q = (1, 0), ÿâëÿþùåéñÿ âåðøèíîé ïàðàáîëè÷åñêîé äóãè Γ0

(ñì. ðèñóíîê 1).
Åñëè µ ïîëîæèòåëüíî è ìàëî, äóãà Γµ ñäâèíóòà ââåðõ è íå ïåðåñåêàåò îñü Ox. Ðàñ-

ñìîòðèì ìàëåíüêèé ïðÿìîóãîëüíèê R ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì
îñÿì, ëåæàùèé ìåæäó òî÷êîé q è äóãîé Γµ. Ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ Fµ
ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê áóäåò ñæèìàòüñÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè è ðàñòÿãèâàòüñÿ âäîëü
âåðòèêàëüíîé îñè. Åñëè öåíòð íàøåãî ïðÿìîóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ â òî÷êå (1, σ−n), òî
n-é îáðàç ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà áóäåò òîíêèì, íî äëèííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì âáëèçè
òî÷êè (0, 1). Åñëè ýòîò ïîñëåäíèé ïðÿìîóãîëüíèê ñîäåðæèòñÿ â R1, òî îòîáðàæåíèå F

N
µ

ïåðåâîäèò åãî â çàãíóòûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ðàñïîëîæåííûé ñíèçó îò Γµ è, âîçìîæíî,
ïåðåñåêàþùèé ïðÿìîóãîëüíèê R. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîäîáðàâ µ è ðàçìåðû èñ-
õîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî F n+N

µ îòîáðàçèò åãî âíóòðü ñàìîãî
ñåáÿ, òàê ÷òî âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà áóäåò ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà.
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Ñòîê

Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, êàê ïîëó÷èòü ñòîê �âðó÷íóþ�. Ýòî ïîñëóæèò ìîòèâèðîâêîé äëÿ
ðåíîðìàëèçàöèîííîé òåõíèêè, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íèæå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èùåì ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó s = (xs, ys) äèôôåîìîðôèçìà Fµ,
ëåæàùóþ â ìàëîé îêðåñòíîñòè q è ïåðåõîäÿùóþ â îêðåñòíîñòü òî÷êè r ÷åðåç n èòåðàöèé,
à çàòåì âîçâðàùàþùóþñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå ñïóñòÿ åùå N èòåðàöèé. Åñëè òàêàÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò, òî F n

µ (xs, ys) = (λnxs, σ
nxs) ëåæèò â R1 è, ïîäñòàâèâ

ýòî â (2), ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ F n+N
µ (·) =

(
FN
µ ◦ F n

µ

)
(·) â îêðåñòíîñòè

òî÷êè s:
F n+N
µ (x, y) = (σny, µ− λnx+ (σny − 1)2). (3)

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîïðîáîâàòü íàéòè s, ðåøàÿ óðàâíåíèå

(xs, ys) = (σnys, µ− λnxs + (σnys − 1)2).

Ïîëîæèì xs = 1. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ íàõîäèì ys = σ−n è µ = µn = σ−n + λn. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå (xs, ys, µ) = (1, σ−n, σ−n + λn). Çàìåòèì, ÷òî s → q
è µn → 0, êîãäà n → ∞. Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèé n âûïîëíåíî F n

µn(xs, ys) ∈ R1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî F n+N
µn â îãðàíè÷åíèè íà

îêðåñòíîñòü òî÷êè s çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (3). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà s äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (3), ìû ìîæåì ëåãêî ïîñ÷èòàòü ìàòðèöó ßêîáè îòîáðàæåíèÿ
F n+N
µn â îêðåñòíîñòè òî÷êè s:

dF n+N
µn =

(
0 σn

−λn 2σn(σny − 1)

)
(4)

Ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëà dF n+N
µn (s) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîäñòàâèòü y = ys = σ−n. Ýòà

ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±i(λσ)n/2. Ïîñêîëüêó λσ < 1, ìîäóëè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìåíüøå åäèíèöû, òàê ÷òî òî÷êà s ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñòîêîì.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n ìû íàøëè çíà÷åíèå µn ïàðàìåòðà µ, ïðè
êîòîðîì ó îòîáðàæåíèÿ Fµn åñòü ñòîê sn:

sn = (1, σ−n), µn = λn + σ−n.

Ðåíîðìàëèçàöèÿ

Òåïåðü ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðåíîðìàëèçàöèîííîé òåõíèêîé, ïðåäñòàâëåííîé â [38, �3.4].
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàâèñÿùóþ îò n àôôèííóþ çàìåíó êîîðäèíàò:

Hn : (x, y) 7→ (X, Y ) = (σn(x− 1), σ2n(y − σ−n)). (5)

Íà÷àëî íîâûõ êîîðäèíàò X, Y íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñî ñòàðûìè êîîðäèíàòàìè (1, σ−n), à
êâàäðàò K = [−1, 1]2 â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðÿìîóãîëüíèêó
Dn â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ:

Dn = H−1
n (K) = {(x, y) | |x− 1| ≤ σ−n, |y − σ−n| ≤ σ−2n}.
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Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äîñòàòî÷íî áîëüøèå çíà÷åíèÿ n è ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî F n

µ (Dn) ⊂ R1.
Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ Fn,µ = Hn ◦ F n+N

µ ◦H−1
n â K, ò.å. ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò

îãðàíè÷åíèå F n+N
µ íà Dn â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:

(X, Y )
H−1
n7→ (x, y) = (σ−nX + 1, σ−2n(Y + σn))

Fn+Nµ7→

Fn+Nµ7→ (σ−n(Y + σn), σ−2nY 2 − λn(σ−nX + 1) + µ)
Hn7→

Hn7→ (Y, Y 2 − λnσnX + σ2n(µ− (σ−n + λn))) = Fn,µ(X, Y ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàâèñÿùóþ îò n çàìåíó ïàðàìåòðà, îïðåäåëåííóþ â îêðåñòíîñòè
çíà÷åíèÿ µn = σ−n + λn:

ν = σ2n(µ− (σ−n + λn)). (6)

Íåðàâåíñòâî |ν| ≤ 1 ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâó |µ − (σ−n + λn)| ≤ σ−2n, è ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàìåíà ïàðàìåòðà îïðåäåëåíà äëÿ µ, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó ðàäèóñà
σ−2n ñ öåíòðîì â òî÷êå µn = σ−n + λn, è ÷òî ν ∈ [−1, 1].

Ïóñòü Gn,ν(µ) := Fn,µ. Òàê êàê

Gn,ν(X, Y ) = (Y, Y 2 − (λnσn)X + ν)

è (λσ)n → 0, êîãäà n→∞, èìååì

Gn,ν(X, Y )⇒ (Y, Y 2 + ν) =: Gν(X, Y ) äëÿ (X, Y ) ∈ K è |ν| ≤ 1 (n→∞). (7)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü ëþáîå áîëüøîå ÷èñëî k > 1, òî äëÿ (X, Y ) ∈ k·K = [−k, k]2 è ν ∈
[−k, k] óïîìÿíóòûå âûøå çàìåíà ïàðàìåòðà (6) è çàìåíà êîîðäèíàò (5) (à òî÷íåå ãîâîðÿ,
îáðàòíûå ê íèì) áóäóò êîððåêòíî îïðåäåëåíû äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n, à
êðîìå òîãî, áóäåò èìåòü ìåñòî òà æå ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü. Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå
H−1
n (k·K) áóäåò ïðÿìîóãîëüíèêîìDn,k ñ òåì æå öåíòðîì, ÷òî è óDn, íî â k ðàç áîëüøèì,

à èñõîäíûé ïàðàìåòð µ áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â îòðåçêå [µn − kσ−2n, µn + kσ−2n].
Îòîáðàæåíèå Gν (ðàññìàòðèâàåìîå êàê îòîáðàæåíèå èç R2 â R2) �çàáûâàåò� X-

êîîðäèíàòó è ïåðåâîäèò êâàäðàò K â äóãó ïàðàáîëû, à êðîìå òîãî, îíî, î÷åâèäíî, ïî-
ëóñîïðÿæåíî ñ îòîáðàæåíèåì Y 7→ Y 2 + ν (èç R â R). Äëÿ ìàëûõ ν ïîñëåäíåå èìååò
ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè: ñòîê aν âáëèçè òî÷êè ν è èñòî÷íèê rν âáëèçè òî÷êè 1−ν,
è îðáèòà ëþáîé òî÷êè y ∈ [−rν , rν ] ïðèòÿãèâàåòñÿ ê ñòîêó. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî
r < rν ïðÿìîóãîëüíèê

B : |Y | ≤ r, |X| ≤ 1

öåëèêîì ïðèòÿãèâàåòñÿ ê ñòîêó (aν , aν) îòîáðàæåíèÿ Gν , ïðèòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó j-ì
îáðàçîì òî÷êè è ñòîêîì óáûâàåò ðàâíîìåðíî íà B ñ ðîñòîì j.

Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü Gn,ν |K → Gν |K èìååò ìåñòî â C1 (íà ñàìîì äåëå, îíà èìååò
ìåñòî è â C∞), äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n è ìàëîãî ν îòîáðàæåíèå Gn,ν èìååò ñòîê
sn,ν âáëèçè òî÷êè (aν , aν), è íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê B ñîäåðæèòñÿ â
åãî áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ: äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî òðåáóåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå
÷èñëî èòåðàöèé, ÷òîáû îáðàç B ïîïàë â ïîãëîùàþùóþ îáëàñòü, ãäå âñå îòîáðàæåíèÿ,
C1-áëèçêèå ê Gn, ñæèìàþò â ïîäõîäÿùåé ìåòðèêå.
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Çàõâàò

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

λσ2 < 1. (8)

Ìû áóäåì íàçûâàòü ñåäëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, ñèëüíî äèññèïàòèâíûìè.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Fµ ñ µ äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê µn = σ−n + λn

íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà p ïåðåñåêàåò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ ñòîêà H−1

n (sn,ν(µn)).
Âñïîìíèì, ÷òî â èñõîäíûõ x, y-êîîðäèíàòàõ r = (0, 1) ∈ W u

loc(p, Fµ) è FN
µ (r) = (1, µ) ∈

W u(p, Fµ). Èç óñëîâèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî λnσ2n → 0 ïðè n→∞, òàê ÷òî èìååì:

Hn(1, µ) = (0, σ2nµ− σn) = (0, ν + λnσ2n)→ (0, ν).

Î÷åâèäíî, êîãäà n âåëèêî, à ν ìàëî,Hn(1, µ) ∈ B, ò.å. òî÷êà íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ïîïàäàåò â áàññåéí ñòîêà.

Åñëè óñëîâèå (8) íå âûïîëíåíî, òî÷êà (1, µ) ìîæåò è íå ëåæàòü â áàññåéíå ïðèòÿ-
æåíèÿ ñòîêà H−1

n (sn,ν(µ)). Ê ïðèìåðó, âîçüìåì òàêèå λ è σ, ÷òî σ > 10 è λ2σ3 = 1,
è ðàññìîòðèì îïÿòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µ = µn = σ−n + λn. Â ýòîì ñëó÷àå íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ (3), ÷òî
F 2n+N
µn (1, µn) = (λn + λ2nσn, 2) /∈ R1 è F

2n+N−1
µn (1, µn) = (λn−1 + λ2n−1σn, 2σ−1) /∈ R1. Ýòî

îçíà÷àåò, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ÷òî îáðàç òî÷êè (1, µn) íå ïîïàë â ïðÿìîóãîëüíèê R1

âî âðåìÿ âòîðîãî �âèòêà� âäîëü îðáèòû íàøåãî ñòîêà. Ìîæíî íàëîæèòü íà ñåìåéñòâî
äèôôåîìîðôèçìîâ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå áû ãàðàíòèðîâàëè, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ îðáèòà íèêîãäà íå âåðíåòñÿ â îêðåñòíîñòü íàøåãî ñòîêà: ê ïðèìåðó, ìîæíî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà ñåìåéñòâà íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè (0, 2) ïðèòÿãèâàëàñü áû ê äðóãîìó ñòîêó. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå ðàâíî
îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü, ÷òî ãëîáàëüíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà p ïåðåñåêàåò-
ñÿ ñ áàññåéíîì ñòîêà H−1

n (sn,ν(µ)), îäíàêî âûÿñíèòü, èìååò ëè ìåñòî òàêîå ïåðåñå÷åíèå,
äîâîëüíî ñëîæíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû î çàõâàòå â îáùåì ñëó÷àå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì
ïðèåìîì: ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîìîùè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà ñ ãî-
ìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ 2-ñæèìàþùåãî ñåäëà p ìîæíî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå ñ
ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíîãî ñåäëà, ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåï-
ëåííîãî ñ ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîãî ñåäëà.

2.7 Ëåììà î çàõâàòå äëÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíûõ ñåäåë

Ïðåæäå âñåãî, íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü îáùåå îïðåäåëåíèå ñèëüíî äèññèïàòèâíîãî ñåäëà
äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêîå ãèïåðáîëè÷åñêîå 2-ñæèìàþùåå ñåä-
ëî p îòîáðàæåíèÿ F . Ïóñòü σ � åäèíñòâåííîå ðàñòÿãèâàþùåå (ò.å. ïî ìîäóëþ áîëüøåå
åäèíèöû) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ dF per (p)(p), à λ � îãðàíè÷åíèå
dF per (p)(p) íà ãèïåðïëîñêîñòü Es

p, îòâå÷àþùóþ îñòàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Íà-
ïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé íîðìû íà Es

p îïðåäåëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà
äëÿ λ.
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Îïðåäåëåíèå 31. Ïåðèîäè÷åñêîå ãèïåðáîëè÷åñêîå 2-ñæèìàþùåå ñåäëî p îòîáðàæåíèÿ
F íàçûâàåòñÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíûì, åñëè äëÿ íåêîòîðîé íîðìû íà Es

p âûïîëíåíî ñëå-
äóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖λ‖ · σ2 < 1. (9)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ëåììó î çàõâàòå äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíûõ
ñåäåë.

Ïðåäâàðèòåëüíûå âîçìóùåíèÿ

Ïóñòü F � Cr-ãëàäêèé (r ≥ 1) äèôôåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì
êàñàíèåì äëÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíîãî ñåäëà p. Ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê F â Diffr(M) íàé-
äåòñÿ C∞-äèôôåîìîðôèçì ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� ó F̂ åñòü íåâûðîæäåííîå ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ñåäëà p;

� ñåäëî p ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíûì äëÿ F̂ , è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî ñåäëà
ðàçëè÷íû.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàòü ñ ñàìîãî íà÷àëà,
÷òî F ÿâëÿåòñÿ C∞-ãëàäêèì è îáëàäàåò ýòèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè. ×òîáû äîêàçàòü ëåììó
î çàõâàòå äëÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíûõ ñåäåë, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîé äèôôåîìîð-
ôèçì ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí â Diff∞(M) äèôôåîìîðôèçìàìè, äëÿ êîòîðûõ íåóñòîé-
÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p ïåðåñåêàåò áàññåéí ñòîêà.

Ëèíåàðèçóþùèå êîîðäèíàòû

Ïîñêîëüêó ñåäëî p òåïåðü ïðåäïîëàãàåòñÿ íåðåçîíàíñíûì, à îòîáðàæåíèå � C∞-
ãëàäêèì, ñîãëàñíî òåîðåìå Ñòåðíáåðãà (ñì. [43]) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ñåäëà p, ãäå
F per (p) ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíî ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùåé C∞-ãëàäêîé çàìåíû êîîð-
äèíàò. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî p � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ F , îäíàêî â
ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè ðàññóæäåíèå ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.

Îáîçíà÷èì x, y ëèíåàðèçóþùèå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè p: x ∈ Rm−1, y ∈
R, m = dimM. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü òî÷êè â îáëàñòè, ãäå îïðåäåëåíà
ëèíåàðèçóþùàÿ êàðòà, è èõ êîîðäèíàòíûå îáðàçû â Rm−1 × R. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
â íàøåé ëèíåàðèçóþùåé êàðòå òî÷êà p ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, W s

loc(p) ⊂ {y =
0}, à W u

loc(p) ⊂ {x = 0}. Òîãäà, ñäåëàâ ïðè íåîáõîäèìîñòè åùå îäíó ëèíåéíóþ çàìåíó
êîîðäèíàò, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò îñü y è ãèïåðïëîñêîñòü {y = 0}, ìû ìîæåì òàêæå ñ÷èòàòü,
÷òî

- òî÷êà r = (0, 1) ∈ W u
loc(p) ïðèíàäëåæèò îðáèòå ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ, à FN

ïåðåâîäèò r â òî÷êó q = (e, 0) ∈ W s
loc(p), ïðè÷åì åâêëèäîâà íîðìà e â Rm−1 ìåíüøå

åäèíèöû;

- ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå λ ñæèìàþùåå, òàê ÷òî åäèíè÷íûé øàð B â ïëîñêîñòè {y =
0} îíî ïåðåâîäèò âíóòðü ñåáÿ;

- â âûáðàííûõ íàìè êîîðäèíàòàõ F ëèíåàðèçóåòñÿ â îêðåñòíîñòè R0 öèëèíäðà B ×
[−1, 1].
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Ïóñòü R1 � ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè r. Åñëè çàïèñàòü FN |R1 â âèäå:

FN
∣∣
R1

: (x, y) 7→ (A(x, y),B(x, y)),

òî, ïîñêîëüêó êàñàíèå â òî÷êå q íåâûðîæäåííîå, îòîáðàæåíèÿ A : Rm → Rm−1 è
B : Rm → R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

A(0, 1) = e, B(0, 1) = ∂yB(0, 1) = 0, ∂yyB(0, 1) 6= 0. (10)

Ñïåöèàëüíîå ñåìåéñòâî

Òåïåðü ìû ìîæåì âûáðàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå C∞-ãëàäêîå ñåìåéñòâî (Fµ), ïðîõîäÿ-
ùåå ÷åðåç äèôôåîìîðôèçì F ïðè µ ðàâíîì íóëþ. Òðåáóåìîå âîçìóùåíèå îòîáðàæåíèÿ
F áóäåò âïîñëåäñòâèè íàéäåíî â ýòîì ñåìåéñòâå, â òî÷íîñòè êàê áûëî ñäåëàíî â ìîäåëü-
íîì ïðèìåðå.

Âûáèðàÿ ñåìåéñòâî, íóæíî ïîìíèòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, õîòåëîñü áû, ÷òîáû FN
µ èìåëî

êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòîé âèä â îêðåñòíîñòè R1 òî÷êè r, à âî-âòîðûõ, ìû áû íå õî-
òåëè, ÷òîáû îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèé íàøåãî ñåìåéñòâà íà R0 çàâèñåëî îò ïàðàìåòðà
(â ÷àñòíîñòè, ïóñòü ñåäëî îñòàåòñÿ âñåãäà â íà÷àëå êîîðäèíàò è èìååò îäíè è òå æå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ) è, â-òðåòüèõ, ìû õîòèì, ÷òîáû ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå â íà-
øåì ñåìåéñòâå ðàçìûêàëîñü ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñåìåéñòâî (Fµ)µ∈[−ε,ε], òàêîå ÷òî

- F0 = F è ëþáîå Fµ ñîâïàäàåò ñ F âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè (îêðåñòíîñòü ìîæåò áûòü
âçÿòà íå çàâèñÿùåé îò µ) òî÷êè z = F−1(q) = FN−1(r) /∈ R0,

- êîãäà ïàðàìåòð èçìåíÿåòñÿ, Fµ-îáðàç êàæäîé òî÷êè â íåêîòîðîé åùå áîëåå ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z ñäâèãàåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè y ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, ñ êàêîé
ìåíÿåòñÿ ïàðàìåòð.

Íà ñàìîì äåëå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ (10), ìû ìîæåì âûáðàòü òàêîå ñåìåéñòâî,
÷òîáû FN

µ èìåëî ñëåäóþùèé âèä â îêðåñòíîñòè R1 òî÷êè r:

FN
µ

∣∣
R1

: (x, y) 7→
(
e+ a · (y − 1) + γx+ ρ1(x, y), µ− cx+ b(y − 1)2 + ρ2(x, y)

)
, (11)

ãäå a ∈ Rm−1, b ∈ R, c : Rm−1 → R è γ : Rm−1 → Rm−1 � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, à ρ1, ρ2

� îñòàòî÷íûå ÷ëåíû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

j1
(0,1)ρ1 = 0, j1

(0,1)ρ2 = 0, ∂yyρ2(0, 1) = 0. (12)

Çäåñü j1
t îáîçíà÷àåò 1-ñòðóþ îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå t. Çàìåòèì, ÷òî âûáðàâ ïîäõîäÿùåå

ñåìåéñòâî è äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü R1 ìû äîáèëèñü òîãî, ÷òîáû îñòàòî÷íûå
÷ëåíû íå çàâèñåëè îò µ.

Âûðàæåíèå (11) íàïîìèíàåò ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå (2) èç ìîäåëüíîãî ïðèìåðà,
ðàçëè÷èÿ ñîñòîÿò òîëüêî â òîì, ÷òî ïîÿâèëèñü íåñêîëüêî íîâûõ �êîýôôèöèåíòîâ� è
îñòàòî÷íûå ÷ëåíû.

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè âûøå, â íàøåì ñïåöèàëüíîì ñåìåéñòâå îãðàíè÷åíèå Fµ|R0 íå
çàâèñèò îò µ:

Fµ|R0 : (x, y) 7→ (λx, σy). (13)
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Ðåíîðìàëèçàöèÿ

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ðåíîðìàëèçàöèîííîé òåõíèêîé êàê â ìîäåëüíîì ñëó÷àå. Êàê è
ðàíüøå, òóò ìû ñëåäóåì ðàáîòàì [38, 37].

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàâèñÿùóþ îò n àôôèííóþ çàìåíó êîîðäèíàò:

Hn : X = σn(x− e), Y = bσ2n(y − σ−n). (14)

Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n ÷åòíî, à ñòàëî áûòü, σn ïîëîæèòåëü-
íî. Íà÷àëî íîâûõ êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñî ñòàðûìè êîîðäèíàòàìè (e, σ−n), à êóá
K = [−k, k]m, k ≥ 2, â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïàðàëëåëåïèïåäó
Dn,k â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ:

Dn,k = H−1
n (K) = {(x, y) | |y − σ−n| ≤ kσ−2n|b−1|, |(x− e)j| ≤ kσ−n, j = 1, . . . ,m− 1}.

Êàê è â ìîäåëüíîì ñëó÷àå, íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ Fn,µ = Hn ◦ F n+N
µ ◦ H−1

n â K â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî n äîñòàòî÷íî âåëèêî:

(X, Y )
H−1
n7→ (x, y) = (σ−nX + e, b−1σ−2nY + σ−n))

Fn+Nµ7→

Fn+Nµ7→
(
e+ a · σ

−n

b
Y + γ(λn(σ−nX + e)) + ρ̂1, µ− cλn(σ−nX + e) + b(b−1σ−nY )2 + ρ̂2

)
Hn7→(

ab−1Y + γ(λn(X + σne)) + σnρ̂1, Y
2 − cbσnλn(X) + bσ2n(µ− (σ−n + cλn(e))) + bσ2nρ̂2

)
Çäåñü

ρ̂i(X, Y ) = ρi(λ
n(σ−nX + e), 1 + b−1σ−nY ), i = 1, 2.

Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ñåäëî p 2-ñæèìàþùåå, ‖λn‖σn → 0 ïðè n → ∞ äëÿ ëþ-
áîé îïåðàòîðíîé íîðìû äëÿ îïåðàòîðà λ. Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ‖γ(λn(σne))‖ → 0,
‖γ ◦ λn‖ → 0 è ‖cbσn · λn‖ → 0 ïðè n → ∞. Áîëåå òîãî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç
óñëîâèé (12) ñëåäóåò, ÷òî

σnρ̂1|K → 0, σ2nρ̂2|K → 0 â C1.

Òåïåðü äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ðàññìîòðèì çàâèñÿùóþ îò n çàìåíó ïàðàìåòðà

ν = bσ2n(µ− (σ−n + c ◦ λn(e))), (15)

îïðåäåëåííóþ â çàìêíóòîé k σ
−2n

|b| -îêðåñòíîñòè òî÷êè µn = σ−n + c ◦ λn(e). Îáîçíà÷èì

ýòó îêðåñòíîñòü ÷åðåç In. Òãäà In ñîîòâåòñòâóåò îòðåçêó [−k, k] â íîâîì ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ.

Ïîëîæèì A = a · b−1 ∈ Rm−1 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé

Gν : Rm−1 × R→ Rm−1 × R : (X, Y ) 7→ (AY, Y 2 + ν).

Ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ Gn,ν := Fn,µ(ν) â îãðàíè÷åíèè íà K èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùàÿ ñõîäèìîñòü:

Gn,ν |K
C1

−→ Gν |K ðàâíîìåðíî äëÿ |ν| ≤ 1 ïðè n→∞. (16)
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Ñòîê è çàõâàò

Àíàëîãè÷íî ìîäåëüíîìó ïðèìåðó, ïðè áëèçêèõ ê íóëþ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ν îòîáðà-
æåíèå Gν èìååò ñòîê (Aaν , aν), è ïðèòîì ñóùåñòâóåò δ > 0, íå çàâèñÿùåå îò ν, òàêîå ÷òî
êóá B:

B : |Y | ≤ δ, |Xi| ≤ δ, i = 1, . . . ,m− 1,

ñîäåðæèòñÿ â áàññåéíå ýòîãî ñòîêà.
Èç ñõîäèìîñòè (16) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî

ìîäóëþ ν îòîáðàæåíèå Gn,ν èìååò ñòîê sn,ν âáëèçè òî÷êè (Aaν , aν) è ÷òî êóá B ñîäåð-
æèòñÿ â åãî áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ.

Íàêîíåö, ïîñ÷èòàåì X, Y -êîîðäèíàòû òî÷êè FN
µ (r) ∈ W u(p, Fµ). Ïîñêîëüêó x, y-

êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè ðàâíû (e, µ), èìååì

Hn(e, µ) = (0, ν + bc(σ2nλn(e)))→ (0, ν) as n→∞.

Ýòà ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî â ñèëó òîãî, ÷òî ñåäëî ñèëüíî äèññèïàòèâíîå. Çàìåòèì,
÷òî, õîòÿ â îïðåäåëåíèè ñèëüíîé äèññèïàòèâíîñòè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óñëîâèå (9) âûïîë-
íÿëîñü äëÿ õîòü êàêîé-íèáóäü íîðìû, èç ýòîãî óñëîâèÿ òåì íå ìåíåå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
‖σ2nλn‖ → 0 (ïðè n → ∞) â ëþáîé íîðìå. Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî ïðè áîëüøèõ n è
ìàëûõ ν òî÷êà Hn(e, µ) ëåæèò â êóáå B. Ìû ïîëó÷èëè òàêèì îáðàçîì äèôôåîìîðôèçì
Fµ, äëÿ êîòîðîãî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà p ïåðåñåêàåò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ
ñòîêà. Ïîñêîëüêó ðåïàðàìåòðèçàöèÿ áûëà îïðåäåëåíà äëÿ µ ∈ In, à îòðåçêè In áëèçêè
ê íóëþ ïðè áîëüøèõ n, òàêîé äèôôåîìîðôèçì Fµ ìîæíî íàéòè ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê
F , ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìå÷àíèå 32. Ìû ïðèâåëè äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ íåïîäâèæíîãî ñåäëà, îäíàêî,
êàê óæå áûëî çàìå÷åíî âûøå, òî æå ðàññóæäåíèå ðàáîòàåò è äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñåäåë,
äàæå â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà êàñàíèÿ ïðèíàäëåæèò èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèÿì ðàçíûõ
ñåäåë îäíîé îðáèòû. Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ äàííîãî n íóæíî
ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå F

n·per(p)+N
µ âìåñòî F n+N

µ .

Çàìå÷àíèå 33. Ìîäèôèöèðîâàâ äîêàçàòåëüñòâî èç ýòîãî ðàçäåëà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
çàõâàò ïðîèñõîäèò ïðè âîçìóùåíèè â ëþáîì Cr-ñåìåéñòâå, â êîòîðîì íåâûðîæäåííîå ãî-
ìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíîãî ñåäëà ðàçðóøàåòñÿ íåâûðîæäåííûì
îáðàçîì. Çàòåì ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò óñëîâèÿ ñèëüíîé äèññèïàòèâíîñòè ïðèáëèçèòåëüíî
òàê æå, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

2.8 Ëåììà î çàõâàòå â îáùåì ñëó÷àå

Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ, êîãäà ñåäëî p íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíûì. Êàê
è â ðàçäåëå 2.7, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàøå îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ C∞-ãëàäêèì, â
îêðåñòíîñòè ñåäëà p ïðèìåíèìà òåîðåìà Ñòåðíáåðãà î ëèíåàðèçàöèè, à ãîìîêëèíè÷åñêîå
êàñàíèå íåâûðîæäåíî. Âñå âîçìóùåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ðàçäåëå, ïðåäïîëàãà-
þòñÿ C∞-ìàëûìè.
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Ïîèñê äðóãîãî ñåäëà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ìû íàøëè ñèëüíî äèññèïàòèâíîå ñåäëî p′,
ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñ ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîãî ñåäëà, è, áîëåå òîãî, äëÿ ñåä-
ëà p′ èìååò ìåñòî ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê
ýòîìó êàñàíèþ óæå äîêàçàííóþ ëåììó î çàõâàòå äëÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíûõ ñåäåë è çà-
êëþ÷èòü, ÷òî ïîñëå åùå îäíîãî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p′ áóäåò ïåðåñåêàòü áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ñòîêà. Ñîõðàíèì
ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ p, p′ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé ñòàðîãî è íîâîãî ñåäëà
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó ýòè ñåäëà ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåíû, èç λ-ëåììû ñëåäóåò, ÷òî
W u(O(p)) íàêàïëèâàåòñÿ ê W u(O(p′)). Íî â òàêîì ñëó÷àå W u(O(p)) ïåðåñåêàåò áàññåéí
ïðèòÿæåíèÿ òîãî æå ñòîêà, ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó î çàõâàòå â îáùåì ñëó÷àå.

Ñ ïîìîùüþ ðåíîðìàëèçàöèîííîé òåõíèêè, îïèñàííîé âûøå, ìîæíî ïîëó÷èòü åñòå-
ñòâåííîãî, â íåêîòîðîì ñìûñëå, êàíäèäàòà íà ðîëü ñåäëà p′. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
Gν (îïðåäåëåííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå) ïðè ν = −2:

(X, Y ) 7→ (AY, Y 2 − 2).

Ó ýòîãî îòîáðàæåíèÿ åñòü íåïîäâèæíîå ñåäëî (2A, 2) ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè 4 êðàò-
íîñòè îäèí è 0 êðàòíîñòè m− 1. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ Gn,−2 ñõîäÿòñÿ ê G−2 â C

1 ïðè
n → ∞, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìàëîãî ε > 0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n ïðè
ν ∈ [−2 − ε,−2 + ε] îòîáðàæåíèå Gn,ν èìååò ñèëüíî äèññèïàòèâíîå íåïîäâèæíîå ñåäëî
pn,ν , áëèçêîå ê òî÷êå (2A, 2). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ áîëüøèõ n ñåäëî pn,ν èìååò m− 1 ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, áëèçêèõ ê íóëþ è îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, áëèçêîå ê 4, òàê ÷òî
ýòî ñåäëî îáÿçàíî áûòü ñèëüíî äèññèïàòèâíûì. Â òàêîì ñëó÷àå òî÷êà p̃n,µ(ν) = H−1

n (pn,ν)
îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî äèññèïàòèâíûì ïåðèîäè÷åñêèì ñåäëîì ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåî-
ìîðôèçìà Fµ(ν). Òàêîå ñåäëî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì êàíäèäàòîì íà ðîëü ñåäëà p′, ïîòî-
ìó ÷òî, åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî, äëÿ íåêîòîðîãî ν0, áëèçêîãî ê −2, äëÿ ñåäëà p̃n,µ(ν0)

íàáëþäàåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå.

Ïðåäëîæåíèå 34. Ïóñòü ÷èñëî ε > 0 ôèêñèðîâàíî. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n íàéäåòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ν0 ∈ [−2− ε,−2 + ε], òàêîå ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ Gn,ν0
åñòü ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ñåäëà pn,ν0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè â [38](�6.3,
Prop. 2). Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îáîáùàåòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé î÷åâèäíûì îáðàçîì.

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî çàìåíà êîîðäèíàò H−1
n ñîïðÿãàåò îòîáðàæåíèå Gn,ν0 ñ îãðà-

íè÷åíèåì äèôôåîìîðôèçìà Fµ(ν0) íà íåêîòîðûé ïàðàëëåëåïèïåä, òàê ÷òî ó Fµ(ν0) åñòü
ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ñåäëà H−1

n (pn,ν0).

Î ãîìîêëèíè÷åñêèõ ñâÿçÿõ

Â ðàáîòå [37] Äæ. Ïàëèñ è Ì. Âèàíà èññëåäîâàëè ñåäëà p̃n,µ(ν) = H−1
n (pn,ν), ν ∈

[−2 − ε,−2 + ε], ÷òîáû ïîñòðîèòü áàçèñíûå ìíîæåñòâà ñ áîëüøîé òîëùèíîé (àíãë.
thickness) â óñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè. Îíè äîêàçàëè, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà ñåäëî p è íà êàñàíèå, êîòîðîå ðàçìûêàåòñÿ äëÿ òîãî,
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÷òîáû ïîëó÷èòü ñåäëî p̃n,µ, ýòî ïîñëåäíåå ñåäëî îêàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåï-
ëåííûì ñ ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîãî ñåäëà p. Â ÷àñòíîñòè, îíè ðàññìàòðèâàþò òîëüêî
êàñàíèÿ ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè îäíîãî è òîãî æå ñåäëà, â
òî âðåìÿ êàê ìû ðàññìàòðèâàåì òàêæå êàñàíèÿ ìåæäó èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè
ðàçíûõ òî÷åê îäíîé ñåäëîâîé îðáèòû.

Ïîñêîëüêó ìû õîòèì äîêàçàòü ëåììó î çàõâàòå äëÿ ëþáîãî 2-ñæèìàþùåãî ñåäëà
è ëþáîãî àññîöèèðîâàííîãî ñ íèì êàñàíèÿ, òðåáóåòñÿ ïðîäåëàòü íåêîòîðóþ äîïîëíè-
òåëüíóþ ðàáîòó, ïðåæäå ÷åì ìû ñìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì Äæ. Ïàëèñà è
Ì. Âèàíû. Ïëàí ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü ïðè íåîáõîäèìîñòè èñõîäíîå ñåäëî, à
òî÷íåå ãîâîðÿ, åãî ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå, íà ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñåä-
ëî è îäíîâðåìåííî ïîëó÷èòü ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ íîâîãî ñåäëà, à çàòåì ïðè
ïîìîùè åùå îäíîãî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ çàìåíèòü ýòî êàñàíèå íà äðóãîå, òàê ÷òîáû â
èòîãå íîâîå ñåäëî è íîâîå êàñàíèå óäîâëåòâîðÿëè óïîìÿíóòûì âûøå äîïîëíèòåëüíûì
óñëîâèÿì èç [37], êîòîðûå ìû ÿâíî ñôîðìóëèðóåì íèæå. Òîãäà, ðàçìûêàÿ ýòî ïîñëåäíåå
êàñàíèå, ìû ïîëó÷èì ñèëüíî äèññèïàòèâíîå ñåäëî, ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñ ñ
ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîãî (à òàêæå ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ýòîãî íîâîãî ñåäëà).

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó äèôôåîìîðôèçìà F ∈ Diff∞(M) åñòü
2-ñæèìàþùåå ïåðèîäè÷åñêîå ñåäëî p, ÷òî F per p ëèíåàðèçóåìî â îêðåñòíîñòè ñåäëà p
è ÷òî ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå, àññîöèèðîâàííîå ñ ñåäëîì p, íåâûðîæäåíî. Ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ÷àñòè ðàçäåëà 2.7, ïîñâÿùåííîé ëèíåàðèçóþùèì
êîîðäèíàòàì, ò.å. ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòè êîîðäèíàòû îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè
R0 ñåäëà p, ÷òî W

u
loc(p) ëåæèò íà îñè Oy, à W

s
loc(p) ëåæèò â ïëîñêîñòè {y = 0}, ÷òî åñòü

òî÷êè r, q : FN(r) = q, ïðèíàäëåæàùèå îðáèòå êàñàíèÿ, è ò.ä. Êàê è ðàíüøå, ìû íå áóäåì
ðàçëè÷àòü òî÷êè îáëàñòè R0 è èõ îáðàçû â ïîä äåéñòâèåì ëèíåàðèçóþùåé êàðòû. Îñü
Oy ñ÷èòàåòñÿ �âåðòèêàëüíîé�, à ïëîñêîñòü {y = 0}, ñîîòâåòñòâåííî, �ãîðèçîíòàëüíîé�.

Ñåäëî p îòîáðàæåíèÿ F ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ñëàáûõ ñæèìàþùèõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, ò.å. òàêèõ, êîòîðûå èìåþò ìàêñèìàëüíûé ìîäóëü ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
ïî ìîäóëþ ìåíüøèõ åäèíèöû. Îäíàêî â òèïè÷íîé ñèòóàöèè � à ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ìû ðàññìàòðèâàåì èìåííî òèïè÷íûé ñëó÷àé, � ëèáî ñëàáåéøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
åäèíñòâåííî, ëèáî åñòü ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñëàáûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Îáîçíà÷èì w ÷èñëî ýòèõ ñëàáûõ ñæèìàþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïóñòü Euw
p �

ïîäïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TpM , íàòÿíóòîå íà åäèíñòâåííûé ðàñòÿãèâàþ-
ùèéñÿ è ñëàáûå ñæèìàþùèåñÿ ñîáñòâåííûå (â êîìïëåêñíîì ñìûñëå) âåêòîðà, îòâå÷àþ-
ùèå ñåäëó p, à Ess

p � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå âñåì îñòàëüíûì �ñæè-
ìàþùèì� ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, êîòîðûå ìû áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü ñèëüíûìè.
Ó ñåäëà p åñòü (m − w − 1)-ìåðíîå ñèëüíî-óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W ss(p), êàñàòåëü-
íàÿ ïëîñêîñòü ê êîòîðîìó â òî÷êå p ñîâïàäàåò ñ Ess

p . Åñëè ìíîãîîáðàçèå M äâóìåðíî,
ïîëîæèì Ess

p = {0} è W ss(p) = {p}. Ïîñëå âîçìóùåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü âûáðàíî
ñêîëü óãîäíî ìàëûì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè îðáèòà êàñàíèÿ íå
ëåæèò íà ñèëüíî-óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè: q /∈ W ss(p). Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòî òàê.

Îïðåäåëèì dF per(p)-èíâàðèàíòíîå ðàñùåïëåíèå TR0M = Euw ⊕ Ess ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: â ëèíåàðèçóþùèõ êîîðäèíàòàõ ñëîè Euw

z , ãäå z ∈ R0, ïîïðîñòó ïàðàëëåëüíû
ïëîñêîñòè Euw

p , à ñëîè Ess
z ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè Ess

p .
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Îáîçíà÷èì π ïðîåêöèþ íà Euw âäîëü Ess è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Φ: Euw
r → Euw

q , Φ = π ◦ dFN(r)|Euwr .

Ëèíåàðèçóþùèå êîîðäèíàòû ïîçâîëÿþò íàì îòîæäåñòâèòü Euw
r è Euw

q è ðàññìàòðèâàòü
Φ êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Rw+1 â ñåáÿ. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùåå
óñëîâèå íà êàñàíèå â òî÷êå q:

det(π ◦ dFN(r)|Euwr ) > 0. (17)

Â ðàçäåëå 6 ñòàòüè [37] Äæ. Ïàëèñ è Ì. Âèàíà ðàññìàòðèâàþò ñëó÷àé, êîãäà
q ∈ W s

loc(p)∩W u(p), à ñåäëî p èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ñæèìàþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå. Îíè äîêàçûâàþò, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå Φ � èçîìîðôèçì, òî ñåäëî p̃n,µ(ν), êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ðåíîðìàëèçàöèîííîé òåõíèêè ïðè ðàçìûêàíèè ãîìîêëèíè÷å-
ñêîãî êàñàíèÿ â òî÷êå q, òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ñæèìàþùåå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå (ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n). Åñëè ýòî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ïîëîæèòåëüíî, è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå îðáèòû,
ïðèíàäëåæàùèå òåì æå ñâÿçíûì êîìïîíåíòàì ìíîæåñòâ W u(p) \ {p} è W s(p) \W ss(p),
÷òî è áûëîå êàñàíèå â òî÷êå q, òî ñåäëî p̃n,µ(ν) ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåíî ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ñåäëà p ïðè ν, áëèçêèõ ê −2, è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ñóòü
â òîì, ÷òî óñëîâèå (17) ãàðàíòèðóåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òî Φ � èçîìîðôèçì (÷òî î÷å-
âèäíî), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òî ñëàáîå ñæèìàþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñåäëà p̃n,µ(ν)

ïîëîæèòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå, êîãäà ν áëèçêî ê −2, à n âåëèêî è ÷åòíî (ñì. îáñóæ-
äåíèå ýòîãî âîïðîñà ïîñëå (6.10) íà ñòð. 244 ñòàòüè [37]; â îáîçíà÷åíèÿõ Äæ. Ïàëèñà
è Ì. Âèàíû óñëîâèå (17) èìååò âèä det ∆µ=0(r0) > 0). Äëÿ óäîáñòâà ñôîðìóëèðóåì â
êà÷åñòâå îòäåëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ íóæíîå íàì óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â ñòàòüå [37]
(íî íå âûäåëåííîå òàì â êà÷åñòâå ïðåäëîæåíèÿ èëè ëåììû).

Ïðåäëîæåíèå 35 ([37]). Ïóñòü ó äèôôåîìîðôèçìà F ∈ Diff∞(M) åñòü 2-ñæèìàþùåå
ñåäëî p, òàêîå ÷òî W s(p) è W u(p) èìåþò òî÷êó íåâûðîæäåííîãî êàñàíèÿ. Ïðåäïîëî-
æèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) ñåäëî p èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ñæèìàþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,

b) F per(p) ëèíåàðèçóåìî â îêðåñòíîñòè ñåäëà p,

c) ñóùåñòâóþò òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå òåì æå
êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ W u(p) \ {p} è W s(p) \W ss(p), ÷òî è òî÷êà
êàñàíèÿ,

d) äëÿ îðáèòû êàñàíèÿ âûïîëíåíî óñëîâèå (17) (ãäå ÷èñëî N ∈ N è òî÷êè r ∈ W s(p)∩
W u
loc(p) è q ∈ W s

loc(p) ∩W u(p) òàêèå, êàê îïèñàíî âûøå).

Òîãäà äëÿ ν, áëèçêèõ ê −2, è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñåäëî p̃n,µ(ν), îáðàçóþùååñÿ ïðè
íåâûðîæäåííîì ðàçìûêàíèè êàñàíèÿ â òî÷êå q â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå Fµ,
ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåíî ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ñåäëà p.

Â êà÷åñòâå Fµ ìû âñåãäà áóäåì áðàòü ñïåöèàëüíîå ñåìåéñòâî, îïðåäåëåííîå â ðàç-
äåëå 2.7. Â ñòàòüå [37] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà,
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â êîòîðûõ ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå ðàçìûêàåòñÿ ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ � èìåííî ýòî
èìååòñÿ â âèäó, êîãäà ìû ãîâîðèì î íåâûðîæäåííîì ðàçìûêàíèè êàñàíèÿ. Ðåíîðìà-
ëèçàöèîííàÿ ñõåìà ðàáîòàåò â ñëó÷àå òàêèõ ñåìåéñòâ ñ ìèíèìàëüíûìè èçìåíåíèÿìè,
è ìîæíî òî÷íî òàê æå îïðåäåëèòü ñåäëà p̃n,µ(ν), îäíàêî ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ òîëüêî
ñïåöèàëüíûìè ñåìåéñòâàìè, à ïîòîìó çà ïîäðîáíîñòÿìè îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ðàáîòå
Äæ. Ïàëèñà è Ì. Âèàíû.

Åñëè äèôôåîìîðôèçì F óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 35, òî ïðè ïî-
ìîùè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñèëüíî äèññèïàòèâíîå ñåäëî p̃n,µ(ν), ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîãî ñåäëà. Ââèäó
ïðåäëîæåíèÿ 34 ìû òàêæå ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ó âîçìóùåííîãî äèôôåîìîðôèçìà
òàêæå åñòü ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ íîâîãî ñèëüíî äèññèïàòèâíîãî ñåäëà, òàê ÷òî,
êîãäà ìû ðàçìûêàåì ýòî êàñàíèå, ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî íåóñòîé÷èâûå ìíîãî-
îáðàçèÿ êàê íîâîãî ñåäëà, òàê è èñõîäíîãî (òî÷íåå ãîâîðÿ, èõ ïðîäîëæåíèé) ïåðåñåêóò
áàññåéí íåêîòîðîãî ñòîêà.

Ñåé÷àñ, îäíàêî, ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 35 âûïîëíåíû äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîìîùè ìàëîãî
âîçìóùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåîìîðôèçì ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ ñåä-
ëà p̂, ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîãî ñ ïðîäîëæåíèåì ñåäëà p, òàêîé ÷òî ê ýòîìó êàñà-
íèþ ïðèìåíèìî ïðåäëîæåíèå 35. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñíà÷àëà äîêàçàòü íåñêîëüêî
âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Êàñàíèÿ ñâåðõó è êàñàíèÿ ñíèçó

Ïóñòü ó F , êàê è ðàíüøå, åñòü íåâûðîæäåííîå ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ñåäëà p â
òî÷êå q ∈ W s(p). Ðàññìîòðèì ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó Γ ìíîæåñòâà W u(p) \ {p}, âîâëå÷åí-
íóþ19 â êàñàíèå â òî÷êå q. Åñëè ðàñòÿãèâàþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ ñåäëà p îòðè-
öàòåëüíî, òî âîâëå÷åíû îáå íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñû è ìîæíî âçÿòü ëþáóþ èç íèõ.
Óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s(p) ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíî ïîãðóæåííûì îòðûòûì äèñêîì
ðàçìåðíîñòè m − 1 (èëè Rm−1, åñëè óãîäíî). Íàçîâåì �ñòîðîíó� ìíîãîîáðàçèÿ W s(p),
êîòîðàÿ îáðàùåíà ê ñåïàðàòðèñå Γ â òî÷êå p âåðõíåé, à ïðîòèâîïîëîæíóþ �ñòîðîíó� �
íèæíåé.

Òî÷íåå ãîâîðÿ, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷êè p. Îíî
ðàçáèâàåò ìàëåíüêèé øàð B0 ñ öåíòðîì â òî÷êå p íà äâå ÷àñòè; òó ÷àñòü, êîòîðàÿ ñî-
îòâåòñòâóåò ñåïàðàòðèñå Γ, áóäåì íàçûâàòü âåðõíåé. Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
z ∈ W s(p) âîçüìåì ÷åòíîå ÷èñëî k = 2l, òàêîå ÷òî F 2l·per(p)(z) ∈ W s

loc(p). Âîçüìåì ìà-
ëåíüêèé øàð B ⊂ M ñ öåíòðîì â òî÷êå z. Ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà òî÷êè z â ìíîæåñòâå
W s(p) ∩B ðàçáèâàåò øàð B íà äâå ÷àñòè. Áóäåì íàçûâàòü âåðõíåé ÷àñòüþ òó, êîòîðóþ

19Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Γ (èíîãäà ìû áóäåì íàçûâàòü åå äëÿ êðàòêîñòè ñåïà-
ðàòðèñîé ïî àíàëîãèè ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè) ìíîæåñòâàWu(p)\{p} âîâëå÷åíà â êàñàíèå
â òî÷êå q, åñëè q ∈ F k(Γ) äëÿ íåêîòîðîãî k. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì, íà ñàìîì äåëå, ãîìîêëèíè-
÷åñêèå òî÷êè ñåäëîâûõ îðáèò, à íå îòäåëüíûõ ñåäåë, òî÷êà q ìîæåò áûòü òî÷êîé êàñàíèÿ óñòîé÷èâîãî
è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé ðàçíûõ òî÷åê îðáèòû O(p). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà q íå îáÿçàíà ïðèíàä-
ëåæàòü Γ. Òåì íå ìåíåå, êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì ãîâîðèòü î ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà Wu(p) \ {p},
âîâëå÷åííîé â êàñàíèå. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî ñîáñòâåííîãî çíà-
÷åíèÿ îáå íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû îêàçûâàþòñÿ âîâëå÷åííûìè â êàñàíèå. Ýòî çàìå÷àíèå öåëèêîì
ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê.
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îòîáðàæåíèå F 2l·per(p) ïåðåâîäèò âíóòðü âåðõíåé ÷àñòè øàðà B0 (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî øàð
B ñòîëü ìàë, ÷òî åãî îáðàç ïîä äåéñòâèåì F 2l·per(p) ñîäåðæèòñÿ â B0). Çàìåòèì, ÷òî åñëè
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ îòðèöàòåëüíî, òî F per(p) ìåíÿåò ìåñòàìè âåðõíþþ è íèæíþþ
�ñòîðîíû� óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s(p).

Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè ìàëîãî øàðà ñ öåíòðîì â òî÷êå q, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò
íåâûðîæäåííîå êàñàíèå, íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå îðáèòû O(p) ïîäõîäèò ê W s(p) ëè-
áî ñâåðõó, ëèáî ñíèçó. À çíà÷èò, ìû ìîæåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü êàñàíèÿ
ñâåðõó è ñíèçó (èëè âåðõíèå è íèæíèå êàñàíèÿ). Ëþáîå íåâûðîæäåííîå êàñàíèå äëÿ
2-ñæèìàþùåãî ñåäëà òàêèì îáðàçîì ñòàíîâèòñÿ êàñàíèåì ñâåðõó èëè êàñàíèåì ñíèçó ïî-
ñëå òîãî, êàê âûáðàíà ñåïàðàòðèñà, âîâëå÷åííàÿ â êàñàíèå, ïðè÷åì, åñëè íåóñòîé÷èâîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñåäëà îòðèöàòåëüíî, ëþáîå êâàäðàòè÷íîå êàñàíèå ñòàíîâèòñÿ êà-
ñàíèåì ñíèçó ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå
ìû áóäåì ñ÷èòàòü ëþáîå êâàäðàòè÷íîå êàñàíèå êàñàíèåì ñíèçó.

Ïðåäëîæåíèå 36. Ïóñòü ó äèôôåîìîðôèçìà F ∈ Diff∞(M) åñòü 2-ñæèìàþùåå ïå-
ðèîäè÷åñêîå ñåäëî p, äëÿ êîòîðîãî â òî÷êå q èìååò ìåñòî (íåâûðîæäåííîå) ãîìîêëè-
íè÷åñêîå êàñàíèå ñâåðõó. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà
W u(p) \ {p}, âîâëå÷åííàÿ â ýòî êàñàíèå, òàêæå âîâëå÷åíà â òðàíñâåðñàëüíîå ãîìîêëè-
íè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå. Òîãäà ïðè ïîìîùè ñêîëü óãîäíî C∞-ìàëîãî âîçìóùåíèÿ îòîá-
ðàæåíèÿ F ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåîìîðôèçì G ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì ñíèçó
äëÿ íåêîòîðîãî 2-ñæèìàþùåãî ñåäëà p̂, ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîãî ñ ïðîäîëæå-
íèåì ñåäëà p. Åñëè èñõîäíîå ñåäëî èìåëî åäèíñòâåííîå ñëàáîå óñòîé÷èâîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå, òî ìîæíî âçÿòü p̂ ñ òåì æå ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà íåóñòîé÷èâîå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå σ ñåäëà p ïîëîæèòåëüíî, ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëþáîå êâàäðàòè÷íîå
êàñàíèå ÿâëÿåòñÿ êàñàíèåì ñíèçó. Êàê áû òî íè áûëî, åñëè áû ìû íå ïðèäåðæèâàëèñü
ýòîãî ñîãëàøåíèÿ, ðàññóæäåíèå, êîòîðîå ìû ïðèâîäèì íèæå, ìîæíî áûëî áû îñòàâèòü
ïî÷òè áåç èçìåíåíèé.

Êàê è âûøå, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî îòîáðàæåíèå
F per(p) ëèíåàðèçóåòñÿ â îáëàñòè R0 3 p, è ïðèòîì ëèíåàðèçóþùèå êîîðäèíàòû è òî÷êè
r, q òàêîâû, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 2.7 (q èç ôîðìóëèðîâêè äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ìîæíî
ïðè íåîáõîäèìîñòè çàìåíèòü íà F 2l·per(p)(q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî l > 0).

Ïóñòü òî÷êè r̃ = (0, yr̃) ∈ W u
loc(p) ∩ R0, yr̃ ∈ [0, 1/2] è q̃ = (xq̃, 0) ∈ W s

loc(p) ∩ R0,

‖xq̃‖ < 1, q̃ = F Ñ(r̃), ïðèíàäëåæàò òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòå, â êîòî-
ðóþ âîâëåêàåòñÿ òà æå ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà W u(p) \ {p}, ÷òî è â êàñàíèå â
òî÷êå q. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî Ñ äåëèòñÿ íà per(p)
(à ñëåäîâàòåëüíî, q̃ ∈ W u(p)): åñëè ýòî íå òàê, òî íåòðóäíî ïîêàçàòü20 ïðè ïîìîùè λ-
ëåììû, ÷òî åñòü äðóãàÿ òðàíñâåðñàëüíàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, äëÿ êîòîðîé àíàëî-
ãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé
îðáèòû ñëåäóåò (ñì., íàïðèìåð, [25], Òåîðåìà 6.5.5, à òàêæå ãëàâó 3 ñòàòüè [37]; ýòî óòâåð-

20Åñëè íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà Γ ñåäëà p òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò W s(F k(p)), òî Γ, ñîãëàñíî λ-
ëåììå, íàêàïëèâàåòñÿ ê Wu(F k(p)). Ïîñêîëüêó Wu(F k(p)) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò W s(F 2k(p)), òî
Γ òîæå òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò W s(F 2k(p)). Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, çàêëþ÷àåì, ÷òî Γ òðàíñâåð-
ñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ W s(F k·per(p)(p)) = W s(p).
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æäåíèå òàêæå èçâåñòíî êàê òåîðåìà Áèðêãîôà-Ñìåéëà) ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî
áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ 3 p.

Ýòî áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì ìàëîå
δ > 0 è ðàññìîòðèì öèëèíäð

Vδ = {(x, y) ∈ R0 : ‖x‖ ≤ 1, |y| ≤ δ}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî δ ïîäîáðàíî òàê, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ñ ∈ N ìíîæåñòâî
F ñ·per(p)(Vδ) ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì, áëèçêèì ê îòðåçêó {0}× [−2yr̃, 2yr̃] ⊂ W u

loc(p), à ñëåäî-

âàòåëüíî, F ñ·per(p)+Ñ(Vδ) ∩ Vδ èìååò êàê ìèíèìóì äâå ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû: îäíà èç íèõ
� öèëèíäð ∆p 3 p, áëèçêèé ê {0} × [−δ, δ], à äðóãàÿ êîìïîíåíòà ∆q̃ ñîäåðæèò òî÷êó q̃.

Îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå F ñ·per(p)+Ñ ÷åðåç H; òîãäà H|∆p∪∆q̃
� îòîáðàæåíèå ïîäêîâû

(åñëè ÷èñëî δ äîñòàòî÷íî ìàëî), à Λ̂ =
⋂
k∈ZH

k(∆p ∪ ∆q̃) � åãî ìàêñèìàëüíîå èíâàðè-

àíòíîå ìíîæåñòâî. Â òàêîì ñëó÷àå Λ =
⋃
k∈N F

k(Λ̂) � íóæíîå íàì áàçèñíîå ìíîæåñòâî
îòîáðàæåíèÿ F . Ìû äàëè ýñêèç ýòîé êîíñòðóêöèè, ÷òîáû óêàçàòü íà äâà âàæíûõ îá-
ñòîÿòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, â ñèëó òîãî, ÷òî òî÷êà r̃ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ y-êîîðäèíàòó,
â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p ëþáàÿ òî÷êà ξ ∈ Λ ëåæèò ëèáî íà W s

loc(p),
ëèáî âûøå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ (íàïðàâëåíèå ââåðõ ñîâïàäàåò, êàê îáû÷íî, ñ íàïðàâëå-

íèåì îñè y). Âî-âòîðûõ, ìíîæåñòâî F−Ñ(∆q̃) ñîäåðæèòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè r̃,
êîãäà δ ìàëî.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïîñòðîåíèÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (pj)j∈N ñåäåë pj ∈ Λ, òàêèõ ÷òî:

a) per(pj) = nj · per(p) + Ñ (à ñëåäîâàòåëüíî, per(pj) äåëèòñÿ íà per(p)),

b) pj → p è nj →∞ ïðè j →∞,

c) êàæäîå ñåäëî pj ëåæèò âûøå W
s
loc(p),

d) ñóùåñòâóåò òî÷êà rj ∈ O(pj), áëèçêàÿ ê r̃ è òàêàÿ, ÷òî F
Ñ ïåðåâîäèò rj â òî÷êó qj,

áëèçêóþ ê q̃, F l·per(p)(qj) ∈ R0 äëÿ l = 1, . . . , nj è, íàêîíåö, F
nj ·per(p)(qj) = rj.

e) Âñå îðáèòû O(pj) ðàâíîìåðíî äàëåêè îò òî÷êè F−1(q).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâ b) è d) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áîëüøèõ j ñåäëà
pj ÿâëÿþòñÿ 2-ñæèìàþùèìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêàæåì, ÷òî â íàøèõ êîîðäèíàòàõ îíè
ñæèìàþò äâóìåðíûé îáúåì, è âîñïîëüçóåìñÿ çàìå÷àíèåì 7). Òàê êàê ñåäëî p ÿâëÿåòñÿ
2-ñæèìàþùèì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ëèíåàðèçóþùèõ êîîðäèíàòàõ íà R0 âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî σ‖λ‖ < 1, ãäå íîðìà ïîðîæäåíà åâêëèäîâîé âåêòîðíîé íîðìîé. Òîãäà â ýòèõ
êîîðäèíàòàõ dF per(p) ñæèìàåò äâóìåðíûé îáúåì.21 Èç b) è d) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ rj ∈ O(pj)
âûïîëíåíî

dF per(pj)(rj) = dF nj ·per(p)(qj) ◦ dF Ñ(rj).

21×òîáû ýòî ïðîâåðèòü, ìîæíî íå ìóäðñòâóÿ ëóêàâî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ ïàðó âåêòîðîâ
(vi = ui + si | ui ∈ Eu

p , si ∈ Es
p)i=1,2 è ñðàâíèòü îïðåäåëèòåëè Ãðàìà äëÿ ýòîé ïàðû è äëÿ å¼ îáðàçà ïîä

äåéñòâèåì L = dF per(p), âûðàæåííûå ÷åðåç ui, si, σ, λ:∣∣∣∣ |v1|2 v1 · v2
v2 · v1 |v2|2

∣∣∣∣ = (|u1|2 + |s1|2)(|u2|2 + |s2|2)− (u1 · u2 + s1 · s2)2 =

= (|u1|s2 − sgn(u1 · u2)|u2|s1)2 + (|s1|2|s2|2 − (s1 · s2)2);
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Ðèñ. 2: Ïåðåõîä ê êàñàíèþ ñíèçó.

Çäåñü Ñ ôèêñèðîâàíî, òàê ÷òî íîðìà dF Ñ(rj) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, â òî âðåìÿ êàê
dF nj ·per(p)(qj) ñîâïàäàåò â íàøèõ êîîðäèíàòàõ ñ

(
dF per(p)(p)

)nj è, ñëåäîâàòåëüíî, ñæèìà-
åò äâóìåðíûé îáúåì ýêñïîíåíöèàëüíî ïî nj. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèé j ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ dF per(pj)(rj) ñæèìàþò äâóìåðíûå îáúåìû, ÷òî äîêà-
çûâàåò, ÷òî ñåäëà pj òîæå 2-ñæèìàþùèå.

Äàëåå, åñëè j äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî â ñèëó ëîêàëüíîé ñòðóêòóðû ïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ íà Λ ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s

loc(pj) ÿâëÿåòñÿ ìàëåíüêèì ïî÷òè
ãîðèçîíòàëüíûì äèñêîì, ëåæàùèì íàä ãèïåðïëîñêîñòüþ {y = 0} è òðàíñâåðñàëüíî ïåðå-
ñåêàþùèìW u

loc(p) â íåêîòîðîé òî÷êå aj. Àíàëîãè÷íîW
u
loc(pj) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âåðòèêàëü-

íûì îòðåçêîì, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèì W s
loc(p) â òî÷êå bj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γj

íåóñòîé÷èâóþ ñåïàðàòðèñó ñåäëà pj, ñîäåðæàùóþ ïîñëåäíåå ïåðåñå÷åíèå. Ïðîäîëæåíèå
èìåííî ýòîé ñåïàðàòðèñû Γj áóäåò âîâëå÷åíî â íîâîå êàñàíèå, êîòîðîå ìû ñîáèðàåìñÿ
ïîñòðîèòü. Êàê è ðàíüøå, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü �ñòîðîíó� óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
W s(pj), êîòîðàÿ îáðàùåíà ê Γj â òî÷êå pj. Íàçîâåì ýòó �ñòîðîíó� ïîëîæèòåëüíîé, ïîòî-
ìó ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íàçâàíèå �âåðõíÿÿ� íå ñîâñåì óäà÷íî: ïîëîæèòåëüíàÿ �ñòîðîíà�
ìíîãîîáðàçèÿ W s

loc(pj) îáðàùåíà âíèç (â ñìûñëå âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, çàäàííîãî
îñüþ Oy, ñì. ðèñóíîê 2).

Òàê êàê W s
loc(pj) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò W

u
loc(p) â òî÷êå aj, èç λ-ëåììû ñëåäóåò,

÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèñêîâ Dk ⊂ W s(pj), k ∈ N, òàêàÿ ÷òî:∣∣∣∣ |Lv1|2 Lv1 · Lv2
Lv2 · Lv1 |Lv2|2

∣∣∣∣ = (σ2|u1|2 + |λ(s1)|2)(σ2|u2|2 + |λ(s2)|2)− (σu1 · σu2 + λ(s1) · λ(s2))2 =

= (σλ(|u1|s2 − sgn(u1 · u2)|u2|s1))
2

+ (|λ(s1)|2|λ(s2)|2 − (λ(s1) · λ(s2))2).

Òàê êàê σ‖λ‖ < 1, èìååì (|u1|s2 − sgn(u1 · u2)|u2|s1)2 > (σλ(|u1|s2 − sgn(u1 · u2)|u2|s1))
2
. Íàêîíåö, îïå-

ðàòîð λ � ñæèìàþùèé, à âòîðûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ � îïðåäåëèòåëè Ãðàìà äëÿ ïàð s1, s2 è
λ(s1), λ(s2), òàê ÷òî äëÿ âòîðûõ ñëàãàåìûõ âûïîëíåíî òàêîå æå íåðàâåíñòâî.
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1) äèñê Dk ÿâëÿåòñÿ F 2k·per pj -ïðîîáðàçîì ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè D̂k òî÷êè aj â
W s
loc(pj), à ñëåäîâàòåëüíî, âñå îáðàçû íàøèõ äèñêîâ ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé îòîá-

ðàæåíèÿ F ðàâíîìåðíî óäàëåíû îò òî÷êè F−1(q);

2) ýòè äèñêè ñòðåìÿòñÿ ê äèñêó D0 = {(x, y) : y = 0, ‖x‖ ≤ 1} ⊂ W s(p) êàê C∞-
âëîæåííûå äèñêè;

3) ïîëîæèòåëüíûå �ñòîðîíû� äèñêîâ Dk ñìîòðÿò âíèç.

Çàìåòèì, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 3). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé âåð-
òèêàëüíûé îòðåçîê I = Oy ∩ R0, íàïðàâëåííûé ââåðõ. Îí ïåðåñåêàåò W s

loc(pj) â òî÷-
êå aj ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíû íà îòðèöàòåëüíóþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åãî ïðîîáðàç
F−2k·per(pj)(I) � òîæå âåðòèêàëüíûé îòðåçîê, íàïðàâëåííûé ââåðõ (ò.ê. 2k · per(pj) =
2k · l · per(p) äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ N). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ êðèâàÿ (â òîì ÷èñëå
îòðåçîê I ñ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé), ïîäõîäÿùàÿ ê W s(pj) ñ ïîëîæèòåëüíîé ñòî-
ðîíû â òî÷êå aj, ïåðåâîäèòñÿ îòîáðàæåíèåì F−2k·per(pj) â êðèâóþ, êîòîðàÿ äåëàåò òî æå
ñàìîå â òî÷êå F−2k·per(pj)(aj). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíàÿ ñòîðîíà ëþáîãî äèñêà Dk

îáðàùåíà âíèç.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ Ik ⊂ F k·per(p)(Γj), k ∈ N, íàêàï-

ëèâàþùèõñÿ ê îòðåçêó I0 3 r (íàïîìíèì, ÷òî r = (0, 1)) è òàêèõ, ÷òî èõ ïðîîáðàçû ïîä
äåéñòâèåì èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ F ðàâíîìåðíî óäàëåíû îò F−1(q).

Òåïåðü çàôèêñèðóåì ñåäëî pj ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì íîìåðîì j è ðàññìîòðèì ñïå-
öèàëüíîå ñåìåéñòâî Fµ, îïèñàííîå â ðàçäåëå 2.7. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ýòîãî
ñåìåéñòâà îòëè÷àþòñÿ îò äèôôåîìîðôèçìà F0 = F òîëüêî âíóòðè ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè F−1(q). Åñëè ýòà îêðåñòíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëà, òî÷êà pj ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì
ñåäëîì äëÿ Fµ ïðè âñåõ µ ∈ [−ε, ε], äèñêè Dk ëåæàò â óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ýòî-
ãî ñåäëà, à îòðåçêè Ik ñîäåðæàòñÿ â íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè îðáèòû ýòîãî ñåäëà.
Âñïîìíèì22, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ ïåðåñå÷åíèå FN

µ (Ik) ñ äî-
ñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè q äâèæåòñÿ ïî âåðòèêàëè, â òî âðåìÿ êàê äèñê Dk

îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà µi → 0 (ïðè i → ∞), òàêèõ ÷òî äëÿ êàæäîãî µi íàéäóòñÿ k1 è k2, äëÿ êîòîðûõ
äóãà FN

µi
(Ik1) =: Ik1,µi êàñàåòñÿ äèñêà Dk2 â íåêîòîðîé òî÷êå q̂ = q̂(i). Áîëåå òîãî, ïðè

áîëüøèõ i ýòî êàñàíèå íåâûðîæäåíî è ÿâëÿåòñÿ êàñàíèåì ñ îòðèöàòåëüíîé ñòîðîíû (ñì.
ðèñóíîê 2). Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïîëó÷èëè âîçìóùåíèå îòîáðàæåíèÿ F ñ êàñàíèåì
ñíèçó äëÿ ñåäëà p̂ = pj.

Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ: åñëè ó ñåäëà p ñëàáîå ñæèìàþùåå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå åäèíñòâåííî, ìîæíî âçÿòü p̂ ñ òåì æå ñâîéñòâîì. Ïóñòü îáðàç
ïëîñêîñòè Ess

q̃ ïîä äåéñòâèåì dF−Ñ(q̃) òðàíñâåðñàëåí ïëîñêîñòè Euw
r̃ . Âûïîëíåíèÿ ýòîãî

óñëîâèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ ïðè ïîìîùè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî âñå îñòàëüíûå
âàæíûå äëÿ íàñ ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ, òàê ÷òî ìû ìîæåì ÷èòàòü, ÷òî îíî âûïîëíåíî
äëÿ F ñ ñàìîãî íà÷àëà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α > 0 è z ∈ R0 îáîçíà÷èì α-êîíóñ âîêðóã ïëîñêîñòè Ess
z ÷å-

ðåç Css
α (z):

Css
α (z) = {v ∈ TzM | v = vuw + vss, vuw ∈ Euw

z , vss ∈ Ess
z , ‖vuw‖ ≤ α‖vss‖}.

22Ñì. ñâîéñòâà ñïåöèàëüíîãî ñåìåéñòâà â ðàçäåëå 2.7.
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Ðàññìîòðèì îïÿòü òî÷êó qj ∈ O(pj) (îïðåäåëåííóþ âûøå â ïóíêòå d)) è óçêèé α-êîíóñ
Css
α (qj), α� 1. Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè qj, j ∈ N, áëèçêè ê òî÷êå q̃, ìû ìîæåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëû dF−Ñ(qj) ðàâíîìåðíî áëèçêè ê dF−Ñ(q̃). Òàê êàê ïëîñêîñòü

dF−Ñ(q̃)Ess
q̃ òðàíñâåðñàëüíà ïëîñêîñòè Euw

r̃ , ìû ìîæåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî j êîíóñ dF−Ñ(qj)(C
ss
α (qj)) ñîäåðæèòñÿ â êîíóñå C

ss
β (rj), ãäå β � íåêîòîðîå áîëüøîå

÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò j.
Îòîáðàæåíèå F per(p) ëèíåàðèçóåòñÿ â îáëàñòè R0, òàê ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ýòî îòîáðàæåíèå è åãî äèôôåðåíöèàë â êàæäîé òî÷êå z ∈ R0 ñîâïàäàþò ñ ëèíåéíûì
îòîáðàæåíèåì L, äëÿ êîòîðîãî Ess ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî-óñòîé÷èâûì ðàññëîåíèåì. Âñïîìíèì
òåïåðü (ñì. ïóíêò d)), ÷òî qj = F−nj ·per(p)(rj). Äèôôåðåíöèàë dF

−nj ·per(p)(rj) ñîâïàäàåò
ñ L−nj . Åñëè j âåëèêî, ÷èñëî nj òàêæå âåëèêî, à åñëè nj äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî L−nj

ïåðåâîäèò êîíóñ Css
β (rj) âíóòðü êîíóñà C

ss
α (qj) è çíà÷èòåëüíî ðàñòÿãèâàåò ïðè ýòîì âñå

âåêòîðû â Css
β (rj), òàê ÷òî Css

α (qj) ñòàíîâèòñÿ èíâàðèàíòíûì âïåðåä ðàñòÿãèâàþùèìñÿ

êîíóñîì äëÿ dF−(nj per(p)+Ñ)(qj). Â òàêîì ñëó÷àå âíóòðè ýòîãî êîíóñà åñòü åäèíñòâåííàÿ
èíâàðèàíòíàÿ (m − 2)-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü, è ýòà ïëîñêîñòü ìîæåò áûòü òîëüêî èíâàðè-
àíòíîé ïëîñêîñòüþ, îòâå÷àþùåé ñèëüíûì óñòîé÷èâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñåäëà qj.
Èòàê, ñëàáîå óñòîé÷èâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñåäëà pj åäèíñòâåííî, ïî êðàéíåé ìåðå
äëÿ áîëüøèõ j, è òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî äëÿ åãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, äëÿ
êîòîðîãî ìû âûøå ïîëó÷èëè ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå.

Çàìå÷àíèå 37. Åñëè q ∈ W s(p) ∩ W u(p) äëÿ F , òî ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû q̂ ∈
W u(p̂, G) ∩W s(p̂, G).

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ðàññóæäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òî÷êà q̂ âñåãäà ëåæèò â
W s(p̂, G) ïî ïîñòðîåíèþ. Åñëè q ∈ W s(p, F )∩W u(p, F ), òî per(p) äåëèòN . ÏóñòüN1 ≥ 0 �
îñòàòîê îò äåëåíèÿN íà per(pj). Òàê êàê ïåðèîä per(p) äåëèò per(pj) èN , îí òàêæå äåëèò
N1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòðåçêè Ik ⊂ F k·per(p)(Γj), êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ,

äëÿ k =
l·per(pj)−N1

per(p)
, ãäå l ∈ N. Äëÿ òàêèõ k èìååì:

FN
µ (Ik) ⊂ FN

µ

(
W u(F l·per(pj)−N1(pj), Fµ)

)
= W u(F l·per(pj)−N1+N(pj), Fµ) = W u(pj, Fµ).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó òîãî, ÷òî N1 ≡ N (mod per(pj)). Åñëè íîâîå
êàñàíèå ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêîãî Ik, ýòî êàñàíèå ìåæäó èíâàðèàíòíûìè ìíî-
ãîîáðàçèÿìè ñåäëà p̂ = pj.

Çàìå÷àíèå 38. Ìû ìîæåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ó îòîáðàæåíèÿ G èç çàêëþ÷åíèÿ
ïðåäëîæåíèÿ 36 åñòü òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå òåì æå
ñâÿçíûì êîìïîíåíòàì ìíîæåñòâ W u(p̂) \ {p̂} è W s(p̂) \W ss(p̂), ÷òî è ïîëó÷åííîå íàìè
íîâîå êàñàíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå òîãî, êàê ìû çàôèêñèðîâàëè ñåäëî pj, ÷üå ãèïåðáî-
ëè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå áóäåò èãðàòü ðîëü p̂, ìû ìîæåì ïðè ïîìîùè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ
ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî òî÷êà aj ∈ W s

loc(pj)∩W u
loc(p) íå ëåæèò íàW

ss(pj). Òîãäà äëÿ áîëüøèõ
k2 äèñêDk2 ⊂ W s(pj) íå áóäåò ïåðåñåêàòüW

ss(pj), ïîòîìó ÷òîDk2 åñòü äàëåêèé ïðîîáðàç
ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè aj. Îäíàêî ýòîò äèñê îïðåäåëåííî òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñå÷åò
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ñåïàðàòðèñó Γj â íåêîòîðîé òî÷êå, áëèçêîé ê bj. Ýòî òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñî-
õðàíÿåòñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè. Êðîìå òîãî, â íåãî âîâëå÷åíà òà æå íåóñòîé÷èâàÿ
ñåïàðàòðèñà, ÷òî âîâëå÷åíà â íîâîå êàñàíèå, è, íàêîíåö, êàê òî÷êà êàñàíèÿ, òàê è òî÷êà
òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò â äèñêå Dk2 , íå ïåðåñåêàþùåì ñèëüíî óñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå ñåäëà pj.

Îò êàñàíèé ñíèçó ê óñëîâèþ (17)

Ïðåäëîæåíèå 39. Åñëè ó äèôôåîìîðôèçìà F ∈ Diff∞(M) åñòü (íåâûðîæäåííîå) êà-
ñàíèå ñíèçó äëÿ 2-ñæèìàþùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà p, òî ñêîëü óãîäíî C∞-ìàëûì
âîçìóùåíèåì îòîáðàæåíèÿ F ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåîìîðôèçì G ñ íåâûðîæäåííûì
ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèì óñëîâèþ (17).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíüøå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî F per(p) ëèíåàðèçóåòñÿ â îáëàñòè
R0 3 p è ëèíåàðèçóþùèå êîîðäèíàòû è òî÷êè r, q îðáèòû êàñàíèÿ òàêèå, êàê îïèñà-
íî â ÷àñòè �Ëèíåàðèçóþùèå êîîðäèíàòû� ðàçäåëà 2.7: åñëè òî÷êà q íå ïðèíàäëåæèò
W s
loc(p), çàìåíèì å¼ íà F 2k·per(p)(q) äëÿ ïîäõîäÿùåãî k. Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

òî÷êà r ëåæèò íà íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå ñåäëà p, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êàñàíèå ñíèçó:
åñëè ðàñòÿãèâàþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå σ ïîëîæèòåëüíî, ýòî âñåãäà òàê; â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå çàìåíèì q íà F per(p)(q) ïðè íåîáõîäèìîñòè. Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
â îêðåñòíîñòè òî÷êè q äóãà W u(p), êàñàþùàÿñÿ W s(p) â q, ëåæèò â íèæíåì ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå {(x, y) : y ≤ 0}.

Åñëè êàñàíèå â òî÷êå q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (17), ìîæíî ïîëîæèòü G = F , òàê
÷òî â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòî íå òàê. Åñëè det(π ◦ dFN(r)|Euwr ) = 0,
òî ýòîò îïðåäåëèòåëü ìîæíî ñäåëàòü íåíóëåâûì ïðè ïîìîùè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ, ñî-
õðàíÿþùåãî êàñàíèå â òî÷êå q, òàê ÷òî äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí îòðèöàòåëåí.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íîâîå êàñàíèå, ìû âîñïîëüçóåìñÿ èäååé äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû Òåîðåìû 1 èç �3.2 êíèãè Äæ. Ïàëèñà è Ô. Òàêåíñà [38]. À èìåííî, ðàññìîò-
ðèì ñïåöèàëüíîå23 îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî (Fµ)µ∈[−ε,ε], îïèñàííîå â ðàçäåëå 2.7.
Ïóñòü D 3 q � ìàëåíüêèé äèñê â W s

loc(p), òàêîé ÷òî äèñê D0 := F−N(D) ñîäåðæèòñÿ â
R0 è δ-äàëåê îò ∂R0 è â òî æå âðåìÿ ãðàíèöà D0 îòñòîèò îò W

u
loc(p) êàê ìèíèìóì íà δ,

ãäå δ � íåêîòîðîå ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü I0 = {0}× [1− ε1, 1 + ε1] � ìàëàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè r â ëîêàëüíîì óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè W u

loc(p). Òîãäà äëÿ ìàëûõ
ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ äóãà FN

µ (I0) èìååò äâå òî÷êè z1(µ), z2(µ) ∈ D
òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ W s

loc(p). Îáîçíà÷èì Γµ îòðåçîê ýòîé äóãè, ëåæàùèé
íàä W s

loc(p). Çàìåòèì, ÷òî Dµ := F−Nµ (D) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò W u
loc(p) â òî÷êàõ

wi(µ) = F−Nµ (zi(µ)), i = 1, 2, áëèçêèõ ê òî÷êå r. Êîãäà µ äîñòàòî÷íî ìàëî, ìîæíî ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂Dµ δ-äàëåêà îò W

u
loc(p), à ñàì äèñê Dµ δ-äàëåê îò ∂R0.

Èç λ-ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷åòíûõ n ∈ N äóãà Γn,µ :=

F
n·per(p)
µ (Γµ) èìååò òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äèñêîì Dµ. Çàôèêñèðóåì òà-

êîå n, ïðè êîòîðîì, âî-ïåðâûõ, âûïîëíåíî ýòî, à âî-âòîðûõ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
‖λn(e)‖ < δ/2 (ãäå e � x-êîîðäèíàòà òî÷êè q). Ïîëîæèì ẑi(µ) = F

n·per(p)
µ (zi(µ)), i = 1, 2,

23Íà ñàìîì äåëå, ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ëþáîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà, â
êîòîðîì êàñàíèå â òî÷êå q ðàçìûêàåòñÿ íåâûðîæäåííûì îáðàçîì.
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µ = µn

p

F n
µ

FN
µ

Dµ

Γn,µ

q

q̂

r̂ r0

q0

Ðèñ. 3: The new tangency.

è îáîçíà÷èì ÷åðåç γi(µ) ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó òî÷êè ẑi(µ) â Γn,µ∩R0. Çàìåòèì, ÷òî γ1(µ)
ñîâïàäàåò ñ γ2(µ), åñëè Γn,µ ñîäåðæèòñÿ â R0.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè äóãè Γµ å¼ x-êîîðäèíàòà áëèçêà ê x-êîîðäèíàòå òî÷êè q = (e, 0), à
ñëåäîâàòåëüíî, x-êîîðäèíàòà âñÿêîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé îáúåäèíåíèþ γ1(µ)∪ γ2(µ),
áëèçêà ê λn(e). Äðóãèìè ñëîâàìè, γ1(µ)∪ γ2(µ) ñîäåðæèòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîãî-
îáðàçèÿ W u

loc(p). Ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ, êîãäà µ óáûâàåò äî íóëÿ, à êðèâàÿ Γn,µ ñæè-
ìàåòñÿ ê òî÷êå (λn(e), 0) = F n(q). Â òî æå âðåìÿ äèñê Dµ îñòàåòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè r âäàëè îò ∂R0∪W s

loc(p), à ∂Dµ îñòàåòñÿ δ-äàëåêî îòW
u
loc(p). Òàêèì îáðàçîì, êîãäà

ìû óìåíüøàåì µ, êðèâûå γ1(µ) è γ2(µ) íå ìîãóò ïåðåñå÷ü ãðàíèöó ∂Dµ, ïîòîìó ÷òî ïî-
ñëåäíÿÿ δ-äàëåêà îòW u

loc(p), à äèñêDµ íå ìîæåò ïåðåñå÷ü ∂(γ1(µ)∪γ2(µ)) ⊂ ∂R0∪W s
loc(p).

Òåì íå ìåíåå, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ äóãà γ1(µ) ñîâïàäàåò ñ γ2(µ) è íå ïåðåñåêàåò
äèñê Dµ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî µn > 0 ñóùåñòâóåò òî÷êà r0, â êîòîðîé îäíà èç
äóã γi(µn) êàñàåòñÿ äèñêà Dµn . Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïîñòðîåíèå ïîçâîëÿåò âçÿòü çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà µn ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê íóëþ, à òî÷êó r0 � ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê òî÷-
êå r. Ïîëîæèì G = Fµn . Êàê âñåãäà, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî
êàñàíèå â òî÷êå r0 äëÿ G � íåâûðîæäåííîå.

Ïóñòü q0 = G−n·per(p)(r0), r̂ = G−N(q0) è q̂ = GN(r0) = Gn·per(p)+2N(r̂). Òî÷êà r̂ ëåæèò
â W u

loc(p) è áëèçêà ê òî÷êå r. Òî÷êè q0 è q̂ áëèçêè ê q, ïðè÷åì q̂ ∈ W s
loc(p) (ñì. ðèñ. 3).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàñàíèÿ â òî÷êå q̂ âûïîëíåíî óñëîâèå (17). Òî÷êà r̂ èãðàåò äëÿ êàñàíèÿ
â òî÷êå q̂ òó æå ðîëü, ÷òî r èãðàëà äëÿ q, òàê ÷òî óñëîâèå (17) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé
âèä:

∆ := det(π ◦ dGn·per(p)+2N(r̂)|Euwr̂ ) > 0. (18)
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Ïîñêîëüêó dGn·per(p)+2N(r̂) = dGN(r0) ◦ dGn·per(p)(q0) ◦ dGN(r̂), íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

sgn det
(
π ◦ dGN(r0) ◦ dGn·per(p)(q0) ◦ dGN(r̂)

∣∣
Euwr̂

)
= 1.

Âñïîìíèì, ÷òî dGn·per(p)(q0) = dF
n·per(p)
µn (q0) = Ln. Ââåäåì ñëåäóþùèå êðàòêèå îáîçíà÷å-

íèÿ:
Ξ = dGN(r0), Θ = dGN(r̂).

Çàìåòèì, ÷òî Ξ è Θ îáà áëèçêè ê dFN
0 (r) â ñèëó òîãî, ÷òî òî÷êè r0 è r̂ áëèçêè ê r, à

ïàðàìåòð µn áëèçîê ê íóëþ.

Çàìå÷àíèå. Ðàçáåðåìñÿ ñíà÷àëà ñ äâóìåðíûì ñëó÷àåì. Åñëè dimM = 2, (18) ñâî-
äèòñÿ ê íåðàâåíñòâó det(Ξ ◦ Ln ◦ Θ) > 0. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòå-
êàåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ íàáëþäåíèé. Âî-ïåðâûõ, òàê êàê Ξ ≈ dFN

0 (r) ≈ Θ, èìååì
sgn det(Ξ) = sgn det(Θ). Âî-âòîðûõ, ïîñêîëüêó n ÷åòíî, det(Ln) > 0. Â îáùåì ñëó÷àå ìû
áóäåì ðàññóæäàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî dFN(r)(Euw
r ) òðàíñâåðñàëüíî ïîäïðîñòðàíñòâó Ess

q : ýòî
óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ òèïè÷íûì îáðàçîì è ñîâìåñòèìî ñ êàñàíèåì â òî÷êå q. Òàê êàê
îòîáðàæåíèå Θ áëèçêî ê dFN(r), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Θ(Euw

r̂ ) òðàíñ-
âåðñàëüíî ê Ess

q0
. Åñëè n âåëèêî, òî Ln ◦ Θ(Euw

r̂ ) (îáîçíà÷èì ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ
êðàòêîñòè E0) áëèçêî ê E

uw
r0
. Â ñëó÷àå, åñëè ýòè äâà ïîäïðîñòðàíñòâà äîñòàòî÷íî áëèçêè,

èìååì

sgn ∆ = sgn det
(
π ◦ Ξ ◦ Ln ◦Θ|Euwr̂

)
= sgn det

(
π ◦ Ξ|Euwr0

)
· sgn det

(
π ◦ Ln ◦Θ|Euwr̂

)
.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå Ξ áëèçêî ê dFN(r), èìååì òàêæå

sgn det
(
π ◦ Ξ|Euwr0

)
= sgn det

(
π ◦ dFN(r)

∣∣
Euwr

)
= −1.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ðàññëîåíèå Euw èíâàðèàíòíî äëÿ Ln, ìû ìîæåì íàïèñàòü

sgn det
(
π ◦ Ln ◦Θ|Euwr̂

)
= sgn det

(
π ◦ Ln|Euwq0 ◦ π ◦Θ|Euwr̂

)
=

= sgn det
(
π ◦ Ln|Euwq0

)
· sgn det

(
π ◦Θ|Euwr̂

)
.

Íàêîíåö, sgn det
(
π ◦ Ln|Euwq0

)
= 1, ïîñêîëüêó n ÷åòíî, à

sgn det
(
π ◦Θ|Euwr̂

)
= sgn det

(
π ◦ dFN(r)

∣∣
Euwr

)
= −1.

Òàêèì îáðàçîì, sgn ∆ = −1 · 1 · (−1) = 1, ÷òî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå.

Çàìå÷àíèå 40. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íîâîé òî÷êè êàñàíèÿ âûïîëíåíî

q̂ ∈ W u(G2N+n·per(p)(p)) ∩W s(p) = W u(G2N(p)) ∩W s(p)

(çäåñü ìû îáîçíà÷àåì ïðîäîëæåíèå èñõîäíîãî ñåäëà p äèôôåîìîðôèçìà F òåì æå
ñèìâîëîì). Åñëè q ∈ W u(p, F ) ∩ W s(p, F ), òî N äåëèòñÿ íà per(p) è, ñëåäîâàòåëüíî,
q̂ ∈ W u(p,G) ∩W s(p,G).
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Îò êàñàíèé ê òðàíñâåðñàëüíûì ïåðåñå÷åíèÿì

Ïðåäëîæåíèå 41. Ïóñòü ó äèôôåîìîðôèçìà F åñòü ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ
2-ñæèìàþùåãî ñåäëà p. Åñëè ó ýòîãî äèôôåîìîðôèçìà íåò òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìî-
êëèíè÷åñêèõ îðáèò, â êîòîðûå âîâëå÷åíà24 òà æå ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà
W u(p)\{p}, ÷òî è â êàñàíèå, òî òàêèå ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè
ñêîëü óãîäíî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ âìåñòå ñ íîâîé îðáèòîé ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíüøå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåîìîðôèçì F � C∞-ãëàäêèé,
F per(p) ëèíåàðèçóåòñÿ â îêðåñòíîñòè ñåäëà p, à êàñàíèå íåâûðîæäåííîå. Îáîçíà÷èì òî÷êó
êàñàíèÿ ÷åðåç q.

Åñëè êàñàíèå â òî÷êå q ÿâëÿåòñÿ êàñàíèåì ñíèçó, òî, ðàññóæäàÿ êàê â ïåðâîé ÷àñòè
äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 39, ïîëó÷èì íîâîå êàñàíèå è òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè-
÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðûå íàì íóæíû, íåçàâèñèìî îò òîãî, áûëè ëè òàêèå òðàíñâåð-
ñàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ äî âîçìóùåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â òî÷êå q èìååò ìåñòî êàñàíèå ñâåðõó. Îáîçíà÷èì Γ ñâÿç-
íóþ êîìïîíåíòó ìíîæåñòâà W u(p) \ {p}, âîâëå÷åííóþ â êàñàíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó
äèôôåîìîðôèçìà F íåò òðàíñâåðñàëüíûõ ïåðåñå÷åíèé ìåæäó F k(Γ) è W s(p) íè ïðè
êàêîì k ∈ Z. Åñëè åñòü îðáèòà ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ, îòëè÷íàÿ îò îðáèòû òî÷-
êè q, ìû ìîæåì âîçìóòèòü îäíó èç ýòèõ îðáèò è ïîëó÷èòü òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå,
îñòàâèâ îòîáðàæåíèå â îêðåñòíîñòè äðóãîé îðáèòû íåèçìåííûì.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ó ìíîãîîáðàçèé
⋃
k F

k(Γ) è
W s(p) íåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, êðîìå òåõ, ÷òî ïðèíàäëåæàò îðáèòå O(q). Â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî ðàññóæäàòü àíàëîãè÷íî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 39 è äàæå
íåñêîëüêî ïðîùå.

À èìåííî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåàðèçóþùóþ îêðåñòíîñòü R0 è ïðåäïîëàãàòü,
÷òî q ∈ W s

loc(p) ⊂ R0 è r = F−N(q) ∈ W u
loc(p) ⊂ R0, òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäëîæåíèÿ 39. Ðàññìîòðèì âíîâü ìàëåíüêèé äèñê D : q ∈ D ⊂ W s
loc(p) è åãî FN -

ïðîîáðàç D0, ñîäåðæàùèéñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè r ∈ Γ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãðàíèöà
∂D0 íàõîäèòñÿ δ-äàëåêî îò W

u
loc(p), à ñàì äèñê D0 δ-äàëåê îò ìíîæåñòâà ∂R0 ∪W s

loc(p).
Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî (Fµ), â êîòîðîì ðàçðóøà-

åòñÿ êàñàíèå â òî÷êå q. Ïóñòü Dµ := F−Nµ (D). Ïîñêîëüêó ïðè µ = 0 ìû èìååì êàñàíèå
ñâåðõó â òî÷êå q, äëÿ ìàëûõ ïî ìîäóëþ µ < 0 ìû áóäåì íàáëþäàòü äâà òðàíñâåðñàëüíûõ
ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó FN

µ (W u
loc(p)) è W

s
loc(p) â òî÷êàõ z1(µ), z2(µ), áëèçêèõ ê q. Çàôèêñè-

ðóåì ìàëîå µ0 < 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç Γµ0 êàêóþ-íèáóäü ìàëåíüêóþ äóãó â W u(O(p)),
íà÷èíàþùóþñÿ â òî÷êå z1(µ0) è èäóùóþ ââåðõ. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷åòíîãî ÷èñ-

ëà n åå îáðàç F
n·per(p)
µ0 (Γµ0) èìååò òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ äèñêîì Dµ0

âáëèçè r.
Ïóñòü R � ïåðåñå÷åíèå R0 ñ âåðõíèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì, à γ(µ), µ < 0, � ñâÿçíàÿ

êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà W u(O(p))∩R, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó ẑ1 = F
n·per(p)
µ (z1(µ)). Òîãäà äëÿ

áîëüøèõ n è ìàëûõ îòðèöàòåëüíûõ µ êîìïîíåíòà γ(µ) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò µ. Îïðåäå-
ëèì äóãó γ(0) ïî íåïðåðûâíîñòè. Åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî äëÿ ëþáîãî µ ∈ [µ0, 0] îáå
êðàåâûå òî÷êè äóãè γ(µ) ðàñïîëîæåíû äàëåêî îò äèñêàDµ, â òî âðåìÿ êàê ñàìà äóãà γ(µ)

24Ñì. ñíîñêó 19

41



δ/2-áëèçêà êW u
loc(p). Îäíîâðåìåííî ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂Dµ íàõîäèò-

ñÿ δ-äàëåêî îò W u
loc(p). Âñïîìíèì, ÷òî ïðè µ = 0 ó äóãè γ(µ) è äèñêà Dµ íå ìîãëî áûòü

ïåðåñå÷åíèé, íî ïðè µ = µ0 åñòü òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå. Òàê êàê ïðè µ ∈ [µ0, 0]
äóãà γ(µ) è äèñê Dµ ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî ïî âíóòðåííèì ñâîèì òî÷êàì, íàéäåòñÿ
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µ, ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî êàñàíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè äó-
ãîé è äèñêîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè òðåáóåìûå òðàíñâåðñàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ è
êàñàíèå.

Çàìå÷àíèå 42. Åñëè äëÿ F òî÷êà êàñàíèÿ q íå ëåæèò â W ss(p), òî òî æå ñàìîå ðàñ-
ñóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèáî ó íàøåãî äèôôåîìîðôèçìà óæå åñòü òðàíñâåðñàëüíûå
ãîìîêëèíè÷åñêèå îðáèòû, âîâëåêàþùèå òå æå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâW u(p)\{p}
è W s(p) \W ss(p), ÷òî è êàñàíèå, ëèáî òàêèå ïåðåñå÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü âìåñòå ñ íî-
âûì êàñàíèåì (â êîòîðîå âîâëå÷åíû âñå òå æå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, à òî÷íåå ãîâîðÿ,
èõ ïðîäîëæåíèÿ). Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî íîâîå êàñàíèå è íîâûå òðàíñâåðñàëüíûå
ïåðåñå÷åíèÿ áûëè ïîñòðîåíû âáëèçè òî÷êè q â ñìûñëå ìåòðèêè íà W s(p).

Êðîìå òîãî, åñëè q ∈ W u(p) ∩ W s(p), òî ïîëó÷åííîå òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå
òîæå ïðèíàäëåæèò W u(p) ∩W s(p) (ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå per(p) äåëèò N).

Êàñàíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé îäíîãî è òîãî æå ñåäëà

Ïðåäëîæåíèå 43. Åñëè ó äèôôåîìîðôèçìà F åñòü ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå ñíèçó
ìåæäó W s(p) è W u(FN(p)), ãäå p � 2-ñæèìàþùåå ïåðèîäè÷åñêîå ñåäëî, òî ïðè ïîìî-
ùè ñêîëü óãîäíî ìàëîãî C∞-âîçìóùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåîìîðôèçì G ñ ãîìî-
êëèíè÷åñêèì êàñàíèåì ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçì G è òî÷êó q̂ êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåä-
ëîæåíèÿ 39. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ G òàêæå èìåþò ìåñòî òðàíñâåðñàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ
ìåæäóW u(p) èW s(G−N(p)) (â òî÷êàõ wi(µn), ðàññìàòðèâàåìûõ â äîêàçàòåëüñòâå). Èç λ-
ëåììû ñëåäóåò, ÷òîW u(p) íàêàïëèâàåòñÿ êW u(G−N(p)), à ñëåäîâàòåëüíî, òðàíñâåðñàëü-
íî ïåðåñåêàåò òàêæå G−N(W s(G−N(p))) = W s(G−2N(p)). Ðàññóæäàÿ äàëåå àíàëîãè÷íî,
ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèåW u(p) òðàíñâåðñàëüíî ïåðå-
ñåêàåò W s(G−kN(p)) è íàêàïëèâàåòñÿ ê W u(G−kN(p)) . Ïîëîæèì k = 3 per(p)−2 > 0, òî-
ãäà ïîëó÷èì, ÷òîW u(p) íàêàïëèâàåòñÿ êW u(G2N(p)). Âñïîìíèì, ÷òî q̂ � òî÷êà êàñàíèÿ
ìåæäó W u(G2N(p)) è W s(p). Ïîñêîëüêó W u(p) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò W s(G2N(p))
è íàêàïëèâàåòñÿ ê W u(G2N(p)), êàñàíèå ìåæäó W u(p) è W s(p) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè
ïîìîùè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ, ðàññóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 36.

Ïðåäëîæåíèå 44. Ïóñòü ó äèôôåîìîðôèçìà F åñòü 2-ñæèìàþùåå ïåðèîäè÷åñêîå ñåä-
ëî p, òàêîå ÷òî W s(p) êàñàåòñÿ W u(FN(p)) â òî÷êå q. Òîãäà ïðè ïîìîùè ñêîëü óãîä-
íî C∞-ìàëîãî âîçìóùåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà F ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåîìîðôèçì G ñ
ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè ãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàñàíèå â òî÷êå q
íåâûðîæäåííîå, ïîòîìó ÷òî ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûì âîçìóùåíè-
åì. Ïîñêîëüêó ñëó÷àé êàñàíèÿ ñíèçó óæå áûë ðàññìîòðåí â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè,
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ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â òî÷êå q èìååò ìåñòî êàñàíèå ñâåðõó. Ìû òàêæå áóäåì
ïðåäïîëàãàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî q /∈ W ss(p), à äëÿ ñåäëà p ñóùåñòâóþò
òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå îðáèòû, â êîòîðûå âîâëå÷åíû òå æå ñâÿçíûå êîìïî-
íåíòû ìíîæåñòâW u(p)\{p} èW s(p)\W ss(p), ÷òî âîâëå÷åíû â ðàññìàòðèâàåìîå êàñàíèå
(ñì. ïðåäëîæåíèå 41 è çàìå÷àíèå 42).

Èòàê, ïîñêîëüêó êàñàíèå â òî÷êå q åñòü êàñàíèå ñâåðõó, ïðåäëîæåíèå 36 ïðåäîñòàâëÿ-
åò âîçìîæíîñòü ïåðåéòè ê ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîìó ñ p ñåäëó è ïîëó÷èòü ïîñëå
ìàëîãî âîçìóùåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà F êàñàíèå ñíèçó äëÿ ýòîãî íîâîãî ñåäëà. Îáîçíà-
÷èì âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå F̂ , à íîâîå ñåäëî � p̂ è ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå p äëÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ èñõîäíîãî ñåäëà. Çàìåòèì, ÷òî p̂ ìîæåò áûòü âûáðàíî òàêèì
îáðàçîì, ÷òî per(p̂) = l · per(p), W u(p, F̂ ) t W s(p̂, F̂ ) 6= ∅ è W s(p, F̂ ) t W u(p̂, F̂ ) 6= ∅, êàê
â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 36.

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 43 ê F̂ , ïîëó÷èì äèôôåîìîðôèçì Ĝ, äëÿ êîòîðîãî ñóùå-
ñòâóåò êàñàíèå ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p̂. Êàê è ðàíüøå, ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ p, p̂ äëÿ ïðîäîëæåíèé íàøèõ
ñåäåë.

Òàê êàê W u(p, Ĝ) t W s(p̂, Ĝ) 6= ∅ è per(p) äåëèò per(p̂), ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî
W u(p, Ĝ) íàêàïëèâàåòñÿ ê W u(p̂, Ĝ). Àíàëîãè÷íî, èç òîãî, ÷òî W s(p, Ĝ) t W u(p̂, Ĝ) 6= ∅,
çàêëþ÷àåì, ÷òî W s(p, Ĝ) íàêàïëèâàåòñÿ ê W s(p̂, Ĝ). Òåïåðü, ðàññóæäàÿ êàê â äîêàçà-
òåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 36, ìû ìîæåì ïðè ïîìîùè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ïîëó÷èòü äèô-
ôåîìîðôèçì G ñ êàñàíèåì ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè ïðî-
äîëæåíèÿ ñåäëà p, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà

Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû, è ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû î çàõâàòå. Â òåêóùèé ìîìåíò ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó äèôôåîìîðôèçìà F ∈
Diff∞(M) åñòü 2-ñæèìàþùåå ñåäëî p, òàêîå ÷òî W s(p) è W u(FN(p)) èìåþò òî÷êó íåâû-
ðîæäåííîãî êàñàíèÿ q. Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ óñëî-
âèé ïðåäëîæåíèÿ 35 è ïîëó÷èòü ñ åãî ïîìîùüþ ñèëüíî äèññèïàòèâíîå ñåäëî, ãåòåðî-
êëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñ ïðîäîëæåíèåì ñåäëà p è èìåþùåå îðáèòó ãîìîêëèíè÷åñêîãî
êàñàíèÿ. Îäíàêî, ïîêà ÷òî ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 35 ïðèìåíèìî ê F .

Ìû ñîâåðøèì íåñêîëüêî âîçìóùåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü
óãîäíî ìàëûì â C∞-ìåòðèêå, è ïîëó÷èì â èòîãå äèôôåîìîðôèçì, ñåäëî è êàñàíèå, ê
êîòîðûì ïðèìåíèìî ïðåäëîæåíèå 35. ×òîáû íå ïåðåãðóæàòü îáîçíà÷åíèÿ, ìû áóäåì
ïîñëåäîâàòåëüíî çàìåíÿòü F íà âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå. Ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå
ìû çàìåíÿåì ñåäëî p ëèáî íà åãî ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå, ëèáî íà äðóãîå ñåäëî,
ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñ ýòèì ïðîäîëæåíèåì, è íàõîäèì íîâóþ òî÷êó ãîìîêëè-
íè÷åñêîãî êàñàíèÿ, êîòîðóþ êàæäûé ðàç îáîçíà÷àåì q, õîòÿ ýòî íîâàÿ òî÷êà êàñàíèÿ,
îòâå÷àþùàÿ íîâîìó ñåäëó p.

1. Ñíà÷àëà, ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 44, ïîëó÷èì ïðè ïîìîùè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ,
êàñàíèå ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p. Çà-
ìåíèì äèôôåîìîðôèçì F íà ìîäèôèöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå, à ñòàðûå ñåäëî è òî÷êó
êàñàíèÿ � íà íîâûå. Åñëè ó íàñ óæå áûëî êàñàíèå ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì
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ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäëà p, ýòîò øàã ìîæíî ïðîïóñòèòü.
2. Òåïåðü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì F èìååò íåâûðîæäåííîå êàñàíèå

ìåæäó W u(p) è W s(p) â òî÷êå q, ãäå ñåäëî p, êàê âñåãäà, 2-ñæèìàþùåå. Â ðàçäåëå 5
ñòàòüè [37] Äæ. Ïàëèñ è Ì. Âèàíà ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîìîùè ìàëîãî
âîçìóùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãîå 2-ñæèìàþùåå ñåäëî p̃, èìåþùåå åäèíñòâåííîå ñëàáî
ñæèìàþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñ èñõîäíûì, à òàêæå
ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè ýòîãî
íîâîãî ñåäëà.

Â ðàññóæäåíèè Äæ. Ïàëèñà è Ì. Âèàíû ìîæåò áûòü íåáîëüøîé ïðîáåë, êîòîðûé,
îäíàêî, ëåãêî óñòðàíèòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòà, êîòîðûì ìû õîòèì âîñïîëüçî-
âàòüñÿ, îíè ñíà÷àëà íàëàãàþò íà äèôôåîìîðôèçì F íåêîòîðîå óñëîâèå òèïè÷íîñòè25, à
çàòåì ðàññìàòðèâàþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî (Fµ), F0 = F, â êîòîðîì êàñàíèå
ðàçìûêàåòñÿ íåâûðîæäåííûì îáðàçîì. Èõ ðàññóæäåíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äëÿ µ > 0 êà-
ñàíèå ðàçìûêàåòñÿ ñ îáðàçîâàíèåì òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ è ÷òî â òî æå âðåìÿ
åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðà (µj)j∈N, µj > 0, µj → 0 ïðè j →∞, òàêèõ
÷òî îòîáðàæåíèÿ Fµj èìåþò íîâûå ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p.
Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, îäíàêî, ÷òî ýòî íå òàê è íîâûå êàñàíèÿ âîçíèêàþò ëèøü äëÿ îòðèöà-
òåëüíûõ çíà÷åíèé µ. Òåì íå ìåíåå, ýòî âñåãäà âåðíî â ñëó÷àå êàñàíèÿ ñíèçó, êàê ìîæíî
âèäåòü èç ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 39. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñíà÷àëà
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 41 è çàìå÷àíèåì 42, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðàíñâåðñàëüíóþ
ãîìîêëèíè÷åñêóþ îðáèòó íà òîé æå íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå, à ïîòîì èñïîëüçîâàòü
ïðåäëîæåíèå 36 (âìåñòå ñ çàìå÷àíèåì 37), ÷òîáû ïåðåéòè ê ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåï-
ëåííîìó ñåäëó ñ ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì ñíèçó, è, íàêîíåö, ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèå
Äæ. Ïàëèñà è Ì. Âèàíû.

Êàê è ïðåæäå, çàìåíèì F íà íîâîå îòîáðàæåíèå, à ñåäëî p çàìåíèì íà p̃, ñîõðàíèâ
ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå.

3. Òåïåðü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñåäëî p èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ñæèìàþùåå ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå è ÷òî äëÿ ýòîãî ñåäëà èìååòñÿ íåâûðîæäåííîå ãîìîêëèíè÷åñêîå êà-
ñàíèå â òî÷êå q ∈ W u(p)∩ (W s(p)\W ss(p)).26 Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 41 è çàìå÷àíèå 42,
ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìåþòñÿ òàêæå òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå-
÷åíèÿ ìåæäó òåìè æå ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè ìíîæåñòâ W u(p) \ {p} è W s(p) \W ss(p).

Åñëè êàñàíèå â òî÷êå q ÿâëÿåòñÿ êàñàíèåì ñâåðõó, ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 36
(âìåñòå ñ çàìå÷àíèåì 37), ÷òîáû ïîëó÷èòü êàñàíèå ñíèçó ìåæäóW u(p) èW s(p)\W ss(p).
Â ýòîì ñëó÷àå ìû îïÿòü çàìåíÿåì îòîáðàæåíèå, ñåäëî è êàñàíèå íà íîâûå. Ñîãëàñ-
íî çàìå÷àíèþ 38, ìû ìîæåì ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàòü, ÷òî èìåþòñÿ òðàíñâåðñàëüíûå ãî-
ìîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè ìíîæåñòâ W u(p) \ {p} è
W s(p)\W ss(p), ó÷àñòâóþùèìè â êàñàíèè. Åñëè ìû ñëó÷àéíî ïîòåðÿëè ëèíåàðèçóåìîñòü
îòîáðàæåíèÿ F per(p) â îêðåñòíîñòè ñåäëà p, åå ìîæíî âîññòàíîâèòü ìàëûì âîçìóùåíèåì,
ñîõðàíÿþùèì âñå îñòàëüíûå èíòåðåñóþùèå íàñ ñâîéñòâà íàøåãî îòîáðàæåíèÿ.

4. Òåïåðü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàñàíèå â òî÷êå q ÿâëÿåòñÿ êàñàíèåì ñíèçó. Åñëè

25Îíè ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Φ (âõîäÿùåå, ïî ñóùåñòâó, â óñëîâèå (17)) ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì.

26×òîáû ñäåëàòü êàñàíèå íåâûðîæäåííûì è óáðàòü òî÷êó êàñàíèÿ ñ W ss(p), ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ
åùå îäíà ìàëàÿ ìîäèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèÿ.

44



ýòî êàñàíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (17), ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 39 ñ çàìå÷àíèåì 40,
÷òîáû ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ìàëîãî âîçìóùåíèÿ íîâîå êàñàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ (17). Ëèíåàðèçóåìîñòü ïðè ïðèìåíåíèè ïðåäëîæåíèÿ 39 ñîõðàíÿåòñÿ. Êàê îáû÷íî,
çàìåíÿåì îòîáðàæåíèå è êàñàíèå íà íîâûå ñ ñîõðàíåíèåì îáîçíà÷åíèé. Òî÷êà íîâîãî êà-
ñàíèÿ ïðèíàäëåæèò òåì æå ñâÿçíûì êîìïîíåíòàì ìíîæåñòâW u(p)\{p} èW s(p)\W ss(p),
÷òî è òî÷êà ñòàðîãî êàñàíèÿ (â äîêàçàòåëüñòâå ïðåä. 39 òî÷êà q̂ áëèçêà ê q), ñëåäîâà-
òåëüíî, ìû ïî-ïðåæíåìó èìååì òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òî÷êè, êàê òðåáóåò
óñëîâèå c) ïðåäëîæåíèÿ 35. Çíà÷èò, ïðåäëîæåíèå 35 ïðèìåíèìî ê íàøåìó íîâîìó F .

5. Èç ïðåäëîæåíèÿ 35 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîìîùè åùå îäíîãî âîçìóùåíèÿ ìû ìî-
æåì, íàêîíåö, ïîëó÷èòü ñèëüíî äèññèïàòèâíîå ñåäëî, ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñ
ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîãî ñåäëà p. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæíèå 34, ìû òàêæå ìîæåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî äëÿ íîâîãî îòîáðàæåíèÿ èìååòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå äëÿ ýòîãî ñèëüíî
äèññèïàòèâíîãî ñåäëà.

Íà êàæäîì øàãå ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ìû ìîãëè çàìåíèòü ñåäëî p ëèáî íà åãî ãèïåð-
áîëè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå, ëèáî íà ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñ ýòèì ïðîäîëæåíèåì
ñåäëî, òàê ÷òî ïîëó÷åííîå â êîíöå ñèëüíî äèññèïàòèâíîå ñåäëî îêàçàëîñü ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêè çàöåïëåííûì ñ ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîãî ñåäëà p, ñóùåñòâîâàâøåãî ïðåæäå âñÿêîãî
âîçìóùåíèÿ. Ïðèìåíÿÿ ëåììó î çàõâàòå ê êàñàíèþ, ñâÿçàííîìó ñ ñèëüíî äèññèïàòèâíûì
ñåäëîì, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëå ïîäõîäÿùåãî âîçìóùåíèÿ íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðà-
çèÿ ïðîäîëæåíèé êàê íîâîãî ñèëüíî äèññèïàòèâíîãî, òàê è ñòàðîãî ñåäëà ïåðåñåêàþò
áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ñòîêà. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà î çàõâàòå äîêàçàíà.
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3 Ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì
èëè íåóñòîé÷èâîñòü

3.1 Ôîðìóëèðîâêà è ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

Ïðåæäå âñåãî äàäèì îïðåäåëåíèå ðàñùåïëåíèÿ ñ äîìèíèðîâàíèåì.

Îïðåäåëåíèå 45. Ïóñòü Λ � F -èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿM , à TΛM =
E ⊕ G � dF -èíâàðèàíòíîå ðàñùåïëåíèå TM íàä Λ ñ íå çàâèñÿùèìè îò òî÷êè áàçû
ðàçìåðíîñòÿìè ñëîåâ ðàññëîåíèé E è G. Ðàñùåïëåíèå E ⊕G íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëåíèåì
ñ äîìèíèðîâàíèåì (àíãë. dominated splitting), åñëè ñóùåñòâóåò n ∈ N, òàêîå ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ è ëþáûõ âåêòîðîâ u ∈ E(x), v ∈ G(x) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖dF n(x)u‖
‖u‖

≤ 1

2
· ‖dF

n(x)v‖
‖v‖

.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàñùåïëåíèÿ ñ äîìèíèðîâàíèåì êàê ñëàáûé
àíàëîã ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Åñëè äîáàâèòü ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ òðåáîâàíèå,
÷òî â îãðàíè÷åíèè íà E (äëÿ íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà M) èìååò ìåñòî ñæàòèå
(èëè â îãðàíè÷åíèè íà G äèôôåðåíöèàë ðàñòÿãèâàåò), ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íîé
ãèïåðáîëè÷íîñòè, à åñëè ïðåäïîëîæèòü åùå, ÷òî íà G èìååò ìåñòî ÷èñòîå ðàñòÿæåíèå,
ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà.

C. Bonatti, L. J. D��az è E. R. Pujals óñòàíîâèëè â ðàáîòå [13] ñëåäóþùóþ äèõîòî-
ìèþ äëÿ C1-òèïè÷íûõ äèôôåîìîðôèçìîâ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé: ãîìîêëèíè÷åñêèé
êëàññ ëþáîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñåäëà ëèáî äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèå ñ
äîìèíèðîâàíèåì, ëèáî ñîäåðæèòñÿ â çàìûêàíèè îáúåäèíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
èñòî÷íèêîâ èëè ñòîêîâ.27 Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûâåäåì èç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [13]) òåîðå-
ìó B. Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì äëÿ óäîáñòâà ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû B.

Òåîðåìà B. Äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî äèôôåîìîðôèçìà F ∈ Diff1(M) çàìêíó-
òîãî ìíîãîîáðàçèÿ M âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ äâóõ âîçìîæíîñòåé: èëè ëþ-
áîé ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì, èëè àòòðàêòîð
Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó äëÿ F èëè F−1.

Çàìåòèì, ÷òî äâå âîçìîæíîñòè, ðàññìàòðèâàåìûå â òåîðåìå B, íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìî-
èñêëþ÷àþùèìè. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî âçÿòü ëîêàëüíî òèïè÷íûå äèôôåîìîðôèçìû ñ
íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ è ðàññìîòðåòü èõ
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ ñåâåðî-þæíûì äèôôåîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè, íàïðèìåð. Àò-
òðàêòîðîì Ìèëíîðà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïðîèçâåäåíèå àòòðàêòîðîâ ìíîæèòåëåé. Åñëè
àòòðàêòîð ñåâåðî-þæíîãî îòîáðàæåíèÿ ñæèìàåò äîñòàòî÷íî ñèëüíî, ìû áóäåì èìåòü
ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì íà àòòðàêòîðå Ìèëíîðà ýòîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
íî ïðè ýòîì àòòðàêòîð âñå ðàâíî áóäåò íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó. Íà ñàìîì äåëå ñóòü
òåîðåìû B ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòñóòñòâèå ðàñùåïëåíèÿ ñ äîìèíèðîâàíèåì íà êàêîì-ëèáî
ãîìîêëèíè÷åñêîì êëàññå ïðèâîäèò â òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîì ñëó÷àå ê íåóñòîé÷èâîñòè
àòòðàêòîðà (áûòü ìîæåò, äëÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ).

27Ýòè äâå âîçìîæíîñòè íå èñêëþ÷àþò äðóã äðóãà, òàê ÷òî òåðìèí �äèõîòîìèÿ�, áûòü ìîæåò, íå âïîëíå
îïðàâäàí.
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Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò, êîòîðûé äîêàçûâàåòñÿ â ðàáîòå [13], õîòÿ è íå
ñôîðìóëèðîâàí òàì â âèäå îòäåëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 46 ([13], Lemma 1.9 + Lemma 1.10 + Prop. 2.1). Ïóñòü p � ïåðèîäè÷åñêîå
ãèïåðáîëè÷åñêîå ñåäëî äèôôåîìîðôèçìà F ∈ Diff1(M) è ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ H(p, F )
íå äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèÿ ñ äîìèíèðîâàíèåì. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî
ε > 0 â ëþáîé îêðåñòíîñòè ñåäëà p ìîæíî íàéòè ïåðèîäè÷åñêîå ñåäëî q, îáëàäàþùåå
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� ñåäëî q ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåíî ñ ñåäëîì p,

� ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ Aj, ε-áëèçêèå ê äèôôåðåíöèàëàì
dF (F j−1(q)), j = 1, . . . , per (q), è òàêèå, ÷òî êîìïîçèöèÿ A = Aper (q) ◦ · · · ◦ A1

ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàñòÿæåíèåì, ëèáî ñæàòèåì.28

Çàìå÷àíèå 47. Èç çàìå÷àíèé 5.5 è 5.6 â [13] ñëåäóåò, ÷òî åñëè H(p, F ) ñîäåðæèò äèññè-
ïàòèâíîå ñåäëî p1, ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåííîå ñ ñåäëîì p, òî ìîæíî âûáðàòü òàêîå q,
÷òî êîìïîçèöèþ A èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ìîæíî ñäåëàòü ñæàòèåì. Ñîîòâåòñòâåííî,
åñëè ñóùåñòâóåò çàöåïëåííîå ñ p àíòè-äèññèïàòèâíîå ñåäëî p2, òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A � ðàñòÿæåíèå.

Ñîãëàñíî ëåììå Ôðàíêñà [20, Lemma 1.1], ε-âîçìóùåíèå äèôôåðåíöèàëà dF íàä êî-
íå÷íûì ìíîæåñòâîì B ⊂M ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî äèôôåîìîðôèçìîì G, îòñòîÿùèì
îò F íà 10ε (â ñìûñëå åñòåñòâåííîé ìåòðèêè íà Diff1(M)) è ñîâïàäàþùèì ñ F íà ñàìîì
ìíîæåñòâå B è âíå íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäâàðèòåëüíî âû-
áðàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 46 â ñî÷åòàíèè ñ ëåììîé Ôðàíêñà
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñïîñîá ñîçäàâàòü ñòîêè âáëèçè (ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîë-
æåíèÿ) ñåäëà p ïîñðåäñòâîì ìàëîãî âîçìóùåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó B, ìû ñíà÷àëà âûâåäåì èç òåîðåìû 46 àíàëîã
ëåììû î çàõâàòå: åñëè åñòü ñåäëî q ∈ H(p, F ), êîòîðîå ìîæíî ïðåâðàòèòü â ñòîê ìàëûì
âîçìóùåíèåì äèôôåîìîðôèçìà, òî íàéäåòñÿ òàêæå è äðóãîå ñåäëî Q ∈ H(p, F ), êîòî-
ðîå íå òîëüêî ñòàíîâèòñÿ ñòîêîì ïðè ïîäõîäÿùåì âîçìóùåíèè, íî è çàõâàòûâàåò ÷àñòü
íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p.

Äàëåå ìû äîêàæåì ëîêàëüíóþ âåðñèþ òåîðåìû B: ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãîìîêëè-
íè÷åñêèé êëàññ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ îäíîãî äèññèïàòèâíîãî ñåäëà â ìàëîé
îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà, è äîêàæåì, ÷òî äëÿ òèïè÷íîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà èç ýòîé îêðåñòíîñòè ëèáî ðàññìàòðèâàåìûé ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ äîïóñêàåò
ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì, ëèáî àòòðàêòîð Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó. Äî-
êàçàòåëüñòâî ïî ñóùåñòâó àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû A, åäèíñòâåííîå îòëè÷èå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî íîâûå ñòîêè íóæíî ïîëó÷àòü ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè òåîðåìû 46 è
ëåììû Ôðàíêñà, à âìåñòî ñòàðîé ëåììû î çàõâàòå (ëåììû C) èñïîëüçîâàòü íîâóþ.

Ãëîáàëüíàÿ âåðñèÿ òåîðåìû B ïîëó÷àåòñÿ èç ëîêàëüíîé ðàññóæäåíèåì òèïà Êóïêè-
Ñìåéëà, ïî ñóùåñòâó ïîâòîðÿþùèì äîêàçàòåëüñòâî Cor 0.3 èç [13].

28Â ýòîì êîíòåêñòå ïîä ñæàòèåì (ðàñòÿæåíèåì) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ó êîòîðîãî
ìîäóëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìåíüøå (áîëüøå) åäèíèöû. Ïðè ýòîì ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íîðìà
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ìåíüøå (áîëüøå) åäèíèöû. Ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíî, íàì, íà ñàìîì äåëå, íå îáÿçà-
òåëüíî óòî÷íÿòü, êàêóþ èìåííî íîðìó ìû èñïîëüçóåì, êîãäà ãîâîðèì îá ε-âîçìóùåíèè äèôôåðåíöèàëà
dF . Êàê áû òî íè áûëî, ïî óìîë÷àíèþ ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îïåðàòîðíóþ íîðìó, êîòîðàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò âåêòîðíîé íîðìå, ïîðîæäåííîé ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé.
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3.2 Âòîðàÿ ëåììà î çàõâàòå

Ëåììà D (âòîðàÿ ëåììà î çàõâàòå). Äëÿ ëþáîãî ε0 > 0 ñóùåñòâóåò ε < ε0, òàêîå
÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H(p, F ) íå äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèÿ ñ
äîìèíèðîâàíèåì, à ñåäëî q, ïîëó÷åííîå äëÿ äàííîãî ε ïðè ïîìîùè òåîðåìû 46, ìîæíî
ïðåâðàòèòü â ñòîê. Òîãäà ïðè ïîìîùè ε0-âîçìóùåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà F â Diff1(M)
ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåîìîðôèçì G, äëÿ êîòîðîãî òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì
ñåäëîì29, à åå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(p,G) ïåðåñåêàåò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ
íåêîòîðîãî ñòîêà.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ðàññìîòðèì ñåäëî q, ïîëó÷åííîå ïðè ïîìîùè òåîðåìû 46. Ïîñêîëüêó ýòî ñåäëî ãåòåðî-
êëèíè÷åñêè çàöåïëåíî ñ p, ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíàÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà O(z),
êîòîðàÿ íàêàïëèâàåòñÿ êO(p) â ïðîøëîì è êO(q) â áóäóùåì. Êîãäà ìû âîçìóùàåì îòîá-
ðàæåíèå â îêðåñòíîñòè îðáèòû O(q) ñ öåëüþ ïðåâðàòèòü ñåäëî q â ñòîê, ìû íå ìîæåì
àïðèîðè áûòü óâåðåíû â òîì, ÷òî òî÷êà z ïîñëå âîçìóùåíèÿ îêàæåòñÿ â áàññåéíå íàøåãî
ñòîêà. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî îðáèòà òî÷êè z ïîêèíåò îêðåñò-
íîñòü, ãäå ìû ïîìåíÿëè îòîáðàæåíèå, âñåãî ëèøü ÷åðåç íåñêîëüêî èòåðàöèé, çàäîëãî äî
òîãî, êàê ïî÷óâñòâóåò êàêîå áû òî íè áûëî ïðèòÿæåíèå ñî ñòîðîíû íîâîãî ñòîêà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîéòè ýòó òðóäíîñòü, ìû íàéäåì äðóãîå ñåäëî Q, ãåòåðîêëèíè-
÷åñêè çàöåïëåííîå ñ p è òàêîå, ÷òî îðáèòà Q äåëàåò k âèòêîâ âáëèçè îðáèòû q, ãäå k
ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, à çàòåì çàìûêàåòñÿ ñïóñòÿ íåñêîëüêî èòå-
ðàöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ òî÷êó, êîòîðàÿ �èäåò� îò O(p) ê O(Q).
Ìû áóäåì ìîäèôèöèðîâàòü îòîáðàæåíèå â îêðåñòíîñòè îðáèòû O(Q) ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Âî-ïåðâûõ, îðáèòà ñàìîé òî÷êè Q îñòàíåòñÿ ïðåæíåé (êàê â ëåììå Ôðàíêñà).
Âî-âòîðûõ, â òå÷åíèå ïåðâûõ k1 âèòêîâ îòîáðàæåíèå òàêæå áóäåò ñîâïàäàòü ñ èñõîä-
íûì: òàêèì îáðàçîì ìû ïîçâîëèì ñîîòâåòñòâóþùåìó îáðàçó òî÷êè x ïðèáëèçèòüñÿ ê
îðáèòå òî÷êè Q, êàê ýòî ïðîèñõîäèò äëÿ íåâîçìóùåííîãî îòîáðàæåíèÿ F . Íàì íóæíî,
÷òîáû ýòîò îáðàç îêàçàëñÿ ñòîëü áëèçîê ê O(Q), ÷òî, êîãäà ìû íàêîíåö ìîäèôèöèðóåì
îòîáðàæåíèå â îêðåñòíîñòè (k1 + 1)-îãî âèòêà, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè îðáèòû òî÷êè
x îñòàâàëèñü â ýòîé îêðåñòíîñòè â òå÷åíèå âñåãî âèòêà. Ïîñêîëüêó âåñü âèòîê áëèçîê
ê O(q), âîçìóùåíèå ìîæåò áûòü âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî â êîíöå âèòêà ìû îáíàðó-
æèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàç òî÷êè x ïðèòÿíóëñÿ ê O(Q) çà ýòîò âèòîê. Òîãäà òó
æå ñàìóþ ïðîöåäóðó ìîæíî áóäåò ïîâòîðèòü äëÿ âñåõ îñòàâøèõñÿ âèòêîâ.

Ìû ïîçàáîòèìñÿ î òîì, ÷òîáû k2 = k− k1 áûëî äîñòàòî÷íî âåëèêî (íàìíîãî áîëüøå,
÷åì k1). Òîãäà Q ñòàíåò ñòîêîì íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â òå÷åíèå ïåðâûõ k1 âèòêîâ íå
áûëî ñäåëàíî íèêàêîé ìîäèôèêàöèè, à òàêæå íå áóäåò ìîäèôèêàöèè â îêðåñòíîñòè òåõ
íåñêîëüêèõ òî÷åê îðáèòûQ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âäàëè îò îðáèòû òî÷êè q. Áîëåå òîãî, ìû
óâèäèì, ÷òî åñëè k2 äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî áóäóùàÿ ïîëóîðáèòà òî÷êè x áóäåò ïðèòÿíóòà
îðáèòîé ñòîêà, â êîòîðûé ïðåâðàòèëàñü òî÷êà Q. Òîãäà äîêàçàòåëüñòâî áóäåò çàâåðøåíî,
ïîñêîëüêó x ∈ W u(O(p)).

29òî÷íåå, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ñåäëà p äèôôåîìîðôèçìà F .
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Ñåäëî Q

Ïîñêîëüêó q ∈ H(p, F ), ó ñåäëà q åñòü òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå îðáèòû, à
ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêæå íåòðèâèàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ ⊂ H(p, F ) =
H(q, F ), òàêîå ÷òî q ∈ Λ (ñì., íàïðèìåð, [25], Òåîðåìà 6.5.5). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî δ > 0
è ïðîèçâîëüíîãî k ∈ N íàéäåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå ñåäëî Q ∈ Λ, òàêîå ÷òî îðáèòà Q äåëàåò
êàê ìèíèìóì k âèòêîâ δ-áëèçêî ê îðáèòå òî÷êè q, à çàòåì çàìûêàåòñÿ ñïóñòÿ íåêîòîðîå
÷èñëî èòåðàöèé, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó íå çàâèñÿùåé îò k êîíñòàíòîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî äîïóñêàåò ìàðêîâñêèå ðàçáèåíèÿ ñêîëü
óãîäíî ìàëîãî äèàìåòðà (ñì. [25], §18.7). Âîçüìåì äëÿ ìíîæåñòâà Λ ìàðêîâñêîå ðàçáè-
åíèå äèàìåòðà ìåíüøå δ è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ30 òðàíçèòèâíóþ ìàðêîâñêóþ
öåïü (ΣA, σA), ïîëóñîïðÿæåííóþ äèíàìèêå íà Λ. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ñëîâî w, êîòî-
ðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî òîìó, êàêèå ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçáèåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñåùàåò
îðáèòà òî÷êè q; çàòåì âîçüìåì k-þ ñòåïåíü [w]k ýòîãî ñëîâà (â ñìûñëå êîíêàòåíàöèè)
è ïðèïèøåì ê íåé äðóãîå êîíå÷íîå äîïóñòèìîå â ñìûñëå ìàðêîâñêîé öåïè ñëîâî w0,
òàê, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, ñëîâî [w]kw0 áûëî äîïóñòèìûì, âî-âòîðûõ, ÷òîáû îíî íå áûëî
ñòåïåíüþ íèêàêîãî ñëîâà, à â-òðåòüèõ, ÷òîáû íàøà ìàðêîâñêàÿ öåïü äîïóñêàëà áû ïåðå-
õîä îò ïîñëåäíåé áóêâû ñëîâà w0 ê ïåðâîé áóêâå ñëîâà w. Çàìåòèì, ÷òî w0 ìîæåò áûòü
âûáðàíî íåçàâèñèìî îò k, ïî êðàéíåé ìåðå, åñëè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿ-
ìîóãîëüíèê ìàðêîâñêîãî ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé íå ïîñåùàåò îðáèòà O(q). Â òàêîì ñëó÷àå
ïåðèîäè÷åñêàÿ áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω ∈ ΣA, îïðåäåëÿåìàÿ
ïî ñëîâó-ïåðèîäó [w]kw0, ñóùåñòâóåò è ïåðåâîäèòñÿ â èíòåðåñóþùåå íàñ ïåðèîäè÷åñêîå
ñåäëî Q îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå îñóùåñòâëÿåò ïîëóñîïðÿæåíèå ìàðêîâñêîé öåïè è äè-
íàìèêè íà áàçèñíîì ìíîæåñòâå Λ.

Êîãäà ìû ãîâîðèì î âèòêàõ îðáèòû O(Q) âîêðóã îðáèòû O(q), ìû èìååì â âè-
äó, ÷òî òî÷êà Q δ-áëèçêà ê òî÷êå q è òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî äëÿ F j(Q) è F j(q)
ïðè j = 1, 2, . . . , kn, ãäå n � ïåðèîä ñåäëà q. Êàæäûé âèòîê � ýòî ïîäìíîæå-
ñòâî îðáèòû O(Q), ñîñòîÿùåå èç n ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî÷åê îðáèòû, à èìåííî òî÷åê
F n(j−1)+i(Q), i = 0, . . . , n − 1, â ñëó÷àå j-ãî âèòêà. Îáîçíà÷èì ïåðèîä Q ÷åðåç N . Î÷å-
âèäíî, N > kn.

Âçÿâ äîñòàòî÷íî ìàëîå δ, ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëû â òî÷êàõ îð-
áèòû O(Q), ïðèíàäëåæàùèõ âèòêàì, ε-áëèçêè ê äèôôåðåíöèàëàì â ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷êàõ îðáèòû O(q). Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîçèöèÿ äèôôåðåíöèàëîâ âäîëü ëþáîãî âèò-
êà ìîæåò áûòü ïðåâðàùåíà â ñæàòèå A ïðè ïîìîùè 2ε-âîçìóùåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ.
Ïîñêîëüêó ÷èñëî èòåðàöèé, êîòîðîå O(Q) ïðîâîäèò âäàëè îò O(q), îãðàíè÷åíî, â òî
âðåìÿ êàê k ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî
êîìïîçèöèÿ äèôôåðåíöèàëîâ âäîëü âñåé îðáèòû O(Q) òàêæå ìîæåò áûòü ïðåâðàùåíà
â ëèíåéíîå ñæàòèå.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè îðáèòû
O(Q) ìû çàôèêñèðîâàëè ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ñ íà÷àëîì â ýòîé òî÷êå è âñåãäà, êîãäà
ìû ðàññìàòðèâàåì îãðàíè÷åíèå F íà ìàëóþ îêðåñòíîñòü îðáèòû O(Q), ìû ïîëüçóåìñÿ
ýòèìè êîîðäèíàòàìè. Òîãäà ìû ìîæåì (íåôîðìàëüíî) ãîâîðèòü, ê ïðèìåðó, î ëèíåéíîì
(èëè, ëó÷øå ñêàçàòü, àôôèííîì) îòîáðàæåíèè èç îêðåñòíîñòè Q â îêðåñòíîñòü F (Q) èëè
äàæå îá îòîáðàæåíèè, ñîâïàäàþùåì (â êîîðäèíàòíîé çàïèñè) ñ dF (Q) èëè C1-áëèçêîì

30Ñì. ñíîâà [25], Òåîðåìà 18.7.4.
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ê ýòîìó äèôôåðåíöèàëó. Ôîðìàëüíûé ñïîñîá ñêàçàòü òîæå ñàìîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû âçÿòü ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå (êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé), à
çàòåì ðàññìàòðèâàòü êîìïîçèöèè âèäà exp ◦ dF (Q) ◦ exp−1. Êðîìå òîãî, ìû äàëåå áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé è âåêòîðíîé íîðìîé, êîòîðûå åñòåñòâåííî âîçíè-
êàþò â íàøèõ ôèêñèðîâàííûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íîâûå ìåòðèêà
è íîðìà ýêâèâàëåíòû îãðàíè÷åíèÿì èñõîäíîé ìåòðèêè è íîðìû íà ñîîòâåòñòâóþùóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè îðáèòû O(Q). Êîãäà ìû ìåíÿåì íîðìó, ε-âîçìóùåíèÿ äèôôåðåíöèà-
ëîâ ìîãóò ñòàòü Cε-âîçìóùåíèÿìè, ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà (èç îïðåäåëåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì), ïîýòîìó ïåðåîïðåäåëèì ε, ÷òîáû íå íóæíî áûëî êàæäûé ðàç
ïèñàòü ýòó êîíñòàíòó.

Òî÷êè p è Q ãåòåðîêëèíè÷åñêè çàöåïëåíû (ïîñêîëüêó p çàöåïëåíî ñ q, à q çàöåïëåíî
ñ Q è â ñèëó λ-ëåììû îòíîøåíèå çàöåïëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì). Ñëåäîâàòåëü-
íî, W u(O(p)) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò W s(O(Q)) â íåêîòîðîé òî÷êå x. Çàìåíèâ ïðè
íåîáõîäèìîñòè òî÷êè p,Q, x èõ îáðàçàìè ïîä äåéñòâèåì ïîäõîäÿùåé èòåðàöèè îòîáðà-
æåíèÿ F , ìû ìîæåì ïîäîáðàòü ÷èñëî r < min(δ, ε), òàêîå ÷òî r-îêðåñòíîñòü W îðáèòû
O(Q) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ÷åòûðüìÿ ñâîéñòâàìè:

� W ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ Bj, j = 1, . . . , N ðàäèóñà r ñ
öåíòðàìè â òî÷êàõ îðáèòû O(Q);

� Â êàæäîì øàðå Bj îòîáðàæåíèå F â C1-ìåòðèêå ε/10-áëèçêî ê ëèíåéíîìó îòîáðà-
æåíèþ, ñîâïàäàþùåìó (â ôèêñèðîâàííûõ íàìè êîîðäèíàòàõ) ñ äèôôåðåíöèàëîì
â öåíòðå øàðà, ò.å. ñ dF (F j−1(Q));

� x ∈ W , íî ïðîøëàÿ ïîëóîðáèòà x íå ïåðåñåêàåò W ;

� x ∈ W s
loc,r(Q) ∩W u(p).

Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì âîçìóùàòü äèôôåîìîðôèçì F âíå ìíîæåñòâà W , òàê ÷òî
òî÷êà x îñòàíåòñÿ íà íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ñåäëà p.

Ìîäèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèÿ F âíóòðè W áóäåò ïðîèçâåäåíà â äâà øàãà.

Øàã 1: k1 âèòêîâ áåç âîçìóùåíèÿ

Ïåðâûé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî k1 < k è îñòàâèòü îòîá-
ðàæåíèå F ïðåæíèì â îêðåñòíîñòè ïåðâûõ k1 âèòêîâ îðáèòû O(Q) âîêðóã O(q). ×èñëî
k1 äîëæíî áûòü ñòîëü âåëèêî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå:

dist
(
F nk1(x), F nk1(Q)

)
dist(x,Q)

<
1

10(L+ 1)n−1
, (19)

ãäå L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ F . Ðàññòîÿíèå ìåæäó îáðàçàìè òî÷åê x è Q óìåíüøà-
åòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî Q ∈ Λ è x ∈ W s

loc,r(Q). Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c > 0 è λ ∈ (0, 1), òàêèå ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè z ∈ Λ è ëþáîé òî÷êè y ∈ W s

loc,r(z), åñëè ÷èñëî r äîñòàòî÷íî ìàëî, òî èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

∀j ∈ N, dist(F j(y), F j(z)) ≤ cλj · dist(y, z).

50



Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî (19) âûïîëíåíî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷å-
íèé k1.

31

Îáîçíà÷èì x1 = F nk1(x) è Q1 = F nk1(Q). Òàê êàê dist(x,Q) ≤ r, èç íåðàâåíñòâà (19)
ñëåäóåò, ÷òî dist(x1, Q1) < r/(10(L+ 1)n−1).

Øàã 2: ñîáñòâåííî âîçìóùåíèå

Âòîðîé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìîäèôèöèðîâàòü îòîáðàæåíèå F â îêðåñòíîñòè îñòàâ-
øèõñÿ k2 = k − k1 âèòêîâ, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû ïîñëå ìîäèôèêàöèè òî÷êà x îêàçàëàñü â
áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ ñòîêà, â êîòîðûé ïðåâðàòèòñÿ òî÷êà Q.

Òåîðåìà 46 äàåò íàì n ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé A1, . . . , An, ÿâëÿþùèõñÿ ε-
âîçìóùåíèÿìè äèôôåðåíöèàëîâ îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êàõ îðáèòû ñåäëà q è òàêèõ, ÷òî
êîìïîçèöèÿ A = An ◦ · · · ◦ A1 ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî A
ñæèìàåò åâêëèäîâó íîðìó. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî âåðíî äëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè A è ðàñ-
ñóæäåíèå íóæíî èçìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî (ëèáî ïåðåéòè ê äðóãîé íîðìå, êîòîðóþ A
ñæèìàåò).

Ðàññìîòðèì (k1+1)-ûé âèòîê îðáèòû O(Q) âîêðóã îðáèòû O(q), íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷-
êå Q1 è ïðîäîëæàþùèéñÿ äî òî÷êè Qn := F n−1(Q1). Âñïîìíèì, ÷òî òî÷êà Q1 δ-áëèçêà ê
F nk1(q) = q è ÷èñëî δ ñòîëü ìàëî, ÷òî îòîáðàæåíèå A1 ÿâëÿåòñÿ 2ε-âîçìóùåíèåì äèôôå-
ðåíöèàëà â òî÷êå Q1 è àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ j îòîáðàæåíèå Aj ÿâëÿåòñÿ 2ε-âîçìóùåíèåì
äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ F â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå âèòêà.

Ðàññìîòðèì øàð B(Q1,
r
10

) ðàäèóñà r
10
ñ öåíòðîì â òî÷êå Q1 è â äåñÿòü ðàç áîëüøèé

øàð B(Q1, r) ñ òåì æå öåíòðîì (ýòîò áîëüøèé øàð, íà ñàìîì äåëå, ñîâïàäàåò ñ óæå
ðàññìàòðèâàâøèìñÿ ðàíåå øàðîì Bj äëÿ j = nk1 + 1). Ìû ìîæåì èçìåíèòü F âíóòðè
B(Q1, r) òàêèì îáðàçîì, ÷òî âíóòðè B(Q1,

r
10

) íîâîå îòîáðàæåíèå áóäåò ñîâïàäàòü ñ îòîá-
ðàæåíèåì A1. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ïðè ïîìîùè (c1 · 2ε)-âîçìóùåíèÿ, ãäå êîíñòàíòà
c1 ≥ 1 çàâèñèò îò ðàäèóñîâ øàðîâ, íî íå çàâèñèò îò ε.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî j ∈ {2, . . . , n} ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü øàðû ðàäèóñîâ r
10

è r ñ öåíòðàìè â òî÷êå Qj := F j−1(Q1) è ìîäèôèöèðîâàòü F âíóòðè áîëüøåãî øàðà
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îãðàíè÷åíèå íîâîãî îòîáðàæåíèÿ íà ìåíüøèé øàð ñîâïàëî ñ Aj.
Ïîñêîëüêó äëÿ ðàçíûõ j áîëüøèå øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ, âñå ýòè ìîäèôèêàöèè âìåñòå
òðåáóþò âñåãî ëèøü (c1 · 2ε)-âîçìóùåíèÿ èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ìû ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå F äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ. Âàæíî çàìå-
òèòü, ÷òî ïîñëå ïðîäåëàííîé íàìè ìîäèôèêàöèè òî÷êà x â îáùåì ñëó÷àå íå ïðèíàä-
ëåæèò óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ òî÷êè Q. Îäíàêî, êàê ìû ñåé÷àñ óáåäèìñÿ, â êîíöå
âèòêà ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàç òî÷êè x îêàçûâàåòñÿ âíóòðè øàðà B(Qn, r).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü dist(x1, Q1) = d. Î÷åâèäíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó x2 = F (x1) è
Q2 = F (Q1) ìåíüøå, ÷åì d · (L+ 1), ãäå L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ èñõîäíîãî îòîáðà-
æåíèÿ F : ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî ε ìàëî, è äîáàâëÿåì ê L åäèíèöó, ÷òîáû ó÷åñòü

31Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü òàêîãî æå ïîâåäåíèÿ äëÿ îðáèò íà óñòîé÷èâîì ìíî-
ãîîáðàçèè ïðîèçâîëüíîãî ñåäëà. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñèòóàöèþ, êîãäà âäîëü ïî÷òè âñåé îðáèòû
ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà èìååò ìåñòî ñëàáîå ðàñòÿæåíèå (è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà íà óñòîé÷èâîì ìíîãî-
îáðàçèÿ ñåäëà íà ñàìîì äåëå îòòàëêèâàåòñÿ îò îðáèòû ñåäëà â òå÷åíèå ýòèõ èòåðàöèé), à íà ïîñëåäíåé
èòåðàöèè ñèëüíîå ñæàòèå â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ó äèôôåðåíöèàëà çà ïåðèîä
ïîÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ïî ìîäóëþ ìåíüøåå åäèíèöû.
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âîçìóùåíèå. Àíàëîãè÷íî äëÿ xj = F j−1(x1) ïîëó÷àåì, ÷òî dist(xj, Qj) < d · (L+1)j−1. Èç
íåðàâåíñòâà (19) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî d · (L+ 1)n−1 < r/10. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî â òå÷åíèå
âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî âèòêà òî÷êè O(x) îñòàþòñÿ âíóòðè îáúåäèíåíèÿ ìàëûõ øàðîâ,
âíóòðè êîòîðûõ èñõîäíîå îòîáðàæåíèå áûëî çàìåíåíî îòîáðàæåíèÿìè A1, . . . , An.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A = An ◦ · · · ◦ A1 ñæèìàåò â åâêëèäîâîé ìåòðèêå. Òîãäà äëÿ
íåêîòîðîãî λ1 ∈ (0, 1) èìååì:

dist(F n(x1), F n(Q1)) ≤ λ1 · d < d.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïîâòîðèòü òó æå ïðîöåäóðó ìîäèôèêàöèè íà ñëåäóþùåì
âèòêå è äàëåå âïëîòü äî ïîñëåäíåãî k-ãî âèòêà.

Ïðèòÿæåíèå ê ñòîêó

Åñëè ÷èñëî k2 äîñòàòî÷íî âåëèêî, ïî çàâåðøåíèè âòîðîãî øàãà òî÷êà Q ñòàíîâèòñÿ
ñòîêîì, à x îêàçûâàåòñÿ â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî ñòîêà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêàæåì,
÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k2 ëþáàÿ òî÷êà y, íàõîäÿùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëüøå,
÷åì d, îò Q1 (â ÷àñòíîñòè, òî÷êà x1 ∈ O(x)) ïðèòÿãèâàåòñÿ ê ñòîêó. Íàïîìíèì, ÷òî
N = per (Q) = (k1 + k2)n + r0, ãäå r0 = length(w0) îãðàíè÷åíî ñâåðõó êîíñòàíòîé, â
òî âðåìÿ êàê k1 è k2 ìîãóò áûòü âçÿòû ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè, è ïðèòîì k1 ìû óæå
âûáðàëè â øàãå 1. Èìååì

dist (FN(y), Q1) = dist (FN(y), FN(Q1)) ≤
(
λk21 · (L+ 1)k1n+r0

)
· dist (y,Q1).

Äëÿ áîëüøèõ k2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî λ
k2
1 · (L+ 1)k1n+r0 < 1

2
. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

dist (FN(y), Q1) ≤ 1

2
dist (y,Q1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà x1, ðàâíî êàê è åå ïðîîáðàç x, ïðèòÿãèâàþòñÿ ê îðáèòå íîâîãî
ñòîêà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå 2c1ε-ìîäèôèêàöèè èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ âíóòðè îáëàñòè W
ìû âèäèì, ÷òî:

� ïðîøëàÿ ïîëóîðáèòà òî÷êè x íå èçìåíèëàñü, à ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x ïî-ïðåæíåìó
ïðèíàäëåæèò W u(p);

� îðáèòà òî÷êè Q íå èçìåíèëàñü, íî òî÷êà Q ñòàëà ñòîêîì, à òî÷êà x îêàçàëàñü â
áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî ñòîêà.

Åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 2c1ε < ε0. Â òàêîì ñëó÷àå ìû
ïîñòðîèëè ε0-ìîäèôèêàöèþ èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ F ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. Äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû çàâåðøåíî.
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3.3 Ëîêàëüíàÿ âåðñèÿ òåîðåìû B

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëüíîé âåðñèåé òåîðåìû B.

Òåîðåìà 48. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó äèôôåîìîðôèçìà F ∈ Diff1(M) åñòü îêðåñò-
íîñòü U , â êîòîðîé îïðåäåëåíî ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà p
äèôôåîìîðôèçìà F , è ïðèòîì äëÿ êàæäîãî G ∈ U ýòî ñåäëî ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâ-
íûì. Òîãäà äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî äèôôåîìîðôèçìà G ∈ U ëèáî H(p(G), G)
äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì, ëèáî AM(G) íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì äëÿ òèïè÷íîãî G ∈ U , ÷òî åñëè H(p(G), G) íå äîïóñêàåò
ðàñùåïëåíèÿ ñ äîìèíèðîâàíèåì, òî G óäîâëåòâîðÿåò îáîèì ïðåäïîëîæåíèÿì ïðåäëîæå-
íèÿ 14, ò.å., âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîêîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê ñåäëó p(G),
è, âî-âòîðûõ, íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà p(G) ïåðåñåêàåò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ
íåêîòîðîãî ñòîêà. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 14 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà
AM(G) íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçDS(U) ïîäìíîæåñòâî îêðåñòíîñòè U , ñîñòîÿùåå èç äèôôåîìîðôèç-
ìîâ G, äëÿ êîòîðûõ H(p(G), G) äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì. Ðàññìîòðèì
âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâàDS(U) è îáîçíà÷èì ÷åðåç V äîïîëíåíèå â U äî çàìûêàíèÿ ýòîé
âíóòðåííîñòè: V = U \ Int(DS(U)). Èç îïðåäåëåíèÿ V ñëåäóåò, ÷òî V ñîäåðæèò ïëîòíîå
ïîäìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ, äëÿ êîòîðûõ H(p(G), G) íå äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèÿ ñ
äîìèíèðîâàíèåì. Åñëè V ïóñòî, äîêàçûâàòü íå÷åãî: ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ H(p(G), G)
äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà G ∈ U .

Åñëè V 6= ∅, èç òåîðåìû 46 (ïðè ïîìîùè ëåììûÔðàíêñà) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé äèôôåî-
ìîðôèçì G ∈ V ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí äèôôåîìîðôèçìîì, ó êîòîðîãî åñòü èñòî÷íèê
èëè ñòîê s âáëèçè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñåäëà p. Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî p(G) äèññèïàòèâíî, çàìå÷àíèå 47 ïîçâîëÿåò íàì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî s ÿâëÿåòñÿ
ñòîêîì.

Òåïåðü ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðàññóæäåíèå Íüþõàóñà êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû A (ñì ðàçäåë 2.5). Åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì òåîðå-
ìó 46, ÷òîáû ïîëó÷àòü íîâûå ñòîêè, â òî âðåìÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû A ìû äëÿ
ýòîãî ðàçìûêàëè ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ. Ýòî ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òîïîëî-
ãè÷åñêè òèïè÷íûì îáðàçîì â V ñòîêè íàêàïëèâàþòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïðîäîëæåíèþ
ñåäëà p.

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ê ëþáîìó äèôôåîìîðôèçìó G ∈ V , äëÿ êîòîðîãî H(p(G), G) íå
äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèÿ ñ äîìèíèðîâàíèåì, ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó D, à òàêèå äèô-
ôåîìîðôèçìû ïëîòíû â V . Òîãäà ñóùåñòâóåò îòêðûòîå è ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â V ,
ãäå äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà G íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(p(G), G) ïåðåñåêà-
åò áàññåéí ñòîêà. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî R ìíîæåñòâà V ,
òàêîå ÷òî â íåì ê ëþáîìó äèôôåîìîðôèçìó ïðèìåíèìî ïðåäëîæåíèå 14, à çíà÷èò, ó
ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà àòòðàêòîð Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó.

Îñòàåòñÿ òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî îáúåäèíåíèå R ∪ DS(U) ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûì ïîä-
ìíîæåñòâîì â U .
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3.4 Ãëîáàëüíàÿ âåðñèÿ òåîðåìû B

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû B ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì
ñëåäñòâèÿ 0.3. èç [13].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû B. Äèôôåîìîðôèçìû, äëÿ êîòîðûõ âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷-
êè ïåðèîäà ìåíüøå n ãèïåðáîëè÷åñêèå, îáðàçóþò îòêðûòîå è ïëîòíîå ìíîæåñòâî Un â
Diff1(M). Ïðåäñòàâèì Un â âèäå îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Un,α, òàêèõ ÷òî
äëÿ F ∈ Un,α ÷èñëî ñåäåë ïåðèîäà ìåíüøå n ïîñòîÿííî è ðàâíî k(α) è ïðèòîì ýòè ñåäëà
íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò îòîáðàæåíèÿ. Çàôèêñèðóåì îäíî èç ìíîæåñòâ Un,α è îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâóþùèå ñåäëà ÷åðåç p1, . . . , pk (çàâèñèìîñòü ñåäåë îò îòîáðàæåíèÿ îïóñêàåì).

Äëÿ êàæäîãî j ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî DS(pj) ⊂ Un,α, ñîñòîÿùåå èç îòîáðàæåíèé,
äëÿ êîòîðûõ H(pj(G), G) äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì. Òåïåðü çàôèêñè-

ðóåì j è ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî Vj = Un,α \ Int (DS(pj)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç V +
j

(ñîîòâ., V −j ) îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â Vj, ñîñòîÿùåå èç äèôôåîìîðôèçìîâ, äëÿ êîòî-
ðûõ ñåäëî pj äèññèïàòèâíî (ñîîòâ., àíòè-äèññèïàòèâíî). Îáúåäèíåíèå V

+
j ∪ V −j ïëîòíî

â Vj. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 48 ê V
+
j , ïîëó÷àåì îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî R+

j ⊂ V +
j , ãäå âñå

äèôôåîìîðôèçìû èìåþò íåóñòîé÷èâûå àòòðàêòîðû Ìèëíîðà. Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäå-
íèå äëÿ V −j â îáðàùåííîì âðåìåíè äàåò îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî R−j ⊂ V −j , òàêîå ÷òî
äëÿ ëþáîãî F â ýòîì ìíîæåñòâå îáðàòíûé äèôôåîìîðôèçì F−1 èìååò íåóñòîé÷èâûé
àòòðàêòîð Ìèëíîðà. Òîãäà Rj = R−j ∪ R+

j åñòü îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî â Vj. Îáúåäè-
íåíèå Rj è DS(pj) ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûì ïîäìíîæåñòâîì â Un,α. Ïåðåñåêàÿ ìíîæåñòâà
Rj ∪DS(pj), ïîëó÷àåì îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî Rn,α â Un,α. Äëÿ êàæäîãî F ∈ Rn,α èëè
ãîìîêëèíè÷åñêèå êëàññû âñåõ ñåäåë pj äîïóñêàþò ðàñùåïëåíèÿ ñ äîìèíèðîâàíèåì, èëè
àòòðàêòîð Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó äëÿ F èëè F−1. Íàêîíåö, R =

⋂
n

⋃
α

Rn,α

� ýòî îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî â Diff1(M), òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî F ∈ R ëèáî êàæ-
äûé ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ äîïóñêàåò ðàñùåïëåíèå ñ äîìèíèðîâàíèåì, ëèáî AM(F )
íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó äëÿ F , ëèáî AM(F−1) íåóñòîé÷èâ äëÿ F−1.
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4 Àòòðàêòîðû Ìèëíîðà ãèïåðáîëè÷åñêèõ
äèôôåîìîðôèçìîâ

4.1 Îïðåäåëåíèÿ, ðåçóëüòàòû è îòêðûòûå âîïðîñû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåîìîðôèçìû ãëàäêèõ çàìêíóòûõ ìíî-
ãîîáðàçèé. Äèôôåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì (èëè ïðîñòî ãè-
ïåðáîëè÷åñêèì), åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò Àêñèîìå À, ò.å. åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
ãèïåðáîëè÷íî è ñîäåðæèò ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Ïî òåîðåìå î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êàæäîãî òàêîãî
äèôôåîìîðôèçìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ:

Ω(F ) = Λ1 ∪ · · · ∪ Λn. (20)

Äèôôåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ Ω-óñòîé÷èâûì, åñëè ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ äèíà-
ìèêà íà íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå âîçìóùåííîãî äèôôåîìîðôèçìà îñòàåòñÿ ñîïðÿ-
æåíà äèíàìèêå íà íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå èñõîäíîãî. Äèôôåîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ
Ω-óñòîé÷èâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå À è íå èìååò
öèêëîâ ìåæäó áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè ðàçëîæåíèÿ (20) (ñì. [36]). Öèêëîì â äàííîì
êîíòåêñòå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λi1 , . . . ,Λik áàçèñíûõ ìíîæåñòâ èç ñïåêòðàëü-
íîãî ðàçëîæåíèÿ, òàêàÿ ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ a1, b1 ∈ Λi1 , . . . , ak, bk ∈ Λik âûïîëíåíî
W s(a1) ∩W u(b2) 6= ∅, . . . , W s(ak−1) ∩W u(bk) 6= ∅, W s(ak) ∩W u(b1) 6= ∅.

Åñëè áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ äèôôåîìîðôèçìà F ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì àòòðàêòî-
ðîì â íåêîòîðîé ñâîåé ïîãëîùàþùåé îêðåñòíîñòè U , áóäåì íàçûâàòü ýòî ìíîæåñòâî ãè-
ïåðáîëè÷åñêèì àòòðàêòîðîì èëè àòòðàêòîðíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Ìû
äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà E. Àòòðàêòîð Ìèëíîðà òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî Ω-óñòîé÷èâîãî C1-
äèôôåîìîðôèçìà åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ åãî àòòðàêòîðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ áàçèñíûõ
ìíîæåñòâ.

Ïîñêîëüêó ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû, â ýòîì ñëó÷àå
àòòðàêòîð Ìèëíîðà òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ.

Ó òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî C1-äèôôåîìîðôèçìà íåò öèêëîâ ìåæäó ãîìîêëèíè÷å-
ñêèìè êëàññàìè (ï. 6 òåîðåìû A è çàìå÷àíèå 1.3 â [19]), ïîýòîìó äëÿ òîïîëîãè÷åñêè
òèïè÷íîãî C1-äèôôåîìîðôèçìà èç ðàâíîìåðíîé ãèïåðáîëè÷íîñòè ñëåäóåò (â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå êðèòåðèåì) Ω-óñòîé÷èâîñòü. Ïîýòîìó òåîðåìó E ìîæíî ïå-
ðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà E′. Äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî C1-äèôôåîìîðôèçìà èç ãèïåðáîëè÷íîñòè
ñëåäóåò, ÷òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà åñòü îáúåäèíåíèå àòòðàêòîðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

Çàìå÷àíèå 49. Òåîðåìà E â îòíîøåíèè êàê ôîðìóëèðîâêè, òàê è äîêàçàòåëüñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àíàëîãè÷íîãî (íåîïóáëèêîâàííîãî) ðåçóëüòàòà äëÿ òðàíçèòèâíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâà, êîòîðûé ïîëó÷èë À. Â. Îêóíåâ. Ïîçæå À. Â. Îêóíåâ è àâ-
òîð ñîâìåñòíî îáíàðóæèëè, ÷òî ïî ñóùåñòâó òåîðåìà E ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì
Thm. 3 èç [9] è îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ñòàòüè [39].
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Åñòü, îäíàêî, íåñêîëüêî ïðåïÿòñòâèé íà ïóòè ê êîðîòêîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
ïî ìîäóëþ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ. Â [9, Thm 3] ðå÷ü èäåò î ñåêöèîííî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ32

ïîòîêàõ, à íå î äèôôåîìîðôèçìàõ, â ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå ïðèñóòñòâóþò
íåòî÷íîñòè33, à òàêæå â çàêëþ÷åíèè òåîðåìû âûäåëåí ñëó÷àé ïîòîêîâ Àíîñîâà. Ýòè
ïðîáëåìû ìîæíî îáîéòè, îäíàêî ïðîùå è åñòåñòâåííåå âûâåñòè òåîðåìó E èç êëàññè÷å-
ñêèõ ðåçóëüòàòîâ îá SRB-ìåðàõ. Ýòî áóäåò ñäåëàíî â ðàçäåëå 4.3.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ãèïåðáîëè÷åñêèå
äèôôåîìîðôèçìû, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû E. Ñ îäíîé ñòîðî-
íû, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñðåäè äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà�Ñìåéëà òàêèõ áûòü íå ìîæåò. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èõ ìîæíî íàéòè ñðåäè ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ, ó êîòîðûõ
â ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè (20) åñòü áàçèñíîå ìíîæåñòâî ñåäëîâîãî òèïà (ò.å. íå ÿâëÿ-
þùååñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì àòòðàêòîðîì äëÿ ïðÿìîãî èëè îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ). Òóò
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êîíñòðóêöèåé òîëñòîé ïîäêîâû èç ðàáîòû Ð. Áîóýíà [17] èëè æå
êîíñòðóêöèåé èç ðàáîòû [40], ãäå ïîêàçàíî, êàê ìîäèôèöèðîâàòü ëèíåéíûé äèôôåîìîð-
ôèçì Àíîñîâà íà äâóìåðíîì òîðå, ÷òîáû ïîëó÷èòü äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà ñ òîëñòîé
ïîäêîâîé. Ìåòîä ðàáîòû [40] ìîæíî ïðèìåíèòü ê ëþáîìó äèôôåîìîðôèçìó (äâóìåðíî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ) ñ ïîäêîâîé, ÷òîáû ïîëó÷èòü C0-áëèçêîå îòîáðàæåíèå ñ òîëñòîé ïîä-
êîâîé.34 Äëÿ íàøèõ öåëåé, îäíàêî, äîñòàòî÷íî áûëî áû äîñòðîèòü ïðèìåð Áîóýíà äî
ãèïåðáîëè÷åñêîãî äèôôåîìîðôèçìà ïðîèçâîëüíîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Åñëè ó
ãèïåðáîëè÷åñêîãî äèôôåîìîðôèçìà â ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðèñóòñòâóåò ìíîæå-
ñòâî ñåäëîâîãî òèïà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, çàêëþ÷åíèå íàøåé òåîðåìû, î÷åâèäíî, íå
âûïîëíÿåòñÿ.

Îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ, êàê îáñòîÿò â ýòîì îòíîøåíèè äåëà ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè
äèôôåîìîðôèçìàìè áåç áàçèñíûõ ìíîæåñòâ ñåäëîâîãî òèïà. Ê ïðèìåðó, àâòîðó íåèç-
âåñòíî, ìîæíî ëè C1-ìàëûì âîçìóùåíèåì ïðèìåðà Ð. Â. Ïëûêèíà èç [5] äîáèòüñÿ òîãî,
÷òîáû àòòðàêòîð Ìèëíîðà ñòàë ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì (åäèíñòâåííîãî) ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.

Íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ýòîìó êðóãó âîïðîñîâ èìååò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,
ïîëó÷åííûé ñîâìåñòíî ñ Ê. Áîíàòòè, À. Â. Îêóíåâûì è Ñ. Ñ. Ìèíêîâûì.

Òåîðåìà F. Ñóùåñòâóåò C1-ãëàäêèé äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà äâóìåðíîãî òîðà, äëÿ
êîòîðîãî àòòðàêòîð Ìèëíîðà èìååò ìåðó íîëü.

32Êàëüêà ñ àíãë. sectionally hyperbolic / sectional axiom A; îáùåïðèíÿòîãî ðóññêîãî òåðìèíà, ïî-
âèäèìîìó, íåò. Ìû íå ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå, ò.ê. îíî íàì íå ïîíàäîáèòñÿ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî èç
îïðåäåëåíèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ ñåêöèîííî ãèïåðáîëè÷åñêèìè.

33Íåòî÷íîñòü â ôîðìóëèðîâêå îòíþäü íå áðîñàåòñÿ â ãëàçà. Â [9, Thm 3] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ òî-
ïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî C1-ãëàäêîãî ñåêöèîííî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ èëè ïîëå ÿâëÿåòñÿ
àíîñîâñêèì, èëè îáúåäèíåíèå áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ èìååò ïîëíóþ ìåðó.
Äîêàçàíî, îäíàêî, äðóãîå: äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî C1-ãëàäêîãî ïîëÿ èç ñåêöèîííîé ãèïåðáîëè÷íî-
ñòè ñëåäóåò, ÷òî èëè ïîëå ÿâëÿåòñÿ àíîñîâñêèì, èëè îáúåäèíåíèå áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ èìååò ïîëíóþ ìåðó. Ïî÷óâñòâóéòå ðàçíèöó!

34Ýòîò ôàêò îòìå÷åí â ñòàòüå [35] M. J. Paci�co è J. L. Vieitez. Òàì æå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â [40]
âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå C1-áëèçêî ê íåâîçìóùåííîìó, ÷òî íåâåðíî: â êîíñòðóêöèè èç [40] â êàæäîé
òî÷êå òîëñòîé ïîäêîâû ïðîèçâîäíàÿ â íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè ðîâíî 2, à ïðîèçâîäíàÿ â óñòîé÷èâîì
� 1/2, ÷åãî íå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ C1-áëèçêî ê ëèíåéíîìó äèôôåîìîðôèçìó Àíîñîâà íà òîðå � âåäü
åãî ìàòðèöà èìååò öåëûé ñëåä. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, íåëüçÿ ëè ïðîèçâîëüíóþ
ïîäêîâó ñäåëàòü òîëñòîé C1-âîçìóùåíèåì.
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Ìû ëèøü àíîíñèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò, íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî è íå âûíîñèì
ðåçóëüòàò íà çàùèòó. Âûâåäåì, îäíàêî, ïðîñòîå ñëåäñòâèå, êîòîðîå ìîæåò óêàçàòü íà-
ïðàâëåíèå äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Ñëåäñòâèå 50. Ñóùåñòâóåò ñîñòîÿùåå èç äèôôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâà îòêðûòîå ïîä-
ìíîæåñòâî â Diff1(T2), â êîòîðîì â C0-òîïîëîãèè ïëîòíû äèôôåîìîðôèçìû ñ àò-
òðàêòîðàìè Ìèëíîðà íóëåâîé ìåðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � äèôôåîìîðôèçì èç òåîðåìû F. Ïîñêîëüêó äèôôåîìîð-
ôèçìû Àíîñîâà ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâû, ìíîæåñòâî U òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ñ F
äèôôåîìîðôèçìîâ Àíîñîâà îòêðûòî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé äèôôåîìîðôèçì G ∈ U
è îáîçíà÷èì ÷åðåç H ãîìåîìîðôèçì òîðà, ñîïðÿãàþùèé F ñ G: G = H ◦ F ◦H−1. Ïóñòü
Ĥ � C0-áëèçêèé ê H äèôôåîìîðôèçì.35 Òîãäà îòîáðàæåíèå Ĝ := Ĥ ◦ F ◦ Ĥ−1 ãëàä-
êî ñîïðÿæåíî ñ F è C0-áëèçêî ê G. Èç ãëàäêîé ñîïðÿæåííîñòè Ĝ è F ñëåäóåò, ÷òî
AM(Ĝ) = Ĥ(AM(F )). Òàêèì îáðàçîì, µ(AM(Ĝ)) = 0. Ïîñêîëüêó G ∈ U áûë âûáðàí
ïðîèçâîëüíî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî U îáëàäàåò çàÿâëåííûì â ôîðìóëèðîâêå ñâîéñòâîì.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ, íà êîòîðûé ìû ïîêà íå óìååì
îòâå÷àòü.

Ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóåò ëè (ëîêàëüíî) ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî C1-äèôôåîìîðôèçìîâ
Àíîñîâà (íà òîðå), äëÿ êîòîðûõ àòòðàêòîðû Ìèëíîðà íå ñîâïàäàþò ñî âñåì ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì?

4.2 Àòòðàêòîðû ãèïåðáîëè÷åñêèõ C2-äèôôåîìîðôèçìîâ

Âñïîìíèì, êàê ïîëó÷àåòñÿ àíàëîã Òåîðåìû E äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî C2-
äèôôåîìîðôèçìà (ñì. [3]).

Â ñëó÷àå C2-äèôôåîìîðôèçìà áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà èìååò ïî-
ëîæèòåëüíóþ ìåðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêèì àòòðàêòîðîì (ñì. [16]). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî÷òè âñå ïî ìåðå µ òî÷êè ïðèíàäëåæàò
îáúåäèíåíèþ áàññåéíîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãèïåðáîëè-
÷åñêèé àòòðàêòîð C2-äèôôåîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì SRB-ìåðû, â ñîîòâåòñòâèè
ñ êîòîðîé ðàñïðåäåëåíû ïîëîæèòåëüíûå ïîëóîðáèòû ïî÷òè âñåõ òî÷åê èç áàññåéíà àò-
òðàêòîðà: äîëÿ âðåìåíè, êîòîðîå îðáèòà ïðîâîäèò âíóòðè îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, ðàâíà
SRB-ìåðå ýòîãî ìíîæåñòâà (ñì. [41]). Òàêèì îáðàçîì, îðáèòà ïî÷òè ëþáîé òî÷êè x áàñ-
ñåéíà ïîñåùàåò ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåãî ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, à ñëåäîâàòåëüíî, ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè x ñîâïàäàåò ñ
ãèïåðáîëè÷åñêèì àòòðàêòîðîì.

Â ñîâîêóïíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà ãèïåðáîëè÷åñêîãî C2-
äèôôåîìîðôèçìà ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì åãî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

35Ãîìåîìîðôèçìû ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè ≤ 3 ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèæàþòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìàìè, [29].
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4.3 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû E

Ëîêàëüíàÿ âåðñèÿ òåîðåìû

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå Òåîðåìû E ëîêàëüíî â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîãî
Ω-óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â îêðåñòíîñòè U ïðîèçâîëüíîãî
Ω-óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà F îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî îáðàçóþò äèôôåîìîðôèç-
ìû, ó êîòîðûõ àòòðàêòîð Ìèëíîðà åñòü îáúåäèíåíèå àòòðàêòîðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ
èç ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, òî âçÿâ îáúåäèíåíèå òàêèõ ëîêàëüíî îñòàòî÷íûõ ïîäìíî-
æåñòâ, ïîëó÷èì îñòàòî÷íîå ïîäìíîæåñòâî â ìíîæåñòâå Ω-óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèç-
ìîâ. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 51. Ó ëþáîãî Ω-óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà F åñòü C1-îêðåñòíîñòü
U , òàêàÿ ÷òî ó òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî äèôôåîìîðôèçìà èç ýòîé îêðåñòíîñòè àò-
òðàêòîð Ìèëíîðà ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì àòòðàêòîðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ áàçèñíûõ
ìíîæåñòâ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé Ω-óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Hi, i = 1, . . . , k, åãî ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû. Ó äèôôåîìîðôèçìà F åñòü C1-
îêðåñòíîñòü U ⊂ Diff1(M), òàêàÿ ÷òî:

� ëþáîé äèôôåîìîðôèçì G ∈ U Ω-ñîïðÿæåí ñ F ,

� Ó êàæäîãî Hi åñòü ïîãëîùàþùàÿ îêðåñòíîñòü Ui, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî G ∈ U
ìíîæåñòâî Ui ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùåé îêðåñòíîñòüþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà
Hi(G), ÿâëÿþùåãîñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì Hi.

Âòîðîå òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U â ñèëó òåîðåìû
î (ñèëüíîé) ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Èç ýòîãî òðåáîâàíèÿ
ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî íà U îïðåäåëåíî ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ëþáîé ïåðèî-
äè÷åñêîé òî÷êè èç ëþáîãî Hi.

Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà G ∈ U ëþáàÿ òî÷êà, ïîïàâøàÿ â ìíîæåñòâî Ui, ïðèòÿ-
íåòñÿ êHi(G). ÁàññåéíBi ìíîæåñòâàHi åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ ïðîîáðàçîâ ìíîæåñòâà Ui:

Bi =
⋃
n≥0

Ci,n(G), ãäå Ci,n(G) = G−n(Ui).

Ïîñêîëüêó Ui ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùåé îêðåñòíîñòüþ, äëÿ ëþáûõ i, n,G èìååì Ci,n(G) ⊂
Ci,n+1(G).

Ïóñòü ó íàñ åñòü çàâèñÿùåå îò äèôôåîìîðôèçìà èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A(G), òî åñòü,
ñòðîãî ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ A : U → S, ãäå S � ýòî ñèãìà-àëãåáðà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó
ïîäìíîæåñòâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìåðó ìíîæåñòâà A(G)
êàê ôóíêöèþ îò äèôôåîìîðôèçìà:

µA : U → R+, µA(G) := µ(A(G)).

Ìû îïóñêàåì çàâèñèìîñòü ìíîæåñòâà A îò äèôôåîìîðôèçìà â íèæíåì èíäåêñå, ÷òîáû
íå ïåðåãðóæàòü îáîçíà÷åíèÿ.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííûõ i è n ôóíêöèè µCi,n(·) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò
äèôôåîìîðôèçìà. Äåëî â òîì, ÷òî ñàìè îòêðûòûå ìíîæåñòâà Ci,n(·) íåïðåðûâíî çàâè-
ñÿò îò äèôôåîìîðôèçìà â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî C1-âîçìóùåíèÿ
G äèôôåîìîðôèçìà F ìíîæåñòâî Ci,n(G) ëåæèò â ε-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Ci,n(F ), à
ε-âíóòðåííîñòü36 ìíîæåñòâà Ci,n(F ) ëåæèò â Ci,n(G). Ýòà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïðÿ-
ìî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êîíå÷íûõ îòðåçêîâ òðàåêòîðèé îò íà÷àëüíîé
òî÷êè è îò äèôôåîìîðôèçìà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûõ èç Ci,n ïðè ïîìîùè êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé
îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.

Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî äèôôåîìîðôèçìà èç U , âî-
ïåðâûõ, ïî÷òè âñå òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèòÿãèâàþòñÿ ê îäíîìó èç ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, ò.å. ÷òî àòòðàêòîð Ìèëíîðà ëåæèò â îáúåäèíåíèè àòòðàêòîðíûõ
áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, à âî-âòîðûõ, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà êàæäîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàê-
òîðà ïðèíàäëåæèò àòòðàêòîðó Ìèëíîðà.

Ëåììà î ïîëóíåïðåðûâíîñòè

Ëåììà 52. Ïóñòü ôóíêöèè µAi(F ) = µ(Ai(F )), i ∈ N, íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò F .
Ïóñòü òàêæå ïðè ëþáûõ F è i âûïîëíåíî Ai(F ) ⊂ Ai+1(F ). Òîãäà ôóíêöèÿ µ∪Ai(·)
ïîëóíåïðåðûâía ñíèçó. Åñëè æå âñåãäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Ai+1(F ) ⊂ Ai(F ), òî
ôóíêöèÿ µ∩Ai(·) ïîëóíåïðåðûâía ñâåðõó.

Â äàííîì ñëó÷àå íåñóùåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ëè F äèôôåîìîðôèçìîì; ñ òåì æå óñïåõîì
ýòî ìîæåò áûòü ïðîñòî ïàðàìåòð, îò êîòîðîãî çàâèñÿò ìíîæåñòâà Ai. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî â ëåììå çàâèñèìîñòü ýòèõ ìíîæåñòâ îò F íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé (â êàêîé
áû òî íè áûëî åñòåñòâåííîé òîïîëîãèè).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî F ìíîæåñòâà Ai(F ) îáðàçóþò âîçðàñòàþ-
ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå A∞(F ) := ∪Ai(F ) è äîêàæåì ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòü ñíèçó ôóíêöèè µA∞(·) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå F0. Çàôèêñèðóåì ìàëîå ε > 0 è
íàéäåì òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N(ε), ÷òî ìåðà A∞(F0)\AN(ε)(F0) íå ïðåâîñõîäèò ε. Ïî
óñëîâèþ, ìåðà AN(ε)(F ) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò F , ïîýòîìó äëÿ G, äîñòàòî÷íî áëèçêîãî
ê F0, èìååì µAN(ε)

(G) ≥ µAN(ε)
(F0)− ε. Òîãäà äëÿ µA∞(G) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

µA∞(G) ≥ µAN(ε)
(G) ≥ µAN(ε)

(F0)− ε ≥ µA∞(F0)− 2ε.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ε ìîæåò áûòü âûáðàíî ïðîèçâîëüíî ìàëûì, ýòà îöåíêà äîêàçûâàåò
ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó ôóíêöèè µ∪Ai(·) â òî÷êå F0. Âòîðàÿ ÷àñòü ëåììû äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû ïðèòÿãèâàþò ïî÷òè âñå òî÷êè

Ïðåäëîæåíèå 53. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ èç îñòàòî÷íîãî ïîäìíîæåñòâà R0 ⊂ U
àòòðàêòîð Ìèëíîðà ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

36ε-âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà ñîñòîèò èç òî÷åê, ëåæàùèõ â ýòîì ìíîæåñòâå âìåñòå ñî ñâîåé ε-
îêðåñòíîñòüþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Ci,n âëîæåíû: Ci,n ⊂ Ci,n+1, èç ëåììû 52 ñëå-
äóåò, ÷òî ôóíêöèÿ µBi(·) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà U . Ôóíêöèÿ

∑
i µBi(·) òàêæå ïîëó-

íåïðåðûâíà ñíèçó íà U , à çíà÷èò, íåïðåðûâíà íà îñòàòî÷íîì ïîäìíîæåñòâå R0 ⊂ U .
Íî â ñèëó òåîðåìû Áîóýíà íà ïëîòíîì â U ïîäìíîæåñòâå C2-äèôôåîìîðôèçìîâ ýòà
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Òîãäà èç íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî îíà òîæäåñòâåííî
ðàâíà åäèíèöå íà R0.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû ñîäåðæàòñÿ â àòòðàêòîðå Ìèëíîðà

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî äèôôåîìîðôèçìà èç U ãèïåðáî-
ëè÷åñêèå àòòðàêòîðû öåëèêîì ëåæàò â àòòðàêòîðå Ìèëíîðà.

Ïðåäëîæåíèå 54. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà G èç íåêîòîðîãî îñòàòî÷íîãî ïîä-
ìíîæåñòâà R ⊂ U îáúåäèíåíèå ∪iHi(G) ñîäåðæèòñÿ â àòòðàêòîðå Ìèëíîðà.

Ýòî óòâåðæäåíèå íåòðóäíî âûâåñòè èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû H. Qiu [39]. Îä-
íàêî ïðåæäå íóæíî íàïîìíèòü îäíî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 55. Ïóñòü ν � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà M , ýðãîäè÷åñêàÿ äëÿ îòîáðàæå-
íèÿ F . Áàññåéíîì ìåðû ν íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî â M , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê x, äëÿ
êîòîðûõ íîðìèðîâàííûå ñóììû δ-ìåð âäîëü êîíå÷íûõ îòðåçêîâ ïîëîæèòåëüíîé ïîëó-
îðáèòû ñõîäÿòñÿ â ∗-ñëàáîé òîïîëîãèè ê ìåðå ν, ò.å.

B(ν) =

{
x ∈M : lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

δF j(x) = ν

}
.

Ìåðà ν íàçûâàåòñÿ SRB-ìåðîé, åñëè å¼ áàññåéí èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà.

Òåîðåìà 56 (H. Qiu, [39]). Äëÿ òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîãî C1-ãëàäêîãî äèôôåîìîðôèç-
ìà ëþáîé ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì åäèíñòâåííîé SRB-ìåðû,
áàññåéí êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî àòòðàêòîðà ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà.

Ïîñêîëüêó äëÿ îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ íà ïîãëîùàþùóþ îêðåñòíîñòü ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà SRB-ìåðà ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé (ñì. îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî àò-
òðàêòîðà), èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â òèïè÷íîì ñëó÷àå ëþáîé ãèïåðáîëè÷åñêèé àò-
òðàêòîð ñîäåðæèòñÿ â ìèíèìàëüíîì àòòðàêòîðå. Âñïîìèíàÿ îá èåðàðõèè àòòðàêòîðîâ,
ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíûé, ñòàòèñòè÷åñêèé è Ìèëíîðîâ-
ñêèé àòòðàêòîðû ðàâíû ìåæäó ñîáîé è ñîâïàäàþò ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ àòòðàêòîðíûõ
áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îäíîâðåìåííî äîêàçàëè òåîðåìó E òàêæå äëÿ ìèíèìàëüíûõ è
ñòàòèñòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

Ïðèâåäåì àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 54, êîòîðîå àâòîð ïðèäóìàë
äî òîãî, êàê óçíàë ïðî ðåçóëüòàò H. Qiu. Íåäîñòàòêîì ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî îíî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 54 òîëüêî äëÿ àòòðàêòîðà Ìèëíîðà, íî íå äëÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî èëè ìèíèìàëüíîãî.
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Àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 54. Âñïîìíèì, ÷òî â êàæäîì ãèïåðáî-
ëè÷åñêîì àòòðàêòîðå Hi = Hi(F ) ïëîòíû ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè. Äàëåå, èç âûáîðà îá-
ëàñòè U ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû èç
Hi(F ) îïðåäåëåíî íà âñ¼ì U . Çàíóìåðóåì ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè â Hi, âîçüìåì ïåðâóþ
òî÷êó pi1 ∈ Hi è ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîãî G ∈ U ìíîæåñòâî T i(pi1(G), G), ñîñòîÿùåå èç
òî÷åê, ω-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàò ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå pi1(G)
òî÷êè pi1. Èìååì:

T i(pi1(G), G) =
⋂
m≥1

⋃
n≥0

T im,n(pi1(G), G), (21)

ãäå T im,n(pi1(G), G) åñòü n-é G-ïðîîáðàç 1
m
-îêðåñòíîñòè òî÷êè pi1(G) (âñïîìíèì, ÷òî îð-

áèòà íàêàïëèâàåòñÿ ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê íåêîòîðîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïåðåñåêàåò ëþáóþ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè). Äàëåå çàâèñèìîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ
ìíîæåñòâ îò pi1(G) è G ìû áóäåì èíîãäà îïóñêàòü.

Ìû õîòèì ïðèìåíèòü ëåììó 52 ê âíóòðåííåìó îáúåäèíåíèþ â ïðàâîé ÷àñòè (21), íî
ïîêà ÷òî íå ìîæåì, ïîòîìó ÷òî íåò âëîæåííîñòè îáúåäèíÿåìûõ ìíîæåñòâ. Îäíàêî ìû
ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòî îáúåäèíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

∪n≥0T
i
m,n = ∪N≥0 ∪Nj=1 T

i
m,j.

Â íàøåì ñëó÷àå ìåðû µ(∪Nj=1T
i
m,j) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò îòîáðàæåíèÿ, òàê ÷òî ïåð-

âàÿ ÷àñòü ëåììû 52 ïðèìåíèìà. Ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f im(G) := µ(∪nT im,n(pi1(G), G))
ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà U , à ñëåäîâàòåëüíî íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì îñòàòî÷íîì ïîä-
ìíîæåñòâå â U . Ïåðåñåêàÿ âñå òàêèå îñòàòî÷íûå ïîäìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-
íûì i ∈ {1, . . . , k} è m ∈ N, ïîëó÷èì îñòàòî÷íîå â U ïîäìíîæåñòâî R1, íà êîòîðîì
âñå ôóíêöèè f im íåïðåðûâíû. Ïîëó÷àåì, ÷òî íà ýòîì ìíîæåñòâå R1 ìîæíî ïðèìåíèòü
(äëÿ ëþáîãî i) âòîðóþ ÷àñòü ëåììû 52 ê âíåøíåìó ïåðåñå÷åíèþ èç ïðàâîé ÷àñòè (21)
(âëîæåííîñòü íà ýòîò ðàç î÷åâèäíà).

Òàêèì îáðàçîì ëåììà ïîçâîëÿåò íàì çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ f1(G) :=∑
i µ(T i(pi1(G), G)) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó íà îñòàòî÷íîì ïîäìíîæåñòâå R1 ⊂ U . Çàìå-

òèì, ÷òî f1(G) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k ω-ïðåäåëüíûå
ìíîæåñòâà ïî÷òè âñåõ òî÷åê èç áàññåéíà ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà Hi(G) ñîäåðæàò
òî÷êó p1

i .
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C2-äèôôåîìîðôèçìîâ, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó

G ∈ R1. Íà êàæäîì èç ýòèõ äèôôåîìîðôèçìîâ ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèå åäèíèöà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî C2-äèôôåîìîðôèçìà G0 ∈ U
êàæäûé ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð Hi(G0) ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì SRB-ìåðû, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êîòîðîé ðàñïðåäåëåíû îðáèòû ïî÷òè âñåõ ïî ìåðå µ òî÷åê èç áàññåéíà Hi(G0),
à çíà÷èò, ïî÷òè âñå òî÷êè áàññåéíà ïîñåùàþò ëþáóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè pi1(G0). Òåïåðü
èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f1 íà R1 ñëåäóåò, ÷òî îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå åäèíèöà íà
âñåì ìíîæåñòâå R1.

Ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ ñåäåë pij ñ j-ì íîìåðîì, j ≥ 2, è ïîëó÷èì
îñòàòî÷íûå ìíîæåñòâàRj ñ àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì. Îáîçíà÷èìR = ∩jRj. Ýòî îñòàòî÷-
íîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äèôôåîìîðôèçìîâ, äëÿ êîòîðûõ êàæäàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà
ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ëåæèò â ω-ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâàõ ïî÷òè âñåõ òî÷åê áàñ-
ñåéíà ýòîãî àòòðàêòîðà. Ïîñêîëüêó ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ïëîòíû â ãèïåðáîëè÷åñêèõ
àòòðàêòîðàõ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî G ∈ R âûïîëíåíî ∪iHi(G) ⊂ AM(G).
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5 Àòòðàêòîðû Ìèëíîðà ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé

5.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïðåæäå âñåãî, ïðèâåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ñëåäóÿ [26] è [25].
Ïóñòü Σs = {1, . . . , s}Z � ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ω = . . . ω−1ω0ω1 . . . , ñîñòàâëåííûõ èç ñèìâîëîâ 1, . . . , s. Äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ω, ω̃ ∈ Σs ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(ω, ω̃) = 2−min{|n| : ωn 6=ω̃n}. (22)

Ïî íàáîðó èç m ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë n1, . . . , nm è m ñèìâîëîâ α1, . . . , αm ìîæíî
çàäàòü öèëèíäðè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Σs (èëè ïðîñòî öèëèíäð):

Cn1,...,nm
α1,...,αm

= {ω ∈ Σs | ωj = αj, j = 1, . . . ,m}.

Öèëèíäðè÷åñêèå ìíîæåñòâà ïîðîæäàþò òó æå òîïîëîãèþ íà Σs, ÷òî è óêàçàííàÿ âûøå
ìåòðèêà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà Σs ôèêñèðîâàíà (1/s, . . . , 1/s)-ìåðà Áåðíóëëè, êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì ìåðó µΣs öèëèíäðîâ âèäà C

n1,...,nm
α1,...,αm

ðàâíîé 1
sm
,

çàòåì ïðîäîëæèì ýòó ìåðó íà áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó, êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïî-
ðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ öèëèíäðîâ, è, íàêîíåö, ïðîâåäåì ïîïîëíåíèå ïîëó÷åííîé
áîðåëåâñêîé ìåðû.

Çàìå÷àíèå 57. Â îáùåì ñëó÷àå ìåðà Áåðíóëëè íà Σs õàðàêòåðèçóåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì
íàáîðîì èç s ÷èñåë, â ñóììå äàþùèõ åäèíèöó. Ýòè ÷èñëà ñóòü âåðîÿòíîñòè âñòðåòèòü
ñîîòâåòñòâóþùèé ñèìâîë èç {1, . . . , s} íà ôèêñèðîâàííîì ìåñòå â ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Ñäâèãîì Áåðíóëëè íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

σ : Σs → Σs, (σω)n = ωn+1,

ñäâèãàþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëåâî íà îäíó ïîçèöèþ.

Îïðåäåëåíèå 58. Ñòóïåí÷àòûì êîñûì ïðîèçâåäåíèåì (äàëåå ÑÊÏ) íàä ñäâèãîì Áåð-
íóëëè (Σs, σ) ñî ñëîåì M è ïîñëîéíûìè îòîáðàæåíèÿìè f1, . . . , fs : M →M íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà X = Σs ×M â ñåáÿ, èìåþùåå ñëåäóþùèé âèä:

F : X → X, (ω, p)→ (σω, fω0(p)),

ãäå ω0 � ñèìâîë íà íóëåâîì ìåñòå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, êàñàþùèõñÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.

1. Ïðîñòðàíñòâî Σ íàçûâàåòñÿ áàçîé ÑÊÏ, à M íàçûâàåòñÿ ñëîåì. Äàëåå M áóäåò
êîìïàêòíûì ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì (âîçìîæíî, ñ êðàåì).

2. Ðàññòîÿíèå íà X ââîäèòñÿ êàê ñóììà ðàññòîÿíèé âäîëü ñëîÿ è âäîëü áàçû.
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3. Íà ïðîñòðàíñòâå X ìîæíî ââåñòè âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µX , ðàâíóþ ïðîèçâåäåíèþ
ìåðû µΣs íà áàçå è ìåðû Ëåáåãà µM íà ñëîå.

4. ÑÊÏ çàäàåòñÿ ñâîèìè ïîñëîéíûìè îòîáðàæåíèÿìè. ÑÊÏ ñ áàçîé Σs, ñëîåì M è
Cr-ãëàäêèìè ïîñëîéíûìè îòîáðàæåíèÿìè â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (Cr(M))s. Åñëè êðîìå òîãî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîñëîéíûå îòîáðà-
æåíèÿ áûëè äèôôåîìîðôèçìàìè, ïîëó÷èòñÿ ïðîñòðàíñòâî (Diffr(M))s (òîïîëîãèÿ
íàñëåäóåòñÿ ñ (Cr(M))s).

Ñ ó÷åòîì ýòèõ çàìå÷àíèé ìîæíî ãîâîðèòü î ìèëíîðîâñêîì (à òàêæå ñòàòèñòè÷åñêîì
è ìèíèìàëüíîì) àòòðàêòîðå ñòóïåí÷àòîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Â ðàçäåëå 5.2 ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ ÑÊÏ, à èìåííî ÑÊÏ
íàä òðàíçèòèâíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè öåïÿìè Ìàðêîâà.

Ïóñòü A = (aij)
s
i,j=1 � ìàòðèöà ðàçìåðà s × s, ñîñòàâëåííàÿ èç íóëåé è åäèíèö.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Σ = ΣA ⊂ Σs áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ω = (ωn)+∞

−∞ èç ñèìâîëîâ 1, . . . , s, òàêèõ ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ ñèìâîëîâ
ωi, ωi+1 âûïîëíåíî aωiωi+1

= 1. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A çàäàåò ðàçðåøåííûå ïåðåõîäû
ìåæäó ñèìâîëàìè â íàøåì ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îãðàíè÷åíèå ñäâèãà Áåðíóëëè â Σs íà ΣA íàçûâàåòñÿ ñäâèãîì Ìàðêîâà, à äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà (ΣA, σ) öåëèêîì íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé öåïüþ Ìàðêîâà. Çàìåòèì,
÷òî σ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ΣA.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ öåïü Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íà-
òóðàëüíîãî m ó ìàòðèöû Am âñå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíû.

Åñòåñòâåííûìè èíâàðèàíòíûìè ìåðàìè íà (ΣA, σ) ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàð-
êîâñêèå ìåðû, êîòîðûå çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Π = (πij)
ðàçìåðà N × N , ãäå πij ∈ [0, 1] è äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî

∑
j πij = 1, � òàêèå ìàòðè-

öû íàçûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè. Ëþáàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà îáëàäàåò ëåâûì èíâà-
ðèàíòíûì âåêòîðîì p = (p1, . . . , pN) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.37 Íîðìèðóåì
âåêòîð p òàê, ÷òîáû

∑
pi = 1. Îïðåäåëèì ìåðó µΣA = µΣA,Π íà öèëèíäðàõ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

µΣA(Cn1,...,n2
αn1 ,...,αn2

) = pn1 ·
n2−1∏
j=n1

παjαj+1
,

à çàòåì ïðîäîëæèì íà âñþ σ-àëãåáðó.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà πij = 0⇔ aij = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èç òðàíçè-

òèâíîñòè öåïè Ìàðêîâà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð p åäèíñòâåíåí (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè),
à ìåðà µΣA,Π � ýðãîäè÷åñêàÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå íåïóñòûå öèëèíäðû
èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íîñèòåëü ìåðû ñîâïàäàåò ñ ΣA.

37Äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî è äðóãèõ óòâåðæäåíèé î ìàðêîâñêèõ ìåðàõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [25,
§4.2f ].
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5.2 Òåîðåìà Êëåïöûíà-Âîëêà è àòòðàêòîðû Ìèëíîðà ÑÊÏ ñî

ñëîåì îòðåçîê

Ðàññìîòðèì ñòóïåí÷àòîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå F íàä òðàíçèòèâíîé òîïîëîãè÷åñêîé öåïüþ
Ìàðêîâà (Σ, σ) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé è ñî ñëîåì îòðåçîê:

F : X = Σ× I → X, (ω, x) 7→(σω, fω0(x)). (23)

Âñå fω0 ñóòü äèôôåîìîðôèçìû îòðåçêà íà îáðàç, ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â áàçå ôèêñèðîâàíà ýðãîäè÷åñêàÿ ìàðêîâñêàÿ ìåðà µΣ.

Îïðåäåëåíèå 59. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K ⊂ X íàçûâàåòñÿ êîñòèñòûì ãðàôèêîì,
åñëè îíî ïåðåñåêàåò ïî÷òè âñå â ñìûñëå ìåðû µΣ ñëîè ïî îäíîé òî÷êå, à îñòàëüíûå � ïî
îòðåçêó (òàêèå îòðåçêè íàçûâàþòñÿ êîñòÿìè).

Çàìåòèì, ÷òî êîñòèñòûé ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñâîèõ êîñòåé è
ãðàôèêà íåêîòîðîé îïðåäåëåííîé ïî÷òè âñþäó ôóíêöèè èç áàçû â ñëîé, ÷åì è îáúÿñíÿ-
åòñÿ íàçâàíèå. Èç òåîðåìû Ôóáèíè ñëåäóåò, ÷òî µX-ìåðà êîñòèñòîãî ãðàôèêà íóëåâàÿ.

Òåîðåìà 60 (Ä. Ñ. Âîëê, Â. À. Êëåïöûí, [26]). Äëÿ òèïè÷íîãî ñòóïåí÷àòîãî êîñîãî
ïðîèçâåäåíèÿ F âèäà (23) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

1) ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ïîêðûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ñòðîãî ïîãëî-
ùàþùèõ è ñòðîãî âûòàëêèâàþùèõ ïîëîñ, îãðàíè÷åííûõ ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé èç áàçû â ñëîé;

2) ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð êàæäîé èç ïîãëîùàþùèõ ïîëîñ � êîñòèñòûé ãðàôèê;
òî æå ñïðàâåäëèâî äëÿ ðåïåëëåðîâ â âûòàëêèâàþùèõ ïîëîñàõ;

3) â êàæäîé èç ïîãëîùàþùèõ è âûòàëêèâàþùèõ ïîëîñ èìååòñÿ ðîâíî îäíà ýðãîäè-
÷åñêàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, ïðîåöèðóþùàÿñÿ â ìåðó Ìàðêîâà â áàçå. Ýòî ìåðà,
ïîëó÷åííàÿ ïîäúåìîì ìåðû Ìàðêîâà íà ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð (èëè ðåïåë-
ëåð) ïîëîñû, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ãðàôèê èçìåðèìîé îïðåäåëåííîé ïî÷òè âñþäó
ôóíêöèè. Ýòà ìåðà ÿâëÿåòñÿ SRB-ìåðîé â ñâîåé ïîëîñå38;

4) ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âäîëü ñëîÿ äëÿ ýòèõ ìåð îòëè÷íû îò íóëÿ: îòðèöàòåëüíû
äëÿ ïîãëîùàþùèõ îáëàñòåé è ïîëîæèòåëüíû äëÿ âûòàëêèâàþùèõ;

ÑÊÏ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 60, îáðàçóþò îòêðûòîå âñþäó
ïëîòíîå ìíîæåñòâî â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå. Òî÷íûå óñëîâèÿ òèïè÷íîñòè äàíû
â ðàçäåëå 5 ñòàòüè [26].

Åñëè äëÿ ÑÊÏ F âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 60, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Πi (i =
1, . . . , l) ïîãëîùàþùèå ïîëîñû, à ÷åðåç Γi ⊂ Πi (i = 1, . . . , l) � ãðàôèêè ïî÷òè âñþäó
îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé èç áàçû â ñëîé, îáðàçóþùèå â îáúåäèíåíèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
êîñòÿìè ìàêñèìàëüíûå àòòðàêòîðû ïîãëîùàþùèõ ïîëîñ.

38Ò.å. äëÿ ïî÷òè ëþáîé ïî ìåðå µX òî÷êè p èç ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëîñû ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîðáèòà
ðàñïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ìåðîé: 1

n

∑n−1
j=1 δF j(p) → µSRB .
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Òåîðåìà G. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 60 àòòðàêòîð Ìèëíîðà ÑÊÏ F åñòü îáúåäèíåíèå
çàìûêàíèé ãðàôèêîâ Γi.

Âñå òî÷êè ëþáîé âûòàëêèâàþùåé ïîëîñû, êðîìå òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåïåëëåð-
íîãî êîñòèñòîãî ãðàôèêà, ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé F ïîêèäàþò ýòó ïîëîñó è îêàçûâàþò-
ñÿ â êàêîé-òî ïîãëîùàþùåé ïîëîñå. Ïîñêîëüêó êîñòèñòûå ãðàôèêè èìåþò íóëåâóþ ìåðó,
äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîðáèòà âõîäèò â îäíó
èç ïîãëîùàþùèõ ïîëîñ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ ïîãëîùàþùóþ
ïîëîñó Π ∈ {Πi}ni=1, âíóòðè êîòîðîé íàõîäèòñÿ �àòòðàêòîðíûé� ãðàôèê Γ ∈ {Γi} ïî÷òè
âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíêöèè φ èç áàçû â ñëîé, è äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 61. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 60 àòòðàêòîð Ìèëíîðà îãðàíè÷åíèÿ F |Π åñòü çàìû-
êàíèå ãðàôèêà Γ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ïîêàæåì, ÷òî çàìûêàíèå ãðàôèêà Γ ëåæèò â àòòðàêòîðå Ìèëíîðà. Ñîãëàñíî ïóíêòó 3)
òåîðåìû 60, çàìûêàíèå ãðàôèêà Γ ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì SRB-ìåðû, â ñîîòâåòñòâèè ñ
êîòîðîé ðàñïðåäåëåíû îðáèòû ïî÷òè âñåõ òî÷åê ïîëîñû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè
âñåõ x ∈ Π âûïîëíåíî ωstat(x) = Γ, à çíà÷èò, Γ = Astat ⊂ AM .

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïî÷òè âñå òî÷êè ïîëîñû ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ãðàôèêó Γ. Êàçà-
ëîñü áû, ìîæíî ðàññóæäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π̃ ïåðåñå÷åíèå íàøåé
ïîëîñû Π c îáúåäèíåíèåì ñëîåâ, â êîòîðûõ åñòü òî÷êè ãðàôèêà. Ìàêñèìàëüíûì àòòðàê-
òîðîì îãðàíè÷åíèÿ íàøåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà Π̃ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê Γ. Âñå òî÷êè
èç Π̃ ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ìàêñèìàëüíîìó àòòðàêòîðó, ñëåäîâàòåëüíî ïî÷òè âñå òî÷êè èç Π
ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ãðàôèêó.

Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ðàññóæäåíèå íå ðàáîòàåò: íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî âñå òî÷êè èç
Π̃ ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ãðàôèêó. Ðàññìîòðèì ïîó÷èòåëüíûé êîíòðïðèìåð, ïðèíàäëåæàùèé
À. Â. Îêóíåâó.

Ïðèìåð 62. Ïóñòü F : X = Σ2 × [−1, 1]→ X � ÑÊÏ íàä ñäâèãîì Áåðíóëëè, ïîñëîéíûå
îòîáðàæåíèÿ êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� Îáà îòîáðàæåíèÿ ïåðåâîäÿò îòðåçîê [−1, 1] ñòðîãî âíóòðü ñåáÿ;

� Äëÿ f1 íîëü ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

� f1(0) = f2(0) = 0, f ′2(0) = 2, f ′1(0) = 1/2;

� â îãðàíè÷åíèè íà íåêîòîðûé îòðåçîê [−ε, ε] îòîáðàæåíèÿ f1, f2 ëèíåéíû;

Â òàêîì ñëó÷àå Amax(F,X) ÿâëÿåòñÿ êîñòèñòûì ãðàôèêîì, ñîñòîÿùèì èç ñå÷åíèÿ Γ =
{(ω, x) | x = 0} è íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà êîñòåé, èìåþùåãî íóëåâóþ ìåðó. Êðîìå òîãî,
ñóùåñòâóåò SRB-ìåðà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ðàñïðåäåëåíà îðáèòà ïî÷òè ëþáîé òî÷-
êè. Ýòî ìåðà µΣ2 × δ(0), ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ìåðû Áåðíóëëè â áàçå è äåëüòà-ìåðû â
íóëå â ñëîå. Åå íîñèòåëü ñîâïàäàåò ñ Astat(F ) è ðàâåí Γ. Îäíàêî AM(F ) 6= Γ.

Ñ ðàçðåøåíèÿ À. Â. Îêóíåâà ìû ïðèâîäèì ïîäðîáíûé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà.

65



� Ïîêàæåì, ÷òî AM(F ) 6⊂ Γ. Â ëîãàðèôìè÷åñêèõ êàðòàõ íà ïðîìåæóòêàõ (0, ε]
è [−ε, 0) íàøà ñèñòåìà âûãëÿäèò êàê ñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå. Èç
ñâîéñòâ òàêîãî áëóæäàíèÿ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî îðáèòû ïî÷òè âñåõ òî÷åê ïîëîñû
Π0 = Σ2 × [−ε, ε] ïîêèäàþò ýòó ïîëîñó êàê â ïðÿìîì, òàê è â îáðàòíîì âðåìåíè
(íàñ íå èíòåðåñóåò, âîçâðàùàþòñÿ ëè îíè îáðàòíî). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî B0 òî÷åê
èç Π0, êîòîðûå íå ïîêèäàþò Π0 è ïðèòÿãèâàþòñÿ ê Γ ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé F ,
èìååò íóëåâóþ ìåðó. Çíà÷èò, âåñü áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ñå÷åíèÿ Γ èìååò íóëåâóþ
ìåðó, òàê êàê îí ðàâåí ∪n∈NF−n(B0).

� Âëîæåíèå Γ ⊂ Amax(F,X) î÷åâèäíî.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî Amax(F,X) � êîñòèñòûé ãðàôèê, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
µX(Amax(F,X)) = 0. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà p ∈ X ïðèíàäëåæèò Amax(F,X) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîîáðàç F−n(p) îïðåäåëåí äëÿ ëþáîãî n > 0. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò n0 > 0, ò.÷. fn0

1 -ïðîîáðàç íå îïðåäåëåí äëÿ âñåõ òî÷åê ñëîÿ
âíå îòðåçêà [−ε, ε]. Ïîýòîìó äëÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè p ∈ X \ Π0 ïðîîáðàç F

−n0(p) íå
îïðåäåëåí ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 2−n0 . Òàê êàê ïî÷òè âñå òî÷êè ðàíî èëè ïîçä-
íî ïîêèäàþò ïîëîñó Π0 ïðè âçÿòèè F -ïðîîáðàçîâ, îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî
äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê èç X íåêîòîðûé F -ïðîîáðàç íå îïðåäåëåí, à ñëåäîâàòåëüíî,
µX(Amax(F,X)) = 0.

� Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ìåðà δ0 � åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ñòàöèîíàð-
íàÿ ìåðà íà I äëÿ îòîáðàæåíèé f1, f2, ïðèìåíÿåìûõ ðàâíîâåðîÿòíî.39 Ïóñòü åñòü
ñòàöèîíàðíàÿ ìåðà ν, òàêàÿ ÷òî supp(ν) 6= {0}. Òàê êàê åå íîñèòåëü supp(ν) èí-
âàðèàíòåí âïåðåä ïîä äåéñòâèåì f1, îí äîëæåí ïåðåñåêàòüñÿ ñ [−ε, ε] \ {0}. Òî-
ãäà íàéäåòñÿ îòðåçîê J ⊂ [−ε, ε] \ {0}, òàêîé ÷òî ν(J) > 0, J ∩ f1(J) = ∅.
Òàê êàê ìåðà ν ñòàöèîíàðíà, à f1 = f−1

2 íà [−ε, ε], äëÿ ëþáîãî j ∈ N èìååì

ν(f j1 (J)) = 1
2

(
ν(f j−1

1 (J)) + 1
2
ν(f j+1

1 (J))
)
, ò.å.

(
ν(f j1 (J))

)
j∈N

� àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðî-

ãðåññèÿ. Ïîñêîëüêó ν âåðîÿòíîñòíà, âñå ÷ëåíû ýòîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè
íåîòðèöàòåëüíû, à åå ñóììà íå áîëüøå 1. Çíà÷èò, ýòî ïðîãðåññèÿ èç îäíèõ íóëåé,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó ν(J) > 0.

� Äëÿ âñåõ x ∈ I äëÿ µΣ2-ïî÷òè ëþáîé ω ∈ Σ2 ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë (â ∗-ñëàáîé
òîïîëîãèè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1

n

∑n−1
j=0 δfωj ◦···◦fω0 (x) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé âåðîÿò-

íîñòíîé ìåðîé (ýòî ñëåäóåò èç [21, Lem. 2.5]).

� Òàê êàê 1
n

∑n−1
j=0 δσj(ω) → µΣ2 äëÿ ïî÷òè âñåõ ω, èç ïðåäûäóùèõ äâóõ ïóíêòîâ ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ ÑÊÏ F ïîëîæèòåëüíûå ïîëóîðáèòû ïî÷òè âñåõ òî÷åê èç X ðàñïðå-
äåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåðîé µΣ2 × δ(0). Çíà÷èò, Astat(F ) = Γ.

Âåðíåìñÿ ê ïëàíó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 61. Ñíà÷àëà, ïîëüçóÿñü îòðèöàòåëüíîñòüþ
ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà âäîëü ñëîÿ (ïóíêò 4) òåîðåìû 60), ìû íàéäåì ìíîæåñòâî V ⊂ Π

39Íàïîìíèì, ÷òî ìåðà ν ñòàöèîíàðíà, åñëè äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî A ⊂ I âûïîëíåíî ν(A) =
1
2 (ν(f−1

1 (A)) + ν(f−1
2 (A))).
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ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, âñå òî÷êè èç êîòîðîãî ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ãðàôèêó (ëåììà 63). Ìíî-
æåñòâî V ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Åãîðîâà, ïîýòîìó ìû áóäåì íàçûâàòü åãî åãîðîâ-
ñêèì ìíîæåñòâîì. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîæåñòâà Uα ⊂ Π, êîòîðûå çàìåòàþòñÿ,
åñëè äâèãàòü ãðàôèê Γ âäîëü ñëîÿ â îáå ñòîðîíû íà ðàññòîÿíèå íå áîëåå α. Ìíîæåñòâî V
áóäåò èìåòü âèä V = Uα ∩ (B × I), ãäå α äîñòàòî÷íî ìàëî, à B ⊂ Σ � ìíîæåñòâî ìåðû
1− δ.

Çàòåì ìû ïîêàæåì, ÷òî ïî÷òè âñå òî÷êè ïîëîñû Π ïîñåùàþò ìíîæåñòâî V òàêîãî
âèäà (ïðåäëîæåíèå 65). Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîåêöèÿ B ìíîæåñòâà
V íà Σ èìååò ìåðó 1 − δ; êðîìå òîãî, íàä íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì C ⊂ Σ ìåðû 1 − δ
îáðàçû ãðàíèö ïîãëîùàþùåé ïîëîñû ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó. Ïî÷òè âñå òî÷êè
ïîëîñû Π ïîñåùàþò ((B ∩ C) × I) ∩ Π áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, è åñëè íîìåð èòåðàöèè,
ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò î÷åðåäíîå ïîñåùåíèå, äîñòàòî÷íî âåëèê, òî÷êà ïîïàäàåò â V ,
ïîòîìó ÷òî íàä ìíîæåñòâîì C íà ýòîé èòåðàöèè ðàññòîÿíèå ìåæäó îáðàçàìè ãðàíèö
ïîëîñû ìåíüøå α. Çíà÷èò, ïî÷òè ëþáàÿ òî÷êà ïîëîñû Π ïðèòÿãèâàåòñÿ ê çàìûêàíèþ
ãðàôèêà Γ, òî åñòü AM(F |Π) ⊂ Γ. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå áûëî äîêàçàíî âûøå, ïîýòîìó
AM(F |Π) = Γ. Ïåðåéäåì ê ïîäðîáíîìó äîêàçàòåëüñòâó.

Ïîñòðîåíèå åãîðîâñêîãî ìíîæåñòâà V

Îáîçíà÷èì ÷åðåç XΓ îáúåäèíåíèå ñëîåâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êè ãðàôèêà Γ. Ïóñòü ρ � îïðå-
äåëåííàÿ íà XΓ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè-àðãóìåíòà äî ãðà-
ôèêà âäîëü ñëîÿ:

äëÿ p = (ω, x) ∈ XΓ ρ(p) := dist(p,Γ ∩ ({ω} × I)).

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ρ êàê ïî÷òè âñþäó îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ íà X.
Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ U = {Uα}α∈R+ , ãäå ìíîæåñòâî Uα îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:
Uα = {p ∈ XΓ | ρ(p) ≤ α}.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî Uα çàìåòàåòñÿ, åñëè äâèãàòü ãðàôèê Γ âäîëü ñëîÿ â îáå
ñòîðîíû íå áîëåå ÷åì íà α. Ìû äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàëûå α, ïðè êîòîðûõ
Uα ⊂ Π.

Ëåììà 63. Äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî δ > 0 íàéäóòñÿ ìíîæåñòâî B ⊂ Σ ìåðû 1− δ è
÷èñëî γ > 0, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ìíîæåñòâà V = Uγ ∩ (B × I) âûïîëíåíî
ω(p) ⊂ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïóíêòó 4) èç òåîðåìû 60, ïîñëîéíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà
L �àòòðàêòîðíîé� SRB-ìåðû, ñèäÿùåé íà Γ, îòðèöàòåëåí. Òàê êàê ýòà ìåðà ïîëó÷àåòñÿ
ïîäíÿòèåì ìåðû µΣ íà Γ, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

L =

∫
Σ

lnf ′ω(xA(ω))dµΣ,

ãäå ÷åðåç xA(ω) îáîçíà÷åíà x-êîîðäèíàòà òî÷êè ãðàôèêà Γ â ñëîå {ω} × I. Çàìåòèì,
÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþäó íà Σ è îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó åå
ìîæíî èíòåãðèðîâàòü.
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Çàôèêñèðóåì ìàëîå ÷èñëî ε > 0, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

Lε :=

∫
Σ

ln(f ′ω(xA(ω)) + ε)dµΣ < 0.

Ïîëîæèì gε(ω) := f ′ω(xA(ω))+ε. Îáîçíà÷èì âðåìåííûå ñðåäíèå ôóíêöèè ln gε â òî÷êå
ω ∈ Σ ÷åðåç Kn(ω):

Kn(ω) :=
1

n

n−1∑
k=0

ln gε(σ
kω) =

1

n
ln

n−1∏
k=0

gε(σ
kω).

Òàê êàê ñëîé êîìïàêòåí, âñå ïîñëîéíûå îòîáðàæåíèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû. Èõ
êîíå÷íîå ÷èñëî, ïîýòîìó ïî ôèêñèðîâàííîìó âûøå ε ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî β =
β(ε) > 0, òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ I è j âûïîëíåíà èìïëèêàöèÿ

dist(x1, x2) < β ⇒ |f ′j(x1)− f ′j(x2)| < ε. (24)

Çàôèêñèðóåì β è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Uβ ∈ U . Åñëè ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîðáèòà íåêî-
òîðîé òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ëåæèò â Uβ, ìû èìååì âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü ñêî-
ðîñòü åå ïðèáëèæåíèÿ ê ãðàôèêó.

Ïðåäëîæåíèå 64. Åñëè òî÷êà p = (ω, x) è åå îáðàçû ïðè n− 1 ïîëîæèòåëüíûõ èòå-
ðàöèÿõ F ëåæàò â Uβ, òî

ρ(F n(p)) ≤ ρ(p) ·
n−1∏
k=0

gε(σ
kω) = ρ(p) · exp(nKn(ω)). (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà p = (ω, x) ïðèíàäëåæèò Uβ. Ïóñòü xA(ω), êàê è ðàíüøå,
îáîçíà÷àåò x-êîîðäèíàòó òî÷êè ãðàôèêà Γ â ñëîå íàä ω. Òîãäà â ñèëó èìïëèêàöèè (24)
äëÿ t ∈ [xA(ω) − β, xA(ω) + β] âûïîëíåíî f ′ω0

(t) < f ′ω0
(xA(ω)) + ε, òàê ÷òî ìû ìîæåì

îöåíèòü ðàññòîÿíèå îò F (p) äî ãðàôèêà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(F (p)) = |fω0(x)− fω0(xA(ω))| ≤ |x− xA(ω)| · (f ′ω0
(xA(ω)) + ε) = ρ(p) · gε(ω).

Àíàëîãè÷íî, åñëè äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, . . . , n−1} âûïîëíåíî F j(p) ∈ Uβ, èìååì îöåíêó:

ρ(F n(p)) ≤ ρ(F n−1(p)) · gε(σn−1ω) ≤

≤ ρ(F n−2(p)) · gε(σn−2ω) · gε(σn−1ω) ≤ · · · ≤ ρ(p) ·
n−1∏
k=0

gε(σ
kω).

Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 63.
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Ïî òåîðåìå Áèðêãîôà, äëÿ ïî÷òè âñåõ ïî ìåðå µΣ òî÷åê ω ∈ Σ âûïîëíåíîKn(ω)→ Lε
ïðè n → ∞. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå δ ∈ (0, 1

2
). Ïðèìåíèì òåîðåìó Åãîðîâà40 ê ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè Kn è ïîëó÷èì ìíîæåñòâî B ⊂ Σ ìåðû 1 − δ, íà êîòîðîì ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Ýòî ìíîæåñòâî � òî ñàìîå, êîòîðîå ôèãóðèðóåò â ôîð-
ìóëèðîâêå ëåììû 63. Èç ðàâíîìåðíîé íà B ñõîäèìîñòè Kn ê Lε è íåðàâåíñòâà Lε < 0
ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ íîìåð M ∈ N, òàêîé ÷òî ïðè ëþáûõ n ≥ M, ω ∈ B âûïîëíåíî
Kn(ω) < 0.

Ïóñòü λ � òàêàÿ êîíñòàíòà, ÷òî âñå ïîñëîéíûå îòîáðàæåíèÿ λ-ëèïøèöåâû. Âûáåðåì
γ íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî γ · λM < β. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ V =
Uγ ∩ (B × I) âûïîëíåíî ω(p) ⊂ Γ.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òî÷êè p = (ω, x) ∈ V èìååì ρ(p) < γ. Òîãäà ïðè n ≤ M âûïîë-
íåíî

ρ(F n(p)) < γ · λM < β.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà ïåðâûåM èòåðàöèé îáðàçû òî÷êè p íå ïîêèíóò Uβ. Â òàêîì ñëó÷àå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü îöåíêó (25). Òàê êàê KM(ω) < 0 ïðè ω ∈ B, èìååì:

ρ
(
FM(p)

)
≤ ρ(p) · exp(M ·KM(ω)) ≤ ρ(p),

òî åñòü M−é îáðàç òî÷êè p òîæå ëåæèò â Uγ. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáûõ n ≥M âûïîëíåíî
Kn(ω) < 0, ïðè ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ îáðàçû òî÷êè p òàêæå îñòàþòñÿ â Uγ, ãäå
ïðèìåíèìà îöåíêà (25). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì n > 0 èìååì ρ(F n(p)) ≤ ρ(p) · exp(n ·
Kn(ω)). Òàê êàê Kn(ω) → Lε < 0 ïðè n → ∞, èìååì ñõîäèìîñòü ρ(F n(p)) → 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ω(p) ⊂ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 63 çàâåðøåíî.

Ïî÷òè âñå òî÷êè ïîïàäàþò â åãîðîâñêîå ìíîæåñòâî V

Ïðåäëîæåíèå 65. Äëÿ ïî÷òè ëþáîé òî÷êè x ∈ Π íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n,
÷òî F n(x) ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîãëîùàþùàÿ ïîëîñà Π îãðàíè÷èâàåòñÿ ãðàôèêàìè íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé ψ1 è ψ2 èç áàçû â ñëîé. Òîãäà ìíîæåñòâî F n(Π) çàêëþ÷åíî ìåæäó
n-ìè îáðàçàìè ãðàôèêîâ ôóíêöèé ψ1, ψ2. Ýòè îáðàçû ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêàìè íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé ψ1,n, ψ2,n èç áàçû â ñëîé. Ïðè n → ∞ ðàçíîñòü ψ1,n − ψ2,n ïî÷òè
âñþäó ïî ìåðå µΣ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, èíà÷å ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð ïîëîñû Π èìåë áû
ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Åãîðîâà, íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå C ⊂ Σ ìåðû 1−δ ýòà ñõîäèìîñòü
ðàâíîìåðíàÿ, à çíà÷èò, ìîæíî íàéòè òàêîå N , ÷òî ïðè n ≥ N

‖(ψ1,n − ψ2,n)|C‖C0 < γ. (26)

Îáîçíà÷èìD = B∩C (íàïîìíèì, B èñïîëüçóåòñÿ â îïðåäåëåíèè V ). Òàê êàê µΣ(B) =
µΣ(C) = 1− δ, ìåðà D íå ìåíüøå 1−2δ. Òàê êàê ìåðà µΣ ýðãîäè÷íà äëÿ ñäâèãà σ, ïî÷òè

40Òåîðåìà Åãîðîâà: åñëè íà ïðîñòðàíñòâå Σ ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé çàäàíà ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùàÿñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé, òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî B ⊂ Σ ìåðû íå
ìåíüøå 1− δ, íà êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
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ëþáàÿ ïî ìåðå µΣ òî÷êà ω ∈ Σ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïîñåùàåò D ïîä äåéñòâèåì σ. Íî
åñëè äëÿ òî÷êè p ∈ Π åå îáðàç F n(p) ïîïàë â ìíîæåñòâî D × I è ïðèòîì n ≥ N , òî
èç íåðàâåíñòâà (26) ñëåäóåò, ÷òî F n(p) ∈ V. Çíà÷èò, ïî÷òè ëþáàÿ òî÷êà ïîãëîùàþùåé
ïîëîñû ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé èòåðàöèè ïîïàäåò â ìíîæåñòâî V, ÷òî ìû è õîòåëè
äîêàçàòü.

Ëåììà 63 è ïðåäëîæåíèå 65 âìåñòå äîêàçûâàþò ëåììó 61: ïðåäëîæåíèe 65 óòâåð-
æäàåò, ÷òî ïî÷òè âñå îðáèòû ïåðåñåêàþò V , à ëåììà 63 ãîâîðèò, ÷òî âñå òî÷êè èç V
ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ãðàôèêó Γ. Âìåñòå ñ ëåììîé 61 äîêàçàíà è òåîðåìà G. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ òèïè÷íûõ ÑÊÏ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñòàòèñòè÷åñêèé è ìèëíîðîâñêèé
àòòðàêòîðû ñîâïàäàþò ñ îáúåäèíåíèåì çàìûêàíèé �àòòðàêòîðíûõ� ãðàôèêîâ Γj.

Çàìå÷àíèå 66. Àíàëîãè÷íî ëåììå 61 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äëÿ ÑÊÏ F ñïðàâåäëèâà
òåîðåìà 60, òî äëÿ ëþáîé âûòàëêèâàþùåé ïîëîñû Π àòòðàêòîð F−1|Π ñîâïàäàåò ñ çàìû-
êàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôèêà Γ̃j. Åñëè ïîä ðåïåëëåðîì Ìèëíîðà äëÿ F ïîíèìàòü
íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå α-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ïî÷òè âñåõ òî-
÷åê, äëÿ êîòîðûõ ýòè ìíîæåñòâà îïðåäåëåíû, òî ðåïåëåð Ìèëíîðà áóäåò îáúåäèíåíèåì
çàìûêàíèé �ðåïåëëåðíûõ� ãðàôèêîâ Γ̃j.

5.3 Ëåììà îá óñòîé÷èâîñòè ïðîåêöèè àòòðàêòîðà

Ðàññìîòðèì ñòóïåí÷àòîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå íàä ñäâèãîì Áåðíóëëè

X = Σs ×M ; F : X → X, (ω, p) 7→ (σω, fω0(p)), (27)

ãäå M � êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (ñ êðàåì èëè áåç), à ïîñëîéíûå îòîáðàæå-
íèÿ f1, . . . , fk � Cr-äèôôåîìîðôèçìû (r ≥ 1) ìíîãîîáðàçèÿ M (åñëè ó M åñòü êðàé,
ðå÷ü áóäåò èäòè îá îòîáðàæåíèÿõ M âíóòðü ñåáÿ, ÿâëÿþùèõñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè íà
îáðàç). Ïóñòü πM : X →M � îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè íà ñëîé.

Îïðåäåëåíèå 67. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî B ⊂ M ìû áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâûì ïî
Ëÿïóíîâó (ïîä äåéñòâèåì ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé {fi}), åñëè äëÿ ëþáîé åãî îêðåñòíî-
ñòè UM íàéäåòñÿ ìåíüøàÿ åãî îêðåñòíîñòü VM , òàêàÿ ÷òî âñå íà÷èíàþùèåñÿ â Σs × VM
òðàåêòîðèè íå ïîêèäàþò Σs × UM .

Ïðåäëîæåíèå 68 (À. Îêóíåâ). Âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé p = (ω, x) àòòðàêòîð Ìèë-
íîðà (à òàêæå ñòàòèñòè÷åñêèé àòòðàêòîð) êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ (27) ñîäåðæèò ëþ-
áóþ òî÷êó p′ = (ω′, x), äëÿ êîòîðîé ëåâàÿ ïîëîâèíà (ïðîøëîå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ω′ ∈ Σs ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ïîëîâèíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω, ò.å. ωj = ω′j ∀j < 0.

Ëåììà H. Àòòðàêòîð Ìèëíîðà ñòóïåí÷àòîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ (27) óñòîé÷èâ ïî
Ëÿïóíîâó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðîåêöèÿ íà ñëîé óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîåêöèÿ B = πM(AM) óñòîé÷èâà â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðå-
äåëåíèÿ. Äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðà.

Ïî ïðîèçâîëüíîìó ∆ ìû óêàæåì δ, òàêîå ÷òî îáðàçû òî÷åê, îòñòîÿùèõ îò àòòðàêòîðà
íå áîëåå ÷åì íà δ, íèêîãäà íå ïîêèíóò åãî ∆-îêðåñòíîñòè.
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Ñíà÷àëà ïî ∆ ìû îïðåäåëèì N ∈ N, òàêîå ÷òî çà N øàãîâ òî÷êè áàçû ñ îäèíàêîâûì
áóäóùèì ñáëèæàþòñÿ íà ðàññòîÿíèå ∆/2. À èìåííî:

N =

[
− log2

∆

2

]
+ 1,

íî òî÷íîå çíà÷åíèå íå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

λ = max
i

Lip fi.

Òåïåðü âîçüìåì ε > 0, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ε · λN < ∆
2
. Íàêîíåö, â ñèëó óñòîé-

÷èâîñòè ïðîåêöèè àòòðàêòîðà íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ X èç
distM(πM(AM), πM(p)) < δ ñëåäóåò distM(πM(AM), πM(F n(p))) < ε ïðè ëþáîì n > 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òî÷êó p = (ωp|ωf , x) ∈ X, êîòîðàÿ δ-áëèçêà ê AM . Åå ïðîåêöèÿ
πM(p), ñëåäîâàòåëüíî, îòñòîèò îò πM(AM) ìåíåå, ÷åì íà δ. Ïî ïðåäëîæåíèþ 68, â àò-
òðàêòîðå Ìèëíîðà íàéäåòñÿ òî÷êà q ñ áóäóùèì ωf , òàêèì æå, êàê ó p, è ñ êîîðäèíàòîé
ïî ñëîþ, δ-áëèçêîé ê êîîðäèíàòå òî÷êè p.

Ðàññìîòðèì FN(p) è FN(q). Òàê êàê distM(πM(q), πM(p)) < δ < ε, èìååì
distM(πMF

N(q), πMF
N(p)) < ∆/2, ïîñêîëüêó ìû ïîòðåáîâàëè, ÷òîáû ε · λN < ∆

2
. ×èñëî

N áûëî âûáðàíî òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîåêöèÿìè òî÷åê FN(p) è FN(q) íà Σs

ìåíüøå ∆/2. Íî òîãäà
distX(FN(p), FN(q)) < ∆,

ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå â êîñîì ïðîèçâåäåíèè � ñóììà ðàññòîÿíèé âäîëü ñëîÿ è âäîëü
áàçû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü pi = F i(p), i ∈ N. Ê pi ìîæíî ïðèìåíèòü òî æå ñàìîå ðàññóæäå-
íèå. Ïî óñòîé÷èâîñòè ïðîåêöèè, πM(F i(p)) ëåæèò â ε-îêðåñòíîñòè ïðîåêöèè àòòðàêòîðà.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òî÷êà qi ∈ AM ñ òàêèì æå, êàê ó F i(p), áóäóùèì, òàêàÿ ÷òî

distM
(
πM(qi), πM(F i(p))

)
< ε.

Çà N èòåðàöèé ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîåêöèÿìè íå ñëèøêîì âîçðàñò¼ò:

distM(πMF
N(qi), πMF

N(pi)) < ∆/2,

ïîñêîëüêó ìû ïîòðåáîâàëè, ÷òîáû ε · λN < ∆
2
. Íî òîãäà

distX(FN+i(p), AM) ≤ distX(FN+i(p), FN(qi)) < ∆.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî îáðàçû òî÷åê èç δ-îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðà ïîñëå
k > N èòåðàöèé ëåæàò â åãî ∆-îêðåñòíîñòè (k ïðîèçâîëüíî). Çàìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè δ íà δ/λN , ïîëó÷èì òî æå óòâåðæäåíèå è äëÿ k < N .

Ïóñòü òåïåðü àòòðàêòîð óñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó. Äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü åãî ïðîåêöèè.
Ýòî äåëàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàññóæäåíèþ, íî íåñêîëüêî ïðîùå.

Áóäåì ñ÷èòàòü, êàê è ðàíüøå, ÷òî ε · λN < ∆
2
. Ïóñòü èç δ-áëèçîñòè òî÷êè ñëîÿ ê

àòòðàêòîðó ñëåäóåò ∆/2-áëèçîñòü ê àòòðàêòîðó ýëåìåíòîâ å¼ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîðáè-
òû. Ðàññìîòðèì òî÷êó x, òàêóþ ÷òî distM(x, πM(AM)) < min(δ, ε). Çàôèêñèðóåì ïðîèç-
âîëüíîå ω ∈ Σs è ðàññìîòðèì òî÷êó (ω, x) ∈ X. Ýòà òî÷êà ìîæåò ëåæàòü äàëåêî îò
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àòòðàêòîðà, îäíàêî, ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 68, ìîæíî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω̃
ñ òåì æå áóäóùèì, äëÿ êîòîðîé distX((ω̃, x), AM) < δ. Òîãäà ïðè i ∈ [0, N ] âûïîëíåíî
distM (πMF

i(ω, x), πMAM) < ∆/2 â ñèëó óñëîâèÿ íà ε, à ïðè ëþáîì i > N ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

distX
(
F i(ω, x), F i(ω̃, x)

)
≤ ∆/2,

distX
(
F i(ω̃, x), AM

)
< ∆/2.

Òàêèì îáðàçîì, F i(ω, x) ïðè i > N íàõîäèòñÿ â ∆-îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðà, à çíà÷èò,
ïðîåêöèÿ πM(F i(ω, x)) íàõîäèòñÿ â ∆-îêðåñòíîñòè ïðîåêöèè àòòðàêòîðà. Íàêîíåö, äëÿ
i ∈ [0, N ] ∩ N ïîñëåäíåå âûïîëíåíî â ñèëó òîãî, ÷òî distM(x, πM(AM)) < ε. Ëåììà äîêà-
çàíà.

Ëåììà H èíòåðåñíà íå ñòîëüêî ñàìà ïî ñåáå, ñêîëüêî ïîòîìó, ÷òî îíà èñïîëüçóåòñÿ
â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû, ïðèíàäëåæàùåé À. Â. Îêóíåâó.

Òåîðåìà 69 (À. Â. Îêóíåâ). Òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íîå ñòóïåí÷àòîå êîñîå ïðîèçâåäå-
íèå íàä ñäâèãîì Áåðíóëëè ñî ñëîåì îêðóæíîñòü (èëè îòðåçîê), ÷üè ïîñëîéíûå îòîáðà-
æåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ Cr-äèôôåîìîðôèçìàìè (r ≥ 1), èìååò
óñòîé÷èâûé ïî Ëÿïóíîâó ñòàòèñòè÷åñêèé àòòðàêòîð, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ àòòðàê-
òîðîì Ìèëíîðà.

Ýòè ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â ñîâìåñòíîé ñòàòüå [7], êîòîðàÿ ïîäàíà â �Èçâåñòèÿ ÐÀÍ�.

5.4 Íåóñòîé÷èâûå àòòðàêòîðû Ìèëíîðà â êîñûõ ïðîèçâåäåíèÿõ

5.4.1 �Ñòàíäàðòíûé� íåóñòîé÷èâûé àòòðàêòîð

Ïóñòü F � ñòóïåí÷àòîå êîñîå ïðîèçâåäåíèå íàä ñäâèãîì Áåðíóëëè â Σ2 ñî ñëîåì M , ãäå
M � ãëàäêîå ñâÿçíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k, è ïîñëîéíûå îòîáðàæåíèÿ
f0 è f1 îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) îòîáðàæåíèå f0 èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòîê a0, ê êîòîðîìó ïðèòÿãèâàþòñÿ âñå òî÷-
êè ìíîãîîáðàçèÿ M , çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ S
ðàçìåðíîñòè íå âûøå k − 1;

2) îòîáðàæåíèå f1 èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé èñòî÷íèê r0 = a0;

3) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖df0(a0)‖‖df1(a0)‖ < 1; (28)

4) äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ S ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ñëîâî w, òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åìó êîìïîçèöèÿ ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé fw = fw|w|−1

◦ · · ·◦fw0 ïåðåâîäèò q â òî÷êó
âíå S.

Çàìå÷àíèå 70. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå f0 ìîæåò âûñòóïàòü ñåâåðî-þæíîå îòîáðàæåíèå
îêðóæíîñòè (åäèíñòâåííûé ñòîê îáîçíà÷èì a0), à â êà÷åñòâå f1 � ãèïåðáîëè÷åñêèé äèô-
ôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè ñ ÷åòûðüìÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè (äâóìÿ ñòîêàìè è äâóìÿ
èñòî÷íèêàìè), òàêèìè ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 2)�4).
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Σ2×M ôèêñèðîâàíà ìåðà, ÿâëÿþùàÿñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ìåðû Áåðíóëëè P2 (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè íóëÿ è åäèíèöû) íà Σ2 è
ìåðû Ëåáåãà íà M .

Òåîðåìà I (î �ñòàíäàðòíîì� íåóñòîé÷èâîì àòòðàêòîðå). Ïóñòü äëÿ êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ

F : Σ2 ×M → Σ2 ×M, (ω, x) 7→ (σω, fω0(x)),

ïîñëîéíûå îòîáðàæåíèÿ f0 è f1 îáëàäàþò ñâîéñòâàìè 1)�4). Òîãäà îòîáðàæåíèå F
èìååò àòòðàêòîð Ìèëíîðà

AM(F ) = Σ2 × {a0},

íåóñòîé÷èâûé ïî Ëÿïóíîâó.

Ýòîò ðåçóëüòàò, õîòÿ è èçëîæåí â ñàìîì êîíöå äèññåðòàöèè, áûë ïîëó÷åí ðàíüøå
ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëîâ 2 è 3. Òîãäà ðàññìàòðèâàåìûé â òåêóùåì ðàçäåëå ñïîñîá ïîëó÷å-
íèÿ îòîáðàæåíèé ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè Ìèëíîðà � à èìåííî,
âçÿòü êîñîå ïðîèçâåäåíèå ñ äâóìÿ ïîñëîéíûìè îòîáðàæåíèÿìè, òàêèìè ÷òî ñòîê ïåðâîãî
ñîâïàäàåò ñ áîëåå ñèëüíûì èñòî÷íèêîì âòîðîãî, � êàçàëñÿ ñàìûì åñòåñòâåííûì è ïåð-
ñïåêòèâíûì â îòíîøåíèè èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î òèïè÷íîñòè îòîáðàæåíèé ñ íåóñòîé÷è-
âûìè àòòðàêòîðàìè. Ïîòîìó ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð ïîëó÷èë îò Þ. Ñ. Èëüÿøåí-
êî íàçâàíèå �ñòàíäàðòíîãî� íåóñòîé÷èâîãî àòòðàêòîðà. Ïëàí äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé
ñîñòîÿë â òîì, ÷òîáû îáîáùèòü ìåõàíèçì, ëåæàùèé â îñíîâå ýòîãî ïðèìåðà, ñ òåì ÷òî-
áû îáîáùåííûé ìåõàíèçì �ðàáîòàë� äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Î
ïðîäâèæåíèè â ýòîì íàïðàâëåíèè ìû ïîãîâîðèì â ðàçäåëå 5.4.3.

5.4.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû I

Àòòðàêòîð Ìèëíîðà ëåæèò â A

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A = Σ2×{a0} ñîäåðæèò àòòðàêòîð Ìèëíîðà. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ A èìååò ìåðó íå ìåíüøå 1− δ, ãäå δ ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì.

Êàê è ðàíüøå, ïðàâîé ïîëîâèíîé (èëè áóäóùèì) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω =
...ω−n...ω0...ωn... ∈ Σ2 áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω0ω1..., à ëåâîé ïîëîâèíîé
(ïðîøëûì) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ...ω−2ω−1.

Ëåììà 71 (Ñ.Ñ. Ìèíêîâ). Äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1) è ëþáîé îêðåñòíîñòè U0 ⊂M òî÷êè a0

íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî B ⊂ Σ2 ìåðû 1− δ è îêðåñòíîñòü U ⊂ U0 òî÷êè a0, òàêèå ÷òî
ëþáàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà B × U ïðèòÿãèâàåòñÿ ê A ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé F .
Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî B âìåñòå ñ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ω ñîäåðæèò âñå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ òàêîé æå, êàê ó ω, ïðàâîé ïîëîâèíîé.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïðèíàäëåæèò Ñ. Ñ. Ìèíêîâó. Êóðñîâàÿ ðàáîòà, â êîòîðîé îíî áûëî
äîêàçàíî, íå îïóáëèêîâàíà, îäíàêî â [6] ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî, â äåòàëÿõ îòëè÷àþ-
ùååñÿ îò îðèãèíàëüíîãî ðàññóæäåíèÿ Ñ. Ñ. Ìèíêîâà, íî ïîâòîðÿþùåå åãî ïî ñóùåñòâó.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ýòà ëåììà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì âàðèàíòîì ëåììû 63 èç ðàçäå-
ëà 5.2.
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Ïðåäëîæåíèå 72. Àòòðàêòîð Ìèëíîðà îòîáðàæåíèÿ F ëåæèò â A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ èñïîëüçîâàí ìåòîä, ïðåäëîæåí-
íûé Þ. Ã. Êóäðÿøîâûì â [4].

Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü òî÷êè a0, êàê â ëåììå 71, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîâðåìåííî ïîãëî-
ùàþùåé îáëàñòüþ äëÿ f0. Ïî ñâîéñòâó 4), äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈M ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ñëîâî w(q) èç íóëåé è åäèíèö, òàêîå, ÷òî îáðàç q ïîä äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîì-
ïîçèöèè fw(q) ïîñëîéíûõ îòîáðàæåíèé íå ëåæèò â S; åñëè q /∈ S, â êà÷åñòâå w(q) ìîæíî
âçÿòü ïóñòîå ñëîâî èëè ñëîâî ïðîèçâîëüíîé äëèíû, ñîñòîÿùåå èç îäíèõ íóëåé.

Ïî óñëîâèþ 1), òî÷êó t = fw(q)(q) /∈ S ìîæíî ïåðåâåñòè â òî÷êó îêðåñòíîñòè U ,
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îòîáðàæåíèå f0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáóþ òî÷êó ñëîÿ ìîæíî
ïåðåâåñòè â òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó U , ïðè ïîìîùè êîìïîçèöèè ïîñëîéíûõ
îòîáðàæåíèé. Â U òî÷êà q ïåðåâîäèòñÿ âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ. Ðàñ-
ñìîòðèì îáúåäèíåíèå òàêèõ îêðåñòíîñòåé ïî âñåì òî÷êàì ñëîÿ: îáúåäèíåíèå ïîêðûâàåò
M , à â ñèëó êîìïàêòíîñòè M ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ N > 0, òàêîå ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè q ∈ M ñóùåñòâóåò
ñëîâî w̃(q) äëèíû íå áîëüøå N , òàêîå ÷òî fw̃(q) ïåðåâîäèò q â òî÷êó ìíîæåñòâà U . Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà ëþáîãî ñëîâà w̃(q) â òî÷íîñòè ðàâíà N : ïîñêîëüêó U � ïîãëîùà-
þùàÿ îáëàñòü äëÿ f0, ìîæíî äîïîëíèòü ñïðàâà íóëÿìè òå ñëîâà w̃(q), äëèíà êîòîðûõ
ìåíüøå N .

Çàôèêñèðóåì òåïåðü íåêîòîðóþ òî÷êó p ∈M è îöåíèì ìåðó ìíîæåñòâà

G(p) = {ω ∈ Σ2 | dist[F n(ω, p), A]→ 0 (n→∞)}.

Ìíîæåñòâî G(p) ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ω, äëÿ êîòîðûõ òî÷êà (ω, p) ïðèòÿ-
ãèâàåòñÿ ê A ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé F .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü η = ...η−m . . . ηm... èç Σ2, åå ïðàâóþ
ïîëîâèíó ðàçîáüåì íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ áëîêè äëèíû N : ïåðâûé áëîê íà÷èíàåòñÿ ñ
íóëåâîé ïîçèöèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî m-é áëîê ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì äëÿ òî÷êè ñëîÿ p è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè η, åñëè îáðàç òî÷êè p ïîä äåéñòâèåì êîìïîçèöèè ïîñëîéíûõ îòîá-
ðàæåíèé, îòâå÷àþùåé ñëîâó η0 . . . ηNm−1, ïðèíàäëåæèò U .

Ïðåäëîæåíèå 73. Ìåðà ìíîæåñòâà H(p) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êîòîðûõ åñòü õî-
òÿ áû îäèí õîðîøèé äëÿ òî÷êè p áëîê, ðàâíà åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ìåðó äîïîëíåíèÿ ê H(p). Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç
Σ2 \ H(p) ïåðâûé áëîê äîëæåí áûòü ïëîõèì, äëÿ íåãî åñòü íå áîëåå 2N − 1 âàðèàíòîâ
ñëîâ; êàêîå áû èç ýòèõ ñëîâ ìû íå âûáðàëè, äëÿ âòîðîãî áëîêà áóäåò òîæå íå áîëåå
2N − 1 âàðèàíòîâ, íî êàêèõ èìåííî � çàâèñèò îò òîãî, êóäà òî÷êó p ïåðåâîäèò êîìïî-
çèöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ïåðâîìó áëîêó. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
áëîêà åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñëîâî äëèíû N , êîòîðîå áû ñäåëàëî áëîê õîðîøèì,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåäûäóùèå áëîêè èçâåñòíû. Òàê êàê limm→∞

(
2N−1

2N

)m
= 0, ìíîæå-

ñòâî Σ2 \H(p) èìååò ìåðó íîëü. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñâîéñòâî áëîêà áûòü èëè íå áûòü
õîðîøèì çàâèñèò îò òîãî, êàêèå áëîêè åìó ïðåäøåñòâóþò, íî íå çàâèñèò îò ñèìâîëîâ,
êîòîðûå ñòîÿò ïðàâåå áëîêà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
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Ìíîæåñòâî H(p) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ:

H(p) =
⊔
i∈N

Hi,

ãäå Hi � ýòî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ ïåðâûé ïî ñ÷åòó õîðîøèé áëîê
çàíèìàåò i-å ìåñòî. Ââåäåì òåïåðü ìíîæåñòâà H ′i, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ìíîæåñòâ Hi

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîñëå i-ãî áëîêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç H ′i âïðàâî èäåò ïðàâàÿ
ïîëîâèíà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ìíîæåñòâà B. Èíûìè ñëîâàìè, H ′i = Hi ∩
σ−iN(B).

Òàê êàê ïðèíàäëåæíîñòü ê Hi åñòü óñëîâèå íà ñèìâîëû, êîòîðûå ñòîÿò â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ëåâåå iN -é ïîçèöèè, à ïðèíàäëåæíîñòü ê σ−iN(B) � óñëîâèå íà ïðàâûé
�õâîñò� ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàþùèéñÿ ñ ýòîé ïîçèöèè, P2(H ′i) = P2(B) · P2(Hi) =
(1 − δ)P2(Hi). Îáúåäèíåíèå H ′(p) =

⊔
i∈N

H ′i äèçúþíêòíî, à P2(H(p)) = 1, ïîýòîìó

P2(H ′(p)) = 1− δ. Ïîñêîëüêó H ′(p) ⊂ G(p), ïîëó÷àåì îöåíêó:

P2(G(p)) ≥ 1− δ.

Èíòåãðèðóÿ ïî p ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ôóáèíè, ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ ìåðû
áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ ìíîæåñòâà A. Ïîñêîëüêó δ â ëåììå ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü
óãîäíî áëèçêèì ê íóëþ, ýòîò áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ èìååò ïîëíóþ ìåðó. Ñëåäîâàòåëüíî,
AM ⊂ A.

Àòòðàêòîð Ìèëíîðà ñîâïàäàåò ñ A è íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó

Àòòðàêòîð Ìèëíîðà íå ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì â A. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
ñäâèãà Áåðíóëëè ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ïî÷òè ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç Σ2 ñîâïà-
äàåò ñ Σ2. Òîëüêî ÷òî áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè ëþáîé òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ðàññòîÿíèå ìåæäó åå îáðàçàìè ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé F è ïðîåêöèÿìè ýòèõ îáðàçîâ
íà A ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èç ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî A åñòü ω-ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê, à çíà÷èò AM = A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç åäèíèö. Òîãäà â
èíâàðèàíòíîì ñëîå {(1)} × M òî÷êè îòòàëêèâàþòñÿ îò {(1)} × {a0} ïîä äåéñòâèåì
èòåðàöèé F , òàê êàê a0 � ðåïåëëåð äëÿ f1, è óäàëÿþòñÿ îò A = AM(F ). Ýòî äåëàåò
àòòðàêòîð Ìèëíîðà íåóñòîé÷èâûì. Òåîðåìà I äîêàçàíà.

5.4.3 Óñëîâíî íåóñòîé÷èâûå àòòðàêòîðû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû êîðîòêî îïèøåì ïðèíàäëåæàùóþ Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî êîíñòðóêöèþ
êîñûõ ïðîèçâåäåíèé ñ òàê íàçûâàåìûìè óñëîâíî íåóñòîé÷èâûìè àòòðàêòîðàìè, è ïîêà-
æåì, êàê â íåé ðàáîòàåò òåîðåìà I.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçì F ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ ìåðîé µX
èìååò óñëîâíî íåóñòîé÷èâûé àòòðàêòîð, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ F
íàéäåòñÿ èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî, òàêîå ÷òî îãðàíè÷åíèå ýòîé ñòåïåíè íà íåãî èìå-
åò íåóñòîé÷èâûé àòòðàêòîð Ìèëíîðà. ×òîáû ýòî îïðåäåëåíèå èìåëî ñìûñë, íàäî åùå
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óòî÷íèòü, êàê èìåííî çàäàåòñÿ ìåðà íà èíâàðèàíòíîì ïîäìíîæåñòâå, òåì áîëåå ÷òî èí-
âàðèàíòíûå ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äàëåå, áóäóò èìåòü íóëåâóþ
ìåðó µX .

Ïóñòü F � ÑÊÏ íàä ñäâèãîì Áåðíóëëè â Σk+2 ñî ñëîåì M , ãäå M � ïðîèçâîëüíîå
ãëàäêîå çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k. Òàêèì îáðàçîì, X = Σk+2×M .
Ïóñòü ïîñëîéíûå îòîáðàæåíèÿ fj, j = 0, . . . , k + 1 � Cr-äèôôåîìîðôèçìû M , r ≥ 1, à
ìåðà íà X ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ( 1

k+2
, . . . , 1

k+2
) ìåðû Áåðíóëëè íà áàçå è ìåðû Ëåáåãà

µM íà ñëîå.
Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ ïðîñòðàíñòâîì

(Diffr(M))k+2, ò.å. ñ ïðîñòðàíñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ Cr-äèôôåîìîðôèçìîâ ñ òî-
ïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïóñòü Ξ � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Σk+2, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî l-é ñòåïåíè
ñäâèãà Áåðíóëëè, ãäå l � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Öèëèíäðîì â ìíîæåñòâå Ξ íà-
çîâåì ïåðåñå÷åíèå öèëèíäðà â ìíîæåñòâå Σk+2 ñ ìíîæåñòâîì Ξ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà A ⊂ Σk+2 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Aε åãî ε-îêðåñòíîñòü â Σk+2. Äëÿ ëþáîãî
öèëèíäðà C ⊂ Ξ îïðåäåëèì åãî óñëîâíóþ ìåðó êàê

µΞ(C) = lim
ε→0

µΣk+2(Cε)

µΣk+2
(Ξε)

.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ξ òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî C ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Ïðîäîëæèì
óñëîâíóþ ìåðó ñ öèëèíäðîâ íà σ-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ξ, ïîðîæäåííóþ
èìè.

Ïîëîæèì Y = Ξ×M . Ìåòðèêà íà Y èíäóöèðóåòñÿ ñ X, à ìåðà çàäàåòñÿ êàê ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå: µY = µΞ × µM . Ìíîæåñòâî Y èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî F l, è äëÿ F l|Y
êîððåêòíî îïðåäåëåí àòòðàêòîð Ìèëíîðà â ñìûñëå çàôèêñèðîâàííîé íàìè ìåòðèêè è
ìåðû. Èòàê, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÑÊÏ F èìååò óñëîâíî íåóñòîé÷èâûé àòòðàêòîð
Ìèëíîðà, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà Y òàêîãî âèäà F l|Y èìååò íåóñòîé÷èâûé
ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîð Ìèëíîðà.

Òåîðåìà 74 (Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî, [6]). Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
M ðàçìåðíîñòè k è ëþáîãî r ≥ 1 ñóùåñòâóåò îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå (Diffr(M))k+2 è
â íåé âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî N , òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïîñëîéíûõ îòîá-
ðàæåíèé f ∈ N ñîîòâåòñòâóþùåå ÑÊÏ èìååò óñëîâíî íåóñòîé÷èâûé àòòðàêòîð
Ìèëíîðà.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ðàññìîòðèì äâà äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà�Ñìåéëà f0, f1 ∈
Diffr(M), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1)�4) èç ðàçäåëà 5.4.1. Ïóñòü V � äîñòàòî÷íî ìà-
ëàÿ îêðåñòíîñòü íàáîðà (f0, f1, f1, . . . , f1) â ïðîñòðàíñòâå (Cr(M))k+2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
U îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V , ñîñòîÿùåå èç íàáîðîâ (f̂0, f̂1, . . . , f̂k+2) ∈ V , äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) ñóùåñòâóåò îáëàñòü Ω0 ∈M , òàêàÿ ÷òî äëÿ j = 1, ..., k+1 îòîáðàæåíèå f̂−1
j ñæèìàåò

íà Ω0 è f̂
−1
j (Ω0) ⊂ Ω0.

b) äëÿ íåêîòîðîé îáëàñòè Ω1 ⊂ Ω0 âûïîëíåíî

a0 ∈ Ω1 ⊂ ∪k+1
1 f̂−1

j (Ω1),
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ãäå a0, êàê è ðàíüøå, àòòðàêòîð îòîáðàæåíèÿ f0, ê êîòîðîìó ïðèòÿãèâàþòñÿ ïî÷òè
âñå òî÷êè.41

Èç a),b) ìîæíî âûâåñòè, ÷òî â U îêàçûâàþòñÿ ïëîòíû íàáîðû, äëÿ êîòîðûõ íåïî-
äâèæíûé èñòî÷íèê íåêîòîðîé êîíå÷íîé êîìïîçèöèè ýëåìåíòîâ f̂1, . . . , f̂k+2 ñîâïàäàåò ñ
áëèçêèì ê òî÷êå a0 ñòîêîì íóëåâîãî ýëåìåíòà íàáîðà. Ðàññìîòðèì îäèí èç òàêèõ íàáîðîâ
(f̂0, f̂1, . . . , f̂k+2) è ñîîòâåòñòâóþùåå êîñîå ïðîèçâåäåíèå F̂ .

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðå÷ü èäåò î êîìïîçèöèè f̂w = f̂wl−1
◦ · · · ◦ f̂w0 , îòâå÷àþùåé

ñëîâó w = w0 . . . wl−1 äëèíû l, ãäå âñå ñèìâîëû wj íåíóëåâûå: èñòî÷íèê äèôôåîìîðôèç-

ìà f̂w ñîâïàäàåò ñî ñòîêîì äèôôåîìîðôèçìà f̂0.
Îïðåäåëèì âëîæåíèå ζ : Σ2 → Σk+2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ω ∈ Σ2 êàæäóþ åäèíèöó çàìåíÿåì ñëîâîì w, à êàæäûé íîëü � ñëîâîì èç l íóëåé.
Ïîëîæèì Ξ = ζ(Σ2). Ýòî σl-èíâàðèàíòíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì óñëîâíàÿ
ìåðà êîððåêòíî îïðåäåëåíà è ñîâïàäàåò ñ ζ∗(P2), ãäå P2 � (1/2, 1/2) ìåðà Áåðíóëëè.

Ñëåãêà ïîøåâåëèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîñëîéíûå îòîáðàæåíèÿ (íå ðàçðóøàÿ ïðè
ýòîì ñîâïàäåíèÿ ñòîêà è èñòî÷íèêà), äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû ïàðà f̂ l0, f̂w óäîâëåòâîðÿ-
ëà óñëîâèþ òåîðåìû I. Òîãäà F̂ l|Ξ×M áóäåò èìåòü íåóñòîé÷èâûé àòòðàêòîð Ìèëíîðà â
ñìûñëå óñëîâíîé ìåðû, à çíà÷èò, F̂ áóäåò èìåòü óñëîâíî íåóñòîé÷èâûé àòòðàêòîð.

41×òîáû ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðîâàííî áûëî îòêðûòûì, íàì êàê ðàç è íóæíû k + 1 îòîáðàæåíèé,
áëèçêèõ ê f1.
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6 Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè äàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûå äèô-
ôåîìîðôèçìû èç Diff1(M) èëè èç íåêîòîðîé îáëàñòè â Diffr(M) èìåëè íåóñòîé÷èâûå ïî
Ëÿïóíîâó ãëîáàëüíûå àòòðàêòîðû; ïîêàçàíî, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü àòòðàêòîðîâ ïî Ëÿ-
ïóíîâó íå íàáëþäàåòñÿ ñðåäè òèïè÷íûõ C1-ãëàäêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì; èññëåäî-
âàíà ñòðóêòóðà àòòðàêòîðîâ Ìèëíîðà äëÿ òèïè÷íûõ ñòóïåí÷àòûõ êîñûõ ïðîèçâåäåíèé
ñî ñëîåì îòðåçîê è ðàçîáðàí ïðèìåð íåòèïè÷íîãî ñòóïåí÷àòîãî êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ
íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì.

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé
òèïè÷íîñòè íåóñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðîâ ïî Ëÿïóíîâó, ïðåäñòàâëåííûå â ýòîé ðàáîòå,
ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå íèçêîâèñÿùèìè ïëîäàìè, ñëó÷àéíî äî ñèõ ïîð íåçàìå÷åí-
íûìè. Ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè â ïðîñòðàíñòâå äèôôåî-
ìîðôèçìîâ îòêðûòûå îáëàñòè, ãäå âñå îòîáðàæåíèÿ èìåþò íåóñòîé÷èâûå ïî Ëÿïóíîâó
àòòðàêòîðû Ìèëíîðà (èëè ñòàòèñòè÷åñêèå, èëè ìèíèìàëüíûå). Òàêæå íåèçâåñòíî, ìî-
ãóò ëè îòîáðàæåíèÿ ñ íåóñòîé÷èâûìè àòòðàêòîðàìè áûòü ëîêàëüíî ïðåâàëåíòíû. ×òîáû
îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, ïîòðåáóþòñÿ, ïî-âèäèìîìó, êàêèå-òî íîâûå ìåòîäû.

×òî êàñàåòñÿ âîçìîæíûõ îáîáùåíèé è ïðèëîæåíèé ðåçóëüòàòîâ è êîíñòðóêöèé ýòîé
ðàáîòû, â ïåðâóþ î÷åðåäü íàäî ñêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2 äîëæíû íåñëîæ-
íî îáîáùàòüñÿ íà ñëó÷àé ïîòîêîâ. Íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè
òèïè÷íûõ ïîòîêîâ ñ íåóñòîé÷èâûìè àòòðàêòîðàìè äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âîçüìåì äèôôåîìîðôèçì F èç îáëàñòè U ∈ Diffr(M), ãäå ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè
òèïè÷íû îòîáðàæåíèÿ ñ íåóñòîé÷èâûìè àòòðàêòîðàìè. Ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíîé êîí-
ñòðóêöèåé íàäñòðîéêè, ïîëó÷èì ïîòîê íà M × R/∼, ãäå ïîä ∼ ïîíèìàåòñÿ îòíîøåíèå
(p, x) ∼ (F (p), x + 1). Äëÿ áëèçêèõ ïîòîêîâ îïðåäåëåíî ãëîáàëüíîå îòîáðàæåíèå Ïóàí-
êàðå, ïðè÷åì åñëè òðàíñâåðñàëü âûáðàíà ïðàâèëüíî, âñå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå áóäóò
ïðèíàäëåæàòü U . Àòòðàêòîðîì äëÿ ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ, ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, íàñûùåíèå
àòòðàêòîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå òðàåêòîðèÿìè ïîòîêà. Åñëè àò-
òðàêòîð îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íåóñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó, òî æå âåðíî è äëÿ àòòðàêòî-
ðà ïîòîêà. Íàêîíåö, îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ïîòîêó åãî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå,
íåïðåðûâíî è îòêðûòî, ïîýòîìó ïðîîáðàçîì îñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íîå
ìíîæåñòâî. Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè ïîñòðîåííîãî ïîòîêà òîïîëî-
ãè÷åñêè òèïè÷íû ïîòîêè ñ íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè.

Äàëåå, Ï. Áåðæå â [11] ïîñòðîèë ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè òèïè÷íûå êîíå÷íî-
ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ, äëÿ êîòîðûõ òî÷êàì èç åäèíè÷íîãî øà-
ðà â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþò îòîáðàæåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòî-
êîâ. Ýòè ñòîêè îáðàçóþòñÿ ïðè ðàçìûêàíèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ êàñàíèé íåïîäâèæíîãî
ñåäëà, à òî÷íåå ãîâîðÿ, îäíîãî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ ñåäåë. Ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñòîêîâ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî, êîíñòðóêöèÿ Áåðæå ãàðàíòèðóåò,
÷òî îíè íàêàïëèâàþòñÿ ê ñåäëó, à çàòåì ïðè ïîìîùè ëåììû î çàõâàòå, ëèáî ìîäèôèêà-
öèè êîíñòðóêöèè äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ íåïîäâèæíûõ ñåäåë
ïåðåñåêàëèñü ñ áàññåéíàìè ñòîêîâ. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ëîêàëüíî òîïîëî-
ãè÷åñêè òèïè÷íûå êîíå÷íî-ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ, â êîòîðûõ
åäèíè÷íûé øàð â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò äèôôåîìîðôèçìàì ñ íåóñòîé-
÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó àòòðàêòîðàìè.
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