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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ õàðàêòåðèñòèê êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ ãðàôàìè, òàêèõ êàê ìèíèìàëüíûå çàïîëíåíèÿ è êðèâèçíà

Ðè÷÷è.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îäíîìåðíûõ ìèíèìàëüíûõ

çàïîëíåíèé êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîíÿòèå îäíîìåðíîãî ìèíèìàëü-

íîãî çàïîëíåíèÿ êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âïåðâûå âîçíèêëî â ðàáîòå

Èâàíîâà è Òóæèëèíà ([1]) ïðè èçó÷åíèè äâóõ çàäà÷ � ïðîáëåìûØòåéíåðà î êðàò-

÷àéøèõ ñåòÿõ è çàäà÷è Ãðîìîâà î ìèíèìàëüíîì çàïîëíåíèè.

Ïðîáëåìà Øòåéíåðà î êðàò÷àéøèõ ñåòÿõ � ýòî çàäà÷à î íàõîæäåíèè îïòèìàëü-

íîãî ñîåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Âïåðâûå

ýòîò âîïðîñ, ïî-âèäèìîìó, âîçíèê â XVII âåêå â ðàáîòàõ Ïüåðà Ôåðìà, è ïåðâî-

íà÷àëüíî çàäà÷à ôîðìóëèðîâàëàñü òàê: äëÿ òðåõ çàäàííûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè

íóæíî íàéòè òàêóþ ÷åòâåðòóþ, ÷òîáû ñóììà ðàññòîÿíèé îò íåå äî òðåõ çàäàííûõ

òî÷åê áûëà ìèíèìàëüíîé ([2]).

Ïîñòàâëåííàÿ Ï. Ôåðìà çàäà÷à ðåøàëàñü â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ñòîëåòèé. Ïåð-

âûå ðåøåíèÿ è ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ïðåäëîæèëè Ý. Òîððè÷åëëè è Á. Êàâàëüåðè

(â XVII â.), çàòåì èõ êîíñòðóêöèþ óñîâåðøåíñòâîâàë ñïóñòÿ ñòîëåòèå Ò. Ñèìïñîí.

Íàêîíåö â êîíöå XIX âåêà Ô. Õàéíåí è Æ. Áåðòðàì ïðåäëîæèëè ïîëíîå ðåøåíèå

çàäà÷è Ôåðìà ([3]). Îäíèì èç îáîáùåíèé çàäà÷è Ôåðìà ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîðòíàÿ

çàäà÷à î ñîåäèíåíèè ÷åòûðåõ ãîðîäîâ êðàò÷àéøåé ñèñòåìîé äîðîã, êîòîðóþ ðå-

øèë Ê.Ô. Ãàóññ, ïðåäëîæèâ ââåñòè äâå òî÷êè-ðàçâèëêè. Òàêæå îáîáùåíèå çàäà÷è

Ôåðìà äëÿ ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç 4 è 5 òî÷åê, ðàññìàòðèâàëè ôðàíöóçñêèå ìà-

òåìàòèêè � Æ.Ä. Æåðãîíí, Á.Ï.Ý. Êëàéïåðîí è Ã. Ëàìå.

Îáîáùåíèå çàäà÷è Ôåðìà äëÿ n òî÷åê íà÷àë èññëåäîâàòü åùå Øòåéíåð. Îí
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ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü åäèíñòâåííóþ äîïîëíèòåëüíóþ òî÷êó ñ ìèíèìàëüíîé ñóì-

ìîé ðàññòîÿíèé îò ýòîé òî÷êè äî çàäàííûõ. Íî â 1934 ã. Â.ßðíèê è Î.Êåñëåð ([4])

ïðåäëîæèëè óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷åê, êàê ýòî äåëàëè â ÷àñò-

íûõ ñëó÷àÿõ Ãàóññ è Æåðãîíí, äëÿ ìèíèìèçàöèè ñóììû ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè

òî÷êàìè. Â íàñòîÿùèå äíè èìåííî ýòó çàäà÷ó ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðîáëåìîé Øòåé-

íåðà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ãðîìîâà. Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, íà

êîòîðîì çàäàíà ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïëåíêè W , çà-

òÿãèâàþùèå M , ò.å. çàìêíóòûå êîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì, ðàâíûì M .

Ðàññìîòðèì íà ìíîãîîáðàçèè W ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ � d, íå óìåíüøàþùóþ ðàñ-

ñòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èç M . Òàêîå ïðîñòðàíñòâî W = (W, d) áóäåì íàçûâàòü

çàïîëíåíèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M = (M,ρ). Çàäà÷à Ãðîìîâà ñîñòîèò â

îïèñàíèè òî÷íîé íèæíåé ãðàíè îáúåìîâ çàïîëíåíèé, à òàêæå â ïîèñêå òåõ ïðî-

ñòðàíñòâ W , íàçûâàåìûõ ìèíèìàëüíûìè çàïîëíåíèÿìè, íà êîòîðûõ ýòà íèæíÿÿ

ãðàíü äîñòèãàåòñÿ. Ìèíèìàëüíûå çàïîëíåíèÿ íàøëè ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì, àñèìïòîòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

À.Î. Èâàíîâ è À.À. Òóæèëèí ðàññìîòðåëè â êà÷åñòâå M êîíå÷íîå ìåòðè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî, à çàïîëíåíèÿìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñòàëè ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâà, èìåþùèå ñòðóêòóðó îäíîìåðíûõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé,

êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðàôû ñ íåîòðèöàòåëüíîé âåñîâîé ôóíêöèåé

íà ðåáðàõ. Òàêèì îáðàçîì, À.Î. Èâàíîâ è À.À. Òóæèëèí â [1] ïîëó÷èëè îáîá-

ùåíèå ïðîáëåìû Ãðîìîâà íà ñëó÷àé ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðîå

ôîðìóëèðóåòñÿ òàê.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, G = (V,E) � íåêîòîðûé ñâÿç-

íûé ãðàô. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàô G ñîåäèíÿåò M , åñëè V ⊃ M . Ïóñòü M = (M,ρ)

� êîíå÷íîå ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à G = (V,E) � ñâÿçíûé ãðàô, ñî-

åäèíÿþùèé M . Íà ðåáðàõ ãðàôà çàäàäèì ôóíêöèþ ω : E → R+, ãäå R+ � íåîò-

ðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Êàê ïðàâèëî, ýòó ôóíêöèþ ω íàçûâàþò âåñîâîé ôóíêöèåé, à

ïàðó (G,ω) � âçâåøåííûì ãðàôîì. Ôóíêöèÿ ω ïîðîæäàåò íà ìíîæåñòâå âåðøèí V

ãðàôà G èíäóöèðîâàííóþ ïñåâäîìåòðèêó dω, êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà íàè-
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ìåíüøåìó âåñó ïóòè ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè âåðøèíàìè ñâÿçíîãî ãðàôà. Åñëè

äëÿ ëþáûõ òî÷åê p è q èç ìíîæåñòâà M ïñåâäîìåòðèêà dω íå óìåíüøàåò ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè îòíîñèòåëüíî ïñåâäîìåòðèêè ρ, ò.å. dω(p, q) ≥ ρ(p, q),

òî âçâåøåííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ çàïîëíåíèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M, à

ãðàô G � òèïîì ýòîãî çàïîëíåíèÿ. ×èñëî mf(M) = inf ω(G) ïî âñåì çàïîëíåíè-

ÿì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M íàçûâàåòñÿ âåñîì ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ.

Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à Ãðîìîâà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè çàïîëíåíèÿ G ñ âåñîì, ðàâíûì

mf(M). Òàêîå çàïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì

çàïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâà M.

Îêàçàëîñü, ÷òî â òåîðèè ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé ïñåâäîìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ âàæíóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçûâàåìûå àääèòèâíûå è ïñåâäîàääèòèâíûå

ïðîñòðàíñòâà ([1]), êîòîðûå òàêæå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, òàêèõ êàê

áèîèíôîðìàòèêà è òåîðèÿ ýâîëþöèè (ñì., íàïðèìåð, [9]). Êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî M = (M,ρ) íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò âçâåøåííîå

äåðåâî G = (G,ω), G = (V,E), òàêîå ÷òî M ⊂ V , è ìåòðèêà ρ ñîâïàäàåò ñ îãðà-

íè÷åíèåì íà M ìåòðèêè dω. Äåðåâî G â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì

äëÿ M. Íå âñÿêîå ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì. Õîðî-

øî èçâåñòåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé àääèòèâíîñòè [5], [6]: ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî (M,ρ) àääèòèâíî, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

ïðàâèëî ÷åòûðåõ òî÷åê : äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ òî÷åê pi, pj, pk, pl èç M âåëè÷èíû

ρ(pi, pj)+ρ(pk, pl), ρ(pi, pk)+ρ(pj, pl), ρ(pi, pl)+ρ(pj, pk) ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòîðîí

ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì, íå ïðåâîñõîäÿùèì áîêîâîé ñòîðîíû.

Â [1] áûëà ââåäåíà õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà � åãî

ïîëóïåðèìåòð (ñì. òî÷íîå îïðåäåëåíèå â ãëàâå 1), êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ìèíè-

ìàëüíóþ äëèíó öèêëà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Â äèññåðòàöèè

ïîëó÷åí êðèòåðèé àääèòèâíîñòè êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, îñíîâàí-

íûé íà ñâîéñòâàõ ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé.

Òåîðåìà 1. Âåñ ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

ðàâåí ïîëóïåðèìåòðó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðî-

ñòðàíñòâî àääèòèâíî.
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Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà äðóãîé õàðàêòåðèñòèêå êîíå÷íûõ ìåòðè-

÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ ãðàôàìè, � êðèâèçíå Ðè÷÷è.

Ïîíÿòèå êðèâèçíû Ðè÷÷è äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáùåãî âèäà âïåðâûå

âîçíèêëî â ðàáîòàõ Áàêðè è Ýìåðè [10]. Èìè áûëà òàêæå îïðåäåëåíà òàê íàçûâà-

åìàÿ ¾íèæíÿÿ ãðàíèöà¿ êðèâèçíû Ðè÷÷è íà êëàññå èçìåðèìûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ. Áûëè íàéäåíû ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, íåîáõî-

äèìûå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ¾íèæíåé ãðàíèöû¿ êðèâèçíû Ðè÷÷è ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñóùåñòâîâàíèå ¾íèæíåé ãðàíèöû¿ êðèâèçíû Ðè÷÷è ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü âåðõ-

íþþ ãðàíèöó äëÿ äèàìåòðà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (òåîðåìà Áîííå-Ìàéåðà).

Â ñëó÷àå, êîãäà ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåíî ãðàôîì, ìîæíî óñòàíîâèòü

âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ äèàìåòðà ãðàôà (àíàëîã òåîðåìû Áîííå-Ìàéåðà äëÿ ãðà-

ôà), à òàêæå îöåíèòü êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå. Îêàçûâàåòñÿ, ¾íèæíÿÿ ãðàíè-

öà¿ êðèâèçíû Ðè÷÷è ÿâëÿåòñÿ òàêæå íèæíåé ãðàíèöåé äëÿ ïåðâîãî íåíóëåâîãî

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ëàïëàñèàíà äëÿ G. Â 2009 ãîäó Îëèâüå [11] äàë îïðåäåëå-

íèå ãðóáîé êðèâèçíû Ðè÷÷è íà öåïÿõ Ìàðêîâà, êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ

ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ ãðàôàìè.

×àíã è ßó âïåðâûå ââåëè îïðåäåëåíèå êðèâèçíû Ðè÷÷è äëÿ ãðàôîâ â 1996 ãîäó

( [14]). À â 2011 ãîäó Ëèí, Ëó è ßó (â [12]) ìîäèôèöèðîâàëè îïðåäåëåíèå Îëèâüå

äëÿ êðèâèçíû Ðè÷÷è öåïåé Ìàðêîâà íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ( [11]).

Èçíà÷àëüíî êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå êðèâèçíû Ðè÷÷è ñâÿçûâàëîñü ñ ðèìàíîâû-

ìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Îíà åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñâåðòêà òåíçîðà Ðèìàíà è

èìååò ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè

ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå äîñòàòî÷íî áëèçêèå òî÷êè x è y, ïîðîæäàþùèå êàñàòåëüíûé

âåêòîð xy. Â òî÷êå x ðàññìîòðèì äðóãîé êàñàòåëüíûé âåêòîð w è ïóñòü âåêòîð w′

� êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå y, ïîëó÷åííûé èç âåêòîðà w ïàðàëëåëüíûì ïåðåíî-

ñîì â íàïðàâëåíèè xy. Äàëåå, ïîñìîòðèì íà ïîâåäåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ, âûïóùåí-

íûõ èç òî÷åê x è y â íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî w è w′. Åñëè ãåîäåçè÷åñêèå

áóäóò ñáëèæàòüñÿ, òî êðèâèçíà áóäåò ïîëîæèòåëüíîé, åñëè ãåîäåçè÷åñêèå áóäóò

ðàçúåçæàòüñÿ, òî êðèâèçíà áóäåò îòðèöàòåëüíîé. Êðèâèçíà Ðè÷÷è â íàïðàâëåíèè

xy õàðàêòåðèçóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå êðèâèçí ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì w â òî÷êå x.
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Åñëè ïðåäñòàâèòü âñå âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ w â âèäå ãåîäåçè÷åñêîé ñôåðû Sx

ñ öåíòðîì â òî÷êå x, òî çíàê êðèâèçíû Ðè÷÷è ïîêàçûâàåò áóäåò ëè ðàññòîÿíèå

ìåæäó öåíòðàìè ãåîäåçè÷åñêèõ ñôåð Sx è Sy áîëüøå èëè ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êîé a, ëåæàùåé íà ãåîäåçè÷åñêîé ñôåðå Sx, è òî÷êîé íà ãåîäåçè÷åñêîé

ñôåðå Sy, ïîëó÷åííîé ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âåêòîðà xa âäîëü xy.

Àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèå êðèâèçíû Ðè÷÷è ìîæíî ââåñòè äëÿ âçâåøåííûõ äåðå-

âüåâ. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ãåîäåçè÷åñêèõ ñôåð Sx è Sy áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ

îêðåñòíîñòè âåðøèí x è y, òî åñòü âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ íèìè. Â êà÷åñòâå

ìåòðèêè íà ãðàôå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàññòîÿíèå, ïîðîæäåííîå âåñîì ω, èçìå-

ðÿþùåå íàèìåíüøèé âåñ ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî åãî äâå òî÷êè.

Áîëåå ôîðìàëüíî. Ðàññìîòðèì âçâåøåííûé ãðàô G = (V,E), ôóíêöèÿ ω : E →
R ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ðåáðó âåñ, ðàâíûé 1. Ôóíêöèÿ ω íàçûâàåòñÿ åäè-

íè÷íîé âåñîâîé ôóíêöèåé è ïîðîæäàåò ôóíêöèþ d: V ×V → R, íàçûâàåìóþ ðàñ-

ñòîÿíèåì, ïîðîæäåííûì åäèíè÷íîé âåñîâîé ôóíêöèåé Ýòà ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî,

óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíûì àêñèîìàì ìåòðèêè, ïîýòîìó ïàðó V = (V, d) ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íà ýòîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

çàäàäèì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè mα
x : V → [0, 1] ñïåöèàëüíîãî âèäà:

mα
x(y) =


α, åñëè x = y,

1−α
deg(x) , åñëè x ∼ y,

0, åñëè x � y è x ̸= y,

(∗)

ãäå x ∼ y îáîçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû x è y � ñìåæíû (òàêîå îáîçíà÷åíèå ââåäåíî

Jurgen Jost ñì., íàïðèìåð, [19]). Ýòè ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè ñëó÷àé-

íîãî áëóæäàíèÿ. È ââåäåì ôóíêöèþ Âàññåðøòåéíà 1 ïîðÿäêà W (mα
x ,m

α
y ), êîòî-

ðàÿ áóäåò èçìåðÿòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ôóíêöèÿìè mα
x è mα

y íà V = (V, d):

W (mα
x ,m

α
y ) = max

f � 1-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ

∑
v∈V

f(v)(mx(v)−my(v)) (0.0.1)

Ïðè ðåøåíèè òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì öåëåâîé

ôóíêöèè, ïîýòîìó ïî-äðóãîìó åå íàçûâàþò ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ òðàíñïîðòè-

ðîâîê (ñì. ðàçäåë 2.1). Îíà ñ÷èòàåò ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ãðóçà
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åäèíè÷íîé ìàññû èç îêðåñòíîñòè âåðøèíû x â îêðåñòíîñòü âåðøèíû y. Â îêðåñò-

íîñòÿõ ýòèõ âåðøèí ãðóç ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî ôóíêöèÿì mα
x è mα

y , ââåäåííûì

ðàíåå. Áîëåå ïîäðîáíî î ôóíêöèè Âàññåðøòåéíà ïåðâîãî ïîðÿäêà, î åå ãåîìåòðè-

÷åñêîì è ôèçè÷åñêîì ñìûñëå ðàññêàçàíî âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè.

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [12, 14], îïðåäåëèì α-êðèâèçíó Ðè÷÷è ôîðìóëîé kα(x, y) =

1 −W (mα
x ,m

α
y )/ d(x, y). Ïðè α = 0 âåëè÷èíà k0(x, y) � êðèâèçíà Ðè÷÷è-Îëèâüå.

Êðèâèçíîé Ðè÷÷è íàçîâåì ôóíêöèþ:

k(x, y) := lim
α→1

kα(x, y)

1− α
.

Ôóíêöèÿ k(x, y) çàäàíà êîððåêòíî. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà íåñëîæíî ïðîâå-

ðèòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ.

Â òåðìèíàõ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ýòà ôóíêöèÿ ïîêàçûâàåò êàê ìåíÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ãðóçà ìàññû 1, ñêîíöåíòðèðîâàííîãî â âåðøèíå, ïðè

âîçíèêíîâåíèè ïîãðåøíîñòè, òî åñòü, êîãäà ÷àñòü ýòîãî ãðóçà áåñêîíå÷íî ìàëîé

ìàññû ðàñïðåäåëåíà ïî ñîñåäíèì âåðøèíàì. Òàêèì îáðàçîì, ïî êðèâèçíå Ðè÷÷è

ìîæíî îïðåäåëÿòü, êàêàÿ ïåðåâîçêà ÿâëÿåòñÿ áîëåå âûãîäíîé � èç îêðåñòíîñòè

îäíîé âåðøèíû â îêðåñòíîñòü äðóãîé âåðøèíû, èëè èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå çíà÷åíèå êðèâèçíû Ðè÷÷è áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, âî âòîðîì �

îòðèöàòåëüíûì è ðàâíî íóëþ, åñëè òàêèå ïåðåâîçêè îäèíàêîâûå ïî ñòîèìîñòè.

Èçó÷àÿ ðàáîòû [12, 14, 11], àâòîð ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü êðèâèçíó Ðè÷÷è ìåæ-

äó âåðøèíàìè âçâåøåííîãî äåðåâà G = (V,E) ñ ïðîèçâîëüíîé âåñîâîé ôóíêöèåé

(íå åäèíè÷íîé) ω : E → R+, ïîðîæäàþùåé ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (V, dω), ãäå

dω : V × V → R � ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ ìèíèìàëüíûé âåñ ïóòè ìåæäó äâóìÿ

âåðøèíàìè ãðàôà G. Äëÿ íîâîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (V, dω) òàêæå ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿmα
x âèäà (∗) è ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ òðàíñïîðòèðîâîêW (mα

x ,m
α
y ) âè-

äà (1). Çàìåíèâ åäèíè÷íóþ ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ ïðîèçâîëüíîé, α-êðèâèçíà Ðè÷÷è

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

kα(x, y, ω) = 1−W (mα
x ,m

α
y )/ dω(x, y),

òîãäà êðèâèçíà Ðè÷÷è k(x, y, ω) := limα→1
kα(x,y,ω)

1−α .
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Äëÿ êðèâèçíû Ðè÷÷è ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ dω â äèññåðòàöèè

ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà è íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç íåå:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (G,ω), G = (V,E) � âçâåøåííîå äåðåâî ñ âåñîâîé ôóíêöè-

åé ω. Òîãäà êðèâèçíà Ðè÷÷è ìåæäó ëþáûìè ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè äåðåâà G

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

k(x, y, ω) = 1
dω(x,y)

(
1

deg(x)

∑
z∼x kz · dω(z, x) + 1

deg(y)

∑
z∼y kz · dω(z, y)

)
, (0.0.2)

ãäå kz = 1 , åñëè ðåáðî xz âõîäèò â ïóòü xy, è kz = −1, åñëè íå âõîäèò.

Îäíèì èç âàæíûõ ñëåäñòâèé ýòîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèå 2. Îêàçûâàåòñÿ,

çíàÿ êðèâèçíû Ðè÷÷è ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí áèíàðíîãî äåðåâà ñ åäèíè÷íîé

âåñîâîé ôóíêöèåé, ìîæíî âîññòàíîâèòü ñòðóêòóðó ýòîãî äåðåâà. Â äîêàçàòåëüñòâå

ñëåäñòâèÿ 2 ïðèâåäåí ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì, âîññòàíàâëèâàþùèé ñòðóêòóðó äå-

ðåâà.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû òî÷íûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè êðèâèçíû Ðè÷÷è ìåæ-

äó ëþáûìè ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè äåðåâà, ñì. òî÷íûå ôîðìóëû â Òåîðåìå 12.

Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è Ãðîìîâà î ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíè-

ÿõ êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæåò ïîìî÷ü ãëóáæå ïîíÿòü âçàèìîñâÿçü

êðèâèçíû Ðè÷÷è â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå è êðèâèçíû Ðè÷÷è�Îëèâüå äëÿ âçâå-

øåííûõ ãðàôîâ. À èìåííî, èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü çà ïîâåäåíèåì êðèâèçí Ðè÷-

÷è�Îëèâüå ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé êîíå÷íûõ ε-ñåòåé ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ

ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå (â ìåòðèêå Ãðîìîâà�Õàóñäîðôà) ê ñàìîìó ìíîãîîáðà-

çèþ. Ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êðèâèçíû çàïîëíåíèé ìîãóò èìåòü ïðåäåë â

íåêîòîðîì ðàçóìíîì ñìûñëå, è ýòîò ïðåäåë ñâÿçàí ñ êðèâèçíîé Ðè÷÷è ðèìàíîâà

ìíîãîîáðàçèÿ èëè åãî çàïîëíåíèÿ â ñìûñëå Ãðîìîâà. Òàêæå èíòåðåñíî âûÿñíèòü,

ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë ñàìèõ ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé ε-ñåòåé â ìåòðèêå Ãðîìî-

âà�Õàóñäîðôà è, åñëè äà, òî êàê îí ñâÿçàí ñ ìèíèìàëüíûì çàïîëíåíèåì ìíîãî-

îáðàçèÿ è/èëè ñàìèì ìíîãîîáðàçèåì.
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Ñòðóêòóðà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ïóáëèêàöèé ïî

òåìå äèññåðòàöèè è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å îïèñàíèÿ àääèòèâíûõ êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé. Â ðàçäåëå 1.5 ñôîðìóëèðîâàí

è äîêàçàí êðèòåðèé àääèòèâíîñòè êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðèâèçíû Ðè÷÷è íà ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ñî ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì. Â ðàçäåëå 2.3 àâòîð äîêàçûâàåò ôîðìóëó

äëÿ êðèâèçíû Ðè÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè âçâåøåííîãî äåðåâà. Â ðàçäåëàõ 2.4 � 2.5

ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ èç ôîðìóëû äëÿ áèíàðíûõ äåðåâüåâ, òàêæå ïîëó÷åíû òî÷íûå

îöåíêè êðèâèçíû Ðè÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè âçâåøåííîãî äåðåâà â ðàçäåëå 2.6.

Ñïèñîê îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, âûíîñèìûõ íà çàùèòó

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Êðèòåðèé àääèòèâíîñòè êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (Òåîðåìà 1);

2. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû Ðè÷÷è äëÿ âçâåøåííûõ äåðåâüåâ (Òåî-

ðåìà 2);

3. Òåîðåìà î âîññòàíîâëåíèè ñòðóêòóðû áèíàðíîãî äåðåâà ïî ìàòðèöå êðèâèçí

Ðè÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè ýòîãî äåðåâà (Ñëåäñòâèå 2);

4. Îöåíêà êðèâèçíû Ðè÷÷è âçâåøåííîãî äåðåâà ñ ïðîèçâîëüíîé âåñîâîé ôóíê-

öèåé (Òåîðåìà 12).

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ìåòðè÷åñêîé, äèñêðåòíîé ãåîìåòðèè, ìåòîäû

òåîðèè ãðàôîâ, ìåòîäû òåîðèè ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöè-

ÿõ:

1. Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (ÌÃÓ, àïðåëü 2011 ãîäà);

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà

Ñ.Ã. Êðåéíà¿ (28 ÿíâàðÿ 2012 ãîäà);

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ (ÌÃÓ, ìàé 2012 ãî-

äà);

4. Ñåìèíàð ¾Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì

àêàäåìèêà À.Ò. Ôîìåíêî (ÌÃÓ, 18 íîÿáðÿ 2013 ãîäà);

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà

Ñ.Ã. Êðåéíà¿ (29 ÿíâàðÿ 2014 ãîäà);

6. Ñåìèíàð ¾Ìèíèìàëüíûå ñåòè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðîâ À. Î. Èâàíîâà

è À. À. Òóæèëèíà, íåîäíîêðàòíî (ÌÃÓ, 2010 - 2016 ãã.);

7. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ (ÌÃÓ, ìàé 2016 ãî-

äà).

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ÷åòûðåõ ñòàòüÿõ àâòîðà [1.1, 1.2, 1.3, 1.4]

è ñåìè òåçèñàõ, èç íèõ â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ � 4 ñòàòüè.

Áëàãîäàðíîñòè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä.ô.-

ì.í., ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Îëåãîâè÷ó Èâàíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîìîùü è

ñîâåòû íà âñåõ ýòàïàõ íàïèñàíèÿ ðàáîòû. Àâòîð áëàãîäàðåí ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó

Àëåêñåþ Àâãóñòèíîâè÷ó Òóæèëèíó çà ïîñòîÿííûé èíòåðåñ, ñîâåòû è ìíîãî÷èñ-

ëåííûå îáñóæäåíèÿ.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà ¾Îïòèìàëüíûå ñåòè¿ çà ïîëåçíûå çà-

ìå÷àíèÿ, êîììåíòàðèè è äèñêóññèè. Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí âñåìó êîëëåêòèâó
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êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèéÌåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî

ôàêóëüòåòà ÌÃÓ çà òåïëóþ àòìîñôåðó, ïîääåðæêó è âíèìàíèå.
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Ãëàâà 1

Àääèòèâíûå êîíå÷íûå ìåòðè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà è ìèíèìàëüíûå çàïîëíåíèÿ

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì M íàçûâàåòñÿ ïàðà (M,ρ), ãäåM

� ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè, à ρ : M × M → R �

ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ èëè ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå M , òî åñòü äëÿ ôóíêöèè ρ è

ëþáûõ òðåõ òî÷åê x, y, z ∈ M âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ρ(x, y) ≥ 0;

2. ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

3. ρ(x, y) = ρ(y, x) (ñèììåòðèÿ);

4. ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Îïðåäåëåíèå. Ïñåâäîìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ d: M ×
M → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê x, y, z ∈ M :

1. d(x, y) ≥ 0

2. åñëè x = y, òî d(x, y) = 0;

3. d(x, y) = d(y, x) (ñèììåòðèÿ);

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Â îòëè÷èå îò ìåòðèêè, äëÿ ïñåâäîìåòðèêè òî÷êè íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü ïðè

íóëåâîì ðàññòîÿíèè ìåæäó íèìè.
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Îïðåäåëåíèå. Ïñåâäîìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà M =

(M, d), ãäå M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè, à

d � ïñåâäîìåòðèêà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàôîì G íàçûâàåòñÿ ïàðà (V,E), ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí

ãðàôà, à E ⊂ V (2) � ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà, ãäå ÷åðåç V (2) îáîçíà÷åíî ìíîæå-

ñòâî äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V . Îáû÷íî òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ

ïðîñòûì.

Îïðåäåëåíèå. Öèêëîì â ãðàôå íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî âåðøèí, â êî-

òîðîé êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ñî ñëåäóþùåé ðåáðîì, ïðè÷åì âñå ðåáðà â öèêëå

ðàçëè÷íû, à ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàþò. Öèêë

ãðàôà, ñîñòîÿùèé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí, íàçûâàåòñÿ

ïðîñòûì öèêëîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóòåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî

âåðøèí, â êîòîðîé êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ñî ñëåäóþùåé ðåáðîì. Åñëè äëÿ

äâóõ ïðîèçâîëüíûõ âåðøèíû ãðàôà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî âåðøèí

òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ñî ñëåäóþùåé ðåáðîì, âñå ðåáðà ðàçëè÷íû,

à ïåðâûì è ïîñëåäíèì ýëåìåíòàìè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ çàäàííûå

âåðøèíû, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòè äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû íåêîòîðûì ïóòåì.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå âåðøèíû

ãðàôà ìîæíî ñîåäèíèòü õîòÿ áû îäíèì ïóòåì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G = (V,E) � ïðîèçâîëüíûé ãðàô, à v, w ∈ V , e = {v, w} ∈
E, òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî âåðøèíà v (èëè w) è ðåáðî e èíöèäåíòíû.

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåíüþ âåðøèíû ãðàôà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðåáåð, èíöè-

äåíòíûõ ýòîé âåðøèíå.

Îïðåäåëåíèå. Ñâÿçíûé àöèêëè÷íûé, ò.å. áåç öèêëîâ, ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì.

Äåðåâî íàçîâåì áèíàðíûì, åñëè ñòåïåíè âåðøèí äåðåâà ðàâíû 1 èëè 3.
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Òàê êàê â äàëüíåéøåì ðå÷ü ïîéäåò î ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõ, òàêèõ êàê çàäà÷à îá

îïòèìàëüíîì ñîåäèíåíèè, óäîáíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ó êàæäîãî ãðàôà G ôèêñèðî-

âàíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí (âîçìîæíî, ïóñòîå), êîòîðîå ìû

áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûì è îáîçíà÷àòü ∂G.

Îïðåäåëåíèå. Âçâåøåííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïàðà G = (G,ω), ãäå G = (V,E)

� ñâÿçíûé ãðàô, à ω : E → R+ � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó ðåáðó ãðàôà G ñòà-

âèò â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò

âåñîâîé ôóíêöèåé.

Äëÿ êàæäîãî ïóòè γ è êàæäîãî ïîäãðàôà H âî âçâåøåííîì ãðàôå G îïðåäåëå-

íû èõ âåñà ω(γ) è ω(H) ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíûå ñóììå âåñîâ âñåõ âõîäÿùèõ â íèõ

ðåáåð. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåâðàòèòü ìíîæåñòâî âåðøèí ñâÿçíîãî âçâåøåííîãî ãðà-

ôà G â ïñâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëîæèâ ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè

ãðàôà G ðàâíûì íàèìåíüøåìó âîçìîæíîìó âåñó ñîåäèíÿþùåãî èõ â G ïóòè. Òàê

îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç dω è íàçîâåì ðàññòîÿíèåì,

ïîðîæäåííûì âåñîâîé ôóíêöèåé ω. Äîêàçàòåëüñòâî àêñèîì ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè dω.

1.2 Àääèòèâíûå ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåðû, ñâîé-

ñòâà

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M = (M,ρ) íàçûâàåòñÿ àä-

äèòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò âçâåøåííîå äåðåâî G = (G,ω), G = (V,E), òàêîå ÷òî

∂G ⊂ M ⊂ V , è ìåòðèêà ρ ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì íà M ìåòðèêè dω. Äåðåâî G
â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì äëÿ M.

1.2.1 Câîéñòâà àääèòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ

Êðèòåðèåì àääèòèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå èçâåñòíîå ïðàâèëî,

íàçûâàåìîå ïðàâèëîì ÷åòûðåõ òî÷åê.
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Òåîðåìà 3. ([5]) Ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M = (M,ρ) àääèòèâíî,

åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ òî÷åê pi, pj, pk, pl èç M âåëè÷èíû

ρ(pi, pj)+ ρ(pk, pl), ρ(pi, pk)+ ρ(pj, pl), ρ(pi, pl)+ ρ(pj, pk) ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè ñòî-

ðîí íåêîòîðîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì, íå ïðåâîñõîäÿùèì

áîêîâîé ñòîðîíû.

Â ðàáîòàõ [15, 17] äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ïîðîæäàþùåãî äåðåâà ñ ðåáåð íåíó-

ëåâîãî âåñà, íàçûâàåìîãî íåâûðîæäåííûì.

Òåîðåìà 4. ([15, 17]) Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì íåâûðîæäåííûõ äåðå-

âüåâ, òî ïîðîæäàþùåå äåðåâî àääèòèâíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà åäèí-

ñòâåííî.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ñôîðìóëèðîâàííûé è äîêàçàííûé â ðàáîòå [1], ïîëíî-

ñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó î ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèÿõ àääèòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 5. ( [1]) Ìèíèìàëüíûìè çàïîëíåíèÿìè àääèòèâíîãî ïñåâäîìåòðè÷å-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ åãî ïîðîæäàþùèå äåðåâüÿ è òîëüêî îíè.

1.2.2 Ïðèìåðû àääèòèâíûõ è íåàääèòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïðèìåð 1.

Íåàääèòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ÷åòûðåõòî÷å÷íîå ïðî-

ñòðàíñòâî (M,ρ) òàêîå, ÷òî òðè åãî òî÷êè â äàííîé ìåòðèêå îáðàçóþò íà ïëîñêîñòè

òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 2, 3, 4, à ÷åòâåðòàÿ òî÷êà ëåæèò â öåíòðå îïèñàííîé

îêðóæíîñòè.

Îáîçíà÷èì öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè � p1, à îñòàëüíûå òî÷êè ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà � p2, p3, p4 òàê, ÷òî ρ(p1, pi) = r äëÿ i = 2, 3, 4, à ρ(p2, p3) = 2, ρ(p3, p4) =

4, ρ(p2, p4) = 3.

Èìååì

ρ(p1, p2) + ρ(p3, p4) = r + 4,

ρ(p1, p3) + ρ(p2, p4) = r + 3,
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ρ(p1, p4) + ρ(p2, p3) = r + 2.

Äëÿ àääèòèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà (M,ρ) íåîáõîäèìî ðàâåíñòâî äâóõ èç òðåõ âå-

ëè÷èí. Íî â äàííîì ïðèìåðå ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-

ñòðàíñòâî íåàääèòèâíî.

Ïðèìåð 2.

Àääèòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ÷åòûðåõòî÷å÷íîå ïðîñòðàí-

ñòâî (M,ρ), òðè òî÷êè êîòîðîãî îáðàçóþò ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðî-

íîé 1, à ðàññòîÿíèå îò ÷åòâåðòîé òî÷êè äî âåðøèí ýòîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíî 1
2 .

Ïîðîæäàþùèì äåðåâîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåò çâåçäà ñ âåðøèíîé â ýòîé ÷åò-

âåðòîé òî÷êå è ðàññòîÿíèÿìè äî îñòàëüíûõ � 1
2 .

Îáîçíà÷èì âåðøèíû òðåóãîëüíèêà � p1, p2, p3, à ÷åòâåðòóþ òî÷êó � p4 òàê, ÷òî

ρ(p4, pi) =
i
4 äëÿ i = 1, 2, 3, à ρ(p1, p2) = ρ(p2, p3) = ρ(p1, p3) = 1. Èìååì

ρ(p1, p2) + ρ(p3, p4) =
3

2
,

ρ(p1, p3) + ρ(p2, p4) =
3

2
,

ρ(p1, p4) + ρ(p2, p3) =
3

2
.

Ïðàâèëî ÷åòûðåõ òî÷åê äëÿ ýòîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíî, ñëå-

äîâàòåëüíî ïðîñòðàíñòâî àääèòèâíî.

1.3 Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à Ãðîìîâà î ìèíèìàëüíîì çàïîëíå-

íèè.

Îïðåäåëåíèå. Ñâÿçíûé âçâåøåííûé ãðàô G = (G,ω), ãäå G = (V,E), íàçûâà-

åòñÿ çàïîëíåíèåì ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M = (M,ρ), åñëè M ⊂ V è

äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x è y èç M âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ(x, y) ≤ dω(x, y).

Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíà ω(G) íàçûâàåòñÿ âåñîì çàïîëíåíèÿ G. Èíôèìóì âåñîâ

âñåâîçìîæíûõ çàïîëíåíèé ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-

ðåç mf(M) è íàçûâàåòñÿ âåñîì ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâà M.
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Îïðåäåëåíèå. Çàïîëíåíèå G, äëÿ êîòîðîãî ω(G) = mf(M), íàçûâàåòñÿ ìèíè-

ìàëüíûì çàïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâàM, à G �òèïîì ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M = (M,ρ) � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî, è G = (G,ω) � íåêîòîðîå åãî çàïîëíåíèå. Ïóòü, ñîåäèíÿþùèé ãðà-

íè÷íûå âåðøèíû äåðåâà G, áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûì, à ãðàíè÷íûé ïóòü, âåñ

êîòîðîãî ðàâåí ðàññòîÿíèþ ìåæäó åãî êîíöåâûìè âåðøèíàìè â ïðîñòðàíñòâå M,

� òî÷íûì.

1.3.1 Ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé

Ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ ðàçðàáîòàíî â [1], òàì æå ïðèâåäåí ðÿä ïðî-

ñòûõ ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Òðåóãîëüíèê

Ïóñòü M = (M,ρ) ñîñòîèò è òðåõ òî÷åê p1, p2, p3. Ïîëîæèì ρij = ρ(pi, pj).

Ðàññìîòðèì äåðåâî G = (V,E), ó êîòîðîãî V = M
∪
{v} è E =

∪3
i=1 vpi. Äëÿ

ãðàôà G îïðåäåëèì âåñîâóþ ôóíêöèþ ω íà E ïî ôîðìóëå:

ω(ei) =
ρij + ρik − ρjk

2
,

ãäå {i, j, k} = {1, 2, 3}. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ dω, îãðàíè÷åííàÿ íà M , ñîâïàäàåò ñ ρ,

ïîýòîìó G � ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà M.

Ïðèìåð 2. ×åòûðåõòî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî

Óòâåðæäåíèå 1. ([1], óòâåðæäåíèå 11.3) Ïóñòü M = {p1, p2, p3, p4}, è ρ � ïðî-

èçâîëüíàÿ ïñåâäîìåòðèêà íà M . Ïîëîæèì ρij = ρ(pi, pj). Òîãäà âåñ ìèíèìàëü-

íîãî çàïîëíåíèÿ G = (G,ω) ïðîñòðàíñòâà M = (M,ρ) äàåòñÿ ôîðìóëîé

1

2

(
min(ρ12 + ρ34, ρ13 + ρ24, ρ14 + ρ23)+

+max(ρ12 + ρ34, ρ13 + ρ24, ρ14 + ρ23)
)
.

Åñëè ìèíèìóì â ýòîé ôîðìóëå ðàâåí ρij + ρkl, òî òèï ìèíèìàëüíîãî çàïîë-

íåíèÿ � áèíàðíîå äåðåâî, óñû êîòîðîãî ñóòü {pi, pj} è {pk, pl}.
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Ïðèìåð 3. Ïðàâèëüíûé ñèìïëåêñ

Ïóñòü M = (M,ρ) ñîñòîèò è n òî÷åê p1, p2 . . . pn, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðû-

ìè ïîñòîÿííî è ðàâíî d, ò.å. M� òàê íàçûâàåìûé ïðàâèëüíûé ñèìïëåêñ. Òîãäà

âçâåøåííîå äåðåâî G = (G,ω), G = (V,E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = M
∪
{v} è

ðåáðàìè vm, m ∈ M , âåñà êîòîðûõ ðàâíû d/2, ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì äëÿ M,

ñëåäîâàòåëüíî ïðîñòðàíñòâîM àääèòèâíî è G � åãî åäèíñòâåííîå íåâûðîæäåííîå

ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå (ïî òåîðåìå 3), âåñ êîòîðîãî ðàâåí dn
2 .

1.3.2 Ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà âñåãäà ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì ïðè ïîèñêå ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ äëÿ

M = (M,ρ) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì äåðåâüåâ G = (V,E), M ⊂ V , ó

êîòîðûõ âñå âåðøèíû ñòåïåíè 1 è 2 ïðèíàäëåæàò M .

Òåîðåìà 6. ([1]) Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M
ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ áèíàðíûì äåðåâîì. Åñëè æå

ïðîñòðàíñòâî M � ìåòðè÷åñêîå, òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò òàê æå ìèíèìàëü-

íîå çàïîëíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ äåðåâîì ñ íåíóëåâîé âåñîâîé ôóíêöèåé. Îáðàòíî, åñ-

ëè äëÿ M ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå, òî M � ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà M ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

ñóùåñòâóåò ñîåäèíÿþùåå M êðàò÷àéøåå áèíàðíîå äåðåâî. Åñëè ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè èç M îòëè÷íû îò íóëÿ, òî ñóùåñòâóåò ñîåäèíÿ-

þùåå M êðàò÷àéøåå íåâûðîæäåííîå äåðåâî. Îáðàòíî, åñëè äëÿ M ñóùåñòâóåò

íåâûðîæäåííîå êðàò÷àéøåå äåðåâî, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè

èç M îòëè÷íî îò íóëÿ.

Ýòà òåîðåìà îáúÿñíÿåò ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå, ïðèíÿòîå â â [1], êîòîðîìó ìû

òàêæå áóäåì ñëåäîâàòü.

Ïðè èçó÷åíèè ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé âñåãäà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîò-

ðåíèåì äåðåâüåâ, ó êîòîðûõ âñå âåðøèíû ñòåïåíè 1 è 2 ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå.
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Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû.

1.4 Ïåðèìåòðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îïðåäåëåíèÿ, ïðè-

ìåðû, ñâîéñòâà

1.4.1 Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü G = (V,E) � ïðîèçâîëüíîå äåðåâî ñ íåêîòîðîé ãðàíèöåé M . Íàïîìíèì,

÷òî â ñèëó ñäåëàííîãî ñîãëàøåíèÿ, M ñîäåðæèò âñå âåðøèíû äåðåâà G ñòåïåíè 1

è 2. Âûáðîñèì èç G íåêîòîðîå ðåáðî e, è ïóñòü G1 è G2 � ñâÿçíûå êîìïîíåíòû

ïîëó÷åííîãî ëåñà. Ïîëîæèì Mi = M ∩Gi. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Mi íå

ïóñòû. Ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå {M1,M2} ìíîæåñòâà M îáîçíà÷èì ÷åðåç PG(e).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå k ýëåìåíòîâ. Íàçîâåì öèê-

ëè÷åñêèì ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå S ïðîèçâîëüíóþ öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó

π : S → S. Äâà ýëåìåíòà èç S íàçîâåì ñîñåäíèìè â ñìûñëå öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà

π, åñëè îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ π-îáðàçîì äðóãîãî. Íóìåðàöèþ (s1, . . . , sk) ýëåìåí-

òîâ èç S íàçîâåì ñîãëàñîâàííîé ñ öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì π, åñëè π(si) = si+1

äëÿ êàæäîãî i, i < k. ßñíî, ÷òî íóìåðàöèÿ (s1, . . . , sk), k = |S|, ñîãëàñîâàíà ñ

öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì π, åñëè è òîëüêî åñëè si+1 = πi(s1) äëÿ âñåõ i, i < k. Äëÿ

êàæäîãî öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå S ñóùåñòâóåò k ñîãëàñîâàííûõ ñ íèì

íóìåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå. Öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê π íà ãðàíèöå M äåðåâà G íàçîâåì ïëàíàð-

íûì ïî îòíîøåíèþ ê G èëè îáõîäîì G, åñëè äëÿ êàæäîãî e ∈ E è Mi ∈ PG(e)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà p ∈ Mi, äëÿ êîòîðîé π(p) ̸∈ Mi. Ïîñëåäíåå

îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ òàêàÿ íóìåðàöèÿ ìíîæåñòâà M , ñîãëàñîâàííàÿ ñ π, ÷òî â

íåé ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M1 ïðåäøåñòâóþò ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà M2.

Ïðèâåäåì ýêâèâàëåíòíîå, ñì. [1], îïðåäåëåíèå ïëàíàðíîãî ïîðÿäêà íà M â òåð-

ìèíàõ óêëàäîê. Ïóñòü G′ � íåêîòîðàÿ óêëàäêà (âëîæåíèå) äåðåâà G íà ïëîñêîñòü.
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Ðàññìîòðèì îáõîä âîêðóã äåðåâà G′. Èçîáðàçèì ïîñëåäîâàòåëüíî âñòðå÷àþùèåñÿ

ïðè òàêîì îáõîäå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì èç M , ïîñëåäîâàòåëüíûìè

òî÷êàìè íà îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè S1. Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà p èç

M âñòðå÷àåòñÿ deg p ðàç, ãäå deg p � ñòåïåíü âåðøèíû p. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû

p ∈ M ñòåïåíè áîëüøå 1, èç âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ åé òî÷åê îêðóæíîñòè îñòàâèì

îäíó ïðîèçâîëüíóþ. Òåì ñàìûì, ìû ïîñòðîèëè èíúåêöèþ ν : M → S1. Îïðåäå-

ëèì öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó π, ïîëîæèâ π(p) = q, ãäå ν(q) ñëåäóåò çà ν(p)

íà îêðóæíîñòè S1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñòðîåííûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê π ïî-

ðîæäåí óêëàäêîé G′. ßñíî, ÷òî óêëàäêà G′ ïîðîæäàåò 2
∏

p∈M deg p öèêëè÷åñêèõ

ïîðÿäêîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M = (M,ρ) � êîíå÷íîå ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

è π � ïðîèçâîëüíûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà M . Ïåðèìåòðîì ïðîñòðàíñòâà M
ïî îòíîøåíèþ ê ïîðÿäêó π íàçîâåì âåëè÷èíó

P (M, π) =
∑
p∈M

ρ
(
p, π(p)

)
,

à minπ P (M, π), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêàì

π íà M , íàçîâåì ïåðèìåòðîì ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M è îáîçíà÷èì

÷åðåç P (M). Ïîëóïåðèìåòðîì ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M ïî îòíî-

øåíèþ ê ïîðÿäêó π íàçîâåì âåëè÷èíó p(M, π) = 1
2P (M, π).

Êðîìå òîãî, â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå. Åñëè

G = (G,ω) � íåêîòîðîå âçâåøåííîå äåðåâî, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè êîíå÷íîãî ïñåâäî-

ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàM = (M,ρ), òî ìíîæåñòâî âñåõ öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ

íàM , ïëàíàðíûõ ïî îòíîøåíèþ ê äåðåâó G, ò.å. âñåõ îáõîäîâ G, áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç O(G) èëè ÷åðåç O(G). Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî êàæäûé òàêîé ïëàíàðíûé

ïîðÿäîê îïðåäåëåí íà M.

1.4.2 Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàM � âåðøèíû êâàäðàòà x1, x2,

x3 è x4 ñî ñòîðîíîé 1 íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè(ðàññòîÿíèå ìåæäó äèàãîíàëüíûìè
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òî÷êàìè ðàâíî
√
2). Íóìåðàöèÿ âåðøèí ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, íà÷èíàÿ ñ ëåâîé âåðõ-

íåé âåðøèíû. Çàäàäèì ïåðâûé îáõîä ïî ïîðÿäêó, ñîãëàñíî çàäàííîé íóìåðàöèè

âåðøèí. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèìåòð ñ÷èòàåòñÿ òàê:

P (M, π1) = ρ(x1, x2) + ρ(x2, x3) + ρ(x3, x4) + ρ(x4, x1) =

= 1 + 1 + 1 + 1 = 4.

Ìîæíî çàäàòü äðóãîé îáõîä íà ìíîæåñòâå M ñëåäóþùèì îáðàçîì: π2 : x1 →
x3 → x2 → x4. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèìåòð ïðîñòðàíñòâà ñ÷èòàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

P (M, π2) = ρ(x1, x3) + ρ(x3, x2) + ρ(x2, x4) + ρ(x4, x1) =

=
√
2 + 1 +

√
2 + 1 = 2 + 2

√
2

Îòñþäà íàéäåì ïåðèìåòð äàííîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

P (M) = min
π

P (M, π) = 4.

Ïî óòâåðæäåíèþ 1 âåñ ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâà M ðàâåí

ω(G) =
1

2

(
min(ρ(x1, x2) + ρ(x3, x4), ρ(x1, x3) + ρ(x2, x4),

ρ(x1, x4) + ρ(x3, x2)) + max(ρ(x1, x2) + ρ(x3, x4),

ρ(x1, x3) + ρ(x2, x4), ρ(x1, x4) + ρ(x3, x2))
)
= 1 +

√
2.

Òàê êàê âåñ ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íå ðàâåí åãî

ïîëóïåðèìåòðó, òî ýòî ïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûì (Òåîðåìà 7).

1.4.3 Ñâîéñòâà

Òåîðåìà 7 ([1], óòâåðæäåíèå 7.2). Ïóñòü G = (G,ω) � âçâåøåííîå äåðåâî ñ ãðà-

íèöåé M , è π � ïðîèçâîëüíûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà M . Òîãäà∑
p∈M

dω
(
p, π(p)

)
≥ 2ω(G).
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Áîëåå òîãî, ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè π � íåêîòîðûé ïëàíàð-

íûé ïîðÿäîê ïî îòíîøåíèþ ê G.

Òåîðåìà 8 ([1], ñëåäñòâèå 7.1). Ïóñòü G = (G,ω) � ïðîèçâîëüíîå çàïîëíåíèå

ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M, è π � íåêîòîðûé ïëàíàðíûé ïîðÿäîê èç

O(G). Òîãäà ω(G) ≥ p(M, π).

1.5 Êðèòåðèé àääèòèâíîñòè êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé àääèòèâíî-

ñòè.

Òåîðåìà 1. (Ðóáë¼âà Î.Â., [1.1]) Âåñ ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ ïñåâäîìåòðè÷å-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâåí ïîëóïåðèìåòðó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâî àääèòèâíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.

Ëåììà 1. Ïóñòü G = (G,ω) � ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà M. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñ ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ ðàâåí ïî-

ëóïåðèìåòðó äàííîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. p(M) = ω(G). Òîãäà
p(π,M) = p(M) äëÿ ëþáîãî ïëàíàðíîãî ïîðÿäêà π ∈ O(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 6 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïëàíàðíîãî ïîðÿäêà π ∈ O(G)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p(π,M) ≤ ω(G). Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê p(M) � íàè-

ìåíüøèé ïîëóïåðèìåòð, èìååì p(M) ≤ p(π,M) ≤ ω(G). Íî ïî óñëîâèþ ëåììû

p(M) = ω(G), îòêóäà p(π,M) = p(M), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 2. Ïóñòü G = (G,ω) � ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà M = (M,ρ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p(M) = ω(G). Ïóñòü π ∈ O(G)

� ïðîèçâîëüíûé ïëàíàðíûé ïîðÿäîê. Òîãäà âñå ãðàíè÷íûå ïóòè, ñîåäèíÿþùèå

ñîñåäíèå îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà π âåðøèíû, òî÷íû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 7 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

2ω(G) =
∑
p∈M

dω(p, π(p)).

Â ñèëó ëåììû 1,
∑

p∈M ρ(p, π(pi)) = P (π,M) = P (M). Ïî îïðåäåëåíèþ çàïîëíå-

íèÿ dω ≥ ρ, ñëåäîâàòåëüíî

2ω(G) =
∑
p∈M

dω(p, π(p)) ≥
∑
p∈M

ρ(p, π(pi)) = P (M).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ 2ω(G) = P (M), òî âñå íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû â ôîðìå ðà-

âåíñòâ, à èìåííî, ρ(p, π(p)) = dω(p, π(p)) äëÿ âñåõ p, ò.å. âñå ïóòè êîòîðûå, ñîåäè-

íÿþò âåðøèíû p è π(p) � òî÷íûå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Ïóñòü G � äåðåâî ñ ãðàíèöåéM . Ëþáûå äâå ãðàíè÷íûå âåðøèíû äåðåâà

G ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïëàíàðíîãî ïîðÿäêà èç O(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p, q ∈ M . ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âëîæåíèå G′ äåðå-

âà G â ïëîñêîñòü, ÷òî ãðàíè÷íûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé p è q ïåðåõîäèò â îòðåçîê

íåêîòîðîé ïðÿìîé ℓ, à âñå îñòàëüíîå äåðåâî ðàñïîëîæåíî â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè,

îãðàíè÷åííîé ℓ. Òîãäà ïðè îáõîäå ïëîñêîãî äåðåâà G′ âåðøèíû p è q áóäóò ñîñåä-

íèìè. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Â [1, ñëåäñòâèå 8.5], äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî àääèòèâíî, òî äëèíà ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

ðàâíà åãî ïîëóïåðèìåòðó. Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü âåñ ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ

G = (G,ω) ðàâåí ïîëóïåðèìåòðó ïðîñòðàíñòâà M = (M,ρ). Âîçüìåì ëþáûå äâå

òî÷êè p è q èç M , è ïóñòü π ∈ O(G) � íåêîòîðûé ïëàíàðíûé ïîðÿäîê, â êîòîðîì

p è q ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè (òàêîé ïîðÿäîê ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû 3). Òîãäà èç

ëåììû 2 âûòåêàåò òî÷íîñòü ãðàíè÷íîãî ïóòè â G, ñîåäèíÿþùåãî p è q, ïîýòîìó

dω(p, q) = ρ(p, q). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷åê p è q èç M äåðåâî G
ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì äëÿM, ÷òî è îçíà÷àåò àääèòèâíîñòü ïîñëåäíåãî. Òåîðåìà

äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2

Êðèâèçíà Ðè÷÷è âçâåøåííîãî äåðåâà

2.1 Îïðåäåëåíèÿ

2.1.1 Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à, êàê çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òåðìèí ¾òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à¿ îáúåäèíÿåò øèðîêèé ñïåêòð çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ

ïîèñêîì îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ. Â ëèíåéíîì ïðî-

ãðàììèðîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü ïîñòàâîê îäíîðîäíîãî òîâàðà

îò ïîñòàâùèêîâ ê ïîòðåáèòåëÿì ïðè èçâåñòíûõ òàðèôàõ íà ïåðåâîçêó ìåæäó ïóíê-

òàìè îòïðàâëåíèÿ è íàçíà÷åíèÿ.

Èìååòñÿ n ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ è m ïóíêòîâ íàçíà÷åíèÿ. Öåíà ïåðåâîçêè åäè-

íèöû òîâàðà èç i-ãî ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ â j-é ïóíêò íàçíà÷åíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç cij. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå îáúåìû ïåðåâîçèìîãî ãðóçà xij, ÷òîáû ìèíèìè-

çèðîâàòü îáùèå çàòðàòû íà ïåðåâîçêè, ò.å.

F =
∑∑

cijxij → min,

ïðè óñëîâèè

∑
j

xij = ai,

∑
i

xij = bj.
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Âåëè÷èíû ai ïðè i = 1, . . . n íàçûâàþò çàïàñàìè ïîñòàâùèêîâ, bj ïðè j = 1, . . .m

� çàïðîñàìè ïîòðåáèòåëåé, à ôóíêöèîíàë F � öåëåâîé ôóíêöèåé.

2.1.2 Îáîáùåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ. Ïóñòü (G,ω) �

âçâåøåííûé ãðàô ñòîèìîñòåé ïåðåâîçîê, ãäå G = (V,E), è ïóñòü d � ðàññòîÿ-

íèå, ïîðîæäåííîå âåñîâîé ôóíêöèåé ω. Îïðåäåëèì íà âåðøèíàõ ãðàôà ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ m1, êîòîðàÿ çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå åäèíè÷íîé ìàññû ïî âñåì âåð-

øèíàì ãðàôà G. Äàëåå íàì íåîáõîäèìî ïåðåðàñïðåäåëèòü ìàññó 1 ïî âåðøèíàì

ãðàôà, ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ m2. Ïóñòü ôóíêöèÿ d(x, y) îïðåäåëÿåò öåíó ïå-

ðåâîçêè ãðóçà ìàññû 1 èç âåðøèíû x â âåðøèíó y. Òàêèì îáðàçîì, ñòîèìîñòü

ïåðåìåùåíèÿ ãðóçà âåñà m âäîëü ïóòè xy (èç âñåõ ïóòåé xy âûáèðàåì ïóòü ñ

íàèìåíüøåé öåíîé) áóäåò ðàâíà m d(x, y). Îáîçíà÷èì ÷åðåç cij âåñ ãðóçà, ïåðå-

âîçèìîãî èç âåðøèíû xi â âåðøèíó xj. Òîãäà ñòîèìîñòü ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ãðó-

çà áóäåò ðàâíà F =
∑

i

∑
j cij d(xi, xj). Äàííàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â

òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïëàí ïåðåâîçîê cij, ïðè êîòîðîì m1 ïðåâðàòèòñÿ â m2,

ò.å. m1(xi) −
∑

j cij +
∑

k ckj = m2(xi) è òàêîé, ÷òîáû ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê áûëà

ìèíèìàëüíîé, ò.å. F → min.

2.1.3 Äâîéñòâåííàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ.

Äëÿ äâîéñòâåííîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååòñÿ n

ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ èm ïóíêòîâ íàçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ui � ñòîèìîñòü åäèíèöû

ïðîäóêöèè â i-ì ïóíêòå îòïðàâëåíèÿ, vj � còîèìîñòü åäèíèöû ïðîäóêöèè ïîñëå

ïåðåâîçêè â j-é ïóíêò íàçíà÷åíèÿ. Ïåðåìåííûå ui è vj íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî

ïîòåíöèàëàìè ïîñòàâùèêà è ïîòðåáèòåëÿ.

Äâîéñòâåííàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåîòðèöàòåëüíûõ âå-

ëè÷èí ui è vj, îáðàùàþùèõ â ìàêñèìóì öåëåâóþ ôóíêöèþ
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G =
n∑

i=1

aiui +
m∑
j=1

bjvj,

ïðè óñëîâèè

ui + vj ≤ cij, i = 1, . . . n, j = 1, . . .m,

ãäå ai ïðè i = 1, . . . n� çàïàñû ïîñòàâùèêîâ, bj ïðè j = 1, . . .m � çàïðîñû ïîòðå-

áèòåëåé, à cij � öåíà ïåðåâîçêè ãðóçà èç i-ãî ïóíêòà â j-é ïóíêò.

2.1.4 Îáîáùåííàÿ äâîéñòâåííàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à è ôóíêöèÿ Âàñ-

ñåðøòåéíà 1 ïîðÿäêà

Äëÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé â ðàçäåëå 2.1.2, ìîæíî ñôîðìó-

ëèðîâàòü äâîéñòâåííóþ ê íåé çàäà÷ó. Â êàæäîé âåðøèíå ãðàôà xi îïðåäåëåíà

ñòîèìîñòü åäèíèöû òîâàðà â íåé f(xi). Õîòèì íàéòè òàêîå èçìåíåíèå ñòîèìîñòè

åäèíèöû òîâàðà, ïîñëå êîòîðîãî ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü òîâàðà â âåðøèíàõ ãðàôà

ìàêñèìàëüíî óâåëè÷èòñÿ, ò.å. G =
∑

x∈V f(x)(m1(x) − m2(x)) → max, íî ïðè

ýòîì ðàçíîñòü ñòîèìîñòè âûâîçèìîé åäèíèöû ïðîäóêöèè â x è åå ñòîèìîñòè ïîñëå

ïåðåâîçêè â y íå ïðåâûøàåò öåíó çà òðàíñïîðòèðîâêó: |f(x)− f(y)| ≤ d(x, y).

Ïî ïåðâîé òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îäíîé è ìèíèìàëü-

íîå çíà÷åíèå äðóãîé ôóíêöèé (ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è) ñîâ-

ïàäàþò: F = G (ñì. [16]). Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè G íàçûâàåòñÿ ðàññòî-

ÿíèåì Âàññåðøòåéíà ïåðâîãî ïîðÿäêà W (m1,m2) ìåæäó äâóìÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè

âåðîÿòíîñòåé m1 è m2 íà (V, d):

W (m1,m2) = max
f � 1-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ

∑
x∈V

f(x)(m1(x)−m2(x)) (2.1.1)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ W (m1,m2) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ïðîñòðàíñòâå

âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ([18]).
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2.1.5 Êðèâèçíû Ðè÷÷è äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñëó÷àéíûì

áëóæäàíèåì.

Äàëåå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿmα
x : V → [0, 1] ñïåöèàëüíîãî

âèäà:

mα
x(y) =


α, åñëè x = y,

1−α
deg(x) , åñëè x ∼ y,

0, åñëè x � y è x ̸= y,

ãäå x ∼ y îáîçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû x è y � ñìåæíû. Ýòè ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü

ôóíêöèÿìè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [12, 14], îïðåäåëèì α-êðèâèçíó Ðè÷÷è ôîðìóëîé kα(x, y) =

1 −W (mα
x ,m

α
y )/ d(x, y). Ïðè α = 0 âåëè÷èíà k0(x, y) � êðèâèçíà Ðè÷÷è-Îëèâüå.

Êðèâèçíîé Ðè÷÷è íàçîâåì ôóíêöèþ:

k(x, y) := lim
α→1

kα(x, y)

1− α
.

Ôóíêöèè mα
x è mα

y ðàñïðåäåëÿþò âñþ ìàññó â îêðåñòíîñòè òî÷åê x è y. Ïî-

ñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåäåë ïðè α → 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñÿ

ìàññà ñîñðåäîòî÷åíà â öåíòðàëüíûõ òî÷êàõ x è y è ëèøü ìàññà m → 0 íàõîäèò-

ñÿ â ñìåæíûõ ñ öåíòðàìè òî÷êàõ. Ýòó áåñêîíå÷íî ìàëóþ ìàññó, ðàñïðåäåëåííóþ

â îêðåñòíîñòè òî÷êè, íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ êðèâèçíû

Ðè÷÷è ïî-äðóãîìó:

k(x, y) = lim
α→1

k1(x, y)− kα(x, y)

1− α
= lim

α→1

k1+(α−1)(x, y)− k1(x, y)

α− 1
=

=
d

dα
|α=1 kα(x, y).

Òàêèì îáðàçîì êðèâèçíà Ðè÷÷è íà ãðàôàõ ïîêàçûâàåò êàê ìåíÿåòñÿ îïòèìàëü-

íàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè ãðóçà ìàññû 1, ñêîíöåíòðèðîâàííîãî â âåðøèíå, ïðè âîç-

íèêíîâåíèè ïîãðåøíîñòè.
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2.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 9. ([12]) Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí x, y ãðàôà G = (V,E) ñ ïîñòîÿííîé

åäèíè÷íîé âåñîâîé ôóíêöèåé d α-êðèâèçíà Ðè÷÷è îãðàíè÷åíà ñâåðõó

kα(x, y) ≤ (1− α)
2

d(x, y)
.

Òåîðåìà 10. ([13]) Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí x, y ãðàôà G = (V,E) ñ ïîñòîÿííîé

åäèíè÷íîé âåñîâîé ôóíêöèåé d êðèâèçíà Ðè÷÷è-Îëèâüå k0(x, y) ≥ 2
dx
+ 2

dy
−2, åñëè

dx > 1 è dy > 1; k0(x, y) = 0, åñëè dx = 1 èëè dy = 1.

Àíàëîã òåîðåìû Áîííå-Ìàéåðà äëÿ ãðàôîâ:

Òåîðåìà 11. ([12]) Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí x, y ãðàôà G = (V,E) ñ ïîñòîÿííîé

åäèíè÷íîé âåñîâîé ôóíêöèåé d, åñëè k(x, y) > 0, òîãäà

d(x, y) ≤ 2

k(x, y)
.

Åñëè äëÿ ëþáîãî ðåáðà xy ∈ E k(x, y) ≥ c > 0, òîãäà

diam(G) ≤ 2

c
.

2.3 Ôîðìóëà êðèâèçíû Ðè÷÷è äëÿ âçâåøåííîãî äåðåâà

Òåîðåìà 2. (Ðóáëåâà Î.Â., [1.2]) Ïóñòü (G,ω), G = (V,E) � âçâåøåííîå äåðåâî

ñ âåñîâîé ôóíêöèåé ω, à d � ðàññòîÿíèå, ïîðîæäåííîå âåñîì ω. Òîãäà êðèâèçíà

Ðè÷÷è ìåæäó ëþáûìè ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè äåðåâà G âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäó-

þùåé ôîðìóëå:

k(x, y) =
1

d(x, y)

( 1

deg(x)

∑
z∼x

kz · d(z, x) +
1

deg(y)

∑
z∼y

kz · d(z, y)
)
,

ãäå kz = 1 , åñëè ðåáðî xz âõîäèò â ïóòü xy, è kz = −1, åñëè íå âõîäèò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì êðèâèçíó Ðè÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè x è y. Ïóñòü

deg(x) = m, deg(y) = n. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n ≥ m. Òî-

ãäà îáîçíà÷èì âåðøèíû, ñìåæíûå ñ x, ÷åðåç x1, x2, . . . , xm, à âåðøèíû, ñìåæíûå ñ

y ÷åðåç y1, y2, . . . , yn. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 è y1 ëåæàò

íà åäèíñòâåííîì ïóòè γ, ñîåäèíÿþùåì x è y. Åñëè γ ñîñòîèò èç îäíîãî ðåáðà, òî

ïîëîæèì x1 = y è y1 = x, à åñëè èç äâóõ, òî x1 = y1.

Ëåììà 4. Ðàññòîÿíèå òðàíñïîðòèðîâîê ìåæäó ôóíêöèÿìè mα
x è mα

y â ñäåëàí-

íûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

W (mα
x ,m

α
y ) = sup

f � 1-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ

[
α
(
f(x)− f(y)

)
+

+
1− α

n

(
f(x1)− f(y1)

)
+ . . .+

1− α

n

(
f(xm)− f(ym)

)
+

+
1− α

nm

m∑
i=1

(
f(xi)− f(ym+1)

)
+ . . .+

1− α

nm

m∑
i=1

(
f(xi)− f(yn)

)]
. (2.3.1)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñ÷èòàåì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ôóíêöèÿìè mα
x è mα

y :

W (mα
x ,m

α
y ) = sup

f � 1-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ

∑
v∈V

f(v)(mα
x(v)−mα

y (v)) =

= sup
f � 1-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ

[
αf(x) +

1− α

m
f(x1) + . . .+

1− α

m
f(xm)−

−αf(y)− 1− α

n
f(y1)− . . .− 1− α

n
f(yn)

]
=

= sup
f � 1-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ

[
αf(x) +

1− α

n
f(x1) + . . .+

1− α

n
f(xm)+

+
(n−m)(1− α)

nm
f(x1) + . . .+

(n−m)(1− α)

nm
f(xm)−
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−αf(y)− 1− α

n
f(y1)− . . .− 1− α

n
f(ym)−

−1− α

n
f(ym+1)− . . .− 1− α

n
f(yn)

]
=

= sup
f � 1-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ

[
α(f(x)− f(y))+

+
1− α

n
(f(x1)− f(y1)) + . . .+

1− α

n
(f(xm)− f(ym)))+

+
1− α

nm

m∑
i=1

(f(xi)− f(ym+1)) + . . .+
1− α

nm

m∑
i=1

(f(xi)− f(yn))
]
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîäáåðåì 1-ëèïøèöåâó ôóíêöèþ f òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü âûðàæåíèå

(2.3.1). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëÿåì 1-ëèïøèöåâó ôóíêöèþ f(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàçðåæåì èñõîäíîå äåðåâî íà äâà ïîääåðåâà ïî ðåáðó yy1. Â ðåçóëüòàòå, ìíîæåñòâî

âåðøèí V èñõîäíîãî äåðåâà ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

X òî èç íèõ, êîòîðîå ñîäåðæèò âåðøèíó x, à âòîðîå, ñîäåðæàùåå y, îáîçíà÷èì

÷åðåç Y . Íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(v) = d(v, y) � ðàññòîÿíèå îò

ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû v ∈ X äî âåðøèíû y. Íà ìíîæåñòâå Y îïðåäåëèì ôóíêöèþ

f òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Y èìååì f(z) = − d(z, y).

Ëåììà 5. Îïðåäåëåííàÿ íàìè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ 1-ëèïøèöåâîé, ò.å. äëÿ ëþ-

áûõ âåðøèí v, z ∈ V , |f(v)− f(z)| ≤ d(v, z).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ñíà÷àëà v ∈ X, à z ∈ Y , òîãäà |f(v)− f(z)| = d(v, y)+

d(y, z) = d(v, z). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. ìû ðàññìàòðèâàåì äåðåâî,

â êîòîðîì ïóòü èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ åäèíñòâåííûé, è âåðøèíà y ëåæèò íà

ïóòè èç v â z.

2. Ïóñòü v ∈ X, à z ∈ X. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d(v, y) ≥
d(z, y). Òîãäà |f(v)−f(z)| = | d(v, y)−d(z, y)| ≤ d(v, z)+d(z, y)−d(z, y) = d(v, z).
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3. Ïóñòü v ∈ Y è z ∈ Y , òîãäà |f(v) − f(z)| = | − d(v, y) − d(z, y)| = d(v, y) +

d(z, y) = d(v, z). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. ìû ðàññìàòðèâàåì äåðåâî,

â êîòîðîì ïóòü èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ åäèíñòâåííûé, è âåðøèíà y ëåæèò íà

ïóòè èç v â z.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ôóíêöèÿ f ìàêñèìèçèðóåò âûðàæåíèå (2.3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ñëàãà-

åìûå â (2.3.1) ìàêñèìàëüíû, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

f(x)− f(y) = d(x, y),

f(xi)− f(yi) = d(xi, yj), i = 1, . . .m,

f(xi)− f(ym+l) = d(xi, ym+l), i = 1, . . .m, l = 1, . . . n−m.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f . Ïîëî-

æèì, ÷òî âåðøèíû x1 è y1 ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè âåðøèíàìè ïóòè xy, òîãäà âåð-

øèíû xi, y1 ∈ X, y, yj ∈ Y äëÿ j ̸= 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f âòîðîå ðàâåíñòâî

äëÿ i = 1 ïåðåïèøåòñÿ òàê: f(x1) − f(y1) = d(x1, y) − d(y1, y) = d(x1, y1), ò.ê. â

ðàññìàòðèâàåìîì äåðåâå âåðøèíû xi, y1 è y � ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû â ïó-

òè xiy. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f âòîðîå ðàâåíñòâî äëÿ i ̸= 1 ïåðåïèøåòñÿ òàê:

f(xi)−f(yi) = d(xi, y)+d(y, yi) = d(xi, yi), ò.ê. â ðàññìàòðèâàåìîì äåðåâå âåðøèíû

xi, y è yi � ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû â ïóòè xiyi

Òðåòüå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî âòîðîìó, ïîñêîëüêó xi ∈ X, ym+l ∈
Y , è òàê êàê y ëåæèò â ïóòè xiym+l äëÿ i = 1, . . .m, l = 2, . . . n−m, ïî îïðåäåëåíèþ

ôóíêöèè f èìååì f(xi)− f(ym+l) = d(xi, y) + d(ym+l, y) = d(xi, yj).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ââåäåì íîâûå êîýôôèöèåíòû kv, êîòîðûå

ðàâíû 1 , åñëè ðåáðî vx âõîäèò â ïóòü xy, è −1, åñëè íå âõîäèò, òîãäà äëÿ ëþ-

áûõ âåðøèí xi, ñìåæíûõ ñ x, è âåðøèí yj, ñìåæíûõ ñ y, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

d(xi, yj) = d(x, y)− kxi
d(xi, x)− kyj d(yj, y).

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ââåäåííóþ 1-ëèïøèöåâó ôóíêöèþ, ìàêñèìèçèðóþ-

ùóþ ïî ëåììå 6 âûðàæåíèå (2.3.1), è ëåììó 4, ïîëó÷àåì:

W (mα
x ,m

α
y ) = α d(x, y)− 1− α

n

m∑
i=1

kxi
d(x, xi)−

−1− α

n

m∑
j=1

kyj d(y, yj) +
m(1− α)

n
d(x, y)−

−(n−m)(1− α)

nm

m∑
i=1

kxi
d(x, xi)−

−1− α

n

n∑
j=m+1

kyj d(y, yj) +
(n−m)(1− α)

n
d(x, y).

Âòîðîå ñëàãàåìîå ñ ïÿòûì äàþò 1−α
m

∑m
i=1 kxi

d(x, xi), òðåòüå ñ øåñòûì ñëàãàå-

ìûå äàþò 1−α
n

∑n
j=1 kyj d(y, yj), ÷åòâåðòîå è ñåäüìîå � (1− α) d(x, y). Òàêèì îáðà-

çîì, ïîëó÷àåì:

W (mα
x ,m

α
y ) = d(x, y)−

−1− α

m

m∑
i=1

kxi
d(x, xi)−

1− α

n

n∑
j=1

kyj d(y, yj).

Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëó äëÿ α-êðèâèçíû Ðè÷÷è:

kα(x, y) =
1−α
m

∑m
i=1 kxi

d(x, xi) +
1−α
n

∑n
j=1 kyj d(y, yj)

d(x, y)

Òîãäà êðèâèçíà Ðè÷÷è ìåæäó òî÷êàìè x è y ðàâíà

k(x, y) = lim
α→1

kα(x, y)

1− α
=
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=
1

d(x, y)

(
1

m

m∑
i=1

kxi
d(x, xi) +

1

n

n∑
j=1

kyj d(y, yj)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ôîðìóëó:

k(x, y) =
1

d(x, y)

( 1

deg(x)

∑
z∼x

kz · d(z, x) +
1

deg(y)

∑
z∼y

kz · d(z, y)
)
,

ãäå kz = 1 , åñëè ðåáðî xz âõîäèò â ïóòü xy, è kz = −1, åñëè íå âõîäèò.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.4 Ñëåäñòâèÿ èç ôîðìóëû êðèâèçíû Ðè÷÷è äëÿ âçâåøåí-

íîãî äåðåâà

2.4.1 Ñëó÷àé áèíàðíîãî äåðåâà ñ ïîñòîÿííîé âåñîâîé ôóíêöèåé.

Ñëåäñòâèå 1. ([1.4]) Ðàññìîòðèì áèíàðíîå äåðåâî G = (V,E) ñ ïîñòîÿííîé âå-

ñîâîé ôóíêöèåé, ðàâíîé 1. Òîãäà

(1) êðèâèçíà Ðè÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè x è y ñòåïåíè 1 ðàâíà k(x, y) = 2
d(x,y);

(2) êðèâèçíà Ðè÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè x è y ñòåïåíè 1 è 3 ñîîòâåòñòâåííî

ðàâíà k(x, y) = 2
3 d(x,y);

(3) êðèâèçíà Ðè÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè x è y ñòåïåíè 3 ðàâíà k(x, y) =

− 2
3 d(x,y).

2.4.2 Ñâÿçü ñòðóêòóðû áèíàðíîãî äåðåâà ñ êðèâèçíàìè Ðè÷÷è íà åãî

âåðøèíàõ.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè âòîðîãî ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2 ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðå-

äåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì áèíàðíîå äåðåâî G ñ ïîñòîÿííîé âåñîâîé ôóíêöèåé,

ðàâíîé 1, è çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè v1, . . . , vn. Ìàòðèöåé êðèâèçí Ðè÷÷è

K = (kij) äëÿ ýòîãî äåðåâà G íàçîâåì ìàòðèöó, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

êðèâèçíû Ðè÷÷è kij íà ïàðå âåðøèí äåðåâà G ñ íîìåðàìè i è j.
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Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî äâå âåðøèíû áèíàðíîãî äåðåâà ñòåïåíè 1 îáðàçóþò

óñû, åñëè îíè ñìåæíû îáùåé âåðøèíå ñòåïåíè 3.

Î÷åâèäíî, ó ëþáîãî áèíàðíîãî äåðåâà ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí íå ìåíüøå 3 åñòü

óñû.

Ñëåäñòâèå 2. ([1.4]) Áèíàðíûå äåðåâüÿ èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïðè ïîñòîÿííîé âåñîâîé ôóíêöèè íà ðåáðàõ ìàòðèöû êðèâèçí Ðè÷÷è ðàâíû ïðè

ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè âåðøèí.

2.4.3 Îöåíêà ñóììû êðèâèçí Ðè÷÷è íà ïàðàõ ñìåæíûõ âåðøèí äåðåâà.

Ðàññìîòðèì åùå îäíî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.

Ñëåäñòâèå 3. ([1.4]) Ïóñòü (G,ω) � âçâåøåííîå äåðåâî. Òîãäà ñóììà êðèâèçí

íà âñåõ ïàðàõ ñìåæíûõ âåðøèí ýòîãî äåðåâà íå ïðåâîñõîäèò 2. Ðàâåíñòâî äî-

ñòèãàåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè âåñà âñåõ ðåáåð äåðåâà ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

2.5 Äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèé

2.5.1 Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Åñëè x, y � âåðøèíû ñòåïåíè 1, x′ � âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ

x, y′ � âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ y, òî d(x, x′) = d(y, y′) = 1. Ïî ôîðìóëå èç òåîðåìû

2, èìååì

k(x, y) =
d(x, x′) + d(y, y′)

d(x, y)
=

2

d(x, y)
.

(2) Åñëè x, y � âåðøèíû ñòåïåíè 1 è 3 ñîîòâåòñòâåííî, x′ � âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ

x, à y1, y2, y3 � âåðøèíû, ñìåæíûå ñ y, òî d(x, x′) = d(y, y1) = d(y, y2) = d(y, y3) =

1. Ïî ôîðìóëå èç òåîðåìû 2, èìååì

k(x, y) =
3 d(x, x′) + d(y, y1)− d(y, y2)− d(y, y3)

3 d(x, y)
=

2

3 d(x, y)
.
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(3) Åñëè x, y � âåðøèíû ñòåïåíè 3, x1, x2, x3 � âåðøèíû, ñìåæíûå ñ x, à y1, y2, y3

� âåðøèíû, ñìåæíûå ñ y, òî d(x, xi) = d(y, yj) = 1 äëÿ i, j = 1, 2, 3. Ïî ôîðìóëå

èç òåîðåìû 2, èìååì

k(x, y) =
1

3 d(x, y)

(
d(x, x1) + d(y, y1)− d(x, x2)− d(x, x3)−

− d(y, y2)− d(y, y3)

)
= − 2

3 d(x, y)
.

Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.

2.5.2 Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà K = (kij) êðèâèçí Ðè÷÷è äåðåâà G. Îáî-

çíà÷èì âåðøèíû äåðåâà íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè 1, . . . , n.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà â äåðåâå äâå âåðøèíû ñòåïåíè 1, òî åñòü

äåðåâî ñîñòîèò èç îäíîãî ðåáðà. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà êðèâèçí Ðè÷÷è áóäåò

ñîäåðæàòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû è èìåòü âèä:(
0 2

2 0

)
.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà â äåðåâå òðè âåðøèíû ñòåïåíè 1, òîãäà â ýòîì

äåðåâå ðîâíî îäíà âåðøèíà ñòåïåíè 3. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1, ìàòðèöà

áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû. Êðèâèçíû íà ïàðå âåðøèí

ñòåïåíè 1 ðàâíû 1, à íà ïàðå âåðøèí, îäíà èç êîòîðûõ ñòåïåíè 3, à âòîðàÿ ñòåïåíè

1, ðàâíû 2/3. Òîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî íóìåðàöèè âåðøèí, ìàòðèöà K áóäåò èìåòü

ñëåäóþùèé âèä: 
0 1 1 2

3

1 0 1 2
3

1 1 0 2
3

2
3

2
3

2
3 0

 .
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Î÷åâèäíî, ÷òî âåðøèíà ñòåïåíè 3 � òà, ó êîòîðîé â ñòîëáöå è ñòðîêå ñòîÿò 2/3.

Åñëè âåðøèí ñòåïåíè 1 áîëüøå òðåõ, òî âåðøèí ñòåïåíè 3 áîëüøå îäíîé, è â

ìàòðèöå K ïîÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû. Ïðåäúÿâèì àëãîðèòì, ïîçâîëÿ-

þùèé îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñòåïåíè 1 åäèíñòâåííóþ ñìåæíóþ ñ íåé

âåðøèíó ñòåïåíè 3, à äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñòåïåíè òðè � ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû,

òàêèì îáðàçîì âîññòàíàâëèâàÿ ìàòðèöó ñìåæíîñòè.

Ñíà÷àëà íàõîäèì â ìàòðèöå ýëåìåíò kij = 1. Ýòîò ýëåìåíò ñóùåñòâóåò, òàê êàê

â áèíàðíîì äåðåâå åñòü óñû. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, èìååì ëèáî k(x, y) = 2
d(x,y) = 1,

ëèáî k(x, y) = 2
3 d(x,y) = 1, ëèáî k(x, y) = − 2

3 d(x,y) = 1. Âòîðîé è òðåòèé ñëó÷àé

íåâîçìîæíû, èíà÷å d(x, y) = ±2/3. Â ïåðâîì ñëó÷àå d(x, y) = 2, ýòî îçíà÷àåò,

÷òî x è y, âåðøèíû ñòåïåíè 1, ñîåäèíåíû äâóìÿ ðåáðàìè. Èòàê, íîìåðà i è j �

íîìåðà âåðøèí ñòåïåíè 1, îáðàçóþùèõ óñû. Òåïåðü íàäî íàéòè âåðøèíó ñòåïå-

íè 3, ñìåæíóþ âåðøèíàì óñîâ i è j. Êðèâèçíà íà ïàðå âåðøèí � i è ñìåæíîé ñ

íåé âåðøèíå ñòåïåíè 3, ïî ôîðìóëå èç Ñëåäñòâèÿ 1, ðàâíà 2/3. ×òîáû íàéòè ýòó

âåðøèíó íàéäåì â i-ñòðîêå ýëåìåíòû, ðàâíûå 2/3. Êðèâèçíå, ðàâíîé 2/3, ñîîòâåò-

ñòâóåò âåðøèíà ñòåïåíè 3, ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé îò âåðøèíû i ðàâíî 1 ðåáðó, ëèáî

âåðøèíû ñòåïåíè 1, ðàññòîÿíèå äî êîòîðûõ îò âåðøèíû i ðàâíî 3. Äëÿ óñîâ i è j

òàêàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 1 åäèíñòâåííà, ïîýòîìó íàäî îòëè÷èòü âåðøèíó ñòåïåíè 1

îò âåðøèíû ñòåïåíè 3. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, äåðåâî G èìååò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí

ñòåïåíè 3, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åùå õîòÿ áû îäíà âåðøèíà ñòåïåíè 3, ñìåæíàÿ ñ

äàííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñòîëáöå, ñîîòâåòñòâóþùåì âåðøèíå ñòåïåíè òðè, åñòü îò-

ðèöàòåëüíûå ÷èñëà (êàê ìèíèìóì îäíî, ðàâíîå −2/3). Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèëè

íîìåð (ïóñòü m) âåðøèíû ñòåïåíè 3, ñîñåäíåé ñ âåðøèíàìè i è j. Äëÿ óäîáñòâà

îòìåòèì â ìàòðèöå ñòîëáöû è ñòðîêè, ñîäåðæàùèå ýëåìåíòû kij, kji, kim, kmi, kjm,

kmj, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì i, j, m.

Äàëåå, ðàññìîòðèì âåðøèíó ñòåïåíè 3, ñîñåäíþþ ñm. Îáîçíà÷èì åå � l. Íàéäåì

ñîñåäíèå âåðøèíû ñ âåðøèíîé l. Âñåãî òàêèõ âåðøèí òðè. Îäíà èç íèõ � ýòî

âåðøèíàm, âîçìîæíû òðè âàðèàíòà: îáå îñòàâøèåñÿ ñìåæíûå âåðøèíû ñòåïåíè 1;

îáå îñòàâøèåñÿ âåðøèíû ñòåïåíè 3; îäíà èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí ñòåïåíè 1, äðóãàÿ

� ñòåïåíè 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå � ýòî äåðåâî ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè ñòåïåíè 1
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è äâóìÿ âåðøèíàìè ñòåïåíè 3. Ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò äâà ýëåìåíòà 2/3 â

ñòðîêå ñ íîìåðîì l è ìàòðèöà 5× 5.

Åñëè â ñòðîêå ñ íîìåðîì l ñîäåðæàòñÿ ðîâíî äâà ýëåìåíòà −2/3, òî ðåàëèçî-

âàëñÿ òðåòèé ñëó÷àé. Â ýòîì ñëó÷àå, èùåì â ñòðîêå ñ íîìåðîì l êðèâèçíó, ðàâíóþ

2/3 � ýòî êðèâèçíà íà ïàðå âåðøèí � äàííîé âåðøèíå l è ñîñåäíåé ñ íåé âåðøèíå

ñòåïåíè 1, è êðèâèçíó, ðàâíóþ −2/3 è ñòîÿùóþ â íåïîìå÷åííîì ñòîëáöå, � ýòî

êðèâèçíà íà ïàðå âåðøèí � âåðøèíå l è ñîñåäíåé âåðøèíå ñòåïåíè 3. Òàêèå ýëå-

ìåíòû â ñòðîêå l åäèíñòâåííû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñìîòðèì ÷åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ

êîëè÷åñòâî ðåáåð n ìåæäó âåðøèíàìè (îäíà èç êîòîðûõ l), äëÿ êîòîðûõ êðèâèçíà

ðàâíà 2/3. Ïîñêîëüêó deg l = 3, òî ïðèìåíèìû 2 è 3 ôîðìóëû èç ñëåäñòâèÿ 1, òî

åñòü 2/3 = ±(2/3)n, ñëåäîâàòåëüíî, n = ±1. Ñëó÷àé n = −1 íåâîçìîæåí, ñëåäî-

âàòåëüíî, êðèâèçíà, ðàâíàÿ 2/3, äîñòèãàåòñÿ íà âåðøèíå ñòåïåíè 1, ñìåæíîé ñ l.

Ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé, êîãäà ó âåðøèíû l ñìåæíàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 1 åäèí-

ñòâåííàÿ, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâèå ñìåæíîé ñ l âåðøèíû ñòåïåíè 1 è ýëåìåíòà 2/3

â ìàòðèöå, ñòîÿùåãî â l-îé ñòðîêå, îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Àíàëîãè÷íî, ïîñìîò-

ðèì ÷åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ êîëè÷åñòâî ðåáåð ìåæäó âåðøèíàìè (îäíà èç êîòîðûõ

l), äëÿ êîòîðûõ êðèâèçíà ðàâíà −2/3. Ïîñêîëüêó deg l = 3, òî −2/3 = ±(2/3)n.

Ñíîâà ïîëó÷àåì n = 1, òî åñòü ýòî âåðøèíû, ñìåæíûå ñ l è èìåþùèå ñòåïåíü 3.

Â íàøåì ñëó÷àå òàêèõ âåðøèí äâå, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò äâà ðàâíûõ ýëåìåíòà

−2/3 â l-îé ñòðîêå ìàòðèöû. Îäèí èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ñòîèò â ïîìå÷åííîì ñòîëáöå,

ïîñêîëüêó îäíîé èç ñìåæíûõ ñ l âåðøèí ñòåïåíè 3 ÿâëÿåòñÿ m. Ñëåäîâàòåëüíî,

òðåòüÿ ñìåæíàÿ ñ l âåðøèíà l′ óñòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Åñëè â ñòðîêå ñ íîìåðîì l íàéäóòñÿ òðè ýëåìåíòà −2/3, òî ðåàëèçîâàëñÿ âòî-

ðîé ñëó÷àé. Â ýòîì ñëó÷àå â ñòðîêå l îäèí èç ýëåìåíòîâ −2/3 ñòîèò â ïîìå÷åííîì

ñòîëáöå, à îñòàâøèåñÿ äâà ñîîòâåòñòâóþò êðèâèçíàì ìåæäó âåðøèíîé l è äâóìÿ

äðóãèìè ñìåæíûìè ñ íåé âåðøèíàìè l1 è l2 ñòåïåíè 3. Ïîýòîìó äåðåâî âîññòàíàâ-

ëèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïîääåðåâüåâ, íà÷èíàþùèõñÿ â âåðøèíàõ l1

è l2. Ïîìå÷àåì ñòðîêè è ñòîëáöû, â êîòîðûõ ñòîÿò ýëåìåíòû ìàòðèöû ñ íîìåðà-

ìè, ñîäåðæàùèìè îäèí èíäåêñ � ñìåæíóþ âåðøèíó ñ l, âòîðîé � îäèí èç ðàíåå

óñòàíîâëåííûõ.
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Äàëåå, äëÿ ïîääåðåâüåâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ âåðøèíû ñòåïåíè 3, ñìåæíîé ñ l (âî

âòîðîì ñëó÷àå ýòî âåðøèíû l1 è l2, â òðåòüåì � l′), ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ � íà-

õîäèì ñìåæíûå âåðøèíû è âû÷åðêèâàåì ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâèçíàì

ìåæäó êàæäîé ñìåæíîé âåðøèíîé è âñåìè ïðåäûäóùèìè âåðøèíàìè. Äåëàåì ýòî

äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ñòîëáöû è ñòðîêè íå áóäóò ïîìå÷åíû.

Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî.

2.5.3 Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â îáùóþ ôîðìóëó ñóììû êðèâèçí
∑

x∼y:x,y∈V k(x, y)

âûðàæåíèå äëÿ êðèâèçíû k(x, y), ïîëó÷åííîå â òåîðåìå 1:

∑
x∼y:x,y∈V

k(x, y) =

=
∑

x∼y:x,y∈V

1

d(x, y)

(
d(x, y)− d(x, x1)− . . .− d(x, xdeg x−1)

deg x
+

+
d(x, y)− d(y, y1)− . . .− d(y, ydeg y−1)

deg y

)
.

Òåïåðü ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå è ïåðåéäåì îò ñóììèðîâàíèÿ ïî ðåáðàì ê

ñóììèðîâàíèþ ïî âåðøèíàì, ïðè ýòîì ñëàãàåìûå èç âûðàæåíèÿ äëÿ êðèâèçíû

ïàðû (x, y) ðàñïðåäåëèì ïî äâóì ñóììàì:

∑
x∼y:x,y∈V

k(x, y) =
∑
xy∈E

(( 1

deg x
+

1

deg y

)
−

−
deg x−1∑

1

d(x, xi)

deg x d(x, y)
−

deg y−1∑
1

d(y, yj)

deg y d(x, y)

)
.

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå êðèâèçíû, â êîòîðûõ åñòü ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò

âåðøèíû x. Âñåãî èõ deg(x). Ïðîäîëæàåì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

∑
x∼y:x,y∈V

k(x, y) =
∑
x∈V

1

deg x
deg x−
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−
∑
x∈V

∑
xi,xj∼x,xi ̸=xj

1

deg x

(
d(x, xi)

d(x, xj)
+

d(x, xj)

d(x, xi)

)
.

Äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî âèäà d(x,xi)
d(x,xj)

+
d(x,xj)
d(x,xi)

ïðèìåíèì îöåíêó a+ 1
a ≥ 2. Êàæäîé

âåðøèíå v ñîîòâåòñòâóþò C2
deg v ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ïàð ðåáåð, ñìåæíûõ ñ ýòîé

âåðøèíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âèäà a + 1
a ðàâíî C2

deg v. Òàêèì

îáðàçîì, èìååì:

∑
x∼y:x,y∈V

k(x, y) ≤ vol(G)− 2
∑
x∈V

C2
deg x

deg x
,

C2
deg x =

deg x(deg x− 1)

2
,

∑
x∼y:x,y∈V

k(x, y) ≤ vol(G)−
∑
x∈V

2
deg x(deg x− 1)

2

1

deg x
≤

≤ vol(G)−
∑
x∈V

(deg x− 1) = 2 vol(G)−
∑
x∈V

deg x.

Äëÿ ãðàôîâ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:
∑

x∈V deg x = 2|E|, ãäå |E| � êîëè÷åñòâî

ðåáåð. Äëÿ äåðåâüåâ èìååì:

∑
x∈V

deg x = 2|E| = 2(vol(G)− 1)

.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà èìååì:

∑
x∼y:x,y∈V

k(x, y) ≤ 2 vol(G)− 2(vol(G)− 1) ≤ 2

Ñëåäñòâèå 3 äîêàçàíî.
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2.6 Îöåíêà êðèâèçíû Ðè÷÷è

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîé òåîðåìû äàííîãî ðàçäåëà ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå:

U(x) := 1
deg(x)

∑
z∼x k

∗
z ·d(z, x), ãäå k∗z = +1, åñëè d(z, x) = minv∼x d(x, v), è k∗z = −1

äëÿ îñòàëüíûõ v ∼ x. Â ÷àñòíîñòè, åñëè deg(x) = 1, U(x) = d(x, x′), ãäå x ∼ x′.

Òåîðåìà 12. (Ðóáëåâà Î.Â., [1.3]) Ïóñòü G = (V,E) � ïðîèçâîëüíîå äåðåâî,

ω � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, d � ôóíêöèÿ, èçìåðÿþùàÿ âåñ ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè

äåðåâà. Òîãäà êðèâèçíó Ðè÷÷è íà ëþáîé ïàðå âåðøèí äåðåâà G, íå ÿâëÿþùåãîñÿ

îòðåçêîì, ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó è ñíèçó òàê:

1

diam(G)

(
2min

v∈V
(U(v))

)
≤ 1

d(x, y)

(
2min

v∈V
(U(v))

)
≤ k(x, y) ≤ 1,

ïðè÷åì ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

Äëÿ äåðåâà G, ÿâëÿþùåãîñÿ îòðåçêîì xy, êðèâèçíà k(x, y) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé äåðåâà � îòðåçîê xy. Â

ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèì ôîðìóëó äëÿ ãðóáîé êðèâèçíû Ðè÷÷è (êîýôôèöèåíòû kz

èç îïðåäåëåíèÿ âûøå):

k(x, y) =
1

d(x, y)

( 1

deg(x)

∑
z∼x

kz · d(z, x) +
1

deg(y)

∑
z∼y

kz · d(z, y)
)
,

Â äàííîì ïðèìåðå deg(x) = deg(y) = 1, kx = ky = +1, ïîëó÷àåì:

k(x, y) =
1

d(x, y)

(
d(x, y) + d(y, x)

)
= 2

Îöåíêà ñâåðõó. Äîêàæåì, ÷òî k(x, y) ≤ 1 äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí x, y ∈ V .

Ðàññìîòðèì îáùóþ ôîðìóëó:

k(x, y) =
1

d(x, y)

( 1

deg(x)

∑
z∼x

kz · d(z, x) +
1

deg(y)

∑
z∼y

kz · d(z, y)
)
,

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå 1
deg(x)

∑
z∼x kz · d(z, x). Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ñóììå âñå

ñëàãàåìûå, êðîìå îäíîãî, îòðèöàòåëüíûå, ïîýòîìó âñå ñëàãàåìîå ïðèíèìàåò íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå, êîãäà çíàìåíàòåëü deg(x) íàèìåíüøèé èç âñåõ âîçìîæíûõ, ò.å.
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deg(x) = 1, è, ñîîòâåòñòâåííî, â ÷èñëèòåëå ñòîèò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå

ñëàãàåìîå, ò.å.

k(x, y) ≤ 1

d(x, y)

(
d(z1, x) + d(z2, y)

)
Òî÷êè z1 è z2 ëåæàò íà ïóòè xy è ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè ñ òî÷êàìè, ñîîòâåòñòâåí-

íî, x è y, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî: d(x, y) ≥ d(x, z1) + d(z2, y), ïðè÷åì

ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà z1 = z2 è x, z1, y � ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè ïóòè xy.

Ïîýòîìó èìååì:

k(x, y) ≤ d(x, y)

d(x, y)
≤ 1.

Îöåíêà ñíèçó. Äîêàæåì, ÷òî â ñäåëàííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ k(x, y) ≥
1

diam(G)

(
2minv∈V (U(v))

)
.

Ðàññìîòðèì ñíîâà îáùóþ ôîðìóëó äëÿ êðèâèçíû Ðè÷÷è:

k(x, y) =
1

d(x, y)

( 1

deg(x)

∑
z∼x

kz · d(z, x) +
1

deg(y)

∑
z∼y

kz · d(z, y)
)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè U(x) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà: U(x) ≤
1

deg(x)

∑
z∼x kz · d(x, y). Ïîñòàâèì åå â öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

k(x, y) ≥ 1

d(x, y)

(
U(x) + U(y)

)
≥ 1

d(x, y)

(
2min(U(x), U(y))

)
≥

1

d(x, y)

(
2min

v∈V
(U(v))

)
≥ 1

diam(G)

(
2min

v∈V
(U(v))

)
.

Òî÷íîñòü îöåíîê.

Ïóñòü G � äåðåâî ñ ïîñòîÿííîé âåñîâîé ôóíêöèåé. Îöåíêà ñíèçó d(x, y) ≥
1

diam(G)

(
2minv∈V (U(v))

)
äîñòèãàåòñÿ è ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé èç òåîðåìû 1 äëÿ

âåðøèí äåðåâà G ñòåïåíè 1, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî diam(G). Îöåíêà

ñâåðõó k(x, y) ≤ 1 äîñòèãàåòñÿ è ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé èç òåîðåìû 1 äëÿ âåðøèí èç

óñîâ âçâåøåííûõ äåðåâüåâ ñ ïîñòîÿííîé âåñîâîé ôóíêöèåé, ðàâíîé 1 íà êàæäîì

ðåáðå.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû åùå ðàç ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è âîçìîæíûå

äàëüíåéøèå ïóòè èññëåäîâàíèÿ.

Â ãëàâå 1 áûë äîêàçàí êðèòåðèé àääèòèâíîñòè êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà, òî åñòü óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ìèíèìàëüíûìè çàïîëíåíèÿìè êîíå÷-

íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè.

Â ãëàâå 2 ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû Ðè÷÷è äëÿ ñëó-

÷àÿ âçâåøåííûõ äåðåâüåâ. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç ýòîé ôîðìóëû óñòàíîâëåíî, ÷òî

äëÿ áèíàðíûõ äåðåâüåâ ñ ïîñòîÿííîé âåñîâîé ôóíêöèåé ñòðóêòóðà äåðåâà ïîëíî-

ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîïàðíûõ êðèâèçí Ðè÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè ýòîãî

äåðåâà. Òàêæå ïîëó÷åíû òî÷íûå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè êðèâèçíû Ðè÷÷è äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî âçâåøåííîãî äåðåâà.

Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ è

çàäà÷, êîòîðûå õîòåëîñü áû ðåøèòü:

1. Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ñâîéñòâ êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â òåðìè-

íàõ ïîëóïåðèìåòðà.

2. Îáîáùåíèå äàííîé ôîðìóëû íà ïðîèçâîëüíûå âçâåøåííûå ãðàôû.

3.Ïðèìåíåíèå êðèâèçíû Ðè÷÷è ê ðåøåíèþ òðàíñïîðòíûõ çàäà÷ ñ íîâûìè ôóíê-

öèÿìè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.

4. Âîçìîæíî ëè óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèåé ïðîèçâîëüíîãî âçâåøåííî-

ãî äåðåâà è ìàòðèöåé ïîïàðíûõ êðèâèçí Ðè÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè ýòîãî äåðåâà?

5. Âîçìîæíî ëè óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèåé ïðîèçâîëüíîãî âçâåøåííî-

ãî ãðàôà è ìàòðèöåé ïîïàðíûõ êðèâèçí Ðè÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè ýòîãî ãðàôà?

6. Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé ε-ñåòåé â ìåòðèêå Ãðîìî-

âà�Õàóñäîðôà è, åñëè äà, òî êàê îí ñâÿçàí ñ ìèíèìàëüíûì çàïîëíåíèåì ìíîãî-
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îáðàçèÿ è/èëè ñàìèì ìíîãîîáðàçèåì?

7. Èìåþò ëè êðèâèçíû çàïîëíåíèé ïðåäåë â íåêîòîðîì ðàçóìíîì ñìûñëå, è êàê

ýòîò ïðåäåë ñâÿçàí ñ êðèâèçíîé Ðè÷÷è ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ èëè åãî çàïîëíåíèÿ

â ñìûñëå Ãðîìîâà?
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