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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ
íåíàäåæíûì è âîññòàíàâëèâàþùèìñÿ ïðèáîðîì, â êîòîðûõ ôóíêöèîíèðîâà-
íèå îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà ìîæåò áûòü ïðåðâàíî ïîëîìêîé, ïîñëå ÷åãî
â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè (ïåðèîäà âîññòàíîâëåíèÿ) ïðîèñõîäèò ðåìîíò.

Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îòûñêàíèþ óñëîâèé ýðãîäè÷íîñòè ñèñòåì
ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì, íàõîæäåíèþ îïåðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê â ñòà-
öèîíàðíîì ðåæèìå è îöåíêå âåðîÿòíîñòè îáðàçîâàíèÿ áîëüøîé î÷åðåäè.

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Ñèñòåìû ñ ïðåðûâàíèÿìè îáñëóæèâàíèÿ èçó÷àþòñÿ äîâîëüíî äàâíî. Îä-

íîé èç ïåðâûõ ðàáîò ïî äàííîé òåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ H. White è
L. Christie1 â êîòîðîé ðàññìîòðåíà ñèñòåìàM/M/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáî-
ðîì, ãäå âðåìåíà ðåìîíòà è ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ïðèáîðà èìåþò ýêñïîíåíöè-
àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè. Îäíîé èç íàèáîëåå ÷àñòûõ
ïðè÷èí ïðåðûâàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòóïëåíèå â ñèñòåìó òðåáîâà-
íèÿ ñ áîëåå âûñîêèì ïðèîðèòåòîì, ñòàòüÿ R. Miller2 ïîñâÿùåíà òàêîìó âèäó
ïðåðûâàíèÿ. Îòäåëüíî ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó D. Gaver3, ãäå ðàññìîòðåíà
ñèñòåìà M/G/1/∞, ïðèáîð â êîòîðîé ìîæåò ëîìàòüñÿ òîëüêî âî âðåìÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ, âðåìÿ ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåí-
öèàëüíî, à âðåìÿ ðåìîíòà èìååò ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ýòîé ðàáîòå
áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå "ïîëíîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ"(completion time),
êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñâåñòè àíàëèç ñèñòåìû ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì ê êëàñ-
ñè÷åñêîé ñèñòåìå M/G/1/∞. Òàêæå òàì áûëî ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî âàðè-
àíòîâ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå ïðåðûâàíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷-
íàÿ ìîäåëü áûëà ðàññìîòðåíà â êíèãå Ï.Ï. Áî÷àðîâà è À.Â. Ïå÷èíêèíà4 ñ
òîé ðàçíèöåé, ÷òî ïîëîìêà ïðèáîðà ìîæåò ïðîèñõîäèòü â ëþáîå âðåìÿ. Àíà-
ëèçó ïîäîáíûõ ñèñòåì ïîñâÿùåíî î÷åíü ìíîãî ðàáîò, íàïðèìåð, B. Doshi5,
J. Keilson6. Â îáçîðíîé ñòàòüå A. Krishnamoorty è äð.7 äàíî ïîäðîáíîå îïèñà-
íèå èìåþùèõñÿ íà äàííûé ìîìåíò â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ. Îäíîé
èç ïîñëåäíèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ Ë.Ã. Àôàíàñüåâîé è Å.Å. Áàøòîâîé8, ãäå

1H. White, L.S. Christie. (1958) Queuing with Preemptive Priorities or with Breakdown. Operations
Research. Vol. 6, No. 1 pp. 79-95

2Miller Jr R.G. Priority queues. Ann. Math. Statist. 1960. 31, � 1. 86�103.
3Gaver D.P. (1962) A waiting line with interrupted service including priority. J Rl Stat Soc B 24:73�90
4Ï.Ï. Áî÷àðîâ, À.Â. Ïå÷èíêèí. (1995) Òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.Ì. : Èçä-âî Ðîñ. óí-òà äðóæ-

áû íàðîäîâ.
5Doshi B. T. Queueing systems with vacations � a survey //Queueing systems. � 1986. � 1. � �1. � pp.

29-66.
6Keilson J. (1962) Queues subject to service interruptions. Ann Math Stat 33(4):1314�1322
7Krishnamoorthy A., Pramod P.K., Deepak T.G. (2009) On a queue with interruptions and repeat or

resumption of service. Nonlinear Anal Theory Methods Appl 71(12):1673�1683
8Afanaseva L.G., Bashtova E.E. Coupling method for asymptotic analysis of queues with regenerative input

and unreliable server. � Queueing Systems, 2014, v. 76, �2, p. 125�147.
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ðàññìîòðåíà ñèñòåìà Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì, âðåìåíà âîññòà-
íîâëåíèÿ è ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî íåçàâèñèìû è ïðîèçâîëüíî ðàñïðå-
äåëåíû.

Îïðåäåëåíèå óñëîâèé ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññîâ, îïèñûâàþùèõ ôóíêöèî-
íèðîâàíèå ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðâûõ çàäà÷, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ðå-
øàòü ïðè àíàëèçå ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ. Ýòè óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ íå îáðàçóåòñÿ áåñêî-
íå÷íî áîëüøèõ î÷åðåäåé. Äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì ïðèâîäÿò
ê àíàëèçó äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìàð-
êîâñêèõ. Åñëè æå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü öåïü Ìàðêîâà, îïèñûâàþùóþ ôóíêöèî-
íèðîâàíèå ñèñòåìû, òî äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ òåîðåì îñíîâûâàþòñÿ íà
ðåçóëüòàòàõ äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Îäíèìè èç ïåðâûõ ðàáîò â äàííîì
íàïðàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ ñòàòüè F. Foster9 è Ä.Ã. Êåíäàëëà10, â êîòîðûõ íàé-
äåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ó
öåïåé Ìàðêîâà, ñâÿçàííûõ ñ î÷åðåäüþ â ñèñòåìå. Ìîíîãðàôèÿ À.À. Áîðîâ-
êîâà11 ïîñâÿùåíà àíàëèçó ñâîéñòâ ýðãîäè÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè øèðîêîãî
êëàññà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (öåïåé Ìàðêîâà, ñòîõàñòè÷åñêè ðåêóðñèâíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðåêóðñèâíûõ öåïåé è äð.). Àíàëèç ñèñòåì îáñëóæè-
âàíèÿ ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ
äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, Á.À. Ñåâà-
ñòüÿíîâûì12 äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ îòêàçàìè ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïðå-
äåëåíèè âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, à òàêæå â È.Í. Êîâàëåíêî13 äëÿ ñèñòåì ñ
îãðàíè÷åíèÿìè. Äðóãîé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ýðãîäè÷åñêèõ òåîðåì ñîñòî-
èò â ïîñòðîåíèè ïðîöåññîâ, ñòîõàñòè÷åñêè ìîíîòîííûõ ïî âðåìåíè. Â ýòîì
ñëó÷àå èç ìîíîòîííîñòè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòîò ïðåäåë çàäàåò ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, ïðåäëîæåí-
íîãî â R. Loynes14, (ñì., íàïðèìåð, Ë.Ã. Àôàíàñüåâà è À.Â. Ìàðòûíîâ15).

Åñòåñòâåííûì è àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ òåîðèè ÿâëÿåòñÿ èñ-
ñëåäîâàíèå ìîäåëåé ñ âõîäíûìè ïîòîêàìè áîëåå îáùåãî âèäà. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåì ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäíûì

9Foster, F. G., �On the stochastic matrices associated with certain queuing processes�. Ann. Math. Statist.,
24, 2, 355�360 (1953).

10Êåíäàëë, Ä. Ã.,�Ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû, âñòðå÷àþùèåñÿ â òåîðèè î÷åðåäåé, è èõ àíàëèç ìåòîäîì
âëîæåííûõ öåïåé Ìàðêîâà�. Ìàòåìàòèêà, 3, 6, 97�111 (1959)

11Áîðîâêîâ, À. À., Ýðãîäè÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ì.: Åäèòîðèàë ÓÐÑÑ, 440 ñ.
(1999)

12Ñåâàñòüÿíîâ, Á. À., �Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è å¼ ïðèëîæåíèå ê òåëåôîííûì
ëèíèÿì ñ îòêàçàìè�. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è å¼ ïðèìåíåíèÿ, 2, 1, 106�116 (1957).

13Êîâàëåíêî, È. Í., �Íåêîòîðûå çàäà÷è ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèåì�. Òåîðèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé è å¼ ïðèìåíåíèÿ, 6, 2, 222�228 (1961).

14Loynes R.M. The stability of a queue with non-independent inter-arrival and service times. � Proc.
Cambridge Philos. Soc., 1962, v. 58, �3, p. 497�520.

15Àôàíàñüåâà, Ë. Ã., Ìàðòûíîâ, À. Â., �Îá ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ
îãðàíè÷åíèåì�. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è å¼ ïðèìåíåíèÿ, 14, 1, 105�114 (1969).
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ïîòîêîì è íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Ïðè÷åì èíòåðâàëû ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ
ïðèáîðà è ðåìîíòà îïðåäåëÿþòñÿ íåêîòîðûì ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì,
ò.å. â íàøåé ñèñòåìå äàííûå èíòåðâàëû ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè, ÷òî ÿâëÿ-
åòñÿ îáîáùåíèåì áîëüøèíñòâà ñèñòåì ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Äëÿ òàêîé
ìîäåëè íàéäåíî óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæè-
äàíèÿ.

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ñòàáèëüíà è ñî âðåìåíåì î÷åðåäü íå ðàñòåò
äî áåñêîíå÷íîñòè, òî âîçíèêàåò âàæíàÿ ïðîáëåìà ñâÿçàííàÿ ñ îöåíêîé âå-
ðîÿòíîñòè îáðàçîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîé î÷åðåäè. Òî åñòü, åñëè Ψ(x)
� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñòàöèîíàðíîì
ðåæèìå, òî íàñ èíòåðåñóåò àñèìïòîòèêà ôóíêöèè 1 − Ψ(x) ïðè x → ∞.
Äàííîìó âîïðîñó ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Â ñòàòüå J. Abate è
W. Whitt16 äàííàÿ çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ñèñòåìû M/G/1/∞ ñ ïðèîðèòåòàìè,
â ñëó÷àå "òÿæåëûõ õâîñòîâ"è "ëåãêèõ". Âàðèàíò ëåãêèõ õâîñòîâ äëÿ ñèñòå-
ìû GI/G/1/∞ áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ P. Glynn è W. Whitt17, A. Ganesh
è äð.18. Â ñòàòüå Ë.Ã. Àôàíàñüåâîé è Å.Å. Áàøòîâîé19 ýòîò ðåçóëüòàò áûë
îáîáùåí íà ñèñòåìó Reg/G/1/∞. Â äèññåðòàöèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî òÿæåëûå õâîñòû. Êàê îòìå÷åíî â S. Foss è äð.20, ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
òÿæåëûìè õâîñòàìè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîììó-
íèêàöèîííûõ ñåòåé. Â ñèëó ðàçëè÷èÿ â çàïðîñàõ îò ðàçíûõ ãðóïï ïîòðåáèòå-
ëåé, ÷àñòü òðàôèêà êàñàåòñÿ ìàëûõ îáúåìîâ ðàáîòû, íî åñòü çàïðîñû âåñüìà
áîëüøîãî îáúåìà è ýòî ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèÿì ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. D. Lindley21), ÷òî âðåìÿ îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëó-
æèâàíèÿ n-ãî òðåáîâàíèÿ (n = 1, 2, . . . ) â ñèñòåìà GI/G/1/∞ îïðåäåëÿåòñÿ
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

wn+1 = max(0, wn + ηn − ζn) = max(0, wn + un),

ãäå ηn � âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ n-ãî òðåáîâàíèÿ, ζn � èíòåðâàë ìåæäó ìîìåí-
òàìè ïîñòóïëåíèé (n + 1)-ãî è n-ãî òðåáîâàíèé, un = ηn − ζn. Åñëè {un}∞n=1

ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è w1 = 0, òî ïî ðàñïðåäåëåíèþ

wn
d
= max

06k6n−1
Sk,

16J. Abate, W. Whitt. (1997) Asymptotics for M/G/1 low-priority waiting time tail probabilities. Queueing
Systems, 25:173-233.

17Glynn P.W., Whitt W. Logarithmic asymptotics for steadystate tail probabilities in a single-server queue.
� Journal of Applied Probability, Special edition, 1994, v. 31A, p. 131�156.

18Ganesh A., O'Connel N., Wischik D. Big Queues. Springer, Verlag Berlin Heidelberg, 2004.
19Ë.Ã. Àôàíàñüåâà, Å.Å. Áàøòîâà. (2015) Âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ

ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ, 60(1):171-177.
20Foss S., Konstantopoulos T., Zachary S. Discrete and continuous time modulated random walks with

heavy-tailed increments. � Journal of Theoretical Probability, 2007, v. 20, �3, p. 581�612.
21Lindley D.V. The theory of queues with a single server. � Mathematical Proceedings of the Cambridge

Philosophical Society, Cambridge University Press, 1952, v. 48, �2, p. 277�289.
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ãäå Sk =
∑k

j=1 uj è S0 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

F (x) = lim
n→∞

P(wn 6 x) = P

(
sup
n>0

Sn 6 x

)
(1)

è F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà Eun < 0 (ñì. R. Loynes22).
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ñèñòåì ñ óïðàâëÿþùåé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ {un}∞n=1, ñîñòîÿùåé èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (1). Äëÿ ðåãóëÿðíî ìåíÿþ-
ùèõñÿ íà +∞ ôóíêöèé G(x) =

∫∞
x P(un > y)dy àñèìïòîòèêà

P

(
sup
n>0

Sn > x

)
∼ G(x)

−Eun
(x → ∞) (2)

áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå J. Cohen23, à çàòåì îáîáùåíà íà áîëåå øèðîêèé
êëàññ ôóíêöèé (íàäñòåïåííûõ) â ñòàòüå À.À. Áîðîâêîâà24. Äëÿ ñóáýêñïîíåí-
öèàëüíûõ ôóíêöèé G(x) àñèìïòîòèêà (2) äîêàçàíà â V. Veraverbeke25. Äàëü-
íåéøåå ðàçâèòèå ñâÿçàíî, ñ òàê íàçûâàåìûìè, ìîäóëèðîâàííûìè ñëó÷àéíû-
ìè áëóæäàíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un}∞n=1

ñîñòîèò, âîîáùå ãîâîðÿ, èç çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïðèðàùåíèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ un = Sn−Sn−1 îïðå-
äåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàXn. Îòìåòèì íåñêîëüêî
ñòàòåé íà ýòó òåìó. K. Arndt26 ðàññìîòðåë ïðèðàùåíèÿ ñ ðåãóëÿðíî ìåíÿþ-
ùèìèñÿ õâîñòàìè, ìîäóëèðîâàííûå öåïüþ Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
ñîñòîÿíèé. G. Alsmeyer è M. Sbignev27, à òàêæå P. Jelenkovic è A. Lazar28,
èññëåäîâàëè ðàñïðåäåëåíèå âåðõíåé ãðàíè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, ìîäóëè-
ðîâàííîãî öåïüþ Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé, íî â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ïðèðàùåíèÿ un èìåþò ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé èíòåãðàëüíûé
õâîñò. Â ðàáîòå S. Asmussen29 ðàññìîòðåíû ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ Y (t) ðåãå-
íåðèðóþùåé ñòðóêòóðû. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðõíåé ãðà-
íè ïðèðàùåíèÿ Y (t) íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè àñèìïòîòè÷åñêè (ïðè x → ∞)

22Loynes R.M. The stability of a queue with non-independent inter-arrival and service times. � Proc.
Cambridge Philos. Soc., 1962, v. 58, �3, p. 497�520.

23Cohen J.W. The single server queue. North Holland Publ. Co., Amsterdam, 1969, 657 p.
24Áîðîâêîâ À.À. Î ôàêòîðèçàöèîííûõ òîæäåñòâàõ è ñâîéñòâàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ñóìì. � Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 1970, ò. 15, �3, ñ. 377�418.
25Veraverbeke N. Asymptotic behaviour of Wiener-Hopf factors of a random walk. � Stochastic Processes

and their Applications, 1977, v. 5, �1, p. 27�37.
26Arndt K. Asymptotic properties of the distribution of the supremum of a random walk on a Markov chain.

� Th. Prob. Appl., 1980, v. 25, p. 309�324.
27Alsmeyer G., Sbignev M. On the tail behaviour of the supremum of a random walk de�ned on a Markov

chain. � Yokohama Math. J., 1999, v. 46, p. 139�159.
28Jelenkovic P., Lazar A. Subexponential asymptotics of a Markovmodulated random walk with queueing

applications. � J. Appl. Prob., 1998, v. 25, p. 132�141.
29Asmussen, S., Semi-Markov queues with heavy tails. Semi-Markov Models and Applications, J. Janssen

and N. Limnios, Kluwer, Dordrecht, 269�284 (1999).
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ýêâèâàëåíòíî ðàñïðåäåëåíèþ ïðèðàùåíèÿ çà òî æå âðåìÿ, äëÿ ñëó÷àÿ ñóá-
ýêñïîíåíöèàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî õâîñòà ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû ê àíàëèçó ñèñòåìû îáñëóæè-
âàíèÿ ñ ïîëóìàðêîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùåå
ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäóëèðîâàííîå. Â êà÷å-
ñòâå ìîäóëèðóþùåé ñðåäû âûñòóïàåò ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Óñòàíîâëåíû
óñëîâèÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà âèðòó-
àëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ W (t) â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.

Â äèññåðòàöèè íàéäåíà àñèìïòîòèêà áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðîöåññà âèð-
òóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå äëÿ ñèñòåìû ñ ðåãå-
íåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóììàðíàÿ ðàáîòà,
ïîñòóïèâøàÿ â ñèñòåìó çà ïåðèîä ðåãåíåðàöèè, èìååò ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé
èíòåãðàëüíûé õâîñò. Äàííûé ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíåí íà âëîæåííûå ïðî-
öåññû wn è Wn = W (θn), ãäå θn � n-ÿ òî÷êà ðåãåíåðàöèè âõîäíîãî ïîòîêà.
Ìû òàêæå ðåøèëè ýòó çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà ïðèáîð íåíàäåæåí.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ.
Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

� íàõîæäåíèå óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1/∞ ñ íåíà-
äåæíûì ïðèáîðîì, åñëè ôóíêöèîíèðîâàíèå ïðèáîðà îïðåäåëÿåòñÿ ðå-
ãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì, êîòîðûé íå çàâèñèò îò âõîäÿùåãî ïîòîêà;

� îöåíêà âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå â ñëó÷àå "òÿ-
æåëûõ"õâîñòîâ. Ïðîâåñòè ýòó îöåíêó äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1/∞ ñ íà-
äåæíûì è íåíàäåæíûì ïðèáîðîì;

� íàõîæäåíèå ÿâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ è
êîëè÷åñòâà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå äëÿ ñèñòåìû
M/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì è íàëè÷èåì ïðèîðèòåòíûõ òðåáî-
âàíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëå-

äóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì, â
êîòîðîé ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ìîìåíòû ïîëîìîê è âîññòàíîâëåíèÿ
ïðèáîðà, ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì, íå çàâèñÿùèì îò âõîäíîãî ïîòîêà,
óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè.

2. Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿM/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì è ïðè-
îðèòåòíûìè òðåáîâàíèÿìè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè, íàéäåíû
ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ
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è ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-
Ñòèëòüåñà, ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ âàæíûõ îïåðàöèîííûõ õàðàê-
òåðèñòèê. Àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ äâóõ äèñöèïëèí îáñëóæèâàíèÿ òðåáî-
âàíèé ïîñëå ïðåðûâàíèÿ.

3. Íàéäåíà àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðîöåññà âèð-
òóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1/∞ â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ñóììàðíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ â
òå÷åíèå ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè, èìååò "òÿæåëûé õâîñò". Àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ.
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû òåîðèè âå-

ðîÿòíîñòåé è òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ: òåîðåìû äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïðî-
öåññîâ, òåîðåìà âîññòàíîâëåíèÿ Áëåêóýëëà, óçëîâàÿ òåîðåìà Ñìèòà, ìåòîä
ñêëåèâàíèÿ (coupling), òåîðåìû î ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññàõ, ìåòîä ïîëíîãî
âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè

ïðèìåíåíèå â òåîðèè î÷åðåäåé, òåîðèè íàäåæíîñòè, à òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ
ïðè èññëåäîâàíèè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà:

� Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä ðóêîâîäñòâîì
äåéñòâèòåëüíîãî ÷ëåíà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà À.Í. Øèðÿåâà (2016 ã.),

� Ñåìèíàðå ¾Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ è óñòîé÷èâîñòè
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ë.Ã. Àôàíàñüåâîé,
ïðîô. Å.Â. Áóëèíñêîé, ïðîô. Å.Á. ßðîâîé (2013�2016 ãã., íåîäíîêðàò-
íî).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �XXXII International Seminar on Stability
Problems for Stochastic Models� â Íîðâåãèè (Òðîíõåéì, 2014 ã.);

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �16th Applied Stochastic Models and Data
Analysis International Conference (ASMDA2015)� â Ãðåöèè (Ïèðåé, 2015
ã.);

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼-
íûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ â ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2013-2016 ãã.);
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� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì (ã. Íîâîðîñ-
ñèéñê, ïîñ. Àáðàó-Äþðñî, 2016 ã.);

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé (ORM2016)
â Ðîññèè (Ìîñêâà, 2016ã.).

Ïóáëèêàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [1-4]. Âñå ÷åòû-

ðå ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Òàêæå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â òðóäàõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé [5-12].

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå-

ðàòóðû èç 85 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 97 ñòðà-
íèö.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé è óñëîâèé ñîâïàäàåò ñ èõ íóìåðàöèåé â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ãëàâàõ.

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé, ïîñâÿù¼ííûõ ñè-
ñòåìàì ñ íåíàäåæíûìè ïðèáîðàìè, âîïðîñàì ýðãîäè÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ñè-
ñòåì è îöåíêå âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî âðå-
ìåíè îæèäàíèÿ. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà ïîäêðåïëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ññûëêàìè íà íàó÷íûå ðàáîòû. Êðîìå òîãî, âî ââåäåíèè îáúÿñíÿåòñÿ àêòó-
àëüíîñòü òåìû è íàó÷íàÿ íîâèçíà ïðåäïðèíÿòîãî àâòîðîì èññëåäîâàíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîèñêó óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îäíîêàíàëüíàÿ
ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿ-
ùèì ïîòîêîì ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé.

Â ðàçäåëå 1.1 äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, òàêèå êàê ñëó÷àéíûé ïîòîê,
ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ, ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê, ñòîõàñòè÷åñêàÿ îãðàíè-
÷åííîñòü è ýðãîäè÷íîñòü ïðîöåññà. À òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, îòíîñÿ-
ùèåñÿ ê ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññàì è ïðîöåññàì âîññòàíîâëåíèÿ (óçëîâàÿ
òåîðåìà Ñìèòà, òåîðåìà Áëåêóýëëà, îñíîâíàÿ òåîðåìà âîññòàíîâëåíèÿ è äð.).
Â ýòîì ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèé êëàññ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé.

Óñëîâèå 1. Ïóñòü τ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òîãäà ñóùåñòâóåò n > 1 è
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) òàêèå, ÷òî

∫
R
f(x)dx > 0 è

P(τ̂1 + · · ·+ τ̂n ∈ A) >
∫
A

f(x)dx, A ∈ B,

ãäå τ̂1, . . . , τ̂n íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
ðàñïðåäåëåííûå êàê τ . Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà-
çûâàþòñÿ � spread out distributions (ñì. S. Asmussen30).

30Asmussen S. Applied Probability and Queues. Chichester: Wiley, 1987, 318 p.
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Â ðàçäåëå 1.2 ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ ðåãåíåðèðóþùèõ ïîòîêîâ äîâîëüíî
øèðîê è îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîãèå ïîòîêè, îáû÷íî èñïîëüçóåìûå â òåîðèè
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàêèõ ïîòîêîâ óïîìèíàþòñÿ
äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê (ÄÑÏÏ), ó êîòîðîãî ñëó÷àé-
íàÿ èíòåíñèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì, ïîòîê ñ èíòåíñèâ-
íîñòüþ ñëó÷àéíîé àìïëèòóäû, ïîòîê ñî ñëó÷àéíûìè ïåðèîäàìè, ìàðêîâñêè-
ìîäóëèðîâàííûé ïîòîê (ÌÌÏ), ïîòîê Ëüþèñà, ìàðêîâñêèé ïîòîê ïîñòóïëå-
íèé (ÌÏÏ), ïîëóìàðêîâñêèé ïîòîê (ÏÌÏ).

Äàëåå,â ðàçäåëå 1.3 äàåòñÿ îïèñàíèå ìîäåëè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîêà-
íàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ è ðå-
ãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì X(t), îïðåäåëåííûì íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) ñ ôèëüòðàöèåé {Ft, t > 0}, ê êîòîðîé îí àäàï-
òèðîâàí. Ñëó÷àéíûå ìîìåíòû {θ(1)i , i > 1} (P(θ(1)0 < ∞) = 1) � òî÷êè
ðåãåíåðàöèè ïîòîêà, τ (1)i = θ

(1)
i − θ

(1)
i−1 � äëèíà i-ãî ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè,

γ
(1)
i = X(θ

(1)
i ) − X(θ

(1)
i−1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Eτ

(1)
2 < ∞, Eγ(1)

2 < ∞, òîãäà

èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà λx = lim
t→∞

X(t)
t = γ

(1)
2

τ
(1)
2

.

Çäåñü ïðîöåññ X(t) � ýòî îáúåì ðàáîòû, êîòîðûé ïîñòóïèë â ñèñòåìó çà
âðåìÿ [0, t].Çàìåòèì, ÷òî ìû íå íàêëàäûâàåì íèêàêèõ óñëîâèé íà îòäåëü-
íûå âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ, îíè ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè â ðàìêàõ îäíîãî
ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè.

Ïóñòü Y (t) � êîëè÷åñòâî ðàáîòû, êîòîðîå ìîæåò âûïîëíèòü ñèñòåìà çà
âðåìÿ (0, t], åñëè áû â ñèñòåìå âñåãäà áûëè òðåáîâàíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðî-
öåññû X(t) è Y (t) íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà. Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè, êîãäà
ïðèáîð íàäåæåí è ðàáîòàåò ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ Y (t) = t. Çäåñü ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî

Y (t) =

∫ t

0

e(s)ds,

ãäå e(t, w) íåîòðèöàòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, âñå òðàåêòîðèè êîòîðî-
ãî èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó â (0, t]. Êðîìå òîãî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîöåññ
{e(t), t > 0} � ðåãåíåðèðóþùèé ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè {θ(2)i }∞i=1 (P(θ

(2)
0 <

∞) = 1) è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τ
(2)
i = θ

(2)
i − θ

(2)
i−1, ζj = Y (θj) − Y (θj−1) =

θj∫
θj−1

e(s)ds èìåþò êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Eτ
(2)
2 < ∞, Eζ2 < ∞.

Òîãäà Y (t) áóäåò ðåãåíåðèðóþùèì ïîòîêîì è åãî èíòåíñèâíîñòü λy = Eζ2

Eτ
(2)
2

,

à êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñèñòåìû

ρ =
λx

λy
=

Eγ
(1)
2

Eζ2

Eτ
(2)
2

Eτ
(1)
2

.
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Â ìîäåëè, êîãäà ïðèáîð ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàáî÷åì èëè íåðàáî÷åì (îí
ðåìîíòèðóåòñÿ) ñîñòîÿíèè, ïðîöåññ

e(t) =

{
0, ïðèáîð ñëîìàí

1, èíà÷å.

Â äàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ïîëîìêå ïðèáîðà ïðîèñõîäèò
íåìåäëåííîå ïðåðûâàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ. Ïðåðâàííîå îáñëóæè-
âàíèå ïðîäîëæàåòñÿ ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà, ïðè÷åì âðåìÿ îáñëóæè-
âàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà ñîâïàäàåò ñ îñòàòî÷íûì
âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ â ìîìåíò ïîëîìêè.

Ââåäåì ïðîöåññ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ W (t), ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé ñóììàðíîå îñòàòî÷íîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ
â ñèñòåìå â ìîìåíò t. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, Ë. Òàêà÷31), äëÿ äàííîé
ìîäåëè áóäåò ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

W (t) = max[W (0) + Z(t), sup
06s6t

(Z(t)− Z(s))], (3)

ãäå Z(t) = X(t) − Y (t). Ïðèâåäåì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ïðîöåññ Z(t) ïðè
t → ∞ ñòðåìèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ïðîöåññó Z̃(t) ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðè-
ðàùåíèÿìè.

Ñëåäóÿ îáùåïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè â òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ, ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì 2 ñëó÷àÿ:

� äèñêðåòíûé, êîãäà âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå ìîäåëü,
èìåþò ðåøåò÷àòûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îäíèì è òåì æå øàãîì;

� íåïðåðûâíûé ñëó÷àé, êîãäà ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ íåðåøåò÷àòûå.

Óñëîâèå 2. Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå: ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
τ
(1)
2 è τ

(2)
2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå: ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí τ
(1)
2 è τ

(2)
2 àïåðèîäè÷íû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ èìååò àïåðèîäè÷íîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü {k : P(τ = k) > 0} = 1.

Ëåììà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå π(x) =

lim
t→∞

P(e(t) 6 x), òî èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà Y (t) ðàâíà λy =
∞∫
0

xdπ(x). Åñëè

ïðîöåññ e(t) ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ {0, 1} è ñóùåñòâóåò
lim
t→∞

P(e(t) = 1) = π, òî λy = π.

Ñëåäóþùåå óñëîâèå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íàëè÷èå îáùèõ òî÷åê ðåãåíåðà-
öèè äëÿ ïîòîêîâ X(t) è Y (t).

31Takacs L. M. Combinatorial methods in the theory of stochastic processes. � New York : Wiley, 1967. � v.
126.

9



Óñëîâèå 3. Äëÿ n-ãî (n > 1) ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè ïîòîêà Y (t) èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:

τ (2)n = v(1)n + v(2)n ,

ãäå v
(1)
n è v

(2)
n íåçàâèñèìû, P(v

(1)
n > x) = e−δx, δ ∈ (0,∞) è Y (θ

(2)
n−1 +

v1n) = Y (θ
(2)
n−1) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ëåììà 2 (Î ñèíõðîíèçàöèè). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2 â äèñêðåò-
íîì ñëó÷àå è óñëîâèå 3 â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. Îïðåäåëèì â äèñêðåòíîì
ñëó÷àå

T0 = min

{
θ
(1)
j :

∞∪
l=0

(θ
(1)
j = θ

(2)
l )

}
,

Tn = min

{
θ
(1)
j > Tn−1 :

∞∪
l=0

(θ
(1)
j = θ

(2)
l )

}
,

ñîîòâåòñòâåííî â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå

T0 = min

{
θ
(1)
j : θ

(1)
j ∈

∞∪
l=1

(θ
(2)
l−1, θ

(2)
l−1 + v

(1)
l )

}
,

Tn = min

{
θ
(1)
j > Tn−1 : θ

(1)
j ∈

∞∪
l=1

(θ
(2)
l−1, θ

(2)
l−1 + v

(1)
l )

}
.

Òîãäà {Tn}∞n=0 � îáùèå ìîìåíòû ðåãåíåðàöèè äëÿ ïðîöåññîâ X(t), Y (t) è

â äèñêðåòíîì ñëó÷àå Eτ2 = Eτ
(1)
2 Eτ

(2)
2 < ∞,

â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå Eτ2 = δEτ
(1)
2 Eτ

(2)
2 < ∞,

ãäå τn = Tn − Tn−1, n > 1.
Â ðàçäåëå 1.4 ïðèâîäèòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà ãëàâû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü W (t) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå

3. Òîãäà

� åñëè ρ > 1, òî W (t) −−−→
t→∞

∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1;

� åñëè ρ < 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî ñóùåñòâóåò lim
t→∞

P(W (t) 6
x) = Ψ(x) è Ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ïðîöåññ
W (t) ýðãîäè÷åí;

� åñëè ρ = 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå 3, òî W (t) −−−→
t→∞

∞ ïî âåðîÿòíîñòè.

Äàëåå, ýòîò ðåçóëüòàò ïåðåíîñèòñÿ íà ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ
Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âõîäÿùèé ïîòîê
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A(t), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ â ñèñòå-
ìó çà âðåìÿ (0, t]. Ïîòîê A(t) � ðåãåíåðèðóþùèé ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè
{θ(1)n }∞n=0. Ïóñòü ξn = A(θ

(1)
n )−A(θ

(1)
n−1) è Eξn < ∞, òîãäà äëÿ èíòåíñèâíîñòè

ïîòîêà A(t) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî λ = Eξn

Eτ
(1)
n

.

Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {ηn}∞n=1 íåçà-
âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Eηn = b < ∞. Ïðè-
÷åì ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå çàâèñèò îò ïðîöåññà A(t). Òîãäà ïîòîê X(t)
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

X(t) =

A(t)∑
k=1

ηk.

Îí òîæå áóäåò ðåãåíåðèðóþùèì ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè {θ(1)n }∞n=0.
Ñëåäñòâèå 1. Òåîðåìà 1 âåðíà äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì

ïðèáîðîì è êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

ρ =
λb

π
.

Â ðàçäåëå 1.5 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèëîæåíèé ñëåäñòâèÿ 1.
Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé òèïàM/G/1/∞ ñ íåíà-

äåæíûì ïðèáîðîì è ïðèîðèòåòíûì îáñëóæèâàíèåì. Àíàëèç ýòèõ ìîäåëåé
ïðîâîäèòñÿ ïàðàëëåëüíî äëÿ äâóõ äèñöèïëèí îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïî-
ñëå ïðåðûâàíèÿ:

D1 (Preemptive-resume interruptions). Ïðåðûâàíèå îáñëóæèâàíèÿ èíòåð-
ïðåòèðóåòñÿ êàê ïîëîìêà ïðèáîðà è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò íåìåäëåí-
íûé ýôôåêò. Ïðåðâàííîå îáñëóæèâàíèå ïðîäîëæàåòñÿ ïîñëå âîññòà-
íîâëåíèÿ ïðèáîðà, ïðè÷åì âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà ñîâïàäàåò ñ îñòàòî÷íûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ
ýòîãî òðåáîâàíèÿ â ìîìåíò ïîëîìêè.

D2 (Preemptive-repeat-di�erent interruptions). Îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ
ïðåðûâàåòñÿ íåìåäëåííî, à âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà èìååò òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è íà÷àëüíîå âðå-
ìÿ îáñëóæèâàíèÿ, è íå çàâèñèò îò íåãî.

Â ðàçäåëå 2.1 äàþòñÿ ðåçóëüòàòû èç êíèãè Ï.Áî÷àðîâà, À.Ïå÷èíêèíà4 è
ñòàòüè D.Gaver3, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

Ï.Ï. Áî÷àðîâ, À.Â. Ïå÷èíêèí4 ðàññìîòðåëè ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæè-
âàíèÿ M/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà ïðèáîðà èç
ñòðîÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè (t, t + ∆) çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû â ìîìåíò t è, åñëè ñèñòåìà â ìîìåíò t ñâîáîäíà, òî ðàâíà µ∗∆ + o(∆),
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à åñëè íà ïðèáîðå íàõîäèòñÿ òðåáîâàíèå, òî ðàâíà µ∆ + o(∆). Ïàðàìåòðû
µ∗ è µ � èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ â ñâîáîäíîì è çàíÿòîì ñîñòîÿíèÿõ ñèñòåìû
ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè â ìîìåíò îòêàçà ïðèáîðà ñèñòåìà ñâîáîäíà, òî ïðèáîð ðåìîíòèðó-
åòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ, èìåþùåå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G∗(x) c ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà (ÏËÑ) ζ∗(s) è ñðåäíèì g∗. Ïðè ýòîì ïåðâîå
òðåáîâàíèå, ïîñòóïèâøåå â ñâîáîäíóþ ñèñòåìó â ìîìåíò ðåìîíòà ïðèáîðà,
ñòàíîâèòñÿ íà ïðèáîð, íî åãî îáñëóæèâàíèå íà÷èíàåòñÿ òîëüêî ïîñëå îêîí÷à-
íèÿ ðåìîíòà. Îñòàëüíûå ïîñòóïàþùèå òðåáîâàíèÿ ñêàïëèâàþòñÿ â î÷åðåäè.

Åñëè æå â ìîìåíò îòêàçà ïðèáîðà íà íåì íàõîäèòñÿ òðåáîâàíèå, òî îáñëó-
æèâàíèå ïðåêðàùàåòñÿ, à ïðèáîð ðåìîíòèðóåòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ ñ ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x), ÏËÑ ζ(s) è ñðåäíèì g. Â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè
òðåáîâàíèå ïðîäîëæàåò íàõîäèòüñÿ íà ïðèáîðå, ïðè÷åì ïîñëå âîññòàíîâëå-
íèÿ ïðèáîðà òðåáîâàíèå äîîáñëóæèâàåòñÿ îñòàòî÷íîå âðåìÿ.

Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ B(x),
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå b è ÏËÑ β(s).

Ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàòîâ èç D. Gaver3, ìû íàõîäèì α(s) è α∗(s) � ÏËÑ
âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ íà ïðèáîðå (ïîëíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ),
ïðèøåäøåãî â çàíÿòóþ ñèñòåìó è ñâîáîäíóþ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îáåèõ äèñ-
öèïëèí îáñëóæèâàíèÿ ïîñëå ïðåðûâàíèÿ:

äëÿ D1 α(s) = β(s+ µ− µζ(s)), (4)

äëÿ D2 α(s) =
β(s+ µ)

1− ζ(x) µ
s+µ(1− β(s+ µ))

. (5)

Çäåñü λ � èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìó. Ôîðìóëà äëÿ
íàõîæäåíèÿ α∗(s) èìååò ñëåäóþùèé âèä

α∗(s) =
λ

λ+ µ∗ − µ∗ζ∗(λ)

[
1 + µ∗ζ

∗(s)− ζ∗(λ)

λ− s

]
α(s). (6)

Ââåäåì ïðîöåññû q(t) èW (t)� ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå è âèðòóàëüíîå
âðåìÿ îæèäàíèÿ â ìîìåíò t ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ρ = λa < 1, ãäå a =
−α′(0). Òîãäà ýòè ïðîöåññû èìåþò ïðåäåëüíûå ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

pi = lim
t→∞

P(q(t) = i), Ψ(x) = lim
t→∞

P(W (t) 6 x).

Ïðè ýòîì, åñëè P (z) =
∑∞

i=0 piz
i è w(s) =

∫∞
0 e−sxdΦ(x), òî

P (z) =
α(λ− λz)− zα∗(λ− λz)

α(λ− λz)− z
p0,

w(s) =
s+ µ∗ − µ∗ζ∗(s)

s− λ+ λα(s)

1− ρ

1 + µ∗g∗
, (7)
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ãäå p0 =
1−ρ

1−ρ+λa∗ , a
∗ = −(α∗)′(0).

Â ðàçäåëå 2.2 ìû íàõîäèì àñèìïòîòèêó ôóíêöèè 1 − Ψ(x) ïðè x → ∞,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåí ðåìîíòà
èìåþò ðåãóëÿðíî ìåíÿþùèåñÿ õâîñòû, ò.å.

Óñëîâèå 5. Ïóñòü l,m è m∗ öåëûå ÷èñëà, áîëüøèå 1, è ïðè x → ∞

1−B(x) ∼ (−1)l

Γ(1− p)
x−pL1(x), l < p < l + 1,

1−G(x) ∼ (−1)m

Γ(1− r)
x−rL2(x), m < r < m+ 1,

1−G∗(x) ∼ (−1)m
∗

Γ(1− r∗)
x−r∗L∗

2(x), m∗ < r∗ < m∗ + 1,

ãäå L1(x), L2(x) è L∗
2(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 7 è òåîðåìó èç N. Bingham&R. Doney32, ìû äîêàçû-
âàåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü òðåáîâàíèÿ ïîñëå ïðåðûâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ ïî
äèñöèïëèíå D1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 5, òî ïðè x → ∞

1−Ψ(x) ∼ (−1)ñ−1

Γ(2− q̃)
x−q̃+1L4(x),

ãäå ñ = min(l,m,m∗), q̃ = min(p, r, r∗) è

L3(x) := 1(p 6 r)(1 + µg1)
pL1(x) + 1(p > r)µb1L2(x),

L4(x) := 1(q 6 r∗)
λ

1− ρ
L3(x) + 1(q > r∗)

µ∗

1 + µ∗g∗1
L∗
2(x).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñèñòåìû ñ äèñöèïëèíîé D2 ïðèâåäåí â ñëåäó-
þùåé ãëàâå, ïðè÷åì äëÿ áîëåå îáùåãî âõîäÿùåãî ïîòîêà è ñèëüíî ñóáýêñïî-
íåíöèàëüíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäåëè (M1 è M2), â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò
äâà âèäà ïðåðûâàíèé îáñëóæèâàíèÿ (ïîëîìêà ïðèáîðà, ïîñòóïëåíèå ïðèî-
ðèòåòíîãî òðåáîâàíèÿ). Â îáåèõ ìîäåëÿõ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âõîäÿùèå
ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ ïóàññîíîâñêèìè ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2.
Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé i-ãî òèïà (i = 1, 2) îáðàçóþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ηin}∞n=1 íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(x), ñðåäíèì bi è ÏËÑ βi(s).

Â ìîäåëèM1 ñ÷èòàåì, ÷òî ïðèáîð âûõîäèò èç ñòðîÿ è âîññòàíàâëèâàþòñÿ
íåçàâèñèìî îò òîãî, îáñëóæèâàåò îí òðåáîâàíèå èëè íåò. Ïðè ýòîì ôóíêöèî-
íèðîâàíèå ïðèáîðà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-
ìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

32N.H. Bingham, R.A. Doney. (1974) Asymptotic Properties of Supercritical Branching Processes I: The
Galton-Watson Process. Advances in Applied Probability 6(4):711-731.
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ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåíî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì ν, à âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ èìååò ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ D(x), ñðåäíåå d è ÏËÑ δ(s).

Â ìîäåëè M2 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðèáîð ñîñòîèò èç äâóõ áëîêîâ, ïåð-
âûé îáñëóæèâàåò òðåáîâàíèÿ ïåðâîãî òèïà, à âòîðîé � òðåáîâàíèÿ âòîðîãî.
Ïðè ýòîì â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò ðàáîòàòü òîëüêî îäèí áëîê. Êàæ-
äûé áëîê ìîæåò âûéòè èç ñòðîÿ âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ. Âðåìÿ
ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ i-ãî áëîêà (i = 1, 2) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µi, à âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó
Gi(x), ζi(s) =

∫∞
0 e−sxdGi(x) è èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå gi.

Â ðàçäåëàõ 2.4 è 2.6 ïîêàçàíî êàêM1 èM2 ñâîäÿòñÿ ê ìîäåëè, îïèñàííîé
â ðàçäåëå 2.1. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìû íàõîäèì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïðîöåññîâ q(t) è W (t) äëÿ ýòèõ ìîäåëåé, à òàêæå ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó
âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ôóíêöèè 1 − Ψ(x) ïðè x → ∞. Äàííûå
ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ îáåèõ äèñöèïëèí îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå
âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà.

Â òðåòüåé ãëàâå íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ Ψ(x) áóäåò ñóáýêñïî-
íåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñíà÷àëà ìû ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò äëÿ
ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è íàäåæíûì
ïðèáîðîì, à çàòåì ïåðåíîñèì ýòîò ðåçóëüòàò íà ñèñòåìó ñ ïðåðûâàíèÿìè.

Â ðàçäåëå 3.1 äàåòñÿ îïèñàíèå ìîäåëè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ

íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîìX(t), îïðå-
äåëåííûì íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) ñ ôèëüòðàöèåé {Ft, t >
0}, ê êîòîðîé îí àäàïòèðîâàí. Ïðîöåññ X(t) èìååò íåïðåðûâíûå ñïðàâà
íåóáûâàþùèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå òðàåêòîðèè (X(0) = 0).

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θj è τj = θj − θj−1 (j = 1, 2, . . . ) íàçûâàþòñÿ ñî-
îòâåòñòâåííî ìîìåíòàìè è ïåðèîäàìè ðåãåíåðàöèè. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
X(t) � ñóììàðíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïèâøèõ òðåáîâàíèé, è îáî-
çíà÷àåì γn = X(θn) − X(θn−1) è ξn � ÷èñëî ñêà÷êîâ X(t) íà n-îì ïåðè-
îäå ðåãåíåðàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Eγ2 < ∞ è Eτ2 < ∞, è îáîçíà÷èì

G(y) = P(γ2 6 y), g(x) =
∫∞
x (1−G(y))dy, GI(x) = 1

Eγ2

x∫
0

(1−G(y))dy.

Ïðîöåññ W (t) � âèðòóàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ. Îïðåäåëèì äâà âëîæåí-
íûõ ïðîöåññà Wn = W (θn − 0) è wn = W (tn − 0), ãäå tn � ìîìåíò
n-ãî ñêà÷êà ïðîöåññà X(t). Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
limn→∞ P(wn 6 x) = F (x) ïðè n → ∞ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ àïåðèîäè÷íîñòè.
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Ñ÷èòàåì, ÷òî ρ = Eγ2
Eτ2

< 1 è ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

Φ(x) = lim
n→∞

P(Wn 6 x),

Ψ(x) = lim
t→∞

P(W (t) 6 x),

F (x) = lim
n→∞

P(wn 6 x)

è Ψ(x), Φ(x), F (x) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Îñíîâíàÿ çàäà÷à ãëàâû � íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèé

Ψ(x), Φ(x) è F (x) ïðè x → ∞. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð (τ, γ, ξ)
èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è âåêòîð (τ2, γ2, ξ2).

Â ðàçäåëå 3.3 ìû ïðèâîäèì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü GI(x) ∈ S (êëàññ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé) è ïðè y → ∞
P(γ > y + τ) ∼ Ḡ(y). (8)

Òîãäà ïðè x → ∞
Φ̄(x) ∼ a−1g(x), (9)

ãäå a = Eτ − Eγ. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëü-
íûõ ìàæîðèðóþùèõ ñèñòåì è ðåçóëüòàòû V. Veraverbeke25 äëÿ ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé ñ ïðèðàùåíèÿìè, êîòîðûå èìåþò òÿæåëûå õâîñòû.

×òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ àñèìïòîòèêó äëÿ ôóíêöèè Ψ̄(x), ìû âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû S. Asmussen29. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû
3 äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P(γ > y + τ)
áûëà ëîêàëüíî ïîñòîÿííîé (êëàññ L ), òî àñèìïòîòèêà (9) âåðíà äëÿ Ψ̄(x).

Ââåäåì ôóíêöèþ

v(x) =
1

Eξ

∞∑
j=0

j P(γ > x, ξ = j).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3, óñëîâèå 6 è

lim
t→∞

v(x)/g(x) = 0.

Òîãäà äëÿ F̄ (x) èìååò ìåñòî (9).
Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà íåðàâåíñòâà

P(Wr(n)−1 − τr(n) > x) 6 P(wn > x) 6 P(Wr(n)−1 + γr(n) > x), (10)

ãäå r(n) � íîìåð ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè, íà êîòîðîì ïðèøëî n-å òðåáîâàíèå.
Äàëåå, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòû Φ̄(x) ïðè x → ∞.
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Ïðèâîäèòñÿ ñëåäñòâèå, óïðîùàþùåå ïðîâåðêó óñëîâèé â ñëó÷àå, êîãäà
êîëè÷åñòâî ïîñòóïèâøåé ðàáîòû çà ïåðèîä ðåãåíåðàöèè íå çàâèñèò îò äëèíû
ýòîãî ïåðèîäà.

Ñëåäñòâèå 9. Åñëè G(x) ∈ L , GI(x) ∈ S è γ íå çàâèñèò îò τ , òî (9)
èìååò ìåñòî äëÿ ôóíêöèé Φ̄(x) è Ψ̄(x).

Â ðàçäåëå 3.3 ìû ðàññìàòðèâàåì ñòàíäàðòíóþ ñèñòåìó Reg/G/1/∞.
Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîöåññ A(t), çàäàþùèé ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïî-
ñòóïèâøèõ â ñèñòåìó çà [0, t), ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì. Âðåìåíà îáñëóæè-
âàíèÿ {ηn}∞n=1 îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íå çàâèñÿùèõ îò A(t). ÒîãäàX(t) =
A(t)∑
j=1

ηj òàê-

æå ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ ñ òåìè æå ìîìåíòàìè ðåãåíåðàöèè, ÷òî è A(t).
Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà A(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì λ = limt→∞

A(t)
t =

Eξ
Eτ , à êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ρ = λb < 1, ãäå b = Eηj. Ïóñòü B(x) � ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó ξ̃, êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå P(ξ̃ = k) = k

Eξ P(ξ = k), (k =

1, 2, . . . ).
Òåîðåìà 5. Ïóñòü B(x) ∈ S ∗ (êëàññ ñèëüíîñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé), ðàñïðåäåëåíèå ξ àïåðèîäè÷íî. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

(i) Åñëè ñóùåñòâóåò c > b òàêîå, ÷òî P(cξ > x) = o(B̄(x)), òî ïðè
x → ∞

Ψ̄(x) ∼ Φ̄(x) ∼ λ

1− λb

∫ ∞

x

B̄(y)dy. (11)

(ii) Åñëè ñóùåñòâóåò c > b òàêîå, ÷òî P(cξ̃ > x) = o(B̄(x)), òî àñèìï-
òîòèêà (11) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ôóíêöèè F̄ (x).

Ðàçäåë 3.4 ïîñâÿùåí ïðèëîæåíèÿì òåîðåìû 5.
Òàê â ïðèìåðå 6 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà â ñèñòåìå Reg/G/1/∞

ïðèáîð íåíàäåæåí. Ïðèáîð ìîæåò âûõîäèòü èç ñòðîÿ òîëüêî âî âðåìÿ îáñëó-
æèâàíèÿ. Âðåìÿ ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðà-
ìåòðîì ν, à âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
D(x) ñ ÏËÑ d(s) è ñðåäíèì d < ∞. Åñëè îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ áûëî
ïðåðâàíî, òî ïîñëå óñòðàíåíèÿ ïðåðûâàíèÿ òðåáîâàíèå îáñëóæèâàåòñÿ çàíî-
âî, ïðè÷åì íîâîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ íå çàâèñèò îò èñõîäíîãî (äèñöèïëèíà
D2).

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1 ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì
è äèñöèïëèíîé D2 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ D(x) ∈
S ∗. Åñëè P(rξ > x) = o(D̄(x)) äëÿ íåêîòîðîãî r > bc, òî ïðè x → ∞

Ψ̄(x) ∼ Φ̄(x) ∼ λ(1− b(ν))

(1− λbc)b(ν)

∫ ∞

x

D̄(y)dy.
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Åñëè P(rξ̃ > x) = o(D̄(x)), òî ýòà àñèìïòîòèêà âåðíà äëÿ F̄ (x).
Â ïðèìåðàõ 7 è 8 ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà â ñèñòåìó ïîñòóïàþò ÄÑÏÏ

è ïîëóìàðêîâñêè-ìîäóëèðîâàííûé ïîòîê. Ïîêàçàíî, êàêîé âèä ïðèìåò òåî-
ðåìà 5 â ýòèõ ñëó÷àÿõ.

Çàêëþ÷åíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

� Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî
âðåìåíè îæèäàíèÿ äëÿ îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ íåíà-
äåæíûì ïðèáîðîì, â êîòîðîé âõîäÿùèé ïîòîê òðåáîâàíèé è ïðîöåññ,
îïèñûâàþùèé ìîìåíòû ïîëîìîê è ðåìîíòà ïðèáîðà, ÿâëÿþòñÿ ðåãåíå-
ðèðóþùèìè è íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà.

� Äëÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ M/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì è íà-
ëè÷èåì ïðèîðèòåòíûõ òðåáîâàíèé ïîëó÷åíû ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïðîöåññîâ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ è ÷èñëà òðåáîâàíèé
â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà. Íàéäåíà àñèìïòîòèêà
âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî âðåìåíè
îæèäàíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå â ñëó÷àå, êîãäà âðåìÿ îáñëóæèâà-
íèÿ è âðåìåíà ðåìîíòà èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ "òÿæåëûìè õâîñòàìè".
Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû äëÿ äâóõ äèñöèïëèí îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ
ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà.

� Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîñòè ñòàöèîíàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñèñòåìå ñ ðåãåíåðè-
ðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è íàäåæíûì ïðèáîðîì. Äàííûé ðåçóëüòàò
ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé íåíàäåæíîãî ïðèáîðà.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå òåìû äèññåðòàöèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ïî-
ëó÷åíèåì àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ìíîãîêàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæè-
âàíèÿ ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, ãäå ïàðàìåòðû ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ êàæäîãî ïðèáîðà îïðåäåëÿþòñÿ ðåãåíåðèðóþùèìè ïðîöåññàìè. Áîëü-
øîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò àíàëèç î÷åðåäè, ãäå ïðåðûâàíèå îáñëóæèâàíèÿ
ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì è èñòî÷íèêè ïðåðûâàíèé âçàèìî-
ñâÿçàíû.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ äîêòîðà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Àôàíàñüåâó Ëàðèñó Ãðèãîðüåâíó
çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå. Àâòîð âûñîêî öåíèò
ñîäåéñòâèå, îêàçàííîå ðàáîòå ñîòðóäíèêàìè êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.
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