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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèÿ ïîäãîòîâëåíà íà êàôåäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì.
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà è çàòðàãèâàåò ðÿä âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè ìàññî-
âîãî îáñëóæèâàíèÿ (òåîðèè î÷åðåäåé) è òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Àêòóàëüíîñòü è èñòîðèÿ âîïðîñà

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, â
êîòîðûõ ïðèáîð âðåìÿ îò âðåìåíè íåäîñòóïåí äëÿ îáñëóæèâàíèÿ, ò.å. â ñëó-
÷àéíûå ìîìåíòû ïðîèñõîäèò ïðåðûâàíèå îáñëóæèâàíèÿ. Áóäåì íàçûâàòü òà-
êèå ìîìåíòû - ïîëîìêîé ïðèáîðà, à èíòåðâàëû, êîãäà ïðèáîð íå ìîæåò îá-
ñëóæèâàòü òðåáîâàíèÿ - ïåðèîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ èëè ðåìîíòà.

Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îòûñêàíèþ óñëîâèé ýðãîäè÷íîñòè ñèñòåì ñ
íåíàäåæíûì ïðèáîðîì, íàõîæäåíèþ îïåðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê â ñòàöèî-
íàðíîì ðåæèìå è îöåíêå âåðîÿòíîñòè îáðàçîâàíèÿ áîëüøîé î÷åðåäè.

Ñèñòåìû ñ ïðåðûâàíèÿìè îáñëóæèâàíèÿ èçó÷àþòñÿ äîâîëüíî äàâíî. Ïî-
âèäèìîìó, ïåðâîé ðàáîòîé ïî äàííîé òåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ [72](White,
Christie, 1958) â êîòîðîé ðàññìîòðåíà ñèñòåìàM/M/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðè-
áîðîì, ãäå âðåìåíà ðåìîíòà è ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ïðèáîðà èìåþò ýêñïîíåí-
öèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè. Îäíîé èç íàèáîëåå ÷àñòûõ
ïðè÷èí ïðåðûâàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòóïëåíèå â ñèñòåìó òðåáîâà-
íèÿ ñ áîëåå âûñîêèì ïðèîðèòåòîì. Ñòàòüÿ [62](Miller, 1960) ïîñâÿùåíà òàêî-
ìó âèäó ïðåðûâàíèÿ. Îòäåëüíî ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó [47](Gaver, 1962), ãäå
ðàññìîòðåíà ñèñòåìà M/G/1/∞, ïðèáîð â êîòîðîé ìîæåò ëîìàòüñÿ òîëüêî
âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ, âðåìÿ ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåíî
ýêñïîíåíöèàëüíî, à âðåìÿ ðåìîíòà èìååò ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ýòîé
ðàáîòå áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå "ïîëíîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ"(completion
time), êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñâåñòè àíàëèç ñèñòåìû ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì ê
êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå M/G/1/∞. Òàêæå òàì áûëî ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî
âàðèàíòîâ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå ïðåðûâàíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè àíàëî-
ãè÷íàÿ ìîäåëü áûëà ðàññìîòðåíà â êíèãå [18](Áî÷àðîâ, Ïå÷èíêèí, 1995) ñ òîé
ðàçíèöåé, ÷òî ïîëîìêà ïðèáîðà òåïåðü ìîæåò ïðîèñõîäèòü â ëþáîå âðåìÿ. Î
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ðàáîòàõ [47] è [18] áîëåå ïîäðîáíî íàïèñàíî â ãëàâå 2. Àíàëèçó ïîäîáíûõ ñè-
ñòåì ïîñâÿùåíî î÷åíü ìíîãî ðàáîò, íàïðèìåð, [41](Doshi, 1986), [52](Keilson,
1962). Â îáçîðíîé ñòàòüå [58](Krishnamoorthy et. al. 2012) äàíî ïîäðîáíîå îïè-
ñàíèå èìåþùèõñÿ íà äàííûé ìîìåíò â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ. Îäíîé
èç ïîñëåäíèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ [28](Àôàíàñüåâà, Áàøòîâà, 2014), ãäå
ðàññìîòðåíà ñèñòåìà Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì, âðåìåíà âîññòà-
íîâëåíèÿ è ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî íåçàâèñèìû è ïðîèçâîëüíî ðàñïðå-
äåëåíû.

Îïðåäåëåíèå óñëîâèé ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññîâ, îïèñûâàþùèõ ôóíêöèîíè-
ðîâàíèå ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðâûõ çàäà÷, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ðå-
øàòü ïðè àíàëèçå ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ. Ýòè óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ íå îáðàçóåòñÿ áåñêî-
íå÷íî áîëüøèõ î÷åðåäåé. Äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì ïðèâîäÿò
ê àíàëèçó äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìàð-
êîâñêèõ. Åñëè æå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü öåïü Ìàðêîâà, îïèñûâàþùóþ ôóíêöèî-
íèðîâàíèå ñèñòåìû, òî äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ òåîðåì îñíîâûâàþòñÿ íà
ðåçóëüòàòàõ äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Îäíèìè èç ïåðâûõ ðàáîò â äàííîì
íàïðàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ ñòàòüè [20] (Kendall, 1959) è [45] (Foster, 1953), â êî-
òîðûõ íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ó öåïåé Ìàðêîâà, ñâÿçàííûõ ñ î÷åðåäüþ â ñèñòåìå. Ìîíîãðàôèÿ [15]
(Áîðîâêîâ, 1999) ïîñâÿùåíà àíàëèçó ñâîéñòâ ýðãîäè÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè
øèðîêîãî êëàññà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (öåïåé Ìàðêîâà, ñòîõàñòè÷åñêè ðå-
êóðñèâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðåêóðñèâíûõ öåïåé è äð.). Èññëåäîâàíèå
ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ ïî-
ìîùüþ ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçîâàí, íà-
ïðèìåð, â [24] (Ñåâàñòüÿíîâ, 1957) äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ îòêàçàìè ïðè
ïðîèçâîëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, à òàêæå â [21] (Êîâà-
ëåíêî, 1961) äëÿ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Äðóãîé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ýðãî-
äè÷åñêèõ òåîðåì ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïðîöåññîâ, ñòîõàñòè÷åñêè ìîíîòîííûõ
ïî âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå èç ìîíîòîííîñòè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäå-
ëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòîò
ïðåäåë çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â [61] (Loynes, 1962), (ñì., íàïðèìåð, [1] (Àôàíàñüåâà,
1965), [3] (Àôàíàñüåâà, Ìàðòûíîâ, 1969)).

Åñòåñòâåííûì è àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ òåîðèè ÿâëÿåòñÿ èñ-
ñëåäîâàíèå ìîäåëåé ñ âõîäíûìè ïîòîêàìè áîëåå îáùåãî âèäà. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåì ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäíûì ïî-
òîêîì è íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Ïðè÷åì èíòåðâàëû ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ïðè-
áîðà è ðåìîíòà îïðåäåëÿþòñÿ íåêîòîðûì ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì, ò.å. â
íàøåé ñèñòåìå äàííûå èíòåðâàëû ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáîá-
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ùåíèåì ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû
íàéäåíî óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ.

Êëàññ ðåãåíåðèðóþùèõ ïîòîêîâ îáëàäàåò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ.
Âî-ïåðâûõ, ðåãåíåðèðóþùèìè ÿâëÿþòñÿ áîëüøèíñòâî ïîòîêîâ, îáû÷íî èñ-

ïîëüçóåìûõ â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ â êà÷åñòâå âõîäíûõ. Ñðåäè íèõ
äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñî ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòüþ,
ÿâëÿþùåéñÿ ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì (J. Grandell, 1976 [49]), ìàðêîâñêè-
ìîäóëèðîâàííûé ïîòîê (S. Asmussen, 1991 [31]), ìàðêîâñêèé ïîòîê ïîñòóï-
ëåíèé (V. Klimenok et al., 2005 [55]), ïîëóìàðêîâñêèé ïîòîê (S. Asmussen,
1999 [32], Ë. Ã. Àôàíàñüåâà, Å. Å. Áàøòîâà, Å. Â. Áóëèíñêàÿ, 2009 [29]).

Âî-âòîðûõ, ïðè äîâîëüíî îáùèõ óñëîâèÿõ ñâîéñòâî ðåãåíåðàöèè ñîõðàíÿåò-
ñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèí¼ííûå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ è èåðàðõè÷åñêèå ñåòè,
îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îòäåëüíûõ óçëîâ, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî
ñäåëàíî â [4](Àôàíàñüåâà, 1987).

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ýðãîäè÷íà è ñî âðåìåíåì î÷åðåäü íå ðàñòåò
äî áåñêîíå÷íîñòè, òî âîçíèêàåò âàæíàÿ ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ îöåíêîé âåðî-
ÿòíîñòè îáðàçîâàíèÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîé î÷åðåäè. Òî åñòü, åñëè Ψ(x) �
ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ, òî íàñ
èíòåðåñóåò àñèìïòîòèêà ôóíêöèè 1 − Ψ(x) ïðè x → ∞. Äàííîìó âîïðî-
ñó ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Â ñòàòüå [27](Abate, Whitt, 1997)
äàííàÿ çàäà÷à ðåøåíà äëÿ ñèñòåìû M/G/1/∞ ñ ïðèîðèòåòàìè, â ñëó÷àå "òÿ-
æåëûõ õâîñòîâ"è "ëåãêèõ". Âàðèàíò ëåãêèõ õâîñòîâ è ñèñòåìà GI/G/1/∞
áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [48](Glynn, Whitt, 1994), [46](Ganesh et. al. 2004),
â ñòàòüå [7](Àôàíàñüåâà, Áàøòîâà, 2015) ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùåí íà ñèñòåìó
Reg/G/1/∞. Â äèññåðòàöèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òÿæåëûå õâî-
ñòû. Êàê îòìå÷åíî â [43](Ôîññ è äð. 2007), ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òÿæåëûìè õâîñòà-
ìè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé.
Â ñèëó ðàçëè÷èÿ â çàïðîñàõ îò ðàçíûõ ãðóïï ïîòðåáèòåëåé, ÷àñòü òðàôèêà
êàñàåòñÿ ìàëûõ îáúåìîâ ðàáîòû, íî åñòü çàïðîñû âåñüìà áîëüøîãî îáúåìà è
ýòî ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèÿì ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè (ñì. òàêæå [59](Leland
et. al. 1994), [66](Resnick, 1997), [73](Willinger et. al. 1995)).

Õîðîøî èçâåñòíî [60](Lindley, 1952), ÷òî âðåìÿ îæèäàíèÿ n-ãî òðåáîâàíèÿ
(n = 1, 2, . . . ) â îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìå îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíî-
øåíèåì (ïðè w1 = 0)

wn+1 = max(0, wn + ηn − ζn) = max(0, wn + un),

ãäå ηn � âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ n-ãî òðåáîâàíèÿ, ζn � èíòåðâàë ìåæäó ìîìåí-
òàìè ïîñòóïëåíèé (n + 1)-ãî è n-ãî òðåáîâàíèé, un = ηn − ζn. Åñëè {un}∞n=1
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ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è w1 = 0, òî ïî ðàñïðåäåëåíèþ

wn
d
= max

06k6n−1
Sk,

ãäå Sk =
∑k

j=1 uj è S0 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

F (x) = lim
n→∞

P(wn 6 x) = P

(
sup
n>0

Sn 6 x

)
(1)

è F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà Eun < 0 [61](Loynes, 1962).
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â îöåíêå âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé áûëè ïîëó-

÷åíû äëÿ ñèñòåì ñ óïðàâëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {un}∞n=1, ñîñòîÿùåé èç
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà îñíîâå ñîîò-
íîøåíèÿ (1). Äëÿ ðåãóëÿðíî ìåíÿþùèõñÿ íà +∞ ôóíêöèé G(x) =

∫∞
x P(un >

y)dy àñèìïòîòèêà

P

(
sup
n>0

Sn > x

)
∼ G(x)

−Eun
(x → ∞) (2)

áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå [38](Cohen, 1969), à çàòåì îáîáùåíà íà áîëåå øèðî-
êèé êëàññ ôóíêöèé (íàäñòåïåííûõ) â ñòàòüå [12](Áîðîâêîâ, 1970, ñì., òàêæå
[11], [13], [16], [37]). Äëÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé G(x) àñèìïòîòèêà
(2) äîêàçàíà â [64](Pakes, 1975),[71](Veraverbeke, 1977). Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå
ñâÿçàíî, ñ òàê íàçûâàåìûìè, ìîäóëèðîâàííûìè ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè,
äëÿ êîòîðûõ ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un}∞n=1 ñîñòîèò, âîîáùå ãî-
âîðÿ, èç çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ïðèðàùåíèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ un = Sn − Sn−1 îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì
íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Xn. Îòìåòèì íåñêîëüêî ñòàòåé íà ýòó òåìó.
Àðíäò ([35],1980) ðàññìîòðåë ïðèðàùåíèÿ ñ ðåãóëÿðíî ìåíÿþùèìèñÿ õâîñòà-
ìè, ìîäóëèðîâàííûå öåïüþ Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé. Àë-
ñìåéð è Ñáèãíåâ ([34],1999), à òàêæå Éåëåíêîâè÷ è Ëàçàð ([51],1998), èññëåäî-
âàëè ðàñïðåäåëåíèå âåðõíåé ãðàíè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, ìîäóëèðîâàííîãî
öåïüþ Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé, íî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ïðèðàùåíèÿ un èìåþò ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé èíòåãðàëüíûé õâîñò. Â ðàáî-
òàõ [32](Asmussen, 1999) è [33](Asmussen et. al.,1999) ðàññìîòðåíû ñëó÷àéíûå
áëóæäàíèÿ Y (t) ðåãåíåðèðóþùåé ñòðóêòóðû. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàñïðå-
äåëåíèå âåðõíåé ãðàíè ïðèðàùåíèÿ Y (t) íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè àñèìïòîòè-
÷åñêè (ïðè x → ∞) ýêâèâàëåíòíî ðàñïðåäåëåíèþ ïðèðàùåíèÿ çà òî æå âðåìÿ,
äëÿ ñëó÷àÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî õâîñòà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè-
êà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè. Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû ê àíàëèçó ñèñòåìû
îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîëóìàðêîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, äëÿ êîòîðîé ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäóëèðîâàííîå.

7



Â êà÷åñòâå ìîäóëèðóþùåé ñðåäû âûñòóïàåò ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Óñòà-
íîâëåíû óñëîâèÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà
âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ W (t) â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Ðÿä ðåçóëü-
òàòîâ äëÿ ìîäóëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïîëó÷åí â ðàáîòå [43](Foss
et. al., 2007). Äîêàçàíû äîñòàòî÷íî îáùèå óñëîâèÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè. Ðàññìîòðåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ìîäóëèðóþùèé
ïðîöåññ èìååò ðåãåíåðèðóþùóþ ñòðóêòóðó.

Â äèññåðòàöèè íàéäåíà àñèìïòîòèêà áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðîöåññà âèð-
òóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå äëÿ ñèñòåìû ñ ðåãå-
íåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóììàðíàÿ ðàáîòà,
ïîñòóïèâøàÿ â ñèñòåìó çà ïåðèîä ðåãåíåðàöèè, èìååò ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé
èíòåãðàëüíûé õâîñò. Äàííûé ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíåí íà âëîæåííûå ïðîöåñ-
ñû wn è Wn = W (θn), ãäå θn � n-ÿ òî÷êà ðåãåíåðàöèè âõîäíîãî ïîòîêà. Ýòà
çàäà÷à òàêæå ðåøåíà â ñëó÷àå, êîãäà ïðèáîð íåíàäåæåí.

Öåëè ðàáîòû

Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

• îïðåäåëåíèå óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè ñèñòåìû Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì
ïðèáîðîì, êîãäà ôóíêöèîíèðîâàíèå ïðèáîðà îïðåäåëÿåòñÿ ðåãåíåðèðó-
þùèì ïðîöåññîì, íå çàâèñÿùèì îò âõîäÿùåãî ïîòîêà;

• îöåíêà âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå äëÿ ñèñòåìû
Reg/G/1/∞ ñ íàäåæíûì è íåíàäåæíûì ïðèáîðîì â ñëó÷àå "òÿæåëûõ"
õâîñòîâ;

• íàõîæäåíèå ÿâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ è
êîëè÷åñòâà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå äëÿ ñèñòåìû
M/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì è íàëè÷èåì ïðèîðèòåòíûõ òðåáîâà-
íèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäó-
þùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì, â êî-
òîðîé ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ìîìåíòû ïîëîìîê è âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáî-
ðà, ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì, íå çàâèñÿùèì îò âõîäíîãî ïîòîêà, óñòà-
íîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè.
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2. Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿM/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì è ïðèî-
ðèòåòíûìè òðåáîâàíèÿìè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè, íàéäåíû ïðå-
äåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ è
÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà-Ñòèë-
òüåñà, ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ âàæíûõ îïåðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê.
Àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ äâóõ äèñöèïëèí îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïîñëå
ïðåðûâàíèÿ.

3. Íàéäåíà àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðîöåññà âèðòó-
àëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1/∞ â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ñóììàðíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ â òå÷åíèå
ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè, èìååò "òÿæåëûé õâîñò". Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
ïîëó÷åí äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé è òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ: ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñòàöèîíàð-
íûõ ïðîöåññîâ, òåîðåìà âîññòàíîâëåíèÿ Áëåêóýëëà, óçëîâàÿ òåîðåìà Ñìèòà,
ìåòîä ñêëåèâàíèÿ (coupling), òåîðåìû î ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññàõ, ìåòîä
ïîëíîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè
ïðèìåíåíèå â òåîðèè î÷åðåäåé, òåîðèè íàäåæíîñòè, à òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ
ïðè èññëåäîâàíèè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà:

• Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä ðóêîâîäñòâîì äåé-
ñòâèòåëüíîãî ÷ëåíà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà À. Í. Øèðÿåâà (2016 ã.),

• Ñåìèíàðå ¾Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ è óñòîé÷èâîñòè
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ë.Ã. Àôàíàñüåâîé,
ïðîô. Å.Â. Áóëèíñêîé, äîö. Å.Á. ßðîâîé (2013�2016 ãã., íåîäíîêðàòíî).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �XXXII International Seminar on Stability
Problems for Stochastic Models� â Íîðâåãèè (Òðîíõåéì, 2014 ã.);
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• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �16th Applied Stochastic Models and Data
Analysis International Conference (ASMDA2015)� â Ãðåöèè (Ïèðåé, 2015
ã.);

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ
¾Ëîìîíîñîâ¿ â ÌÃÓ (Ìîñêâà, 2013-2016 ãã.);

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì (ã. Íîâîðîñ-
ñèéñê, ïîñ. Àáðàó-Äþðñî, 2016 ã.);

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé (ORM2016) â
Ðîññèè (Ìîñêâà, 2016ã.).

Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [74-85], ïðåäñòàâ-

ëåííûõ â êîíöå ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ñðåäè íèõ ÷åòûðå ñòàòüè â æóðíàëàõ èç
ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé, ïîñâÿù¼ííûõ ñè-
ñòåìàì ñ íåíàäåæíûìè ïðèáîðàìè, âîïðîñàì ýðãîäè÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì
è îöåíêå âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî âðåìåíè
îæèäàíèÿ. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà ïîäêðåïëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ññûëêà-
ìè íà íàó÷íûå ðàáîòû. Êðîìå òîãî, âî ââåäåíèè îáúÿñíÿåòñÿ àêòóàëüíîñòü
òåìû è íàó÷íàÿ íîâèçíà ïðåäïðèíÿòîãî àâòîðîì èññëåäîâàíèÿ. Äàëåå íóìå-
ðàöèÿ óòâåðæäåíèé è óñëîâèé ñîâïàäàåò ñ èõ íóìåðàöèåé â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãëàâàõ.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà óñòàíîâëåíèþ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îäíîêà-

íàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì è ðåãåíåðèðóþùèì
âõîäÿùèì ïîòîêîì ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé.

Â ðàçäåëå 1.1 äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, òàêèå êàê ðåãåíåðèðóþùèé
ïðîöåññ, ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê, ñòîõàñòè÷åñêàÿ îãðàíè÷åííîñòü è ýðãîäè÷-
íîñòü ïðîöåññà. Ïðèâîäÿòñÿ èñïîëüçóåìûå äàëåå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê
ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññàì è ïðîöåññàì âîññòàíîâëåíèÿ (óçëîâàÿ òåîðåìà
Ñìèòà, òåîðåìà Áëåêóýëëà, îñíîâíàÿ òåîðåìà âîññòàíîâëåíèÿ è äð.). Â ýòîì
ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèé êëàññ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé.
Óñëîâèå 1. Ïóñòü τ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òîãäà ñóùåñòâóåò n > 1 è íåîò-

ðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) òàêèå, ÷òî
∫
R
f(x)dx > 0 è

P(τ̂1 + · · ·+ τ̂n ∈ A) >
∫
A

f(x)dx, A ∈ B,
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ãäå τ̂1, . . . , τ̂n íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
ðàñïðåäåëåííûå êàê τ . Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ íàçû-
âàþòñÿ � spread out distributions (ñì. [30, Ãëàâà 7](Asmussen, 1987)).

Â ðàçäåëå 1.2 ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ äîâîëüíî
øèðîê è îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîãèå âõîäíûå ïîòîêè, èñïîëüçóåìûå â òåîðèè
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàêèõ ïîòîêîâ óïîìèíàþòñÿ
äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê (ÄÑÏÏ) ñ ðåãåíåðèðóþùåé èí-
òåíñèâíîñòüþ, ïîòîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ ñëó÷àéíîé àìïëèòóäû, ïîòîê ñî ñëó-
÷àéíûìè ïåðèîäàìè, ìàðêîâñêè-ìîäóëèðîâàííûé ïîòîê (ÌÌÏ), ïîòîê Ëüþ-
èñà, ìàðêîâñêèé ïîòîê ïîñòóïëåíèé (ÌÏÏ), ïîëóìàðêîâñêèé ïîòîê (ÏÌÏ).

Äàëåå,â ðàçäåëå 1.3 äàåòñÿ îïèñàíèå èçó÷àåìîé ìîäåëè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ
è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì X(t), îïðåäåëåííûì íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) ñ ôèëüòðàöèåé {Ft, t > 0}, ê êîòîðîé îí àäàïòèðîâàí.
Ìàðêîâñêèå ìîìåíòû {θ(1)i , i > 1} (P(θ(1)0 < ∞) = 1) îòíîñèòåëüíî ôèëüòðà-
öèè {Ft, t > 0} � òî÷êè ðåãåíåðàöèè ïîòîêà, τ (1)i = θ

(1)
i − θ

(1)
i−1 � äëèíà i-ãî

ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè, γ(1)
i = X(θ

(1)
i )−X(θ

(1)
i−1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Eτ

(1)
2 < ∞,

Eγ
(1)
2 < ∞, òîãäà èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà λx = lim

t→∞
X(t)
t = Eγ

(1)
2

Eτ
(1)
2

.

Çäåñü ïðîöåññ X(t) � ýòî îáúåì ðàáîòû, êîòîðûé ïîñòóïèë â ñèñòåìó çà
âðåìÿ [0, t].Çàìåòèì, ÷òî ìû íå íàêëàäûâàåì íèêàêèõ óñëîâèé íà îòäåëüíûå
âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ, îíè ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè â ðàìêàõ îäíîãî ïåðèîäà
ðåãåíåðàöèè.

Ïóñòü Y (t) � êîëè÷åñòâî ðàáîòû, êîòîðîå ìîæåò âûïîëíèòü ñèñòåìà çà
âðåìÿ (0, t], åñëè áû â ñèñòåìå âñåãäà áûëè òðåáîâàíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîöåññû
X(t) è Y (t) íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà. Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè, êîãäà ïðèáîð
íàäåæåí è ðàáîòàåò ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ Y (t) = t. Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî

Y (t) =

∫ t

0

e(s)ds,

ãäå e(t, w) íåîòðèöàòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, âñå òðàåêòîðèè êîòîðîãî èí-
òåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó â (0, t]. Êðîìå òîãî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîöåññ {e(t), t >
0} � ðåãåíåðèðóþùèé ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè {θ(2)i }∞i=1 (P(θ(2)0 < ∞) = 1)

è ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τ
(2)
i = θ

(2)
i − θ

(2)
i−1, ζj = Y (θj) − Y (θj−1) =

θj∫
θj−1

e(s)ds

èìåþò êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Eτ
(2)
2 < ∞, Eζ2 < ∞.

Òîãäà Y (t) áóäåò ðåãåíåðèðóþùèì ïîòîêîì è åãî èíòåíñèâíîñòü λy =
Eζ2

Eτ
(2)
2

, à
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êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñèñòåìû

ρ =
λx

λy
=

Eγ
(1)
2

Eζ2

Eτ
(2)
2

Eτ
(1)
2

.

Â ìîäåëè, êîãäà ïðèáîð ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàáî÷åì èëè íåðàáî÷åì (îí
ðåìîíòèðóåòñÿ) ñîñòîÿíèè, ïðîöåññ

e(t) =

{
0, ïðèáîð ñëîìàí

1, èíà÷å.

Â äàííîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ïîëîìêå ïðèáîðà ïðîèñõîäèò
íåìåäëåííîå ïðåðûâàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ. Ïðåðâàííîå îáñëóæèâà-
íèå ïðîäîëæàåòñÿ ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà, ïðè÷åì âðåìÿ îáñëóæèâà-
íèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà ñîâïàäàåò ñ îñòàòî÷íûì âðå-
ìåíåì îáñëóæèâàíèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ â ìîìåíò ïîëîìêè.

Ââåäåì ïðîöåññ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ W (t), ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé ñóììàðíîå îñòàòî÷íîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ â
ñèñòåìå â ìîìåíò t. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [68](Òàêà÷, 1967),[13](Áîðîâ-
êîâ, 1972)), äëÿ äàííîé ìîäåëè áóäåò ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

W (t) = max[W (0) + Z(t), sup
06s6t

(Z(t)− Z(s))], (3)

ãäå Z(t) = X(t) − Y (t). Ïðèâåäåì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ïðîöåññ Z(t) ïðè
t → ∞ ñòðåìèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ïðîöåññó Z̃(t) ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðè-
ðàùåíèÿìè.

Ñëåäóÿ îáùåïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè â òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ, ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì 2 ñëó÷àÿ:

• äèñêðåòíûé, êîãäà âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå ìîäåëü, èìå-
þò ðåøåò÷àòûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îäíèì è òåì æå øàãîì;

• íåïðåðûâíûé ñëó÷àé, êîãäà ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ íåðåøåò÷àòûå.

Óñëîâèå 2. Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå: ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
τ
(1)
2 è τ

(2)
2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå: ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí τ
(1)
2 è τ

(2)
2 àïåðèîäè÷íû.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ àïåðèîäè÷íî, åñëè íàèáîëüøèé îá-
ùèé äåëèòåëü {j : P(τ = j) > 0} ðàâåí åäèíèöå.
Ëåììà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå π(x) = lim

t→∞
P(e(t) 6

x), òî èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà Y (t) ðàâíà λy =
∞∫
0

xdπ(x). Åñëè ïðîöåññ e(t)
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ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ {0, 1} è ñóùåñòâóåò
lim
t→∞

P(e(t) = 1) = π, òî λy = π.

Ñëåäóþùåå óñëîâèå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íàëè÷èå îáùèõ òî÷åê ðåãåíåðàöèè
äëÿ ïîòîêîâ X(t) è Y (t).
Óñëîâèå 3. Äëÿ n-ãî (n > 1) ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè ïîòîêà Y (t) èìååò

ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:
τ (2)n = v(1)n + v(2)n ,

ãäå v(1)n è v(2)n íåçàâèñèìû, P(v(1)n > x) = e−δx, δ ∈ (0,∞) è Y (θ
(2)
n−1+v1n) = Y (θ

(2)
n−1)

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
Ëåììà 2 (Î ñèíõðîíèçàöèè). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2 â äèñêðåò-

íîì ñëó÷àå è óñëîâèå 3 â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. Îïðåäåëèì â äèñêðåòíîì ñëó-
÷àå

T0 = min

{
θ
(1)
j :

∞∪
l=0

(θ
(1)
j = θ

(2)
l )

}
,

Tn = min

{
θ
(1)
j > Tn−1 :

∞∪
l=0

(θ
(1)
j = θ

(2)
l )

}
,

ñîîòâåòñòâåííî â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå

T0 = min

{
θ
(1)
j : θ

(1)
j ∈

∞∪
l=1

(θ
(2)
l−1, θ

(2)
l−1 + v

(1)
l )

}
,

Tn = min

{
θ
(1)
j > Tn−1 : θ

(1)
j ∈

∞∪
l=1

(θ
(2)
l−1, θ

(2)
l−1 + v

(1)
l )

}
.

Òîãäà {Tn}∞n=0 � îáùèå ìîìåíòû ðåãåíåðàöèè äëÿ ïðîöåññîâ X(t), Y (t) è

â äèñêðåòíîì ñëó÷àå Eτ2 = Eτ
(1)
2 Eτ

(2)
2 < ∞,

â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå Eτ2 = δEτ
(1)
2 Eτ

(2)
2 < ∞,

ãäå τn = Tn − Tn−1, n > 1.
Â ðàçäåëå 1.4 ïðèâîäèòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà ãëàâû, â êîòîðîé ïîêàçàíû

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ W (t) áóäåò ýðãî-
äè÷íûì.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü W (t) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå

(3), òîãäà

• Åñëè ρ > 1, òî W (t) −−−→
t→∞

∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

• Åñëè ρ < 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî ñóùåñòâóåò lim
t→∞

P(W (t) 6 x) =

Ψ(x) è Ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ïðîöåññ W (t) ýð-
ãîäè÷åí.
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• Åñëè ρ = 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå 3, òî W (t) −−−→
t→∞

∞ ïî âåðîÿòíîñòè.

Äàëåå, ýòîò ðåçóëüòàò ïåðåíîñèòñÿ íà ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ Reg/G/1/∞
ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âõîäÿùèé ïîòîê A(t) � êîëè÷å-
ñòâî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó çà âðåìÿ (0, t]. Ïîòîê A(t) � ðåãå-
íåðèðóþùèé ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè {θ(1)n }∞n=0. Ïóñòü ξn = A(θ

(1)
n ) − A(θ

(1)
n−1)

è Eξn < ∞, òîãäà äëÿ èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà A(t) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
λ = Eξn

Eτ
(1)
n

.

Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {ηn}∞n=1 íåçà-
âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Eηn = b < ∞. Ïðè-
÷åì ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå çàâèñèò îò ïðîöåññà A(t). Òîãäà ïîòîê X(t)
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

X(t) =

A(t)∑
k=1

ηk.

Îí òîæå áóäåò ðåãåíåðèðóþùèì ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè {θ(1)n }∞n=0.
Ñëåäñòâèå 1. Òåîðåìà 1 âåðíà äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì

ïðèáîðîì è êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

ρ =
λb

π
.

Â ðàçäåëå 1.5 äàþòñÿ ïðèìåðû ïðèëîæåíèÿ ñëåäñòâèÿ 1.
Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé òèïà M/G/1/∞ ñ íåíà-

äåæíûì ïðèáîðîì è ïðèîðèòåòíûì îáñëóæèâàíèåì. Àíàëèç ýòèõ ìîäåëåé
ïðîâîäèòñÿ ïàðàëëåëüíî äëÿ äâóõ äèñöèïëèí îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïî-
ñëå ïðåðûâàíèÿ:

D1 (Preemptive-resume interruptions). Ïðåðûâàíèå îáñëóæèâàíèÿ èíòåðïðå-
òèðóåòñÿ êàê ïîëîìêà ïðèáîðà è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò íåìåäëåííûé
ýôôåêò. Ïðåðâàííîå îáñëóæèâàíèå ïðîäîëæàåòñÿ ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ
ïðèáîðà, ïðè÷åì âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ
ïðèáîðà ñîâïàäàåò ñ îñòàòî÷íûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ ýòîãî òðåáîâà-
íèÿ â ìîìåíò ïîëîìêè.

D2 (Preemptive-repeat-di�erent interruptions). Îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ ïðå-
ðûâàåòñÿ íåìåäëåííî, à âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå âîññòà-
íîâëåíèÿ ïðèáîðà èìååò òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è íà÷àëüíîå âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ, è íå çàâèñèò îò íåãî.
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Â ðàçäåëå 2.1 äàþòñÿ äàëåå èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû èç [18](Áî÷àðîâ, Ïå-
÷èíêèí, 1995) è [47](Gaver, 1962).

Â [18] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿM/G/1/∞ ñ íåíà-
äåæíûì ïðèáîðîì. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà ïðèáîðà èç ñòðîÿ íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè (t, t+∆) çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò t è, åñëè ñèñòåìà
â ìîìåíò t ñâîáîäíà, òî îíà ðàâíà µ∗∆+ o(∆), à åñëè íà ïðèáîðå íàõîäèòñÿ
òðåáîâàíèå, òî µ∆+o(∆). Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû µ∗ è µ � èíòåíñèâíîñòè
îòêàçîâ â ñâîáîäíîì è çàíÿòîì ñîñòîÿíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè â ìîìåíò îòêàçà ïðèáîðà ñèñòåìà ñâîáîäíà, òî ïðèáîð ðåìîíòèðóåòñÿ
ñëó÷àéíîå âðåìÿ, èìåþùåå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G∗(x) c ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà (ÏËÑ) ζ∗(s) è ñðåäíèì g∗. Ïðè ýòîì ïåðâîå òðåáîâàíèå,
ïîñòóïèâøåå â ñâîáîäíóþ ñèñòåìó â ìîìåíò ðåìîíòà ïðèáîðà, ñòàíîâèòñÿ íà
ïðèáîð, íî åãî îáñëóæèâàíèå íà÷èíàåòñÿ òîëüêî ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðåìîíòà.
Îñòàëüíûå ïîñòóïàþùèå òðåáîâàíèÿ ñêàïëèâàþòñÿ â î÷åðåäè.

Åñëè æå â ìîìåíò îòêàçà ïðèáîðà íà íåì íàõîäèòñÿ òðåáîâàíèå, òî îáñëó-
æèâàíèå ïðåêðàùàåòñÿ, à ïðèáîð ðåìîíòèðóåòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ ñ ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x), ÏËÑ ζ(s) è ñðåäíèì g. Â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè
òðåáîâàíèå ïðîäîëæàåò íàõîäèòüñÿ íà ïðèáîðå, ïðè÷åì ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ
ïðèáîðà òðåáîâàíèå äîîáñëóæèâàåòñÿ îñòàòî÷íîå âðåìÿ.

Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ B(x), ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå b è ÏËÑ β(s).

Ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàòîâ èç [47], ìû íàõîäèì α(s) è α∗(s) � ÏËÑ âðåìåíè
ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ íà ïðèáîðå (ïîëíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ), ïðèøåä-
øåãî â çàíÿòóþ ñèñòåìó è ñâîáîäíóþ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îáåèõ äèñöèïëèí
îáñëóæèâàíèÿ ïîñëå ïðåðûâàíèÿ:

D1 α(s) = β(s+ µ− µζ(s)), (4)

D2 α(s) =
β(s+ µ)

1− ζ(x) µ
s+µ(1− β(s+ µ))

. (5)

Çäåñü λ � èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìó. Ôîðìóëó äëÿ
α∗(s) ìîæíî íàéòè â [18], îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä

α∗(s) =
λ

λ+ µ∗ − µ∗ζ∗(λ)

[
1 + µ∗ζ

∗(s)− ζ∗(λ)

λ− s

]
α(s). (6)

Ââåäåì ïðîöåññû q(t) è W (t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå è âèðòóàëüíîå
âðåìÿ îæèäàíèÿ â ìîìåíò t ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ρ = λa < 1, ãäå a = −α′(0).
Òîãäà ýòè ïðîöåññû èìåþò ïðåäåëüíûå ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

pi = lim
t→∞

P(q(t) = i), Ψ(x) = lim
t→∞

P(W (t) 6 x).
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Ïðè ýòîì, åñëè P (z) =
∑∞

i=0 piz
i è w(s) =

∫∞
0 e−sxdΦ(x), òî

P (z) =
α(λ− λz)− zα∗(λ− λz)

α(λ− λz)− z
p0,

w(s) =
s+ µ∗ − µ∗ζ∗(s)

s− λ+ λα(s)

1− ρ

1 + µ∗g∗
, (7)

ãäå p0 =
1−ρ

1−ρ+λa∗ , a
∗ = −(α∗)′(0).

Â ðàçäåëå 2.2 ìû íàõîäèì àñèìïòîòèêó ôóíêöèè 1 − Ψ(x) ïðè x → ∞,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåí ðåìîíòà
èìåþò ðåãóëÿðíî ìåíÿþùèåñÿ õâîñòû, ò.å.
Óñëîâèå 5. Ïóñòü l,m è m∗ öåëûå ÷èñëà, áîëüøèå 1, è ïðè x → ∞

1−B(x) ∼ (−1)l

Γ(1− p)
x−pL1(x), l < p < l + 1,

1−G(x) ∼ (−1)m

Γ(1− r)
x−rL2(x), m < r < m+ 1,

1−G∗(x) ∼ (−1)m
∗

Γ(1− r∗)
x−r∗L∗

2(x), m∗ < r∗ < m∗ + 1,

ãäå L1(x), L2(x) è L∗
2(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 7 è òåîðåìó èç [36](Bingham,Doney, 1974), ìû äîêàçû-
âàåì òåîðåìó.
Òåîðåìà 2.Ïóñòü òðåáîâàíèÿ ïîñëå ïðåðûâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ ïî äèñ-

öèïëèíå D1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 5, òî ïðè x → ∞

1−Ψ(x) ∼ (−1)ñ−1

Γ(2− q̃)
x−q̃+1L4(x),

ãäå ñ = min(l,m,m∗), q̃ = min(p, r, r∗) è

L3(x) := 1(p 6 r)(1 + µg1)
pL1(x) + 1(p > r)µb1L2(x),

L4(x) := 1(q 6 r∗)
λ

1− ρ
L3(x) + 1(q > r∗)

µ∗

1 + µ∗g∗1
L∗
2(x).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ñèñòåìû ñ äèñöèïëèíîé D2 ïðèâåäåí â ñëåäó-
þùåé ãëàâå, ïðè÷åì äëÿ áîëåå îáùåãî âõîäÿùåãî ïîòîêà è ñèëüíî ñóáýêñïî-
íåíöèàëüíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì äâå ìîäåëè (M1 è M2), â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò
äâà âèäà ïðåðûâàíèé îáñëóæèâàíèÿ (ïîëîìêà ïðèáîðà, ïîñòóïëåíèå ïðèîðè-
òåòíîãî òðåáîâàíèÿ). Â îáåèõ ìîäåëÿõ ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âõîäÿùèå ïîòî-
êè ÿâëÿþòñÿ ïóàññîíîâñêèìè ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2. Âðåìåíà
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé i-ãî òèïà (i = 1, 2) îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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{ηin}∞n=1 íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(x), ñðåäíèì bi è ÏËÑ βi(s).

Â ìîäåëè M1 ñ÷èòàåì, ÷òî ïðèáîð âûõîäèò èç ñòðîÿ è âîññòàíàâëèâàþòñÿ
íåçàâèñèìî îò òîãî, îáñëóæèâàåò îí òðåáîâàíèå èëè íåò. Ïðè ýòîì ôóíêöè-
îíèðîâàíèå ïðèáîðà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-
ìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåíî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì ν, à âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ èìååò ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ D(x), ñðåäíåå d è ÏËÑ δ(s).

Â ìîäåëè M2 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðèáîð ñîñòîèò èç äâóõ áëîêîâ, ïåð-
âûé îáñëóæèâàåò òðåáîâàíèÿ ïåðâîãî òèïà, à âòîðîé � òðåáîâàíèÿ âòîðî-
ãî. Ïðè ýòîì â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò ðàáîòàòü òîëüêî îäèí áëîê.
Êàæäûé áëîê ìîæåò âûéòè èç ñòðîÿ âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ.
Âðåìÿ ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ i-ãî áëîêà (i = 1, 2) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µi, à âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó
Gi(x), ζi(s) =

∫∞
0 e−sxdGi(x) è èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå gi.

Â ðàçäåëàõ 2.4 è 2.6 ìû ïîêàçûâàåì êàê M1 è M2 ñâîäÿòñÿ ê ìîäåëè, îïè-
ñàííîé â ðàçäåëå 2.1. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìû íàõîäèì ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïðîöåññîâ q(t) è W (t) äëÿ ýòèõ ìîäåëåé, à òàêæå ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó
âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ôóíêöèè 1 − Ψ(x) ïðè x → ∞. Äàííûå
ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ îáåèõ äèñöèïëèí îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå
âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà.

Â òðåòüåé ãëàâå íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ Ψ(x) áóäåò ñóáýêñïî-
íåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñíà÷àëà ìû ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò äëÿ
ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è íàäåæíûì
ïðèáîðîì, à çàòåì ïåðåíîñèì ýòîò ðåçóëüòàò íà ñèñòåìó ñ ïðåðûâàíèÿìè.

Â ðàçäåëå 3.1 äàåòñÿ îïèñàíèå ìîäåëè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðà-

íè÷åííîé î÷åðåäüþ è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì X(t), îïðåäåëåí-
íûì íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) ñ ôèëüòðàöèåé {Ft, t > 0}, ê
êîòîðîé îí àäàïòèðîâàí. Ïðîöåññ X(t) èìååò íåïðåðûâíûå ñïðàâà íåóáûâà-
þùèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå òðàåêòîðèè (X(0) = 0).

Ìàðêîâñêèå ìîìåíòû θj îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft, t > 0} è ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû τj = θj − θj−1 (j = 1, 2, . . . ) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ìîìåíòàìè è ïåðèîäàìè ðåãåíåðàöèè. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî X(t) � ñóì-
ìàðíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïèâøèõ òðåáîâàíèé, è îáîçíà÷àåì γn =
X(θn) − X(θn−1) è ξn � ÷èñëî ñêà÷êîâ X(t) íà n-îì ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Eγ2 < ∞ è Eτ2 < ∞, è îáîçíà÷èì G(y) = P(γ2 6
y), g(x) =

∫∞
x (1−G(y))dy, GI(x) = 1

Eγ2

x∫
0

(1−G(y))dy.
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ÏðîöåññW (t) � âèðòóàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ. Îïðåäåëèì äâà âëîæåííûõ
ïðîöåññà Wn = W (θn − 0) è wn = W (tn − 0), ãäå tn � ìîìåíò n-ãî ñêà÷êà
ïðîöåññà X(t). Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé limn→∞ P(wn 6
x) = F (x) ïðè n → ∞ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü àïåðèîäè÷íîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ ξ2.

Â ðàáîòå [28](Àôàíàñüåâà, Áàøòîâà, 2014) äàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

Φ(x) = lim
n→∞

P(Wn 6 x),

Ψ(x) = lim
t→∞

P(W (t) 6 x).

Áîëåå òîãî, Ψ(x), Φ(x) è F (x) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ρ = Eγ2

Eτ2
< 1.

Äàëåå âåçäå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóþò è
ρ < 1.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ãëàâû � íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèéΨ(x),
Φ(x) è F (x) ïðè x → ∞. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð (τ, γ, ξ) èìååò
òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è âåêòîð (τ2, γ2, ξ2).

Â ðàçäåëå 3.2 ìû ïðèâîäèì îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Îáîçíà÷èì êëàññ ñóáýêñ-
ïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé S .
Òåîðåìà 3. Ïóñòü GI(x) ∈ S è ïðè y → ∞

P(γ > y + τ) ∼ Ḡ(y). (8)

Òîãäà ïðè x → ∞
Φ̄(x) ∼ a−1g(x), (9)

ãäå a = Eτ−Eγ. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ
ìàæîðèðóþùèõ ñèñòåì è ðåçóëüòàòû [13](Áîðîâêîâ, 1972), [71](Veraverbeke,
1977) äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ñ ïðèðàùåíèÿìè, êîòîðûå èìåþò òÿæåëûå
õâîñòû.

×òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ àñèìïòîòèêó äëÿ ôóíêöèè Ψ̄(x), ìû âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [32](Asmussen, 1999). Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðå-
ìû 3 äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P(γ > y+τ)
áûëà ëîêàëüíî ïîñòîÿííîé (ñì. [13], îáîçíà÷åíèå L ), òî àñèìïòîòèêà (9) âåð-
íà äëÿ Ψ̄(x).

Ââåäåì ôóíêöèþ

v(x) =
1

Eξ

∞∑
j=0

j P(γ > x, ξ = j).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3, óñëîâèå 6 è

lim
t→∞

v(x)/g(x) = 0.
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Òîãäà äëÿ F̄ (x) èìååò ìåñòî (9).
Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà íåðàâåíñòâà

P(Wr(n)−1 − τr(n) > x) 6 P(wn > x) 6 P(Wr(n)−1 + γr(n) > x), (10)

ãäå r(n) � íîìåð ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè, íà êîòîðîì ïðèøëî n-å òðåáîâàíèå.
Äàëåå, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòû Φ̄(x) ïðè x → ∞.

Ïðèâîäèòñÿ ñëåäñòâèå, óïðîùàþùåå ïðîâåðêó óñëîâèé â ñëó÷àå, êîãäà êî-
ëè÷åñòâî ïîñòóïèâøåé ðàáîòû çà ïåðèîä ðåãåíåðàöèè íå çàâèñèò îò äëèíû
ýòîãî ïåðèîäà.
Ñëåäñòâèå 10. Åñëè G(x) ∈ L , GI(x) ∈ S è γ íå çàâèñèò îò τ , òî (9)

èìååò ìåñòî äëÿ ôóíêöèé Φ̄(x) è Ψ̄(x).
Â ðàçäåëå 3.3 ìû ðàññìàòðèâàåì ñòàíäàðòíóþ ñèñòåìó Reg/G/1/∞. Çäåñü

ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ A(t), çàäàþùèé ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâ-
øèõ â ñèñòåìó çà [0, t), ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.
Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ {ηn}∞n=1 îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íå çàâèñÿùèõ îò A(t). Òîãäà

X(t) =
A(t)∑
j=1

ηj òàêæå ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ ñ òåìè æå ìîìåíòàìè ðåãå-

íåðàöèè, ÷òî è A(t). Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà A(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíè-
åì λ = limt→∞

A(t)
t = Eξ

Eτ (ï.í.), à êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ρ = λb < 1, ãäå
b = Eηj. Ïóñòü B(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ. Ââå-
äåì âñïîìîãàòåëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ̃, êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå
P(ξ̃ = k) = k

Eξ P(ξ = k), (k = 1, 2, . . . ). Êëàññ S ∗ � ñèëüíîñóáýêñïîíåíöèàëü-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü B(x) ∈ S ∗, ðàñïðåäåëåíèå ξ àïåðèîäè÷íî. Òîãäà âåðíû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) Åñëè ñóùåñòâóåò c > b òàêîå, ÷òî P(cξ > x) = o(B̄(x)), òî ïðè x → ∞

Ψ̄(x) ∼ Φ̄(x) ∼ λ

1− λb

∫ ∞

x

B̄(y)dy. (11)

(ii) Åñëè ñóùåñòâóåò c > b òàêîå, ÷òî P(cξ̃ > x) = o(B̄(x)), òî àñèìïòî-
òèêà (11) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ôóíêöèè F̄ (x).

Ðàçäåë 3.4 ïîñâÿùåí ïðèëîæåíèÿì òåîðåìû 5.
Òàê â ïðèìåðå 6 ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà â ñèñòåìå Reg/G/1/∞

ïðèáîð íåíàäåæåí. Ïðèáîð ìîæåò âûõîäèòü èç ñòðîÿ òîëüêî âî âðåìÿ îáñëó-
æèâàíèÿ. Âðåìÿ ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðà-
ìåòðîì ν, à âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
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D(x), ñ ÏËÑ d(s) è ñðåäíèì d < ∞. Åñëè îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ áûëî
ïðåðâàíî, òî ïîñëå óñòðàíåíèÿ ïðåðûâàíèÿ òðåáîâàíèå îáñëóæèâàåòñÿ çàíî-
âî, ïðè÷åì íîâîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ íå çàâèñèò îò èñõîäíîãî (äèñöèïëèíà
D2).
Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1 ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì

è äèñöèïëèíîé D2 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ D(x) ∈
S ∗. Åñëè P(rξ > x) = o(D̄(x)) äëÿ íåêîòîðîãî r > bc, òî ïðè x → ∞

Ψ̄(x) ∼ Φ̄(x) ∼ λ(1− b(ν))

(1− λbc)b(ν)

∫ ∞

x

D̄(y)dy.

Åñëè P(rξ̃ > x) = o(D̄(x)), òî ýòà àñèìïòîòèêà âåðíà äëÿ F̄ (x).
Â ïðèìåðàõ 7 è 8 ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà â ñèñòåìó ïîñòóïàþò ÄÑÏÏ è

ïîëóìàðêîâñêè-ìîäóëèðîâàííûé ïîòîê. Ïîêàçàíî, êàêîé âèä ïðèìåò òåîðåìà
5 â ýòèõ ñëó÷àÿõ.

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íà-
ó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àôà-
íàñüåâîé Ëàðèñå Ãðèãîðüåâíå çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê
ðàáîòå. Àâòîð âûñîêî öåíèò ñîäåéñòâèå è âíèìàíèå, îêàçàííîå ðàáîòå ñîòðóä-
íèêàìè êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.
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Ãëàâà 1

Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ñèñòåìû

îáñëóæèâàíèÿ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
ñòàáèëüíîñòè îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõî-
äÿùèì ïîòîêîì è íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Ïåðåä îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ìû
äàäèì îïðåäåëåíèå ðåãåíåðèðóþùåãî ïîòîêà è ïðèâåäåì åãî îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà.

1.1 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ðåãåíåðèðóþùåãî ñëó÷àé-

íîãî ïîòîêà

Äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ïðåæäå âñåãî çàäà¼òñÿ âõîäíîé ïîòîê
òðåáîâàíèé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îïèðàåìñÿ íà ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå
âõîäíîãî ïîòîêà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {X(t), t > 0} íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì
ïîòîêîì, åñëè âñå åãî òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè è íåïðåðûâíûìè
ñïðàâà ôóíêöèÿìè.

Ñóùåñòâóåò è äðóãîå îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ïîòîêà, çàäàííîå ÷åðåç íåóáû-
âàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ íàñòóïëåíèé ñîáûòèé, îäíàêî ýòè îïðå-
äåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû [26, � 6, � 12](Õèí÷èí, 1963). Â òåîðèè ìàññîâîãî îá-
ñëóæèâàíèÿ âõîäÿùèé ïîòîê îáû÷íî çàäàåòñÿ òðåáîâàíèÿìè, ïîñòóïàþùèìè
â ñèñòåìó. Íàïðèìåð, åñëè ïðèíÿòü çà X(t) êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâ-
øèõ â îòðåçêå [0, t], òî òðàåêòîðèè X(t) áóäóò íåóáûâàþùèìè íåïðåðûâíûìè
ñïðàâà êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè, ïðèíèìàþùèìè öåëûå íåîòðèöà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîä ïîòîêîì ìû áóäåì ïîíèìàòü òàêæå è îáúåì ðàáîòû,
êîòîðóþ ìîã áû âûïîëíèòü ïðèáîð ê ìîìåíòó t, åñëè áû â ñèñòåìå âñåãäà áû-
ëè òðåáîâàíèÿ. Òåîðèè òàêèõ ñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ ïîñâÿùåíà êíèãà Õèí÷èíà
[26].
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Â äèññåðòàöèè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðåãåíåðèðó-
þùèõ ïðîöåññîâ è ïîòîêîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ïðèâå-
ñòè îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê íèì. Íåñòðîãî ãîâîðÿ
ñâîéñòâî ðåãåíåðàöèè îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü áóäóùåãî ïîâåäåíèÿ ñëó÷àéíî-
ãî ïðîöåññà îò ïðîøëîãî â íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ýâîëþöèÿ
òàêèõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ öèê-
ëîâ è èçó÷àåòñÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ. Â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå
ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïóòåé ôîðìàëèçàöèè äàííîãî ïîíÿòèÿ [69](Thorisson,
1983), [30](Asmussen, 1987). Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ îïðåäå-
ëåíèå, ïðåäëîæåííîå â [22, ×àñòü II, Ãëàâà 2](Êîêñ, Ñìèò, 1967).

Ïóñòü (Ω,F ,P) � îñíîâíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðàöèåé
{Ft, t ∈ T}(T = [0,∞) èëèT = Z+), íà êîòîðîì îïðåäåëåí ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ {U(t), t ∈ T}, àäàïòèðîâàííûé ê ôèëüòðàöèè Ft. Ïðîöåññ U(t) ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ â èçìåðèìîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (X ,F (X )).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîöåññ U(t) � íàçûâàåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θj}∞j=1 (θ0 = 0) ìàðêîâñêèõ ìîìåí-
òîâ îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft, t ∈ T} òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{κi}∞i=1 = {θi − θi−1, U(t+ θi−1), t ∈ (0, θi − θi−1]}∞i=1

ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ íà
(Ω,F ,P) ïðè i > 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ {θi}∞i=0 íàçûâàåòñÿ òî÷êàìè ðå-
ãåíåðàöèè, à {τi = θi − θi−1}∞i=1 ïåðèîäàìè ðåãåíåðàöèè. Îïðåäåëèâ ðåãåíå-
ðèðóþùèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ U(t), ïåðåéäåì ê ââåäåíèþ ðåãåíåðèðóþùåãî
ñëó÷àéíîãî ïîòîêà X(t).

Îïðåäåëåíèå 3. Ñëó÷àéíûé ïîòîê {X(t), t ∈ T} íàçîâåì ðåãåíåðèðóþùèì,
åñëè ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θj}∞j=1 (θ0 = 0) ìàðêîâ-
ñêèõ ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft, t ∈ T} òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

{κj}∞j=1 = {θj − θj−1, X(θj−1 + t)−X(θj−1), t ∈ (0, θj − θj−1]}∞j=1

ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ïðè j > 1.

Â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ âõîäÿùèé ïîòîê � ýòî ëèáî ñóììàð-
íàÿ ðàáîòà, ëèáî ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ ê ìîìåíòó t. Â äèññåð-
òàöèè ñóììàðíàÿ ðàáîòà � X(t), à ÷èñëî òðåáîâàíèé � A(t). Îáîçíà÷èì
γi = X(θi) − X(θi−1) è ξi � ñîîòâåòñòâåííî ïðèðàùåíèå è êîëè÷åñòâî ñêà÷-
êîâ ïðîöåññà X(t) çà i-ûé ïåðèîä ðåãåíåðàöèè. Åñëè âõîäÿùèé ïîòîê A(t)
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îðäèíàðíûé, òî ξi = A(θi) − A(θi−1) � ýòî ÷èñëî ïðèøåäøèõ òðåáîâàíèé, à
âåëè÷èíà êàæäîãî ñêà÷êà X(t) � ýòî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ. Äëÿ
óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ââåäåì ñëó÷àéíûé âåêòîð (γ, τ, ξ), êîòîðûé ñîâïàäàåò
ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ âåêòîðîì (γ2, τ2, ξ2).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåé-
øåì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ ðåãåíåðàöèÿ îáÿçàòåëüíî ïðîèçîé-
äåò, òî åñòü P(τ1 < ∞) = 1.

Ñâîéñòâî 1. Ïóñòü X(t) � ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê è a := Eγ < ∞, µ :=
Eτ < ∞. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñóùåñòâóåò

λ := lim
t→∞

X(t)

t
=

a

µ
.

Âåëè÷èíà λ < ∞ íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ïîòîêà X(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî {θi, i > 1} ÿâëÿåòñÿ îáùèì ïðîöåññîì âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, n(t) � êîëè÷åñòâî âîññòàíîâëåíèé ýòîãî ïðîöåññà íà îòðåçêå
[0, t]. Òàê êàê µ < +∞, òî ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïðîöåñ-
ñîâ âîññòàíîâëåíèÿ ([10, Ãëàâà 1,�6] (Àôàíàñüåâà, Áóëèíñêàÿ, 1980))

lim
t→+∞

n(t)

t
= µ ï.í.

Çàìåòèì, ÷òî
n(t)−1∑
i=1

γi 6 X(t) 6
n(t)∑
i=1

γi.

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ a < +∞ è P(γ1 < +∞) = 1, ïîëó÷àåì ïî óñèëåí-
íîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë

Eγ = lim
t→+∞

∑n(t)−1
i=1 γi
n(t)

6 lim
t→+∞

X(t)

n(t)
6 lim

t→+∞

∑n(t)
i=1 γi
n(t)

= Eγ ï.í.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t→+∞

X(t)

t
= lim

t→∞

X(t)

n(t)

n(t)

t
=

Eγ

Eτ
ï.í.

�

Îïðåäåëåíèå 4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò àïåðèîäè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå,
åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü {j : P(ξ = j) > 0} = 1.

Ñâîéñòâî 2. Îáîçíà÷èì tn ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ n-ãî òðåáîâàíèÿ (n = 1, 2, . . . ,
t0 = 0). Òîãäà {ζn = tn − tn−1}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ ìåæäó
ïîñòóïëåíèÿìè òðåáîâàíèé. Ïóñòü d = Í.Î.Ä.{j : P(ξn = j) > 0}. Åñëè d =
1, òî èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü {ζn+k}∞k=1 ê ñòàöèîíàðíîé ìåòðè÷åñêè
òðàíçèòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ζ̂k}∞k=1 ïðè n → ∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà îïèðàåòñÿ íà îñíîâíóþ òåîðåìó âîññòàíîâ-
ëåíèÿ äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåò÷àòûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ âîññòàíîâëå-
íèÿ è ïðèâåäåíî â [28] (Àôàíàñüåâà, Áàøòîâà, 2014).

Äàëåå óñëîâèå d = 1 ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì.
Ïðèâåäåì åù¼ îäíî îïðåäåëåíèå ðåãåíåðèðóþùåãî ïîòîêà, êîòîðîå íàãëÿä-

íî äåìîíñòðèðóåò ñâÿçü îïðåäåëåíèé 2 è 3.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëó÷àéíûé ïîòîê {X(t), t ∈ T} � ðåãåíåðèðóþùèé, åñëè
ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θj}∞j=1 (θ0 = 0) ìàðêîâñêèõ
ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè {Ft, t ∈ T} òàêàÿ, ÷òî ïðîöåññ

X̂(t) = X(t)−X(θn(t))

ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì, çäåñü n(t) = max{k : θk < t}.

Óñëîâèå 1. Ïóñòü äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ ñóùåñòâóþò n > 1 è íåîòðè-
öàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) òàêèå, ÷òî

∫
R
f(x)dx > 0 è

P(τ̂1 + · · ·+ τ̂n ∈ A) >
∫
A

f(x)dx, A ∈ B,

ãäå τ̂1, . . . , τ̂n íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå êàê τ . Â çà-
ðóáåæíîé ëèòåðàòóðå òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàþòñÿ � spread out distributions
(ñì. [30, Ãëàâà 7](Asmussen, 1987)).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {τn, n > 1}, îïðå-
äåëåííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P), ñõîäèòñÿ ïî âàðèàöèè ê

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå τ (τn
tv−−−→

n→∞
τ ), åñëè ïðè n → ∞

sup
A∈F

|P(τn ∈ A)− P(τ ∈ A)| → 0

Ñâîéñòâî 3. Ïóñòü U(t)(X(t)) ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ (ðåãåíåðèðóþùèé
ïîòîê) è ðàñïðåäåëåíèå ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè τ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1. Òî-
ãäà

U(t+ z)
tv−−−→

t→∞
Ũ(z),

X(t+ z)
tv−−−→

t→∞
X̃(z),

ãäå Ũ(z)(X̃(z)) ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ (ïîòîê ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíè-
ÿìè). Åñëè ïåðèîä ðåãåíåðàöèè τ èìååò ðåøåò÷àòîå ðàñïðåäåëåíèå, òî äîñòà-
òî÷íî ïîòðåáîâàòü ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå τ áûëî àïåðèîäè÷íûì.
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Ñâîéñòâî 4. Åñëè äëèíà ïåðâîãî ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè èìååò ðàñïðåäåëåíèå

â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå P(τ1 > x) = (Eτ)−1

∫ ∞

x

P(τ > y)dy,

â ðåøåò÷àòîì ñëó÷àå P(τ1 = k) = (Eτ)−1 P(τ > k),

òî ïðîöåññ U(t) ñòàöèîíàðíûé, à ïîòîê X(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñî ñòàöèî-
íàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè.

Äàííûå äâà ñâîéñòâà äîêàçàíû â êíèãå [70, Ãëàâà 10](Thorisson, 2000).

Òåîðåìà (Îñíîâíàÿ òåîðåìà âîññòàíîâëåíèÿ). Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé íåïðå-
ðûâíûé (ò.å. íåðåøåò÷àòûé) ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ {θn, n > 0}, îáðàçî-
âàííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {τn, n > 1},
òî åñòü θn =

n∑
k=0

τk. Ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ � H(t) =
∞∑
k=0

P(θk 6 t). Ïóñòü

z(t) � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, èíòåãðèðóåìàÿ íà [0,∞). Òîãäà

lim
t→∞

∫ t

0

z(t− x)dH(x) =

{
1
Eτ2

∫∞
0 z(s)ds, åñëèEτ2 < ∞,

0, åñëèEτ2 = ∞.

Òåîðåìà (Áëåêóýëë, íåïðåðûâíûé ñëó÷àé). Äëÿ ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ
H(t) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà

lim
t→∞

(H(t+ α)−H(t)) =
α

Eτ2

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì α > 0. Åñëè Eτ = ∞, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà
íóëþ.

Òåîðåìà (Áëåêóýëë, äèñêðåòíûé ñëó÷àé). Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé äèñêðåò-
íûé ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ {θn, n > 0} ñ øàãîì h, îáðàçîâàííûé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {τn, n > 1}. Åñëè ðàñïðåäå-
ëåíèå τn ÿâëÿåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèì, òî äëÿ ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ H(t)
ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà

H(nh)−H((n− l)h) → lh

Eτ2
, n → +∞.

Åñëè Eτ = +∞, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì â ñëó÷àå Eτ < ∞ ñîäåðæèòñÿ â [14](Áîðîâêîâ,
1999). Â [10](Àôàíàñüåâà, Áóëèíñêàÿ, 1980) ïðèâåäåíà ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà
äëÿ ñëó÷àÿ Eτ = ∞, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî äâå ýòè òåîðåìû ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ó
ðåãåíåðèðóþùåãî ïðîöåññà, ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé èç [67](Ñìèò,
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1955). Äëÿ ðåãåíåðèðóþùåãî ïðîöåññà U(t) ââåäåì ôóíêöèþ ΦA(t) ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

ΦA(t− κt) := P(U(t) ∈ A|F6κt
),

ãäå κt = max{θj : θj < t} � ïîñëåäíèé ìîìåíò ðåãåíåðàöèè, ïðîèçîøåäøèé
äî t. Çàìåòèì, ÷òî κt íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì. Íàéòè ôîðìàëüíîå
ïîñòðîåíèå σ-àëãåáðû F6κt

ìîæíî â [10, Ðàçäåë 2, �3](Àôàíàñüåâà, Áóëèí-
ñêàÿ, 1980).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå íåïîñðåäñòâåííîé èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðè-
ìàíó. Äëÿ ôóíêöèè f(x)(x ∈ R) ââåäåì âåðõíèå è íèæíèå ñóììû σ è σ. Ïóñòü
mn è mn � ìàêñèìóì è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [(n− 1)h, nh] äëÿ

ôèêñèðîâàííîãî h > 0. Îáîçíà÷èì σ =
∞∑

n=−∞
hmn è σ =

∞∑
n=−∞

hmn.

Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èíòåãðèðóå-
ìîé ïî Ðèìàíó, åñëè

1. ðÿäû σ è σ ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî,

2. σ − σ → 0 ïðè h → 0.

Òåîðåìà (Ñìèò, íåïðåðûâíûé ñëó÷àé). Ïóñòü {U(t), t > 0} � íåïðåðûâíûé
ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ, ΦA(t)(t ∈ [0,∞)) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, F (t) =
P(τ2 6 t). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1. P(τ1 < ∞) = 1,

2. ôóíêöèÿ ΨA(t) = ΦA(t)(1 − F (t)) íåïîñðåäñòâåííî èíòåãðèðóåìà ïî
Ðèìàíó,

òî ñóùåñòâóåò

lim
t→∞

P(U(t) ∈ A) =

{
1
Eτ2

∫∞
0 ΨA(s)ds, åñëèEτ2 < ∞,

0, åñëèEτ2 = ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ Eτ2 < ∞ ïðèâåäåíî, íàïðèìåð,
â [10](Àôàíàñüåâà, Áóëèíñêàÿ, 1980). Ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ Eτ2 = ∞ ïîëó-
÷åíû â [69](Thorisson, 1983).

Êàê ïîêàçàíî â [22](Êîêñ, Ñìèò, 1967), ôóíêöèÿ ΨA(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ 2, åñëè

A. ôóíêöèÿ ΨA(t) � èíòåãðèðóåìàÿ è íå âîçðàñòàþùàÿ íà (0,∞).

B. ôóíêöèÿ ΨA(t) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà ëþáîì êîíå÷íîì èí-
òåðâàëå âðåìåíè è Eτ < ∞.
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C. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 è Eτ2 < ∞.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïðîöåññ U(t) íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè÷åííûì,
åñëè

lim
x→∞

lim sup
t→∞

P(U(t) > x) = 0.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïðîöåññ U(t) íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì, åñëè îí èìååò ñîá-
ñòâåííîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íå çàâèñÿùåå îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→∞

P(U(t) 6 x) = FU(x),

è FU(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, íå çàâèñÿùåé îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû â ìîìåíò 0.

Â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå äàííîé ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíîñòüþ.

1.2 Ïðèìåðû ðåãåíåðèðóþùèõ ïîòîêîâ

Êëàññ ðåãåíåðèðóþùèõ ïîòîêîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ øèðîêèé êðóã ïðàêòè÷åñêè
âàæíûõ ïîòîêîâ. Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû.

1.2.1 Äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê (ÄÑÏÏ)

Ïðèâåä¼ì äâà îïðåäåëåíèÿ ÄÑÏÏ, ýêâèâàëåíòíîñòü êîòîðûõ äîêàçàíà â [49]
(Grandell, 1976).

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàí ñëó-
÷àéíûé ïîòîê {Λ(t, ω), t > 0}, Λ(0, ω) = 0, è ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé
ïðîöåññ {A(t, ω), t > 0} (òî åñòü ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ 1),
íå çàâèñÿùèé îò {Λ(t, ω), t > 0}. Äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé
ïîòîê {X(t, ω), t > 0} îïðåäåëÿåòñÿ

X(t, ω) := A(Λ(t, ω), ω)

è Λ(t) íàçûâàåòñÿ âåäóùèì ïîòîêîì ÄÑÏÏ.

Ïðèâåä¼ííîå âûøå îïðåäåëåíèå äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ÄÑÏÏ ïîëó÷àåòñÿ èç
ñòàíäàðòíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíîé çàìåíû âðåìå-
íè.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü {X(t, ω), t > 0} � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåóáûâàþ-
ùèìè òðàåêòîðèÿìè, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â Z+. Åñëè ñóùåñòâóåò ñëó÷àé-
íûé ïîòîê {Λ(t, ω), t > 0}, Λ(0, ω) = 0 òàêîé, ÷òî ïðè óñëîâèè Λ(t, ω) ≡ Λ0(t)
ïðîöåññX(t, ω) ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ âåäóùåé ôóíêöèåé Λ0(t), òîX(t, ω)
íàçûâàåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì.

27



Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè Λ(t) � ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê ñ òî÷êàìè ðåãåíåðà-
öèè {θk, k > 0}, òî X(t) � ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè
{θk, k > 0}. Îáîçíà÷èì τk = θk − θk−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî X(t) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 3. Ïóñòü
σ-àëãåáðà G := σ{Λ(t), t > 0}. Äëÿ êðàòêîñòè ðàññìîòðèì îäíîìåðíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ xk(t) = (X(t+θk−1)−X(θk−1))I(t ∈ (0, τk]).
Ñïðàâåäëèâî

P(xk(t) = i, xl(u) = j) = EP(xk(t) = i, xl(u) = j | G) =

= E

(
(Λ(θk−1 + t)− Λ(θk−1))

i

i!
e−(Λ(θk−1+t)−Λ(θk−1))I[0,τk](t)×

×(Λ(θl−1 + u)− Λ(θl−1))
j

j!
e−(Λ(θl−1+u)−Λ(θl−1))I[0,τl](u)

)
=

= P(xk(t) = i)P(xl(u) = j). (1.1)

Âûøå áûë èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 11 âåðíî

P(xk(t) = i | G) = P
(
(X(θk−1(ω) + t, ω)−X(θk−1(ω), ω))I[0,τk(ω)](t) = i | G

)
=

=
(Λ(θk−1 + t)− Λ(θk−1))

i

i!
e−(Λ(θk−1+t)−Λ(θk−1))I[0,τk](t).

Ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ 3 è òîãî, ÷òî Λ(t) � ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñîìíîæèòåëè â (1.1) íåçàâèñèìû, ÷òî äîêàçûâàåò äàííîå óòâåð-
æäåíèå.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 11, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÄÑÏÏ X(t) îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. EX(t) = EΛ(t).
2. DX(t) = DΛ(t) + EΛ(t).
3. Â ñëó÷àå, êîãäà Λ(t) � ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê, èíòåíñèâíîñòü ÄÑÏÏ

ñîâïàäàåò ñ èíòåíñèâíîñòüþ âåäóùåãî ïîòîêà

λ = lim
t→+∞

Λ(t)

t
=

E(Λ(θn)− Λ(θn−1))

Eτn
. (1.2)

Åñëè âåäóùèé ïîòîê ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå Λ(t) =
∫ t

0 λ(u) du, ãäå {λ(t, ω), t >
0} � íåîòðèöàòåëüíûé è îãðàíè÷åííûé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñëó÷àéíûé ïðîöåññ,
òî λ(t) íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòüþ ïîòîêà X(t).

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè λ(t) � ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ ñ òî÷êàìè ðåãåíå-
ðàöèè {θk, k > 0}, òî Λ(t) � ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè
{θk, k > 0}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ

φk(ω) = (λ(θk−1 + t, ω), τk(ω), t ∈ [0, τk)), k > 1.

è
χk(ω) = (Λ(θk−1 + t, ω)− Λ(θk−1, ω), τk(ω), t ∈ [0, τk]), k > 1.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå F , òàêîå ÷òî F (φk) = χk, k > 1. Çàìåòèì, ÷òî Λ(θk−1 +
t) − Λ(θk−1) =

∫ t

0 λ(θk−1 + u) du. Èç îïðåäåëåíèÿ 3 ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü è
îäèíàêîâàÿ ðàñïðåäåë¼ííîñòü φk, k > 1. Â ñèëó èçìåðèìîñòè F ñëó÷àéíûå
ýëåìåíòû χk, k > 1, áóäóò òàêæå íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû.
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü îò χ0. Ïî îïðåäåëåíèþ 3 ïîòîê Λ(t)
ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì ñ ìîìåíòàìè ðåãåíåðàöèè {θk}.

1.2.2 Ïîòîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ ñëó÷àéíîé àìïëèòóäû

Ñëó÷àéíûå àìïëèòóäû âîçíèêàþò, êîãäà èçâåñòåí îáùèé çàêîí èçìåíåíèÿ èí-
òåíñèâíîñòè âõîäíîãî ïîòîêà â òå÷åíèå íåêîòîðîãî ïåðèîäà, íî íà àìïëèòóäó
èçìåíåíèÿ îêàçûâàþò âëèÿíèå äîïîëíèòåëüíûå ñëó÷àéíûå ôàêòîðû.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü v(t)� ïåðèîäè-
÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T , {ηn, n > 0} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí (ηn > 0 ï.í.). Ñëó÷àéíóþ èíòåíñèâíîñòü ÄÑÏÏ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

λ(nT + t, ω) := v(t)ηn(ω), n > 0.

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû ηn ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñëó÷àéíûå
àìïëèòóäû, êîòîðûå ïîñòîÿííû íà n-ì ïåðèîäå. Ìîìåíòû ðåãåíåðàöèè íåñëó-
÷àéíû è çàäàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {nT, n > 0}, ïðèðàùåíèå ÄÑÏÏ çà
n-é ïåðèîä ðåãåíåðàöèè ðàâíî ηn

∫ T

0 v(t)dt, èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà

λ =

∫ T

0 v(t) dtEη1

T
. (1.3)

1.2.3 Ïîòîê ñî ñëó÷àéíûìè ïåðèîäàìè

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, v(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T , {ηn, n > 1} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ηn > 0 ï.í.). Ñëó÷àéíóþ èíòåí-
ñèâíîñòü îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

λ(t, ω) := v(γt(ω)),

ãäå γt � íåäîñêîê ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ, îáðàçîâàííîãî ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ {ηn, n > 1}, äî ìîìåíòà t. Ìîìåíòàìè ðåãåíåðàöèè ÄÑÏÏ ÿâëÿþòñÿ
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ìîìåíòû âîññòàíîâëåíèé ïðîöåññà {Sn, n > 0}, Sn =
∑n

k=1 ηk, ïðèðàùåíèå çà
n-é ïåðèîä ðåãåíåðàöèè ðàâíî

∫ ηn
ηn−1

v(γt) dt, èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà

λ =
E
∫ η1
0 v(t) dt

Eη1
. (1.4)

Ïðèâåä¼ì òåïåðü ïðèìåðû äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ïóàññîíîâñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, âîçíèêàþùèõ â êëàññè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

1.2.4 Ïîòîê ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé

Ðàññìîòðèì r-êàíàëüíóþ ñèñòåìó, â êîòîðóþ ïîñòóïàåò ïóàññîíîâñêèé ïî-
òîê òðåáîâàíèé èíòåíñèâíîñòè λ. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ
èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì ν. Çàÿâêà, ïîñòóïàþùàÿ â
ñèñòåìó, â êîòîðîé óæå íàõîäÿòñÿ j òðåáîâàíèé, ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê î÷åðåäè ñ
âåðîÿòíîñòüþ fj è òåðÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − fj, fj ∈ [0, 1]. Ñ÷èòàåì, ÷òî
fj = 1, 0 6 j < r, òî åñòü òðåáîâàíèå ïîñòóïàåò íà îáñëóæèâàíèå ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1, åñëè åñòü ñâîáîäíûé ïðèáîð. Ïóñòü Q(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â
ñèñòåìå â ìîìåíò t, à L(t) - ÷èñëî ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé çà [0, t]. Ïîêàæåì,
÷òî L(t) ÿâëÿåòñÿ ÄÑÏÏ ñî ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòüþ λ(1− fQ(t)).

Ïðîâåðèì îïðåäåëåíèå 11. Çàôèêñèðóåì òðàåêòîðèþQ(t, ω0) = Q0(t). Âîçü-
ì¼ì n íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèíòåðâàëîâ (si, ti], 1 6 i 6 n. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (si, ti] � ó÷àñòêè ïîñòîÿíñòâà çàôèêñèðîâàííîé
òðàåêòîðèè Q0(t). Ïóñòü äëèíà èíòåðâàëà (si, ti] ðàâíà ∆i, à Q0(t) ïðèíèìàåò
íà í¼ì çíà÷åíèå ki. Ââåä¼ì ñîáûòèÿ

Ai := {Íà (si, ti] ïðèøëî mi òðåáîâàíèé, è âñå îíè áûëè ïîòåðÿíû}

è
Bi := {Âñå òðåáîâàíèÿ, ïðèøåäøèå íà (si, ti], áûëè ïîòåðÿíû}.

Òîãäà

P (L(t1)− L(s1) = m1, . . . , L(tn)− L(sn) = mn |Q(t) = Q0(t), t > 0) =

= P

(
n∩

i=1

Ai

∣∣∣∣∣
n∩

i=1

Bi, Q(t) = Q0(t), t > 0

)
=

=

n∏
i=1

(λ∆i)
mi

mi!
e−λ∆i(1− fki)

mi

n∏
i=1

+∞∑
l=0

(λ∆i)l

l! e−λ∆i(1− fki)
l

=

n∏
i=1

(λ∆i)
mi

mi!
e−λ∆i(1− fki)

mi

n∏
i=1

e−λ∆ifki

=

=
n∏

i=1

(λ∆i(1− fki))
mi

mi!
e−λ∆i(1−fki).
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Îïðåäåëåíèå 11 ïðîâåðåíî.
Ìîìåíòû ðåãåíåðàöèè ïîòîêà ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé

θk = inf{tn, n > 1: tn > θk−1, Q(tn) = 0}, θ0 = 0,

ãäå tn � ìîìåíò n-ãî ñêà÷êà âõîäíîãî ïîòîêà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå Ë. Ã. Àôàíàñüåâîé [2](Àôàíàñüåâà, 1966) ïîêà-

çàíî, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå ïîòîê ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëóìàð-
êîâñêèì ïðîöåññîì. Òàêèì îáðàçîì, ÄÑÏÏ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ
ïîëóìàðêîâñêèì ïðîöåññîì.

Åñëè æå fk = 0, k > r, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Õèí÷èíà [26](Õèí÷èí, 1963) ïî-
òîê ïîòåðÿííûõ òðåáîâàíèé îáðàçóåò ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â ýòîì ñëó÷àå ÄÑÏÏ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ.

1.2.5 Ìàðêîâñêè-ìîäóëèðîâàííûé ïîòîê (ÌÌÏ)

Ýòè ïîòîêè ðàññìàòðèâàëèñü â [31](Asmussen, 1991) è îíè îáðàçóþò âàæíûé
ïîäêëàññ ÄÑÏÏ. Ïóñòü {Y (t), t > 0} � ýðãîäè÷åñêàÿ öåïü Ìàðêîâà ñ êîíå÷-
íûì èëè ñ÷¼òíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé, à {λk, λk < C, k > 1} � ñîâîêóï-
íîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 12. ÄÑÏÏ íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêè-ìîäóëèðîâàííûì ïîòîêîì
(Markov-modulated �ow) ñ óïðàâëÿþùèì ïðîöåññîì Y (t), åñëè åãî ñëó÷àéíàÿ
èíòåíñèâíîñòü èìååò âèä

λ(t) =
+∞∑
k=1

λkI{Y (t) = k}.

Öåïü Ìàðêîâà Y (t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì, à òî÷êè ðåãå-
íåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ìîìåíòàìè äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ, ñêàæåì ñîñòîÿíèÿ 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè {tn, n > 1} � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé öåïè Ìàðêîâà Y (t), òî

θk = inf{tn, n > 1: tn > θk−1, Y (tn) = 1}, θ0 = 0. (1.5)

Èç óòâåðæäåíèé 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî X(t) òàêæå áóäåò ðåãåíåðèðóþùèì ñ ìî-
ìåíòàìè ðåãåíåðàöèè {θk}. Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà

λ =
+∞∑
k=1

λkπk, (1.6)

ãäå {πk} � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå öåïè Y (t).
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Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé λ < +∞. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðèîäà
ðåãåíåðàöèè µ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ π1 = (α1Eτk)

−1, òî åñòü

µ = Eτk = (α1π1)
−1. (1.7)

Çäåñü α1 � ïàðàìåòð ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàþùåãî âðåìÿ
ïðåáûâàíèÿ óïðàâëÿþùåé öåïè Ìàðêîâà Y (t) â ñîñòîÿíèè 1. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî åñëè P(Y (0) = 1) = 1, òî {θk} îáðàçóåò ïðîñòîé ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ,
à åñëè P(Y (0) = j) = πj, j > 0, òî ýòîò ïðîöåññ ñòàöèîíàðíûé. Ñðåäíåå ÷èñëî
òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ çà ïåðèîä ðåãåíåðàöèè, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíè-
åì

Eξk = λEτk =
λ

α1π1
. (1.8)

Çàìåòèì, ÷òî ïîòîêè èç ðàçäåëîâ 1.2.2 è 1.2.3 íå ÿâëÿþòñÿ ÌÌÏ.

1.2.6 Ïîòîê Ëüþèñà

Ïîòîêè ýòîãî ðîäà ÷àñòî âîçíèêàþò â ïðèëîæåíèÿõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â áåñ-
êîíå÷íîêàíàëüíóþ ñèñòåìó S ïîñòóïàåò ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê ñ ìîìåíòàìè
ðåãåíåðàöèè {θn}∞n=1. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Â òå÷åíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå
êàæäîå òðåáîâàíèå íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ïîðîæäàåò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê
èíòåíñèâíîñòè ν. Ñóììàðíûé ïîòîê, ãåíåðèðóåìûé òðåáîâàíèÿìè, íàõîäÿ-
ùèìèñÿ íà îáñëóæèâàíèè â S, íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ëüþèñà. Åñëè Q(t) �
ïðîöåññ ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå S, òî ïîòîê Ëüþèñà ÿâëÿåòñÿ ÄÑÏÏ ñî
ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòüþ

λ(t) = νQ(t).

Òî÷êè ðåãåíåðàöèè ïîòîêà

Tk = inf{θn, n > 1: θn > Tk−1, Q(θn) = 0}, T0 = 0.

Èíòåíñèâíîñòü
λ = νEQ, (1.9)

ãäå Q � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà Q(t) â
ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.

Ïîòîê Ëüþèñà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ÌÌÏ. Îí áóäåò òàêîâûì, åñëè
âõîäíîé ïîòîê � ïóàññîíîâñêèé, à âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ èìåþò ïîêàçàòåëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçìîæíîãî ïðèëîæåíèÿ ðàññìîòðèì ìîäåëü ðàáîòû
àâèàäèñïåò÷åðà. Ïóñòü Q(t) � ÷èñëî âîçäóøíûõ ñóäîâ â çîíå íàáëþäåíèÿ.
Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ èíòåðïðåòèðóþòñÿ, êàê âðåìåíà íàõîæäåíèÿ ñóäíà â

32



ýòîé çîíå. Ïðåáûâàÿ â çîíå íàáëþäåíèÿ, êàæäîå âîçäóøíîå ñóäíî ïîñûëàåò
çàïðîñû àâèàäèñïåò÷åðó íà îáñëóæèâàíèå. Ýòè çàïðîñû îáðàçóþò âõîäíîé
ïîòîê, êîòîðûé è áóäåò ïîòîêîì Ëüþèñà.

1.2.7 Ìàðêîâñêèé ïîòîê ïîñòóïëåíèé (ÌÏÏ)

Ðàññìîòðèì ýðãîäè÷åñêóþ öåïü Ìàðêîâà {Y (t), t > 0}, ïðèíèìàþùóþ çíà-
÷åíèÿ â Z+ ñ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà òðàåêòîðèÿìè. Îáîçíà÷èì {tj, j > 0},
t0 = 0, íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ñêà÷êîâ ïðîöåññà Y (t).
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yj := Y (tj), j > 0, îáðàçóþò âëîæåííóþ öåïü Ìàðêîâà
ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Ïóñòü N(t) := max{j > 0: tj 6 t}. Íà èñõîäíîì âå-

ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàäèì ñåìåéñòâî κ := {{κ(n)
ij }, n ∈ Z; i, j > 0}

íåçàâèñèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ïðè ôèêñèðîâàííûõ i, j ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïî n), ñîñòîÿùèõ èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â Z+. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ðàâ-
íîìåðíî îãðàíè÷åíû Eκ(n)

ij < C < +∞. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñåìåéñòâî
κ íå çàâèñèò îò Y (t).

Îïðåäåëåíèå 13. Ñëó÷àéíûé ïîòîê

X(t) =

N(t)∑
j=1

κ(j)
Yj−1Yj

íàçûâàåòñÿìàðêîâñêèì ïîòîêîì ïîñòóïëåíèé (Markov arrival process) ñ óïðàâ-
ëÿþùèì ïðîöåññîì Y (t).

ÌÏÏ ãåíåðèðóåò çàÿâêè â ìîìåíòû ïåðåõîäà óïðàâëÿþùåé öåïè. Ïîòîê
X(t) íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ÄÑÏÏ, îäíàêî îí ðåãåíåðèðóþùèé ñ ìîìåí-
òàìè ðåãåíåðàöèè {θk}, îïðåäåëÿåìûìè (1.5). Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

λ =
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0
j ̸=i

πi
mi

PijEκij, (1.10)

ãäå {Pij} � ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âëîæåííîé öåïè {Yj}, πi =
lim
t→∞

P(Y (t) = i), mi ñðåäíåå âðåìÿ íàõîæäåíèÿ Y (t) â ñîñòîÿíèè i. Ñðåäíåå

çíà÷åíèå ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.7), à äëÿ Eξk ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1.8).

ÌÌÏ îáðàçóþò ïîäêëàññ ÌÏÏ. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ðàññìîò-
ðèì âñïîìîãàòåëüíóþ öåïü Ìàðêîâà Ŷ (t) ñ ñîñòîÿíèÿìè {(i, s), i, s > 0}, ãäå
i îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå öåïè Y (t), à s � êîëè÷åñòâî ñêà÷êîâ ïóàññîíîâñêîãî
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ïðîöåññà çà âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ÌÌÏ â ñîñòîÿíèè i äî ìîìåíòà t âêëþ÷è-
òåëüíî. Âîçìîæíûìè ïåðåõîäàìè Ŷ (t) ÿâëÿþòñÿ (i, 0) → (i, 1) → (i, 2) → . . .
Áîëåå òîãî, èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ (i, s) âîçìîæåí ïåðåõîä â (j, 0).

Ïóñòü λi � èíòåíñèâíîñòü ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà âî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
Y (t) â ñîñòîÿíèè i, Q = {qij} � èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà Y (t), òîãäà
èíôèíèòåçèìàëüíûå ïàðàìåòðû Ŷ (t) èìåþò âèä

q(i,0),(i,0) = −λi + qii, q(i,s),(i,s+1) = λi, q(i,s),(j,0) = qij, ãäå qii = −
∑
i̸=j

qij.

Ñêà÷êè ÌÏÏ âîçíèêàþò â ìîìåíòû ïåðåõîäà Ŷ (t) èç ñîñòîÿíèÿ (i, s) â ñîñòî-
ÿíèå (i, s+ 1).

1.2.8 Ïîëóìàðêîâñêèé ïîòîê (ÏÌÏ)

Ïóñòü {R(t), t > 0} ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â Z+.
Âëîæåííàÿ öåïü Ìàðêîâà {ζn, n > 1} ýðãîäè÷íà è èìååò ìàòðèöó ïåðåõîäà
P = {Pij}. Îáîçíà÷èì Fij(x) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ
ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè i ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåõîä áóäåò îñóùåñòâë¼í â ñîñòîÿ-
íèå j. Ïóñòü mij :=

∫ +∞
0 x dFij(x), Fi(x) :=

∑+∞
j=0 Fij(x), mi :=

∫ +∞
0 x dFi(x),

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 < mij < m < +∞, äëÿ âñåõ i, j.
Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ ñî ñòàöè-

îíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè Z = {{Z(n)
ij (t), t > 0}, n ∈ Z+; i, j > 0} íå çàâèñèò

îò R(t) è çàäàíî íà èñõîäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ i, j ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {{Z(n)

ij (t), t > 0}, n ∈ Z+} ñîñòîèò èç íåçàâèñè-

ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîòîêè Z
(n)
ij (t) ïðèíè-

ìàþò çíà÷åíèÿ â Z+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ îãðàíè÷åíû

λij = lim
t→+∞

Z
(n)
ij (t)

t
< λ < +∞.

Îáîçíà÷èì {tj, j > 0} íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ïåðåõîäà
ïðîöåññà R(t), t0 = 0, òàê ÷òî ζj = R(tj), ζ0 = R(0). Ââåä¼ì ïðîöåññ N(t) =
max{n > 0: tn < t}.

Îáîçíà÷èì ∆k ïðèðàùåíèå ïðîöåññà Z
(k)
ζk−1ζk

(t) íà èíòåðâàëå [tk−1, tk), k >
1. Ââåä¼ì òàêæå ïðèðàùåíèå∆(t) ïðîöåññà Z(N(t)+1)

ζN(t)ζN(t)+1
(t) íà èíòåðâàëå [tN(t), t).

Îïðåäåëèì ïðîöåññ

X1(t) :=

N(t)∑
k=1

∆k +∆(t). (1.11)

Ïðîöåññ îïðåäåë¼í äëÿ t > 0, èìååò íåóáûâàþùèå òðàåêòîðèè, X1(0) = 0,
X1(t) > 0. Âî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà R(t) â ñîñòîÿíèè
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i, ïðè óñëîâèè ïåðåõîäà â ñîñòîÿíèå j, ñêà÷êè ïðîöåññà X1(t) ñîâïàäàþò ñî
ñêà÷êàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîòîêà Z

(n)
ij (t).

Îïðåäåëåíèå 14. Åñëè Z
(n)
ij (t) ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì ñ èíòåí-

ñèâíîñòüþ λij, òîX1(t) íàçûâàåòñÿ ïîëóìàðêîâñêè-ìîäóëèðîâàííûì ïîòîêîì
(ÏÌÌÏ).

Â äàííîì ñëó÷àå ïîòîê X1(t) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ÌÌÏ [30](S. Asmussen,
1987). ÏÌÌÏ ÿâëÿåòñÿ ÄÑÏÏ ñî ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòüþ

λ(t) =
+∞∑
i,j=0

λijIAt
ij,

ãäå At
ij =

∪+∞
n=0{t ∈ [tn, tn+1), ζn = i, ζn+1 = j}.

Òàêæå ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

λ(t) =
+∞∑
i=0

λiI{R(t) = i}.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ R̂(t) ñ ìíîæåñòâîì
âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé {(i, j)}, âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà P̂(i,j),(k,m) = δjkPjm è

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ F
(j,m)
(i,j) (x) = Fjm(x). Ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ ñêà÷êîâ äàííîãî ïðîöåññà è ïðîöåññà R(t) ñîâïàäàþò.
Ñëåäîâàòåëüíî, X1(t) ÿâëÿåòñÿ ÄÑÏÏ ñî ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòüþ

λ(t) =
∑
(i,j)

λijI{R̂(t) = (i, j)}.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ ïðîöåññû Ẑ
(n)
ij (t). Åñëè èíòåíñèâíîñòè λij íå

çàâèñÿò îò j, òîãäà èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà X1(t)

λX1
= lim

t→+∞

X1(t)

t
=

+∞∑
i=0

λiπi, (1.12)

ãäå πi = limt→+∞ P(R(t) = i). Â îáùåì ñëó÷àå âìåñòî (1.12) èìååì

λX1
=
∑
(i,j)

λijπ̂i, (1.13)

ãäå πij = limt→+∞ P(R̂(t) = (i, j)). Ïóñòü {π̂0
ij} � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-

íèå âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà ïðîöåññà R̂(t), òîãäà π̂0
ij = π0

iPij, ãäå {π0
i } �

ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå {ζn}. Îáùåèçâåñòíî [32](S. Asmussen, 1999), ÷òî

πi =
π0
imi∑+∞

j=0 π
0
jmj

, π0
i =

πi
∑+∞

j=0 π
0
jmj

mi
.
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Èñïîëüçóÿ äàííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì

π̂0
ij =

π0
iPijmij∑

(k,l) π
0
kPklmkl

=
πiPijmij

mi
.

Ïîäñòàâèâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (1.13), ïðèõîäèì ê

λX1
=
∑
(i,j)

λijπiPij
mij

mi
. (1.14)

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî κ := {{κ(n)
ij }, n > 0; i, j > 0} íåçàâèñèìûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé (ïðè ôèêñèðîâàííûõ i, j ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî n), ñîñòîÿ-
ùèõ èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíè-
ìàþùèõ çíà÷åíèÿ â Z+. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû
cij := Eκ(n)

ij < C < +∞. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ñåìåéñòâî κ íå çàâèñèò
îò R(t).

Îïðåäåëåíèå 15. Ñëó÷àéíûé ïîòîê

X2(t) :=

N(t)∑
j=1

κ(j)
ζj−1ζj

, (1.15)

íàçûâàåòñÿ ïîëóìàðêîâñêèì ïîòîêîì ïîñòóïëåíèé (ÏÌÏÏ) (semi-Markov
arrival process) ñ óïðàâëÿþùèì ïðîöåññîì R(t).

Èìååì X2(0) = 0, X2(t) > 0. Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà X2(t) [32](S. Asmussen,
1999) èìååò âèä

λX2
=

+∞∑
i=0

πi
mi

+∞∑
j=0

cijPij. (1.16)

Îïðåäåëåíèå 16. Ñëó÷àéíûé ïîòîê

X(t) := X1(t) +X2(t),

ãäå X1(t) è X2(t) çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî (1.11) è (1.15) è îáðàçîâàíû âçàèì-
íî íåçàâèñèìûìè ñåìåéñòâàìè Z è κ, íàçûâàåòñÿ ïîëóìàðêîâñêèì ïîòîêîì
(semi-Markov �ow) ñ óïðàâëÿþùèì ïðîöåññîì R(t).

Èíòåíñèâíîñòü ÏÌÏ X(t)

λX =
+∞∑
i=0

πi
mi

+∞∑
j=0

(λijmij + cij)Pij. (1.17)
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ÏÌÏ ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì. Â êà÷åñòâå òî÷åê ðåãåíåðàöèè âûáèðà-
þòñÿ ìîìåíòû äîñòèæåíèÿ óïðàâëÿþùèì ïðîöåññîì ôèêñèðîâàííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ, íàïðèìåð, 1. À èìåííî,

θk = inf{tn : tn > θk−1, R̂(tn) = 1}.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî êëàññ ðåãåíåðèðóþùèõ ïîòîêîâ
âåñüìà øèðîê. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ áîëüøèíñòâî ïîòîêîâ, îáû÷íî èñïîëüçó-
åìûõ â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ â êà÷åñòâå ïðîöåññîâ, îïèñûâàþùèõ
ïîñòóïëåíèå òðåáîâàíèé â ñèñòåìó. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ðåãåíåðèðóþ-
ùåãî ïðîöåññà îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óïðàâ-
ëÿþùåãî ïðîöåññà (öåïè Ìàðêîâà èëè ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà), èíòåíñèâ-
íîñòåé ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé â òå÷åíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà
â ôèêñèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.

1.3 Îïèñàíèå ìîäåëè è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðà-
íè÷åííîé î÷åðåäüþ è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì X(t), îïðåäåëåí-
íûì íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) ñ ôèëüòðàöèåé {Ft, t > 0}, ê
êîòîðîé îí àäàïòèðîâàí. Ñëó÷àéíûå ìîìåíòû {θ(1)i , i > 1} (P(θ(1)0 < ∞) = 1)
� òî÷êè ðåãåíåðàöèè ïîòîêà, τ (1)i = θ

(1)
i − θ

(1)
i−1 � äëèíà i-ãî ïåðèîäà ðåãåíå-

ðàöèè, γ(1)
i = X(θ

(1)
i ) − X(θ

(1)
i−1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Eτ

(1)
2 < ∞, Eγ(1)

2 < ∞.

Ïî ñâîéñòâó 1 èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà λx = lim
t→∞

X(t)
t = Eγ

(1)
2

Eτ
(1)
2

.

Çäåñü ïðîöåññ X(t) � ýòî îáúåì ðàáîòû, êîòîðûé ïîñòóïèë â ñèñòåìó çà
âðåìÿ [0, t].Çàìåòèì, ÷òî ìû íå íàêëàäûâàåì íèêàêèõ óñëîâèé íà îòäåëüíûå
âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ, îíè ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè â ðàìêàõ îäíîãî ïåðèîäà
ðåãåíåðàöèè.

Ïóñòü Y (t) � êîëè÷åñòâî ðàáîòû, êîòîðîå ìîæåò âûïîëíèòü ñèñòåìà çà
âðåìÿ (0, t], åñëè áû â ñèñòåìå âñåãäà áûëè òðåáîâàíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîöåññû
X(t) è Y (t) íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà. Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè, êîãäà ïðèáîð
íàäåæåí è ðàáîòàåò ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ Y (t) = t. Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî

Y (t) =

∫ t

0

e(s)ds,

ãäå e(t, w) íåîòðèöàòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, âñå òðàåêòîðèè êîòîðîãî èí-
òåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó â (0, t]. Êðîìå òîãî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîöåññ {e(t), t >
0} � ðåãåíåðèðóþùèé ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè {θ(2)i }∞i=1 (P(θ

(2)
0 < ∞) = 1) è
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ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τ
(2)
i = θ

(2)
i − θ

(2)
i−1, ζj = Y (θ

(2)
j ) − Y (θ

(2)
j−1) =

θ
(2)
j∫

θ
(2)
j−1

e(s)ds

èìåþò êîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Eτ
(2)
2 < ∞, Eζ2 < ∞.

Òîãäà Y (t) áóäåò ðåãåíåðèðóþùèì ïîòîêîì è åãî èíòåíñèâíîñòü λy =
Eζ2

Eτ
(2)
2

, à

êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñèñòåìû

ρ =
λx

λy
=

Eγ
(1)
2

Eζ2

Eτ
(2)
2

Eτ
(1)
2

.

Â ìîäåëè, êîãäà ïðèáîð ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàáî÷åì èëè íåðàáî÷åì (îí
ðåìîíòèðóåòñÿ) ñîñòîÿíèè, ïðîöåññ

e(t) =

{
0, ïðèáîð ñëîìàí

1, èíà÷å.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå äèñöèïëèíû îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïîñëå ïðå-
ðûâàíèÿ (ñì. [47](Gaver, 1962)). Â äàííîé ìîäåëè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè ïîëîì-
êå ïðèáîðà ïðîèñõîäèò íåìåäëåííîå ïðåðûâàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ.
Ïðåðâàííîå îáñëóæèâàíèå ïðîäîëæàåòñÿ ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà, ïðè-
÷åì âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà ñîâïàäà-
åò ñ îñòàòî÷íûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ â ìîìåíò ïîëîìêè.
Òàêàÿ äèñöèïëèíà íàçûâàåòñÿ preemptive-resume interruptions.

Ââåäåì ïðîöåññ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ W (t), ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé ñóììàðíîå îñòàòî÷íîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ â
ñèñòåìå â ìîìåíò t. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [68](Òàêà÷, 1967),[13](Áîðîâêîâ,
1972)), äëÿ äàííîé ìîäåëè áóäåò ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

W (t) = max[W (0) + Z(t), sup
06s6t

(Z(t)− Z(s))], (1.18)

ãäå Z(t) = X(t) − Y (t). Ïðèâåäåì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ïðîöåññ Z(t) ïðè
t → ∞ ñòðåìèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ïðîöåññó Z̃(t) ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðè-
ðàùåíèÿìè.

Óñëîâèå 2. Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå: ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí τ
(1)
2 è

τ
(2)
2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå: ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí τ

(1)
2 è τ

(2)
2 àïåðèîäè÷íû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ñâîéñòâó 3 ïðîöåññûX(t) è Y (t) ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñòðå-
ìÿòñÿ ê ïðîöåññàì ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè X̃(t) è Ỹ (t), à òàê êàê
îíè íåçàâèñèìû, òî ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ Z(t).
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Ëåììà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå π(x) = lim
t→∞

P(e(t) 6

x), òî èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà Y (t) ðàâíà λy =
∞∫
0

xdπ(x). Åñëè ïðîöåññ e(t)

ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ {0, 1} è ñóùåñòâóåò
lim
t→∞

P(e(t) = 1) = π, òî λy = π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ λy = lim
t→∞

Y (t)
t ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, äëÿ ïðîöåññà Y (t) =
t∫
0

e(s)ds, èìååì

lim
t→∞

t−1EY (t) = lim
t→∞

t−1

∫ t

0

Ee(s)ds =

∫ ∞

0

xdπ(x).

Òàêèì îáðàçîì, λy =
∞∫
0

xdπ(x). �

Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ó ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà {e(t), t > 0} ñóùåñòâóåò,
åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ñìèòà, â ÷àñòíîñòè, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñóùåñòâóåò ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2.

Ñëåäóþùåå óñëîâèå ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íàëè÷èå îáùèõ òî÷åê ðåãåíåðàöèè
äëÿ ïîòîêîâ X(t) è Y (t).

Óñëîâèå 3. Äëÿ n-ãî (n > 1) ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè ïîòîêà Y (t) èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå:

τ (2)n = v(1)n + v(2)n ,

ãäå v(1)n è v(2)n íåçàâèñèìû, P(v(1)n > x) = e−δx, δ ∈ (0,∞) è Y (θ
(2)
n−1+v1n) = Y (θ

(2)
n−1)

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ëåììà 2 (Î ñèíõðîíèçàöèè). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2 â äèñêðåòíîì
ñëó÷àå è óñëîâèå 3 â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. Îïðåäåëèì â äèñêðåòíîì ñëó÷àå

T0 = min

{
θ
(1)
j :

∞∪
l=0

(θ
(1)
j = θ

(2)
l )

}
,

Tn = min

{
θ
(1)
j > Tn−1 :

∞∪
l=0

(θ
(1)
j = θ

(2)
l )

}
,

ñîîòâåòñòâåííî â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå

T0 = min

{
θ
(1)
j : θ

(1)
j ∈

∞∪
l=1

(θ
(2)
l−1, θ

(2)
l−1 + v

(1)
l )

}
,

Tn = min

{
θ
(1)
j > Tn−1 : θ

(1)
j ∈

∞∪
l=1

(θ
(2)
l−1, θ

(2)
l−1 + v

(1)
l )

}
.
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Òîãäà {Tn}∞n=0 � îáùèå ìîìåíòû ðåãåíåðàöèè äëÿ ïðîöåññîâ X(t), Y (t) è

â äèñêðåòíîì ñëó÷àå Eτ2 = Eτ
(1)
2 Eτ

(2)
2 < ∞,

â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå Eτ2 = δEτ
(1)
2 Eτ

(2)
2 < ∞,

ãäå τn = Tn − Tn−1, n > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìî-
ìåíòîâ Tn è ñâîéñòâ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïåðåéäåì êî âòîðîé
÷àñòè ëåììû. Íà÷íåì ñ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ. Ââåäåì ôóíêöèè

h2(t) = P

( ∞∪
l=1

(t ∈ (θ
(2)
l−1, θ

(2)
l−1 + v

(1)
l ))

)
,

µ2(t) = min{l : θ(2)l > t},

H2(t) =
∞∑
l=0

P(θ
(2)
l 6 t), (H2(0) = 0).

Òîãäà

h2(t) =
∞∑
l=0

P(t− v
(1)
l+1 < θ

(2)
l 6 t) = H2(t)−

∫ t

0

H2(t− y)δe−δydy =

=

∫ t

0

e−δ(t−y)dH2(y).

Èç îñíîâíîé òåîðåìû âîññòàíîâëåíèÿ, ïîëó÷àåì

lim
t→∞

h2(t) =
1

Eτ
(2)
2

∫ ∞

0

e−δydy =
1

δEτ
(2)
2

.

Òåïåðü ïîëîæèì

ν0 = min{j :
∞∪
l=1

(θ
(1)
j ∈ (θ

(2)
l−1, θ

(2)
l−1 + v

(1)
l ))},

νk = min{j > νk−1 :
∞∪
l=1

(θ
(1)
j ∈ (θ

(2)
l−1, θ

(2)
l−1 + v

(1)
l ))}.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µn = νn − νn−1}∞n=2 ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïî òîæäåñòâó Âàëüäà

Eτ2 = Eµ2Eτ
(1)
2 .

Ïîýòîìó, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Eµ2 < ∞.
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Ïîëîæèì h1(j) =
∞∑
k=0

P(νk = j). Ïî òåîðåìå Áëåêóýëëà

lim
j→∞

h1(j) =

{
(Eµ2)

−1, åñëèEµ2 < ∞
0, åñëèEµ2 = ∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

h1(j) = P

(∞∪
l=1

(θ
(1)
j ∈ (θ

(2)
l−1, θ

(2)
l−1 + v

(1)
l ))

)
= Eh2(θ

(1)
j ).

Òàê êàê lim
j→∞

θ
(1)
j = ∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 è {θ(1)j }∞j=0, {θ

(2)
j }∞j=0 íåçàâèñèìûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóþùåé ñõîäèìîñòè

lim
j→∞

Eh2(θ
(1)
j ) =

1

δEτ
(2)
2

è, ñëåäîâàòåëüíî, Eµ2 = δEτ
(2)
2 < ∞.

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî, òîëüêî ôóíêöèÿ h2(j) è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {νn, n > 0} èìåþò âèä

h2(j) = P

( ∞∪
l=1

(j = θ
(2)
l )

)
,

ν0 = min{j :
∞∪
l=1

(θ
(1)
j = θ

(2)
l−1)},

νk = min{j > νk−1 :
∞∪
l=1

(θ
(1)
j = θ

(2)
l−1)}.

�

1.4 Óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè è íåñòàáèëüíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ïðîöåññ W (t) áóäåò ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè÷åííûì è ýðãîäè÷íûì.

Òåîðåìà 1. ÏóñòüW (t) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå (1.18).
Òîãäà

1. Åñëè ρ > 1, òî W (t) −−−→
t→∞

∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

2. Åñëè ρ < 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî ñóùåñòâóåò lim
t→∞

P(W (t) 6 x) =

Ψ(x) è Ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ïðîöåññ W (t) ýð-
ãîäè÷åí.
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3. Åñëè ρ = 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå 3, òî W (t) −−−→
t→∞

∞ ïî âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû ïî÷òè ñðàçó ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà
(1.18), òàê êàê

W (t) > X(t)− Y (t),

ïîýòîìó

lim inf
t→∞

W (t)

t
> λx − λy > 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ïóíêòó. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå W (0) íå

âëèÿåò íà ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå W (t). Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ρ < 1, òî
Z(t) −−−→

t→∞
−∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

tε òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t > tε

P(Z(t) +W (0) > 0) < ε,

äàëåå, ïî ôîðìóëå (1.18), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà ïðè t > tε äëÿ ëþáîãî x > 0

P

(
sup
06s6t

(Z(t)− Z(s)) 6 x

)
−ε 6 P(W (t) 6 x) 6 P

(
sup
06s6t

(Z(t)− Z(s)) 6 x

)
.

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε, èìååì äëÿ âñåõ x > 0

lim
t→∞

P(W (t) 6 x) = lim
t→∞

P

(
sup
06s6t

(Z(t)− Z(s)) 6 x

)
. (1.19)

Êàê ìû çàìå÷àëè ðàíåå, â ñèëó óñëîâèÿ 2, èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü
ïðîöåññà Z(t) ê ïðîöåññó ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè Z̃(t). Â êíèãå [13,
Ãëàâà 1, �3](Áîðîâêîâ, 1972) ïîêàçàíî, ÷òî íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîöåññ Z(t) èìååò ñòàöèîíàðíûå ïðèðàùåíèÿ. Òîãäà ìû èìååì
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ

sup
06s6t

(Z(t)− Z(s)) = sup
06u6t

Z(u).

Òàê êàê äëÿ ïðîöåññà ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè è îòðèöàòåëüíûì
ñíîñîì sup

u>0
Z(u) < ∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî èç (1.19) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå

òåîðåìû.
Äîêàæåì òðåòèé ïóíêò òåîðåìû. Ïóñòü ρ = 1 è âûïîëíåíî óñëîâèå 3.

Òîãäà â ñèëó ëåììû 2, ïðîöåññû {X(t), Y (t)} èìåþò îáùèå òî÷êè ðåãåíåðàöèè
{Tn}∞n=0.

Ââåäåì âëîæåííûé ïðîöåññ

Wn = W (Tn − 0),
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è îáîçíà÷èì xn = X(Tn) − X(Tn−1), yn = Y (Tn) − Y (Tn−1), ζn = Tn − Tn−1

ïðè n ∈ N. Ïî ñâîéñòâó 1, èìååì ρ = Exn/Eyn.
Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ W−

n ñëåäóþùèì îáðàçîì

W−
0 = 0, W−

n+1 = [W−
n + xn − yn]

+,

î÷åâèäíî, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ïðè n > 0

W−
n 6 Wn. (1.20)

Êàê èçâåñòíî èç [25](Ôåëëåð, 2010), ïðîöåññ W−
n

d
= max

k6n
Sk, ãäå Sn =

n∑
k=1

(xk−yk). Òàê êàê E(xk−yk) = 0 è P(xk = yk) ̸= 1, òî âåðõíÿÿ ãðàíü òàêîãî

ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñòðåìèòñÿ ê +∞, ò.å. sup
k>0

Sk = ∞

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, W−
n −−−→

n→∞
∞ ïî âåðîÿòíîñòè, è â ñèëó

(1.20), Wn −−−→
n→∞

∞ ïî âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü n(t) = max{j : Tj < t}, ïîêàæåì,
÷òîWn(t) −−−→

t→∞
∞ ïî âåðîÿòíîñòè. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Wn(t) > W−
n(t)

d
= max

k6n(t)
Sk. (1.21)

Äëÿ ëþáûõ K > 0 è ε > 0 ñóùåñòâóåò nε òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > nε

P

(
sup
l6n

Sl > K

)
> 1− ε.

Òàêæå ñóùåñòâóåò Tε òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > Tε

P(n(T ) > nε) > 1− ε,

ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

P(W−
n(t) > K) > P

(
sup
l6nε

Sl > K, n(Tε) > nε

)
> P

(
sup
l6nε

Sl > K

)
− ε > 1− 2ε,

ýòî âìåñòå ñ (1.21) îçíà÷àåò, ÷òî Wn(t) −−−→
t→∞

∞ ïî âåðîÿòíîñòè.

Äàëåå, ââèäó íåðàâåíñòâà

Wn(t) − yn(t)+1 6 W (t),

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Wn(t) è yn(t)+1 íåçàâèñèìû, ïðîöåññ W (t) ñòðåìèòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè ïî âåðîÿòíîñòè. �

Ïåðåíåñåì ýòîò ðåçóëüòàò íà ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿReg/G/1/∞
ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âõîäÿùèé ïîòîê A(t) � êîëè÷å-
ñòâî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó çà âðåìÿ (0, t]. Ïîòîê A(t) � ðåãå-
íåðèðóþùèé ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè {θ(1)n }∞n=0. Ïóñòü ξn = A(θ

(1)
n ) − A(θ

(1)
n−1)
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è Eξn < ∞, òîãäà äëÿ èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà A(t) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
λ = Eξn

Eτ
(1)
n

.

Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ îïèñûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {ηn}∞n=1 íåçà-
âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Eηn = b < ∞. Ïðè-
÷åì ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå çàâèñèò îò ïðîöåññà A(t). Òîãäà ïîòîê X(t)
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

X(t) =

A(t)∑
k=1

ηk,

îí òîæå áóäåò ðåãåíåðèðóþùèì ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè {θ(1)n }∞n=0.
Ïóñòü {u(1)n }∞n=1 è {u(2)n }∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèí èíòåðâàëîâ ðàáî-

÷åãî ñîñòîÿíèÿ ïðèáîðà è ðåìîíòà ñîîòâåòñòâåííî. Â áîëüøèíñòâå ìîäåëåé
îáñëóæèâàíèÿ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñîñòîÿò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí. Â íàøåé ìîäåëè ìû íå äåëàåì òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ, à òðåáóåì ÷òî-
áû ýòè èíòåðâàëû îïèñûâàëèñü íåêîòîðûì ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì e(t).
Òàêèì îáðàçîì, íàøà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îáîáùåíèåì â äàííîé
îáëàñòè.

Ñëåäñòâèå 1. Òåîðåìà 1 âåðíà äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì
ïðèáîðîì è êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

ρ =
λb

π
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàçèì âåëè÷èíû λx è λy. Äëÿ ïîòîêà X(t), î÷åâèäíî,
ïîëó÷àåì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

λx = lim
t→∞

X(t)

t
= lim

t→∞

1

t

A(t)∑
n=1

ηn = λb.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2 èëè 3, òî ó ïðîöåññà
e(t) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå è λy = π. �

Ïðèìåíèì ñëåäñòâèå 1 ê îäíîêàíàëüíûì ñèñòåìàì îáñëóæèâàíèÿ ñ ðåãåíå-
ðèðóþùèìè âõîäÿùèìè ïîòîêàìè èç ðàçäåëà 1.2. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîöåññ
e(t) ýðãîäè÷åí.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âõîäÿùèé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ

• ÄÑÏÏ è âûïîëíåíî óñëîâèå 2, λ âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.2);

• ÌÌÏ, ãäå λ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.6);
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• ÌÏÏ, ãäå λ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.10);

• ïîòîêîì ñî ñëó÷àéíîé àìïëèòóäîé (ñëó÷àéíûì ïåðèîäîì) è âûïîëíåíî
óñëîâèå 2, λ âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.3) ( (1.4));

• ïîòîêîì Ëüþèñà è âûïîëíåíî óñëîâèå 2, λ âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå
(1.9);

• ÏÌÏ è âûïîëíåíî óñëîâèå 2, λ âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.17).

Òîãäà ïðè λb < π ïðîöåññ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ ýðãîäè÷åí.

1.5 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ Reg/G/1/∞ ñ âõîäÿùèì ïî-
òîêîì A(t) è íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ îáðàçóþò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {ηn}∞n=1 íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B(x) è ñðåäíèì b.

Ïðèáîð ìîæåò âûõîäèòü èç ñòðîÿ, ïðè÷åì åãî ïîëîìêè è èíòåðâàëû ìåæäó
âîññòàíîâëåíèÿìè ñâÿçàíû ñ ôóíêöèîíèðîâàíèåì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà U(t),
íå çàâèñÿùåãî îò A(t) è {ηn}∞n=1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî U(t) � ýðãîäè÷åñêàÿ
öåïü Ìàðêîâà ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé E = (0, 1, 2, . . . ) è èíôèíèòåçèìàëüíîé
ìàòðèöåé Q = (qij). Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ãäå ñëó÷àéíàÿ ñðåäà îïðåäåëÿ-
åò ðàáîòó ïðèáîðà, ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ïîïóëÿðíîé (ñì., íàïðèìåð, [19](Äóäèí,
Íàçàðîâ, 2015)).

Òåïåðü îïèøåì, êàê ïðîöåññ U(t) âëèÿåò íà ïðèáîð. Â ìîìåíò ïåðåõîäà
U(t) â ñîñòîÿíèå i (i ∈ E) ðàáîòàþùèé ïðèáîð âûõîäèò èç ñòðîÿ ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ αi > 0, à ñëîìàííûé ïðèáîð âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ βi > 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëîìêè è âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà âîçíèêàþò òîëüêî â ìî-
ìåíòû èçìåíåíèé ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà U(t).

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ìîæåò îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè. Åñëè, íà-
ïðèìåð, U(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå M/M/1 è α1 = 1, β0 = 1, αi ̸=
0 (i ̸= 1), βi = 0 (i ̸= 0), òî ìû ïî ñóòè ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó ñ àáñîëþòíûì
ïðèîðèòåòîì. Èìåþòñÿ òðåáîâàíèÿ äâóõ òèïîâ, A(t) � âõîäÿùèé ïîòîê òðå-
áîâàíèé ïåðâîãî òèïà, à òðåáîâàíèÿ âòîðîãî òèïà ïîñòóïàþò â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì è èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííîå âðåìÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ. Òðåáîâàíèÿ âòîðîãî òèïà îáëàäàþò àáñîëþòíûì ïðèîðèòåòîì,
òàê ÷òî òðåáîâàíèå ïåðâîãî òèïà ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ, åñëè â ñèñòåìå íåò
òðåáîâàíèé âòîðîãî òèïà.

Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðèáîðà çàâèñèò îò
âíåøíèõ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé U(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
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âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ E = E+ ∪ E−, ïðè÷åì{
αi > 0

βi = 0
ïðè i ∈ E− è

{
αi = 0

βi > 0
ïðè i ∈ E+,

òî åñòü â ñîñòîÿíèÿõ èç E− ïðèáîð ìîæåò ñëîìàòüñÿ, à â ñîñòîÿíèÿõ èç E+

îí âîññòàíàâëèâàåòñÿ.
Äàëåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 4. Ó ïðîöåññà U(t) íàéäóòñÿ ñîñòîÿíèÿ i0 è i1, òàêèå ÷òî αi0 >

0, βi1 > 0.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì i0 = 0.
Ïîñêîëüêó âñå ñîñòîÿíèÿ ñîîáùàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, òî èíòåðâàëû, â òå-

÷åíèå êîòîðûõ ïðèáîð íàõîäèòñÿ â ðàáî÷åì (íåðàáî÷åì) ñîñòîÿíèè, ââèäó
óñëîâèÿ 4, êîíå÷íû ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Åñëè ïðèáîð âûõîäèò èç ñòðîÿ â ìîìåíò, êîãäà íà íåì îáñëóæèâàåòñÿ òðå-
áîâàíèå, òî â ìîìåíò âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ ïðî-
äîëæàåòñÿ ñ òîãî ìîìåíòà, ãäå îíî áûëî ïðåðâàíî, òàê ÷òî âðåìÿ îáñëóæè-
âàíèÿ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ B(x).

Äàííàÿ ìîäåëü îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîé â [47] òðåìÿ îáñòîÿòåëüñòâà-
ìè. Â [47] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âõîäÿùèé ïîòîê ïóàññîíîâñêèé, òî åñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìàM/G/1/∞, à âðåìåíà ðàáî÷åãî è íåðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ
� íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ ðà-
áî÷åãî ñîñòîÿíèÿ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òàêæå â [47] ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî ïîëîìêà ïðèáîðà ìîæåò âîçíèêíóòü, òîëüêî êîãäà îí îáñëóæèâàåò
òðåáîâàíèå. Ýòè óñëîâèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿþòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè. Îòäåëüíî çàìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìîñòü èíòåðâàëîâ ðàáî÷åãî è íåðàáî-
÷åãî ñîñòîÿíèé áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè, íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò j0 è j1, òàêèå
÷òî

αj0 > 0, aαj = 0 ïðè j ̸= j0,

βj1 > 0, a βj = 0 ïðè j ̸= j1,

òî åñòü ïîëîìêà (âîññòàíîâëåíèå) ïðèáîðà ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî ïðè îä-
íîì ñîñòîÿíèè U(t).

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ ñðåäó äëÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà N(t) =
{e(t), U(t)}, ãäå e(t) = 1, åñëè â ìîìåíò t ïðèáîð íàõîäèòñÿ â ðàáî÷åì ñî-
ñòîÿíèè, è e(t) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Î÷åâèäíî, ÷òî N(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
öåïüþ Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {0, 1}×E
è ýëåìåíòû å¼ èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöû âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì
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(ïðè i ̸= j):

q(0,i)(0,j) = qij(1− βj), q(0,i)(1,j) = qijβj,

q(1,i)(0,j) = qijαj, q(1,i)(1,j) = qij(1− αj),

q(k,i)(k,i) = qii, q(k,i)(1−k,i) = 0.

(1.22)

Ýðãîäè÷íîñòü öåïè U(t) âëå÷åò çà ñîáîé ýðãîäè÷íîñòü N(t). Ïîëîæèì

p0i = lim
t→∞

P(e(t) = 0, U(t) = i),

p1i = lim
t→∞

P(e(t) = 1, U(t) = i),

π = lim
t→∞

P(e(t) = 1) =
∑
i∈E

p1i . (1.23)

Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè p0i , p
1
i ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

p0i =
∑
j∈E

(
p0jp(0,j)(0,i) + p1jp(1,j)(0,i)

)
, p1i =

∑
j∈E

(
p0jp(0,j)(1,i) + p1jp(1,j)(1,i)

)
,

ãäå

p(k,j)(l,i) =
q(k,j)(l,i)

−q(k,j)(k,j)
, k, l ∈ {0, 1}, i, j ∈ E,

à q(k,j)(l,i) íàõîäÿòñÿ èç (1.22).
Ââåäåì ïðîöåññ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ W (t) è îáîçíà÷èì êîýô-

ôèöèåíò çàãðóçêè ρ = λb
π . Òîãäà ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè U(t) � ýðãîäè÷åñêàÿ öåïü Ìàðêîâà è âûïîëíåíî óñëîâèå
4, òî óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 1 âåðíû äëÿ ýòîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ e(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ 3, èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2. Çàôèêñèðóåì ñîñòîÿ-
íèå (0, 0) öåïè Ìàðêîâà N(t) è îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Tj = min{t > Tj−1 : N(t) = (0, 0)}, T0 = 0,

òî åñòü {Tn}∞n=0 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âîçâðàùåíèÿ ïðîöåññà N(t)
â ñîñòîÿíèå (0, 0). Òîãäà {Tn}∞n=0 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè ïðîöåññà
N(t), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïðîöåññà e(t). Áîëåå òîãî, â ñèëó óñëîâèÿ 4 è ýðãî-
äè÷íîñòè öåïè N(t) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî E(Tn − Tn−1) < ∞. À òàê êàê N(t) ýòî
öåïü Ìàðêîâà, òî ïåðèîä ðåãåíåðàöèè Tn − Tn−1 ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

Tn − Tn−1 = v(1)n + v(2)n ,

ãäå v
(1)
n � âðåìÿ ñèäåíèÿ ïðîöåññà N(t) â ñîñòîÿíèè (0, 0), òî åñòü îíî èìå-

åò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì −q(0,0)(0,0). Òàêèì îáðàçîì,
ïðîöåññ e(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3 è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 1. �
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Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ñëåäñòâèÿ 3 ðàññìîòðèì óïî-
ìèíàâøóþñÿ ðàíåå ñèñòåìó ñ ïðèîðèòåòàìè. Â îäíîêàíàëüíóþ ñèñòåìó ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïàþò òðåáîâàíèÿ äâóõ òèïîâ, ïðè÷åì òðåáîâàíèÿ
âòîðîãî òèïà èìåþò àáñîëþòíûé ïðèîðèòåò ïî îòíîøåíèþ ê òðåáîâàíèÿì
ïåðâîãî òèïà. Âõîäÿùèå ïîòîêè Ai(t), i = 1, 2 íåçàâèñèìû è A1(t) � ðåãå-
íåðèðóþùèé ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ1, à A2(t) � ïóàññîíîâñêèé ñ ïàðàìåòðîì
λ2. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïåðâîãî òèïà � íåçàâèñèìûå îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B(x) è
ñðåäíèì b, à âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé âòîðîãî òèïà ðàñïðåäåëåíû
ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì µ2. Òðåáîâàíèÿ ïåðâîãî òèïà îáñëóæèâàþòñÿ,
êîãäà â ñèñòåìå íåò òðåáîâàíèé âòîðîãî òèïà, à ïðåðâàííîå îáñëóæèâàíèå
òðåáîâàíèÿ ïåðâîãî òèïà ïðîäîëæàåòñÿ ïîñëå óõîäà èç ñèñòåìû âñåõ òðåáî-
âàíèé âòîðîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå U(t) ðàññìîòðèì ÷èñëî òðåáîâàíèé âòîðîãî òèïà â ìîìåíò t.
Ýòî � öåïü Ìàðêîâà è â ïðåäïîëîæåíèè ρ2 = λ2

µ2
< 1 ó íå¼ ñóùåñòâóåò ñòà-

öèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè ýòîì Rj = limt→∞ P(U(t) = j) = (1 − ρ2)ρ
j
2.

Ïî îòíîøåíèþ ê òðåáîâàíèÿì ïåðâîãî òèïà ïðèáîð ïðåðûâàåò îáñëóæèâàíèå,
êîãäà â ñèñòåìå ïîÿâëÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ âòîðîãî òèïà, òî åñòü α0 = 0, β0 =
1, αi = 1, βi = 0 ïðèi > 1, òàê ÷òî π = R0 (ñì., (1.23)) è êîýôôèöèåíò çà-
ãðóçêè èìååò âèä ρ1 =

λ1b
1−ρ2

. Åñëè A1(t) �ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, òî ïîëó÷àåì
èçâåñòíûå óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè (ñì., íàïðèìåð,[23](Ñààòè, 1971)).

Ïðèìåð 3. Â ýòîì ïðèìåðå ðàññìîòðèì ñèñòåìó Reg/G/1/∞ ôóíêöèîíè-
ðóþùóþ â ñëó÷àéíîé ñðåäå U(t), çäåñü U(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå
M/M/1/∞ ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì èíòåíñèâíîñòè λ1 è ýêñïî-
íåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ ñ ïàðàìåòðîì µ1. Êàê
èçâåñòíî èç [23](Ñààòè, 1971), öåïü U(t) ýðãîäè÷åñêàÿ, åñëè λ1 < µ1. Èíôè-
íèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà äëÿ ïðîöåññà U(t) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

qii+1 = λ1, i = 0, 1, . . . ,

qii−1 = µ1, i = 1, 2, . . . , (1.24)

qij = 0, |i− j| > 1.

Ïðè ïåðåõîäå U(t) â ëþáîå ñîñòîÿíèå ðàáîòàþùèé ïðèáîð âûõîäèò èç
ñòðîÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ α, à ñëîìàííûé âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ β.
Òî åñòü αi = α, βi = β ïðè i ∈ {0, 1, . . . }. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîé
ñèñòåìå èíòåðâàëû ðàáî÷åãî è íåðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ áóäóò çàâèñèìû.

48



Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Pj = lim
t→∞

P(U(t) = j, e(t) = 1), P (z) =
∞∑
j=1

zjPj,

Qj = lim
t→∞

P(U(t) = j, e(t) = 0), Q(z) =
∞∑
j=1

zjQj,

Rj = Pj +Qj, R(z) =
∞∑
j=1

zjRj, ρ1 =
λ1

µ1
.

Òåïåðü, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè äàííîé ñèñòåìû, íóæíî

íàéòè π = lim
t→∞

P(e(t) = 1) =
∞∑
j=0

Pj.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî Rj = lim
t→∞

P(U(t) = j) = (1 − ρ1)ρ
j
1 è

âûïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ (1.24).

λ1P0 = (1− α)µ1P1 + βµ1Q1,

(λ1 + µ1)Pj = (1− α)λ1Pj−1 + (1− α)µ1Pj+1 + βλ1Qj−1 + βµ1Qj+1, j = 1, 2, . . . .

Ïîëàãàÿ c = 1 − α − β, î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè P (z)

P (z)(−cρ1z
2+(1+ρ1)z−c) =

1− ρ1
1− ρ1z

β(1+ρ1z
2)+P0(z−c)−β(1−ρ1). (1.25)

Îòñþäà

P (z) =
(1− ρ1)β(1 + ρ1z

2) + (1− ρ1z)(P0(z − c)− β(1− ρ1))

(−cρ1z2 + (1 + ρ1)z − c)(1− ρ1z)
.

×òîáû âûðàçèòü P0, íàõîäèì êîðíè

z1,2 =
(1 + ρ1)±

√
(1 + ρ1)2 − 4c2ρ1
2cρ1

óðàâíåíèÿ g(z) = z2 − 1+ρ1
ρ1c

z + 1
ρ1

= 0.
Èç ýòèõ äâóõ êîðíåé âûáèðàåì z2, òàê êàê z2 ∈ (−1, 1) è, ñëåäîâàòåëü-

íî, P (z) àíàëèòè÷íà â ýòîé òî÷êå. Èñïîëüçóÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, èç (1.25)
ïîëó÷àåì

P0 =
βρ1(1− ρ1)z2(1 + z2)

(c− z2)(1− z2ρ1)
,

P (1) =
P0

1 + ρ1
+

2βρ1
(1− c)(1 + ρ1)

.
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À òàê êàê P (1) =
∞∑
j=0

Pj, òî êîýôôèöèåíò çàãðóçêè äàííîé ñèñòåìû ðàâåí

ρ =
λb(α + β)(1 + ρ1)

(α + β)P0 + 2βρ1
,

ãäå λ � èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà, à b � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè:
1) Ïóñòü c = 1 − hα − hβ, α = hα, β = hβ, ãäå hα > 0, hβ > 0 è ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ. Â òàêèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷àåì

P (1) ∼ hβ

hα + hβ

1 + 2ρ1 − ρ21
(1 + ρ1)(2− ρ1)

.

Òîãäà, åñëè hα → 0 è hβ = o(hα), òî P (1) → 0,

åñëè hβ → 0 è hα = o(hβ), òî P (1) → 1+2ρ1−ρ21
(1+ρ1)(2−ρ1)

,

åñëè hβ → 0 è hα = lhβ, òî P (1) → 1
1+l

1+2ρ1−ρ21
(1+ρ1)(2−ρ1)

.

2) Ïóñòü c = −1 + hα + hβ, α = 1 − hα, β = 1 − hβ, ãäå hα > 0, hβ > 0
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Òîãäà

P (1) ∼ 1− ρ1
2(1 + ρ1)

+
2ρ1(1− hβ)

(1 + ρ1)(2− hα − hβ)
−−−−−→
hα+hβ→0

1

2
.

3)Ïóñòü c = h, 1−α = β+ h. Òîãäà, åñëè |h| → 0, òî P (1) → β. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè óñòðåìèòü α ê íóëþ, à β ê åäèíèöå, òî ìû ïîëó÷èì ìîäåëü ñ íàäåæíûì
ïðèáîðîì. Äëÿ òàêîé ìîäåëè ρ = λb.

Ïðèìåð 4. Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ìàðêîâñêèé ïðîöåññ
U(t), îïðåäåëÿþùèé ôàêò äîñòóïíîñòè ïðèáîðà äëÿ îáñëóæèâàíèÿ. Îäíàêî,
â âñïîìîãàòåëüíîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ôóíêöèîíèðóåò â ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé
ñðåäå è ìàæîðèðóåò èñõîäíóþ ñèñòåìó, ìîæíî íàéòè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ýðãîäè÷íîñòè. Îíî áëèçêî ê íåîáõîäèìîìó â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ñèñòåìà
íåýðãîäè÷íà, òî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ.

Ìîäåëü ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïîëîæåííûõ ñèñòåì S1 è S2.
Çäåñü S1 � îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì ñ

ïàðàìåòðîì λ1. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðîì ν1 (òî åñòü S1 ýòî M/M/1/∞).

Ñèñòåìà S2 � îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ âõîäÿùèìè ïîòîêàìè. Ïåð-
âûé ïîòîê òðåáîâàíèé � ýòî òå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå ïîñòóïàþò â î÷åðåäü
S2 èç ñèñòåìû S1. Âòîðîé ïîòîê òðåáîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ ïàðà-
ìåòðîì λ2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèå èç âòîðîãî ïîòîêà ïîñòóïàåò â
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Ðèñ. 1.1:

ñèñòåìó S2, åñëè ïðèáîð íå çàíÿò è òðåáîâàíèå ïîëó÷àåò îòêàç, åñëè ïðèáîð
çàíÿò. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå S2 ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ
ïàðàìåòðîì ν2.

Ìåæäó S1 è S2 åñòü áóôåð èç k − 1(k < ∞) ìåñò. Òàê ÷òî S1 ïåðåñòàåò
îáñëóæèâàòü òðåáîâàíèÿ, åñëè áóôåð ïîëíîñòüþ çàíÿò, òî åñòü â ñèñòåìå S2

åñòü k òðåáîâàíèé.
Ïóñòü qi(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â Si â ìîìåíò t(i = 1, 2). Â ñèëó ñäåëàí-

íûõ ïðåäïîëîæåíèé Q(t) = (q1(t), q2(t)) � íåïðèâîäèìàÿ öåïü Ìàðêîâà, è
ïîñêîëüêó q2(t) 6 k < ∞, îíà ýðãîäè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîöåññ
q1(t) ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè÷åí [8].

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó (S̃1, S̃2), ïðåäïîëîæèâ, ÷òî â S̃1 åñòü
çàïàñíûå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå ïîñòóïàþò íà îáñëóæèâàíèå, êîãäà ïðèáîð
îñâîáîæäàåòñÿ îò îáñëóæèâàíèÿ îñíîâíûõ, òî åñòü òåõ, êîòîðûå ïîñòóïàþò ñ
èíòåíñèâíîñòüþ λ1. Åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ îñíîâíîãî òðåáîâàíèÿ ïðèáîð
çàíÿò îáñëóæèâàíèåì çàïàñíîãî, îí ïðåêðàùàåò åãî îáñëóæèâàíèå è íà÷èíà-
åò îáñëóæèâàòü îñíîâíîå. Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì, ÷òî çàïàñíûõ òðåáîâàíèé
ñêîëü óãîäíî ìíîãî, ïîòîê ïîñòóïàþùèõ â S̃2 òðåáîâàíèé áóäåò ïóàññîíîâñêèì
ñ ïàðàìåòðîì ν2. Ðàçóìååòñÿ, âîçíèêàþò çàäåðæêè, åñëè áóôåð çàïîëíåí.

Ïóñòü q̃1(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â S̃1 â ìîìåíò t, à q̃2(t) � ïðîöåññ q2(t)
äëÿ S̃2. Òîãäà q̃2(t) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà, à ïðè îäèíàêîâûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ âûïîëíÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

q1(t) 6 q̃1(t) ïðè t > 0. (1.26)

Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü q̃2(t) êàê ñëó÷àéíóþ ñðåäó äëÿ ñèñòåìû S̃1. Ïðè
ýòîì
α0 = · · · = αk−1 = 0, αk = 1; β0 = · · · = βk−1 = 1, βk = 0.

Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî â S̃1 ïðèáîð íå ðàáîòàåò, åñëè q̃2(t) = k. Ïî ñëåäñòâèþ
3, êîýôôèöèåíò çàãðóçêè äëÿ S̃1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ρ̃ =
λ1

ν1(1− R̃k)
,
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ãäå R̃k = limt→∞ P(q̃2(t) = k).
Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ R̃j = limt→∞ P(q̃2(t) = j) èìååì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

(ν1 + λ2)R̃0 = ν2R̃1,

(ν1 + ν2)R̃1 = (ν1 + λ2)R̃0 + ν2R̃2,

(ν1 + ν2)R̃j = ν1R̃j−1 + ν2R̃j+1, 1 < j < k

ν2R̃k = ν1R̃k−1.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî R̃k =
νk−1
1 (ν1 + λ2)(ν2 − ν1)

νk2 (ν2 − ν1) + (ν1 + λ2)(νk2 − νk1 )
.

È òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ðàâåí

ρ̃ =
λ1

ν1ν2
· ν

k+1
2 − νk+1

1 + λ2(ν
k
2 − νk1 )

νk2 − νk1 + λ2(ν
k−1
2 − νk−1

1 )
.

Åñëè ν1 = ν2, òî R̃k =
ν1+λ2

ν1(k+1)+kλ2
è êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ðàâåí

ρ̃ =
λ1

ν1
· ν1(k + 1) + kλ2

kν1 + λ2(k − 1)
.

Ïóñòü ρ̃ < 1, òî åñòü ïðîöåññ q̃1(t) ýðãîäè÷åí, à ñòàëî áûòü, ñòîõàñòè÷å-
ñêè îãðàíè÷åí. Èç (1.26) ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêóþ îãðàíè÷åííîñòü q1(t), à,
ñëåäîâàòåëüíî, è ýðãîäè÷íîñòü ýòîãî ïðîöåññà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q(t) íå ýðãîäè÷åí. Òîãäà q1(t) ñòîõàñòè÷åñêè íåîãðàíè-
÷åí, à â ñèëó (1.26) ñòîõàñòè÷åñêè íåîãðàíè÷åí q̃1(t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ρ̃ > 1.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ρ̃ < 1, òî Q(t) ýðãîäè÷åí. Åñëè Q(t) íåýðãîäè÷åí, òî
ρ̃ > 1.

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðåíà îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñ ðåãå-
íåðèðóþùèì ïîòîêîì è ïðèáîðîì, ñêîðîñòü ðàáîòû êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ
ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì. Òàêàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ñëó÷àé íåíà-
äåæíîãî ïðèáîðà, êîãäà ñêîðîñòü ðàáîòû íà íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõ âðåìå-
íè ðàâíà íóëþ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýðãîäè÷íî-
ñòè âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ. Îäíèì èç âàæíûõ îáîáùåíèé ìîäåëè
ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåçàâèñèìîñòü
èíòåðâàëîâ ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ ïðèáîðà è âðåìåíè ðåìîíòà. Â äàëüíåéøåì,
ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ãëàâå, ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê ìíîãîêàíàëüíûì ñè-
ñòåìàì ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è ïðèáîðàìè, ó êîòîðûõ ìîìåí-
òû ïîëîìîê è âîññòàíîâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ðåãåíåðèðóþùèìè ïðîöåññàìè.
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Ãëàâà 2

Ñèñòåìà M/G/1/∞ ñ ïðèîðèòåòíûì

îáñëóæèâàíèåì è íåíàäåæíûì

ïðèáîðîì

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ìîäåëåé òèïà M/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì
ïðèáîðîì è ïðèîðèòåòíûì îáñëóæèâàíèåì. Äëÿ íèõ ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ è ÷èñëà òðåáîâàíèé
â ñèñòåìå â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà.

Äëÿ ýòèõ ñèñòåì ìû íàéäåì àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíå-
íèé ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.

2.1 Ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ïî òåìå

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [18](Áî÷àðîâ, Ïå÷èíêèí, 1995) è [47](Gaver,
1962), êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì.

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ãäå èçó÷àëèñü ñèñòåìû òèïà M/G/1/∞ ñ âûõîäà-
ìè ïðèáîðà èç ñòðîÿ è ïîñëåäóþùèìè âîññòàíîâëåíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ [47]
(Gaver, 1962). Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò, êîãäà ïîëîìêà ïðè-
áîðà ìîæåò ïðîèñõîäèò òîëüêî âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ. Ìîæíî
ñäåëàòü ðàçëè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà ïðèáîð âû-
õîäèò èç ñòðîÿ â ïðîöåññå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ. Âûäåëèëè ñëåäóþùèå
äâå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå äèñöèïëèíû (ñì. [47]):

D1 (Preemptive-resume interruptions). Ïðåðûâàíèå îáñëóæèâàíèÿ èíòåðïðå-
òèðóåòñÿ êàê ïîëîìêà ïðèáîðà è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò íåìåäëåííûé
ýôôåêò. Ïðåðâàííîå îáñëóæèâàíèå ïðîäîëæàåòñÿ ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ
ïðèáîðà, ïðè÷åì âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ
ïðèáîðà ñîâïàäàåò ñ îñòàòî÷íûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ ýòîãî òðåáîâà-
íèÿ â ìîìåíò ïîëîìêè.

D2 (Preemptive-repeat-di�erent interruptions). Îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ ïðå-
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ðûâàåòñÿ íåìåäëåííî, à âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå âîññòà-
íîâëåíèÿ ïðèáîðà èìååò òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è íà÷àëüíîå âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ, è íå çàâèñèò îò íåãî.

Äâå ýòè äèñöèïëèíû áûëè ââåäåíû â ðàáîòå [47](Gaver, 1962), òàì æå ìîæ-
íî íàéòè îïèñàíèå è äðóãèõ äèñöèïëèí îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå ïî-
ëîìêè ïðèáîðà. Òàêæå â [47] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïîëíîãî âðåìåíè îáñëó-
æèâàíèÿ (completion time).

Îïðåäåëåíèå 17. Ïîëíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ - ýòî âðåìÿ, êî-
òîðîå òðåáîâàíèå íàõîäèòñÿ íà ïðèáîðå âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, èñïðàâåí
ïðèáîð èëè íåò.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå ñèñòåìû è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [18,
Ãëàâà 7](Áî÷àðîâ, Ïå÷èíêèí, 1995). Â ýòîé êíèãå ðàññìîòðåíà ñèñòåìà, ãäå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðèáîð ìîæåò âûõîäèòü èç ñòðîÿ íå òîëüêî âî âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ, íî è êîãäà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå íåò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì ñèñòåìû èç [47].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ M/G/1/∞ ñ íåíàäåæ-
íûì ïðèáîðîì. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà ïðèáîðà èç ñòðîÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè
(t, t +∆) çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò t è, åñëè ñèñòåìà â
ìîìåíò t ñâîáîäíà, òî ðàâíà µ∗∆ + o(∆), à åñëè íà ïðèáîðå íàõîäèòñÿ òðå-
áîâàíèå, òî ðàâíà µ∆+ o(∆). Ïàðàìåòðû µ∗ è µ � èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ â
ñâîáîäíîì è çàíÿòîì ñîñòîÿíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè â ìîìåíò îòêàçà ïðèáîðà ñèñòåìà ñâîáîäíà, òî ïðèáîð ðåìîíòèðóåòñÿ
ñëó÷àéíîå âðåìÿ, èìåþùåå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G∗(x) c ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà (ÏËÑ) ζ∗(s) è ñðåäíèì g∗. Ïðè ýòîì ïåðâîå òðåáîâàíèå,
ïîñòóïèâøåå â ñâîáîäíóþ ñèñòåìó â ìîìåíò ðåìîíòà ïðèáîðà, ñòàíîâèòñÿ íà
ïðèáîð, íî åãî îáñëóæèâàíèå íà÷èíàåòñÿ òîëüêî ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðåìîíòà.
Îñòàëüíûå ïîñòóïàþùèå òðåáîâàíèÿ ñêàïëèâàþòñÿ â î÷åðåäè.

Åñëè æå â ìîìåíò îòêàçà ïðèáîðà íà íåì íàõîäèòñÿ òðåáîâàíèå, òî îáñëó-
æèâàíèå ïðåêðàùàåòñÿ, à ïðèáîð ðåìîíòèðóåòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ ñ ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x), ÏËÑ ζ(s) è ñðåäíèì g. Â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè
òðåáîâàíèå ïðîäîëæàåò íàõîäèòüñÿ íà ïðèáîðå, ïðè÷åì ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ
ïðèáîðà òðåáîâàíèå äîîáñëóæèâàåòñÿ îñòàòî÷íîå âðåìÿ.

Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ B(x), ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå b è ÏËÑ β(s).

Ïóñòü α(s) è α∗(s) � ÏËÑ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ íà ïðèáîðå
(ïîëíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ), ïðèøåäøåãî â çàíÿòóþ ñèñòåìó è ñâîáîäíóþ
ñîîòâåòñòâåííî. Â [47] ïîëó÷åíû ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü α(s) ÷åðåç
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èñõîäíûå äàííûå äëÿ äèñöèïëèí D1 è D2:

D1 α(s) = β(s+ µ− µζ(s)), (2.1)

D2 α(s) =
β(s+ µ)

1− ζ(s) µ
s+µ(1− β(s+ µ))

, (2.2)

ãäå λ � èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìó. Ôîðìóëó äëÿ α∗(s)
ìîæíî íàéòè â [18], îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä

α∗(s) =
λ

λ+ µ∗ − µ∗ζ∗(λ)

[
1 + µ∗ζ

∗(s)− ζ∗(λ)

λ− s

]
α(s). (2.3)

Çíàÿ α(s) è α∗(s), ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-
íèÿ:

D1 a = −α′(0) = b(1 + µg), (2.4)

D2 a =
1− β(µ)

β(µ)

(
d+

1

µ

)
, (2.5)

a∗ =
µ∗

λ+ µ∗ − µ∗ζ∗(λ)

[
g∗ − 1− ζ∗(λ)

λ

]
+ a. (2.6)

Ââåäåì ïðîöåññ q(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò t. Äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò 0 ñèñòåìà ñâîáîäíà è
ïðèáîð íàõîäèòñÿ â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè. Òîãäà q(0) = 0.

Ïóñòü τ0 = 0, à {τn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ óõîäà òðåáîâàíèé
èç ñèñòåìû. Òàê êàê ïîñëå êàæäîãî óõîäà òðåáîâàíèÿ ïðèáîð îáÿçàòåëüíî
íàõîäèòñÿ â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè, òî {qn = q(τn + 0), n > 0} � îäíîðîäíàÿ
öåïü Ìàðêîâà.

Äëÿ ýòîé öåïè Ìàðêîâà â [18] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (Áî÷àðîâ, Ïå÷èíêèí). Åñëè ρ = λa < 1, òî ñóùåñòâóþò ïðå-
äåëüíûå (ñòàöèîíàðíûå) âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé pi = lim

n→∞
P(qn = i), i =

0, 1, . . . , è äëÿ ôóíêöèè P (z) =
∑∞

i=0 piz
i ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøå-

íèå:

P (z) =
α(λ− λz)− zα∗(λ− λz)

α(λ− λz)− z
p0,

ãäå p0 =
1−ρ

1−ρ+λa∗ ; ôóíêöèè α(s) è α∗(s) îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (2.1), (2.2) è
(2.3); a è a∗ � ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (2.4),
(2.5) è (2.6).

Ïóñòü W (t) � âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå ïîñëå ìîìåíòà t ïðèáîð áóäåò ñïîñî-
áåí ïðèñòóïèòü ê îáñëóæèâàíèþ íîâîãî òðåáîâàíèÿ, ò.å. îí îñâîáîäèòñÿ îò
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îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé, íàõîäèâøèõñÿ â ñèñòåìå â ìîìåíò t, è áóäåò
â ðàáî÷åì ñîñòîÿíèè.

Åñëè ρ = λa < 1, òî ñóùåñòâóåò lim
t→∞

P(W (t) 6 x) = Ψ(x), ãäå Ψ(x) �

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç [18, Ãëàâà 7] èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè w(s) =∫∞
0 e−sxdΦ(x) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

w(s) =
s+ µ∗ − µ∗ζ∗(s)

s− λ+ λα(s)

1− ρ

1 + µ∗g∗
. (2.7)

2.2 Âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ìû îöåíèì âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ î÷åíü áîëüøîé î÷åðå-
äè äëÿ ñèñòåìû, îïèñàííîé â ðàçäåëå 2.1. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îáñëóæèâàíèå
ïîñëå ïîëîìêè ñîîòâåòñòâóåò äèñöèïëèíå D1. Çàäà÷à áîëüøèõ óêëîíåíèé ñ
äèñöèïëèíîé D2 áóäåò ðàññìîòðåíà êàê ïðèìåð â ñëåäóþùåé ãëàâå äëÿ áîëåå
îáùåé ìîäåëè. Íàøà öåëü � èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó 1−Ψ(x) ïðè x → ∞, â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ è âðåìÿ ðåìîíòà èìåþò "òÿæåëûå
õâîñòû".

Äàëåå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñ ÏËÑ φ(s) è n êîíå÷íûìè
ìîìåíòàìè fi (i = 1, n) áóäåì îáîçíà÷àòü

φn(s) := (−1)n+1

{
φ(s)−

n∑
k=0

fk
k!
(−s)k

}
, (2.8)

òî åñòü äëÿ ôóíêöèè φ(s) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

φ(s) =
n∑

k=0

fk
k!
(−s)k + (−1)n+1φn(s). (2.9)

Íàø àíàëèç áóäåò îïèðàòüñÿ íà ôîðìóëó (2.7) è ðåçóëüòàò, óñòàíîâëåííûé
â [36](Bingham, Doney, 1974). Äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåì åãî â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà. (Bingham& Doney [36]) Åñëè fi < ∞ ïðè i = 1, . . . n è ν = n + µ,
ãäå 0 < µ < 1, òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû

φn(s) ∼ sνL(1/s), ïðè (s → 0), (2.10)

1− F (x) ∼ (−1)n

Γ(1− ν)
x−νL(x), ïðè (x → ∞), (2.11)

ãäå f(x) ∼ g(x) îçíà÷àåò, ÷òî lim
x→∞

f(x)
g(x) = 1, à L(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ

ôóíêöèÿ, ò.å. lim
x→∞

L(xt)
L(x) = 1 äëÿ ëþáîãî t > 0.
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Îáîçíà÷èì ìîìåíòû äëÿ ðàñïðåäåëåíèé B(x), G(x), G∗(x):

bi := (−1)iβ(i)(0), gi := (−1)iζ(i)(0), g∗i := (−1)iζ∗(i)(0).

Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåí
ðåìîíòà èìåþò "òÿæåëûå õâîñòû"â äàííîé ñòàòüå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ.

Óñëîâèå 5. Ïóñòü l,m è m∗ öåëûå ÷èñëà, áîëüøèå 1, è ïðè x → ∞

1−B(x) ∼ (−1)l

Γ(1− p)
x−pL1(x), l < p < l + 1,

1−G(x) ∼ (−1)m

Γ(1− r)
x−rL2(x), m < r < m+ 1,

1−G∗(x) ∼ (−1)m
∗

Γ(1− r∗)
x−r∗L∗

2(x), m∗ < r∗ < m∗ + 1,

ãäå L1(x), L2(x) è L∗
2(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè βl(s), ζm(s), ζ∗m∗(s) ïî ôîðìóëå (2.8) ñ çàìåíîé ôóíê-
öèè φ(s) íà β(s), ζ(s), ζ∗(s) ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó òåîðåìû Bingham&Doney,
ïðè s → 0

βl(s) ∼ spL1(1/s), l < p < l + 1, (2.12)

ζm(s) ∼ srL2(1/s), m < r < m+ 1, (2.13)

ζ∗m∗(s) ∼ sr
∗
L∗
2(1/s), m∗ < r∗ < m∗ + 1. (2.14)

Ïîëîæèì

ñ = min(l,m,m∗), q̃ = min(p, r, r∗), n = min(l,m), q = min(p, r) (2.15)

è îïðåäåëèì ôóíêöèè

L3(x) := 1(p 6 r)(1 + µg1)
pL1(x) + 1(p > r)µb1L2(x),

L4(x) := 1(q 6 r∗)
λ

1− ρ
L3(x) + 1(q > r∗)

µ∗

1 + µ∗g∗1
L∗
2(x),

ãäå 1(A) � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A.

Òåîðåìà 2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 5, òî ïðè x → ∞

1−Ψ(x) ∼ (−1)ñ−1

Γ(2− q̃)
x−q̃+1L4(x),

ãäå ñ è q̃ îïðåäåëåíû â (2.15).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç äâóõ ëåìì è òåîðåìû Bingham&Doney.
Ïóñòü αn(s) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.8) ñ çàìåíîé φ(s) íà α(s).

Ëåììà 3. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 5, òî ïðè s → 0

αn(s) ∼ sqL3(1/s). (2.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.1) è ðàçëîæåíèåì (2.9) äëÿ
ôóíêöèè β(s). Òîãäà

α(s) = β(s+ µ− µζ(s)) =
l∑

i=0

bi
i!
(−s− µ+ µζ(s))i + (−1)l+1βl(s+ µ− µζ(s)),

ïðè ýòîì s+µ(1− ζ(s)) = s(1+µg1)−µ
(∑m

j=2
gj
j! (−s)j + (−1)m+1ζm(s)

)
, ò.å.

α(s) =
l∑

i=0

bi
i!

(
−s(1 + µg1) + µ

(
m∑
j=2

gj
j!
(−s)j + (−1)m+1ζm(s)

))i

+

+ (−1)l+1βl(s(1 + µg1) + o(s)). (2.17)

Åñëè p < r, òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â (2.17) ìû ïîëó÷èì

α(s) =
l∑

i=0

ai
i!
(−s)i + (−1)l+1βl(s(1 + µg1) + o(s)) + o(sp).

Èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî αl(s) ∼ (1 + µg1)
pspL1(1/s).

Åñëè p > r, òî èç (2.17) èìååì

α(s) =
m∑
i=0

ai
i!
(−s)i + (−1)m+1µb1ζm(s) + o(sr).

Èç (2.13) ñëåäóåò, ÷òî αl(s) ∼ µb1s
rL2(1/s).

Åñëè p = r, òî (2.17) ïðèâîäèò ê ðàçëîæåíèþ

α(s) =
l∑

i=0

ai
i!
(−s)i + (−1)l+1(βl(s(1 + µg1) + o(s)) + µb1ζm(s)) + o(sp)

è èç (2.12) è (2.13) ñëåäóåò, ÷òî αl(s) ∼ sp((1 + µg1)
pL1(1/s) + µb1L2(1/s)). �

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê àíàëèçó ôóíêöèè w(s).

Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 5, òîãäà ïðè s → 0

wñ−1(s) ∼ sq̃−1L4(1/s). (2.18)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (2.7) íàõîäèì

w(s) =
1− ρ

1 + µ∗g∗1

s+ µ∗(1− ζ∗(s))

s− λ(1− α(s))
=

1− ρ

1 + µ∗g∗1

1 + µ∗
(
1−ζ∗(s)

s

)
1− λ

(
1−α(s)

s

) .

Ïðèìåíèì ðàçëîæåíèå (2.9) äëÿ ôóíêöèé α(s) è ζ∗(s)

1− α(s)

s
= −a1 −

n∑
i=2

ai
i!
(−s)i−1 − (−1)n+1αn(s)

s
,

1− ζ∗(s)

s
= −g∗1 −

m∗∑
i=2

g∗i
i!
(−s)i−1 − (−1)m

∗+1ζ
∗
m∗(s)

s
.

Èñõîäÿ èç ýòèõ ðàçëîæåíèé, ïîëó÷àåì

w(s) =
1 + µ∗

1+µ∗g∗1

(∑m∗

j=2

g∗j
j! (−s)j−1 + (−1)m

∗ ζ∗m∗(s)

s

)
1− λ

1−ρ

(∑n
i=2

ai
i! (−s)i−1 + (−1)nαn(s)

s

) =

=

(
1 +

µ∗

1 + µ∗g∗1

(
m∗∑
j=2

g∗j
j!
(−s)j−1 + (−1)m

∗ ζ∗m∗(s)

s

))
×

×

 ∞∑
k=0

(
λ

1− ρ

(
n∑

i=2

ai
i!
(−s)i−1 + (−1)n

αn(s)

s

))k
 .

Îáîçíà÷èâ k-ûé ìîìåíò âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ vk. Ïîñëå ðàñêðû-
òèÿ ñêîáîê ìû ïîëó÷àåì

w(s) =
ñ−1∑
k=0

vk
k!
(−s)k+(−1)ñ

(
1(q 6 r∗)λ

1− ρ

αn(s)

s
+

1(q > r∗)µ∗

1 + µ∗g∗1

ζ∗m∗(s)

s

)
+o(sq̃−1),

ò.å.

wñ−1(s) ∼ sq̃−1

(
1(q 6 r∗)

λ

1− ρ
L3(1/s) + 1(q > r∗)

µ∗

1 + µ∗g∗1
L∗
2(1/s)

)
.

�
Ïðèìåíèâ òåîðåìó Bingham& Doney, íàõîäèì àñèìïòîòèêó 1 − Ψ(x) ïðè

x → ∞.

Çàìå÷àíèå 1. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 2, àñèìïòîòèêà 1 − Ψ(x) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñàìûì òÿæåëûì õâîñòîì ñðåäè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ B(x), G(x) è
G∗(x). Òàêæå ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 2 ñïðàâåäëèâà, åñëè îäíà èëè äâå
èç ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Êðàìåðà. Åñëè æå âñå
òðè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Êðàìåðà, òî è Ψ(x) áó-
äåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Êðàìåðà (ñì., íàïðèìåð, [27](Abate, 1997)).
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Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìîòðèì äâå ìîäåëè, â êîòîðûõ îáúåäèíåíû
äâà âèäà ïðåðûâàíèÿ. Ïåðâàÿ ïðè÷èíà ïðåðûâàíèÿ � ýòî ïîëîìêà ïðèáîðà,
à âòîðàÿ � ïîñòóïëåíèå òðåáîâàíèÿ âûñøåãî ïðèîðèòåòà.

2.3 Îïèñàíèå ìîäåëè M1

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåíàäåæ-
íûì ïðèáîðîì è äâóìÿ òèïàìè ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé. Ïðèáîð ìîæåò âû-
õîäèòü èç ñòðîÿ è âîññòàíàâëèâàòüñÿ. Ýòîò ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ íåçà-
âèñèìûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç íåçàâèñè-
ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáî-
÷åãî ñîñòîÿíèÿ ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì ν, à âðåìÿ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ D(x), ñðåäíåå d è ÏËÑ δ(s).

Âõîäÿùèå ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ ïóàññîíîâñêèìè ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðà-
ìè λ1 è λ2. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé i-ãî òèïà (i = 1, 2) îáðàçóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηin}∞n=1 íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(x), ñðåäíèì bi è ÏËÑ βi(s).

Â äàííîé ìîäåëè òðåáîâàíèÿ âòîðîãî òèïà èìåþò àáñîëþòíûé ïðèîðè-
òåò îòíîñèòåëüíî òðåáîâàíèé ïåðâîãî òèïà, ò.å. åñëè âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèÿ ïåðâîãî òèïà ïðèõîäèò òðåáîâàíèå âòîðîãî òèïà, òî îáñëóæèâà-
íèå íåïðèîðèòåòíîãî òðåáîâàíèÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ è íà÷èíàåòñÿ îáñëóæèâà-
íèå ïðèîðèòåòíîãî.

Ìîäåëü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèé ïåðâîãî òèïà
(ýòó ñèñòåìó áóäåì îáîçíà÷àòü S1) è ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèé âòîðîãî
òèïà (ñèñòåìà S2). Òàê êàê íåïðèîðèòåòíûå òðåáîâàíèÿ íå ìîãóò ïîâëèÿòü
íà îáñëóæèâàíèå ïðèîðèòåòíûõ, òî S2 ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åííîé ñèñòåìîé
M/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì (ñì. ðàçäåë 2.1).

Â ñèñòåìå S1 ìû èìååì îäèí ïðèáîð è äâà âèäà ïðåðûâàíèé. Ïåðâûé âèä
ïðåðûâàíèé ñâÿçàí ñ ïîëîìêîé ïðèáîðà, à âòîðîé � ñ ïðèõîäîì ïðèîðèòåò-
íîãî òðåáîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ýòè ïðåðûâàíèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü â ëþáîé
ìîìåíò.

Ðàññìîòðèì ýòè ïðåðûâàíèÿ îòäåëüíî äðóã îò äðóãà. Ïðåðûâàíèÿ i-ãî
âèäà(i = 1, 2) îïèñûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè {uik}∞k=1 è {vik}∞k=1, ãäå u

i
k�

k-é èíòåðâàë, â òå÷åíèå êîòîðîãî íåò ïðåðûâàíèÿ i-ãî âèäà, à vik � âðåìÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ïîñëå k-ãî ïðåðûâàíèÿ i-ãî âèäà. Ïðè i = 1 ìû ãîâîðèì î
ïðåðûâàíèÿõ, âûçâàííûõ ïîëîìêîé ïðèáîðà, ñëåäîâàòåëüíî, u1k ðàñïðåäåëå-
íî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì ν, à v1k èìååò ðàñïðåäåëåíèå D(x) è ÏËÑ
δ(s). Åñëè i = 2, òî ïðåðûâàíèå âûçâàíî ïîñòóïëåíèåì ïðèîðèòåòíîãî òðå-
áîâàíèÿ, ïîýòîìó u2k ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ2, à v2k �
ýòî k-é ïåðèîä çàíÿòîñòè â ñèñòåìå S2. Ïóñòü π(s) � ÏËÑ ïåðèîäà çàíÿòîñòè
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â ñèñòåìå S2 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðèîä çàíÿòîñòè íà÷àëñÿ â ïåðèîä ðàáî÷åãî
ñîñòîÿíèÿ ïðèáîðà. Èç ðåçóëüòàòîâ [53](Kendall, 1951) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
π(s) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

π(s) = α2(s+ λ2 − λ2π(s)), (2.19)

ãäå α2(s) � ÏËÑ ïîëíîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå S2 äëÿ òðåáîâà-
íèÿ, ïîñòóïèâøåãî â çàíÿòóþ ñèñòåìó. Â çàâèñèìîñòè îò äèñöèïëèíû îáñëó-
æèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå ïðåðûâàíèÿ, ìû ìîæåì íàéòè α2(s) ïî ôîðìóëå
(2.1) èëè (2.2).

2.4 Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé â

ìîäåëè M1

Ñèñòåìà S1 îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû, ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 2.1, òåì, ÷òî â
S1 åñòü äâà âèäà ïðåðûâàíèÿ. Çäåñü ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî îáúåäèíèòü ýòè
äâà âèäà ïðåðûâàíèÿ â îäèí.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà S1 íàõîäèòñÿ â íåðàáî÷åì ñîñòîÿíèè, åñëè
ïðèáîð â äàííûé ìîìåíò ñëîìàí èëè åñòü õîòÿ áû îäíî òðåáîâàíèå â ñèñòåìå
S2.

Òàêèì îáðàçîì, â S1 âîçíèêàåò ïðåðûâàíèå ñ èíòåíñèâíîñòüþ ν èç-çà ïî-
ëîìêè ïðèáîðà è ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ2 èç-çà ïîñòóïëåíèÿ ïðèîðèòåòíîãî òðå-
áîâàíèÿ. Ïóñòü {uk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèí èíòåðâàëîâ, â òå÷åíèå
êîòîðûõ S1 íàõîäèòñÿ â ðàáî÷åì ñîñòîÿíèè, à {vk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äëèí èíòåðâàëîâ, â òå÷åíèå êîòîðûõ S1 íå ðàáîòàåò. Èç îïèñàíèÿ î÷åâèäíî,
÷òî îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì u1
d
= min{u11, u21} (

d
= îáîçíà÷àåò ðàâåí-

ñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ), ò.å. u1 ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì
(λ2 + ν). Íàéäåì ÏËÑ X (s) äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû v1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ũ21 = u21 − u11, U
2
n = ũ21 +

∑n
k=2 u

2
k, V

2
n =

∑n
k=1 v

2
k.

Çàìåòèì, ÷òî P(ũ21 > x|u11 < u21) = e−λ2x.
Åñëè ïðèáîð ñëîìàëñÿ ðàíüøå ïîñòóïëåíèÿ ïðèîðèòåòíîãî òðåáîâàíèÿ (u11 6

u21) è çà âðåìÿ ðåìîíòà ïðèáîðà v11 ïðîèçîøëî n ïðåðûâàíèé âòîðîãî âèäà,
ò.å. ïðèøëî n ïðèîðèòåòíûõ òðåáîâàíèé (U 2

n 6 v11 < U 2
n+1), òî v1 = v11 + V 2

n .
Íàîáîðîò, åñëè ïîñòóïëåíèå ïðèîðèòåòíîãî òðåáîâàíèÿ ïðîèçîøëî ðàíüøå,
÷åì ñëîìàëñÿ ïðèáîð (u11 > u21), òî v1 = v21. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

v1
d
=

{
v11 + V 2

n , åñëè((u11 6 u21) ∩ (U2
n 6 v11 < U 2

n+1)), n = 0, 1, 2, . . . ;

v21, åñëè(u11 > u21).
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Ñ å�e ïîìîùüþ íàéäåì ÏËÑ X (s) = Ee−sv1:

X (s) = Ee−sv211(u11 > u21) +
∞∑
n=0

Ee−sv11−sV 2
n 1(U 2

n 6 v11 < U 2
n+1)1(u

1
1 6 u21).

Èñïîëüçóÿ íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí u11, u
2
1, v

1
1, à òàêæå òî, ÷òî ïå-

ðèîä çàíÿòîñòè â ñèñòåìå S2 ïðè ðàáîòàþùåì ïðèáîðå èìååò ÏËÑ π(s), çà-
êëþ÷àåì, ÷òî

X (s) =
λ2

λ2 + ν
π(s) +

ν

λ2 + ν
δ(s+ λ2 − λ2π(s)). (2.20)

Òàê êàê u11 è u21 íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ýêñïîíåíöèàëüíî, òî íåñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {un}∞n=1 è {vn}∞n=1 íåçàâèñèìû. Â èòîãå ìû
ñâåëè èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå èç ðàçäåëà 2.1. Â íàøåì ñëó÷àå ïàðàìåòðû
ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

µ = µ∗ := λ2 + ν, ζ(s) = ζ∗(s) := X (s). (2.21)

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, qn � êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå S1 â ìîìåíò
óõîäà n-ãî òðåáîâàíèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâ ïðèâîäèìûé íèæå ðåçóëüòàò, ïðè
äîêàçàòåëüñòâå êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà (Áî÷àðîâ, Ïå÷èíêèí, ñòð. 55)
è ñâåäåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ê ñèñòåìå èç ðàçäåëà 2.1.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè ρ1 = λ1a1 < 1, òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå (ñòàöèî-
íàðíûå) âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé pi = limn→∞ P(qn = i), i = 0, 1, . . . , è äëÿ
ôóíêöèè P1(z) =

∑∞
i=0 piz

i ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

P1(z) =
α1(λ1 − λ1z)− zα∗

1(λ1 − λ1z)

α1(λ1 − λ1z)− z
p0, (2.22)

ãäå p0 =
1−ρ1

1−ρ1+λ1a∗1
; ôóíêöèè

α1(s) = β1(s+ ν + λ2 − (ν + λ2)X (s)),

α∗
1(s) =

λ1

λ1 + λ2 − λ2π(λ1)

[
1 + λ2

π(s)− π(λ1)

λ1 − s

]
α1(s)

íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (2.1), (2.3) è ïîäñòàíîâêè â ïîñëåäíèå ôîðìó-
ëû (2.21); a1 è a∗1 � ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå α1(s)
è α∗

1(s).

Åñëè ρ > 1, òî qn
P→ ∞ ïðè n → ∞.

Ñëåäñòâèå 6. Óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè äëÿ ñèñòåìû S1 èìååò âèä

D1 (λ1b1 + λ2b2)(1 + νd) < 1,

D2

(
λ1

λ2 + ν

1− β1(λ2 + ν)

β1(λ2 + ν)
+

λ2

ν

1− β2(ν)

β2(ν)

)
(1 + νd) < 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè â òåðìèíàõ èñõîä-
íûõ ïàðàìåòðîâ íóæíî âû÷èñëèòü a1. Ñäåëàåì ýòî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.4)
è (2.5), ïîëó÷àåì

D1 a1 = b1(1 + (λ2 + ν)(−X ′(0))),

D2 a1 =
1− β1(λ2 + ν)

β1(λ2 + ν)

(
(−X ′(0)) +

1

λ2 + ν

)
.

Â ñèëó (2.20), èìååì

−X ′(0) =
λ2

λ2 + ν
π̂ +

ν

λ2 + ν
d(1 + λ2π̂),

ãäå π̂ � ñðåäíåå âðåìÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè â ñèñòåìå S2. Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû
(2.19), íàõîäèì

π̂ =
a2

1− ρ2
,

ãäå ρ2 = λ2a2 � êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ñèñòåìû S2. Äàëåå íàéäåì a2 ïî
ôîðìóëàì (2.4), (2.5)

D1 a2 = b2(1 + νd),

D2 a2 =
1− β2(ν)

β2(ν)

(
d+

1

ν

)
.

Òåïåðü ìû ìîæåì â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü çíà÷åíèå a1 è ïîäñòàâèòü â óñëîâèå
ñòàáèëüíîñòè λ1a1 < 1. �

Åñëè ó âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ è ðåìîíòà åñòü ïåðâûå k ìîìåíòîâ, òî ïðå-
äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà qn èìååò k − 1 ìîìåíòîâ, êîòîðûå ìîæíî
âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå (2.22).

Îöåíèì äëÿ ýòîé ñèñòåìû âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ áîëüøîé î÷åðåäè ñ
ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ èç ðàçäåëà 2.2. Ïóñòü Ψ(x) � ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè x → ∞

1−D(x) ∼ (−1)m1

Γ(1− r1)
x−r1K(x), (2.23)

ãäå m1 ∈ N è 1 < m1 < r1 < m1 + 1, à K(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ
ôóíêöèÿ. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òàêæå èìåþò "òÿæåëûå õâîñòû"

1−Bi(x) ∼
(−1)li

Γ(1− pi)
x−piL

(i)
1 (x), (2.24)

ãäå li ∈ N è 1 < li < pi < li + 1, à L
(i)
1 � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ,

i = 1, 2.
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Êàê áûëî ïîêàçàíî, ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè (2.21) ìû ñâîäèì íàøó ñèñòå-
ìó ê ñèñòåìå èç ðàçäåëà 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ĝ(x) èìååò ÏËÑ
X (s). Íóæíî íàéòè àñèìïòîòèêó 1 − Ĝ(x) ïðè x → ∞ è çàòåì ïðèìåíèòü
òåîðåìó 2.

Ëåììà 5. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.23) è (2.24), òî ïðè x → ∞

1− Ĝ(x) ∼ (−1)n1

Γ(1− q1)
(1− λ2a2)

−q1−1x−q1K2(x),

ãäå a2 = b21(1 + νd), n1 = min(m1, l2), q1 = min(r1, p2), à

K2(x) = 1(p2 6 r1)
λ2

λ2 + ν
(1 + νd)q1+1L

(2)
1 (x) + 1(p2 > r1)

ν

λ2 + ν
K(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.20) è ðàçëîæåíèåì â ðÿä äëÿ
ôóíêöèé π(s) è δ(s). Èç ðàáîòû [40](De Meyer, Teugels, 1980) ñëåäóåò, ÷òî ïðè
s → 0

πn1
(s) ∼ sq1(1− λ2a2)

−q1−1K1(1/s), (2.25)

ãäå K1(x) = 1(p2 6 r1)(1+ νd)q1L
(2)
1 (x) + 1(p2 > r1)νb2K(x). Ïðèâåäåì ðàçëî-

æåíèå â ðÿä ôóíêöèè X (s)

X (s) =
λ2

λ2 + ν

(
n1∑
j=0

π̂j
j!
(−s)j + (−1)n1+1πn1

(s)

)
+

+
ν

λ2 + ν

(
m1∑
j=0

dj
j!
(−1)j(s+ λ2 − λ2π(s))

j + (−1)m1+1δm1
(s+ λ2 − λ2π(s))

)
,

ãäå π̂j, dj � ýòî j-ûé ìîìåíò ñîîòâåòñòâóþùèé ÏËÑ π(s) è δ(s). Òàê êàê
s+ λ2 − λ2π(s) ∼ (1− λ2a2)

−1s ïðè s → 0, òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä ôóíêöèè X (s) èìååò âèä

Xn1
(s) =

λ2(1 + νd)

λ2 + ν
πn1

(s) + 1(p2 > r1)(1− λ2a2)
−r1δm1

(s).

Îòñþäà, ââèäó (2.25) è (2.23), ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �
Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèâ

B(x) := B1(x), λ := λ1, L1(x) := L
(1)
1 (x),

G(x) := Ĝ(x), µ := λ2 + ν, L2(x) := (1− λ2a2)
−q1−1K2(x),

G∗(x) := Ĝ(x), µ∗ := λ2 + ν, L∗
2(x) := (1− λ2a2)

−q1−1K2(x),

ìû ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ, îïèñàííóþ â ðàçäåëå 2.2. Ïðèìåíèâ òåîðåìó 2, íàõî-
äèì àñèìïòîòèêó 1−Ψ(x).
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Ñëåäñòâèå 7. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.23) è (2.24), òî ïðè x → ∞

1−Ψ(x) ∼ (−1)n2−1

Γ(2− q̂2)

(1− λ2a2)
−q2+1

1− (1 + νd)(λ1b11 + λ2b21)
x−q2+1K3(x),

ãäå n2 = min(l1, n1), q2 = min(p1, q1) è

K3(x) = 1(p1 6 q1)λ1(1 + νd)p1L
(1)
1 (x) + 1(p1 > q1)

λ2 + ν

1 + νd
K2(x).

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè â íàøåì ïðèìåðå ν = 0, òî ìû èìååì ñèñòåìó îáñëóæè-
âàíèÿ ñ íàäåæíûì ïðèáîðîì è ïðèîðèòåòíûìè òðåáîâàíèÿìè. Òàêàÿ ñèñòåìà
áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [27](Abate, 1997), ãäå â ñëó÷àå "òÿæåëûõ õâî-
ñòîâ"áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ íàøèì, åñëè â ñëåäñòâèè 7
âçÿòü ν = 0, à r1 = ∞.

2.5 Îïèñàíèå ìîäåëè M2

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåíàäåæ-
íûì ïðèáîðîì è äâóìÿ òèïàìè ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé. Ïðèáîð ñîñòîèò èç
äâóõ áëîêîâ, ïåðâûé îáñëóæèâàåò òðåáîâàíèÿ ïåðâîãî òèïà, à âòîðîé � òðå-
áîâàíèÿ âòîðîãî. Ïðè ýòîì â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò ðàáîòàòü òîëüêî
îäèí áëîê.

Âõîäÿùèå ïîòîêè � ïóàññîíîâñêèå ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2.
Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé i-ãî òèïà (i = 1, 2) îáðàçóþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ηin}∞n=1 íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(x), ñðåäíèì bi è ÏËÑ βi(s).

Êàæäûé áëîê ìîæåò âûéòè èç ñòðîÿ âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ.
Âðåìÿ ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ i-ãî áëîêà (i = 1, 2) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µi, à âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó
Gi(x), ζi(s) =

∫∞
0 e−sxdGi(x) è èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå gi.

Êàê è ðàíåå, áóäåì ïàðàëëåëüíî ðàññìàòðèâàòü äâå äèñöèïëèíû ïîâåäåíèÿ
òðåáîâàíèÿ ïîñëå ïðåðûâàíèÿ D1 è D2.

Òðåáîâàíèÿ âòîðîãî òèïà èìåþò àáñîëþòíûé ïðèîðèòåò îòíîñèòåëüíî òðå-
áîâàíèé ïåðâîãî òèïà. Òî åñòü, åñëè âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïåð-
âîãî òèïà ïðèõîäèò òðåáîâàíèå âòîðîãî òèïà, òî îáñëóæèâàíèå íåïðèîðèòåò-
íîãî òðåáîâàíèÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ è íà÷èíàåòñÿ îáñëóæèâàíèå ïðèîðèòåòíîãî
òðåáîâàíèÿ.

Ìîäåëü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèé ïåðâîãî òèïà
(ýòó ñèñòåìó áóäåì îáîçíà÷àòü S1) è ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèé âòîðîãî
òèïà (ñèñòåìà S2). Òàê êàê íåïðèîðèòåòíûå òðåáîâàíèÿ íå ìîãóò ïîâëèÿòü
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íà îáñëóæèâàíèå ïðèîðèòåòíûõ, òî S2 ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åííîé ñèñòåìîé
M/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì (ñì., ðàçäåë 2.1).

Â ñèñòåìå S1 ìû èìååì îäèí ïðèáîð è äâà âèäà ïðåðûâàíèé. Ïåðâûé âèä
ïðåðûâàíèé ñâÿçàí ñ ïîëîìêîé ïåðâîãî áëîêà, à âòîðîé âèä � ñ ïðèõîäîì
ïðèîðèòåòíîãî òðåáîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðåðûâàíèå âòîðîãî âèäà ìîæåò
âîçíèêíóòü â ëþáîé ìîìåíò.

Ðàññìîòðèì ýòè ïðåðûâàíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíè íåçàâèñèìû è íè-
êàê íå âçàèìîäåéñòâóþò. Òîãäà ïðåðûâàíèÿ i-ãî âèäà(i = 1, 2) îïèñûâàþòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè {cik}∞k=1 è {dik}∞k=1, ãäå cik� k-ûé èíòåðâàë, â òå÷åíèè
êîòîðîãî íåò ïðåðûâàíèÿ i-ãî âèäà, à dik � âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîñëå k-
ãî ïðåðûâàíèÿ i-ãî âèäà. Ïðè i = 1 ìû ãîâîðèì î ïðåðûâàíèÿõ âûçâàííûõ
ïîëîìêîé ïåðâîãî áëîêà, ñëåäîâàòåëüíî, c1k ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ
ïàðàìåòðîì µ1, à d1k èìååò ðàñïðåäåëåíèå G1(x) è åãî ÏËÑ îáîçíà÷èì ζ1(s).
Åñëè i = 2, òî ïðåðûâàíèå âûçâàíî ïîñòóïëåíèåì ïðèîðèòåòíîãî òðåáîâàíèÿ,
ïîýòîìó c2k ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ2, à d2k ýòî k-ûé ïå-
ðèîä çàíÿòîñòè â ñèñòåìå S2. Ïóñòü π(s) åãî ÏËÑ. Êàê ìû óïîìèíàëè ðàíåå,
ôóíêöèÿ π(s) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

π(s) = α2(s+ λ2 − λ2π(s)), (2.26)

ãäå α2(s) = b2(s + µ2 − µ2ζ2(s)) � ÏËÑ ïîëíîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ â
ñèñòåìå S2.

Èç îïèñàíèÿ ìîäåëè ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cik}∞k=1, {dik}∞k=1, i =
1, 2 ïîïàðíî íåçàâèñèìû è êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç íåçàâèñè-
ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ìû ðàññìîòðåëè òðè âàðèàíòà òîãî, êàê ýòè äâà âèäà ïðåðûâàíèÿ âçàè-
ìîäåéñòâóþò. Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, åñëè ïðîèçîøëî
ïðåðûâàíèå âòîðîãî âèäà, òî ïðåðûâàíèå ïåðâîãî âèäà íå âîçíèêàåò, òî åñòü,
åñëè ïðèøëî ïðèîðèòåòíîå òðåáîâàíèå, òî ïåðâûé áëîê îñòàåòñÿ áåç ðàáîòû,
à, ñëåäîâàòåëüíî, ñëîìàòüñÿ íå ìîæåò. Òåïåðü ïåðå÷èñëèì ýòè òðè âàðèàíòà,
êîòîðûå îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè Vi (i = 1, 2, 3).

(V1) Åñëè âî âðåìÿ ðåìîíòà ïåðâîãî áëîêà ïðèõîäèò ïðèîðèòåòíîå òðåáîâà-
íèå, òî ðåìîíò ïðèîñòàíàâëèâàåòñÿ íà âðåìÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè â S2 è
ïðîäîëæàåòñÿ ïîñëå óõîäà âñåõ ïðèîðèòåòíûõ òðåáîâàíèé.

(V2) Àíàëîãè÷åí âàðèàíòó V1, ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî ðåìîíò íå ïðîäîëæàåòñÿ,
à íåçàâèñèìî íà÷èíàåòñÿ çàíîâî.

(V3) Ðåìîíò ïåðâîãî áëîêà ïðîäîëæàåòñÿ, åñëè ïðèõîäèò ïðèîðèòåòíîå òðå-
áîâàíèå. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé â âû÷èñëåíèÿõ äî-
ïîëíèòåëüíî ïîëàãàåì G1(x) = 1− e−νx.
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2.6 Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé â

ìîäåëè M2

Ñèñòåìà S1 îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû, ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 2.1, òåì, ÷òî
â S1 åñòü äâà âèäà ïðåðûâàíèÿ. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî
îáúåäèíèòü ýòè äâà âèäà ïðåðûâàíèÿ â îäèí è òàêèì îáðàçîì ñâåñòè S1 ê
õîðîøî èçó÷åííîé ìîäåëè èç ðàçäåëà 2.1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà S1 íàõîäèòñÿ â íåðàáî÷åì ñîñòîÿíèè, åñëè
ïåðâûé áëîê â äàííûé ìîìåíò ñëîìàí èëè åñòü õîòÿ áû îäíî òðåáîâàíèå â
ñèñòåìå S2.

Êàê è â óïîìÿíóòîé âûøå ìîäåëè èç [18](Áî÷àðîâ, Ïå÷èíêèí, 1995), áóäåì
àíàëèçèðîâàòü ñèñòåìó â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà S1 ñâîáîäíà è çàíÿòà.

Åñëè S1 ñâîáîäíà, òî ïðåðûâàíèå ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî èç-çà ïîñòóï-
ëåíèÿ ïðèîðèòåòíîãî òðåáîâàíèÿ, à òàê êàê âî âðåìÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè â S2

íå ìîæåò ïðîèçîéòè ïîëîìêà ïåðâîãî áëîêà, òî âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ èìååò
ÏËÑ π(s). Â òåðìèíàõ ðàçäåëà 2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå

µ∗ = λ2, ζ∗(s) = π(s). (2.27)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî S1 çàíÿòà. Òîãäà ïðåðûâàíèå ìîæåò âîçíèê-
íóòü ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ1 îò ïîëîìêè ïåðâîãî áëîêà è ñ èíòåíñèâíîñòüþ
λ2 îò ïîñòóïëåíèÿ ïðèîðèòåòíîãî òðåáîâàíèÿ. Ïóñòü {ck}∞k=1 � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äëèí èíòåðâàëîâ, â òå÷åíèå êîòîðûõ S1 íàõîäèòñÿ â ðàáî÷åì ñî-
ñòîÿíèè, à {dk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèí èíòåðâàëîâ, â òå÷åíèå êîòî-
ðûõ S1 íå ðàáîòàåò. Èç îïèñàíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñî-
ñòîÿò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè-

÷åì c1
d
= min{c11, c21}, òî åñòü c1 ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì

(λ2+µ1) äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ Vi, i = 1, 2, 3. À âîò ðàñïðåäåëåíèå d1 çàâèñèò îò
òîãî, êàêîé âàðèàíò âçàèìîäåéñòâèÿ ìû ðàññìàòðèâàåì. Íàéäåì ÏËÑ X (s)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû d1 äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ c̃21 = c21 − c11, C

2
n = c̃21 +

∑n
k=2 c

2
k, D

2
n =

∑n
k=1 d

2
k. Çàìåòèì,

÷òî c̃21 èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ2, åñëè c11 < c21.

V1 : Åñëè ïåðâûé áëîê ñëîìàëñÿ ðàíüøå ïðèõîäà ïðèîðèòåòíîãî òðåáîâàíèÿ
(c11 6 c21) è çà âðåìÿ ðåìîíòà ïåðâîãî áëîêà d11 ïðîèçîøëî n ïðåðûâàíèé
âòîðîãî âèäà (C2

n 6 d11 < C2
n+1), òî d1 = d11 +

∑n
k=1 d

2
k. Íàîáîðîò, åñëè

ïîñòóïëåíèå ïðèîðèòåòíîãî òðåáîâàíèÿ ïðîèçîøëî ðàíüøå ïîëîìêè ïåð-
âîãî áëîêà (c11 > c21), òî d1 = d21. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì ðèñóíîê 2.1
è óêàæåì ôîðìóëó, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò d1.

d1
d
=

{
d11 +

∑n
k=1 d

2
k , åñëè((c11 6 c21) ∩ (C2

n 6 d11 < C2
n+1)), n = 0, 1, 2, . . .

d21 , åñëè(c11 > c21)
.
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Ðèñ. 2.1: îáùèé âèä ïðåðûâàíèé

Ïðè ïîìîùè ýòîãî ðàâåíñòâà íàéäåì ÏËÑ X (s) = Ee−sd1.

X (s) = Ee−sd211(c11 > c21) +
∞∑
n=0

Ee−sd11−s
∑n

k=1 d
2
k1(C2

n 6 d11 < C2
n+1)1(c

1
1 6 c21)

Èç íåçàâèñèìîñòè c11, c
2
1, d

1
1 è d2k íàõîäèì

X (s) =
λ2

λ2 + µ1
π(s) +

µ1

λ2 + µ1
ζ1(s+ λ2 − λ2π(s)).

V2 : Ïîëüçóÿñü àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè, êàê è â âàðèàíòå V1, ïîëó÷àåì
ôîðìóëû äëÿ d1.

d1
d
=

{
d̃1 , åñëè(c11 6 c21)

d21 , åñëè(c11 > c21)
,

d̃1
d
=

{
d11 , åñëè(d11 < c̃21)

c̃21 + d12 + d̃1 , åñëè(d11 > c̃21)
. (2.28)

Ñíà÷àëà íàõîäèì ÏËÑ X̃ (s) äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû d̃1 ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóëû (2.28).

X̃ (s) =
ζ1(s+ λ2)

1− π(s) λ2

λ2+s(1− ζ1(s+ λ2))
.

Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì âûïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ÏËÑ ñàìîé âåëè÷èíû d1.

X (s) =
λ2

λ2 + µ1
π(s) +

µ1

λ2 + µ1

ζ1(s+ λ2)

1− π(s) λ2

λ2+s(1− ζ1(s+ λ2))
.

V3 : Ïîëüçóÿñü òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ âàðèàíòàõ, âûïèøåì
àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ âàðèàíòà V3.

d1
d
=

{
d̃1 , åñëè(c11 6 c21)

d21 , åñëè(c11 > c21)
,

68



d̃1
d
=

{
d11 , åñëè(d11 ∈ ∪∞

n=0[C
2
n +D2

n, C
2
n+1 +D2

n))

C2
n +D2

n , åñëè(d11 ∈ [C2
n +D2

n−1, C
2
n +D2

n)), n = 1, 2, . . .
. (2.29)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÏËÑ d1 íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ÏËÑ d̃1. Îïèðàÿñü íà
ôîðìóëó (2.29), âûïèøåì ñîîòíîøåíèå äëÿ X̃ (s) = Ee−sd̃1

X̃ (s) =
∞∑
n=0

Ee−sd111(0 6 d11 − C2
n −D2

n < c2n+1)+

+
∞∑
n=1

Ee−s(C2
n+D2

n)1(0 6 d11 − C2
n −D2

n−1 < d2n).

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî G1(x) = 1 − e−νx. Òîãäà ïåðâàÿ
ñóììà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

∞∑
n=0

Ee−sd111(C2
n +D2

n 6 d11 < C2
n+1 +D2

n) =

=
∞∑
n=0

∫ ∞

0

νe−(s+ν)x(P(C2
n +D2

n 6 x)− P(C2
n+1 +D2

n 6 x))dx =

=
ν

s+ ν

∞∑
n=0

∫ ∞

0

e−(s+ν)x
(
dP(C2

n +D2
n 6 x)− dP(C2

n+1 +D2
n 6 x)

)
=

=
ν

s+ ν

∞∑
n=0

((
λ2

s+ λ2 + ν

)n

πn(s+ ν)−
(

λ2

s+ λ2 + ν

)n+1

πn(s+ ν)

)
=

=
ν

s+ ν + λ2(1− π(s+ ν))
.

À âòîðàÿ ñóììà ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∞∑
n=1

Ee−s(C2
n+D2

n)1(C2
n +D2

n−1 6 d11 < C2
n +D2

n) =

=
∞∑
n=1

Ee−s(C2
n+D2

n)(e−ν(C2
n+D2

n−1) − e−ν(C2
n+D2

n)) =

=
λ2

s+ λ2 + ν
(π(s)−π(s+ν))

∞∑
n=2

(
λ2

s+ λ2 + ν

)n

πn−1(s+ν)(π(s)−π(s+ν)) =

= (π(s)− π(s+ ν))
λ2

s+ λ2 + ν

( ∞∑
n=0

(
λ2

s+ λ2 + ν
πn(s+ ν)

)n
)

=

=
λ2(π(s)− π(s+ ν))

s+ ν + λ2(1− π(s+ ν))
.
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Â èòîãå X̃ (s) = ν+λ2(π(s)−π(s+ν))
s+ν+λ2(1−π(s+ν)) , ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

X (s) =
λ2

λ2 + µ1
π(s) +

µ1

λ2 + µ1

ν + λ2(π(s)− π(s+ ν))

s+ ν + λ2(1− π(s+ ν))
.

Â èòîãå ìû ñâåëè èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå èç ðàçäåëà 2.1. Â íàøåì ñëó÷àå
ïàðàìåòðû ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä

µ = λ2 + µ1, ζ(s) = X (s). (2.30)

Ïóñòü qn � êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå S1 â ìîìåíò óõîäà n-ãî òðå-
áîâàíèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 8. Åñëè ρ1 = λ1a1 < 1, òîãäà ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå (ñòà-
öèîíàðíûå) âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé pi = lim

n→∞
P{qn = i} è äëÿ ôóíêöèè

P1(z) =
∑∞

i=0 piz
i ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

P1(z) =
α1(λ1 − λ1z)− zα∗

1(λ1 − λ1z)

α1(λ1 − λ1z)− z
p0, (2.31)

p0 =
1− ρ1

1− ρ1 + λ1a∗1
, (2.32)

ãäå ôóíêöèè α1(s) è α∗
1(s) íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (2.1),(2.2) (2.3)

è ïîäñòàíîâîê òóäà (2.27), (2.30). Âåëè÷èíû a1 è a∗1 � ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå α1(s) è α∗

1(s).

Åñëè ρ > 1, òî qn −−−→
n→∞

∞ ïî âåðîÿòíîñòè.

Ñëåäñòâèå 9. Âûïèøåì óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà Vi(i =
1, 2, 3.) è äèñöèïëèí D1, D2

D1(V1) λ1b1(1 + µ1g1) + λ2b2(1 + µ2g2) < 1,

D1(V2) λ1b1

(
1 + µ1

1− ζ1(λ2)

λ2ζ1(λ2)

)
+ λ2b2(1 + µ2g2) < 1,

D1(V3) λ1b1

(
1 +

µ1

ν + λ2(1− π(ν))

)
+ λ2b2(1 + µ2g2) < 1,

D2(V1)
1− β1(λ2 + µ1)

β1(λ2 + µ1)

λ1

λ2 + µ1
(1 + µ1g1) +

1− β2(µ2)

β2(µ2)

λ2

µ2
(1 + µ2g2) < 1,

D2(V2)
1− β1(λ2 + µ1)

β1(λ2 + µ1)

λ1

(
1 + µ1

1−ζ1(λ2)
λ2ζ1(λ2)

)
λ2 + µ1

+
1− β2(µ2)

β2(µ2)

λ2

µ2
(1 + µ2g2) < 1,

D2(V3)
1− β1(λ2 + µ1)

β1(λ2 + µ1)

λ1

(
1 + µ1

ν+λ2(1−π(ν))

)
λ2 + µ1

+
1− β2(µ2)

β2(µ2)

λ2

µ2
(1 + µ2g2) < 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ýòè óñëîâèÿ, ïî ñóòè, ÿâëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé çíà÷å-
íèÿ a1 â óñëîâèå λ1a1 < 1 â êàæäîì êîíêðåòíîì âàðèàíòå. Àëãîðèòì íàõîæ-
äåíèÿ óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè äëÿ äâóõ äèñöèïëèí D1, D2 ïðèâåäåí â äîêàçà-
òåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 6. �

Ïðèìåð 5. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü.
Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ çàâîä,êîòîðûé ïîëó÷àåò çàêàçû íà èçãîòîâëåíèå äâóõ

òèïîâ ïðèáîðîâ, λ1 è λ2 èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ çàêàçîâ ïåðâîãî è âòîðîãî
òèïà ñîîòâåòñòâåííî. Âðåìÿ èçãîòîâëåíèÿ ïðèáîðà i-ãî (i = 1, 2) òèïà èìååò
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(x), ÏËÑ βi(s) è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå bi.
Ïðè÷åì β2(s) =

1
1+b2s

.
Äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðèáîðû âòîðîãî òèïà èìåþò èñêëþ÷èòåëüíóþ âàæ-

íîñòü, ïîýòîìó, åñëè çàâîä ðàáîòàåò íàä ñîçäàíèåì ïðèáîðà ïåðâîãî òèïà è
ïîñòóïàåò çàêàç íà èçãîòîâëåíèå ïðèáîðà âòîðîãî òèïà, òî ðàáîòà ïî ïðîèç-
âîäñòâó ïðèáîðà ïåðâîãî òèïà ïðèîñòàíàâëèâàåòñÿ (äèñöèïëèíà D1) íà âðå-
ìÿ èçãîòîâëåíèÿ ïðèáîðîâ âòîðîãî òèïà (â íàøåé òåðìèíîëîãèè ýòî âàðèàíò
âçàèìîäåéñòâèÿ V1). Ïðè÷åì äëÿ ñîçäàíèÿ ïðèáîðîâ ïåðâîãî òèïà èñïîëüçó-
åòñÿ ñòàðûé ñòàíîê, ëîìàþùèéñÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ1 è âðåìåíåì ðåìîíòà,
ðàñïðåäåëåííûì ïî çàêîíó G1(x) ñ ÏËÑ ζ1(s) è ñðåäíèì g1. À äëÿ èçãîòîâëå-
íèÿ ïðèáîðîâ âòîðîãî òèïà èñïîëüçóåòñÿ íîâûé ñòàíîê, êîòîðûé íå ëîìàåòñÿ
(µ2 = 0).

Ïóñòü Si (i = 1, 2) - ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ äëÿ èçäåëèé i-ãî òèïà.
Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 6 òåîðåìû 8, âûïèøåì óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè äëÿ ïðî-

öåññà qn ñèñòåìû S1

λ1b1(1 + µ1g1) + λ2b2 < 1.

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî àíàëèçà ñèñòåìû S1, ìû ìîæåì âûïèñàòü ÿâíûé âèä
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè P1(z) ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ qn. Äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî íàéòè α1(s), α∗

1(s), a1, a
∗
1 è ïîäñòàâèòü â ôîðìóëû (2.31), (2.32). Â

èòîãå äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè π(s). Èç-çà òîãî, ÷òî µ2 = 0, èìååì

α2(s) =
1

1 + b2s

è èç (2.19), ïîëó÷àåì

π2(s)− π(s)

(
1 + b2s

λ2b2
+ 1

)
+

1

λ2b2
= 0.

Îòñþäà íàõîäèì äâà êîðíÿ, íî èç-çà óñëîâèÿ π(0) = 1, îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí

π(s) =
1 + b2s+ λ2b2 −

√
(1 + b2s+ λ2b2)2 − 4λ2b2
2λ2b2

.
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Ïðè ïîìîùè ýòîé ôîðìóëû íàõîäèì X (s) = λ2

λ2+µ1
π(s) + µ1

λ2+µ1
ζ1(s + λ2 −

λ2π(s)). Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.1),(2.3),(2.31),(2.32), ìû íàõîäèì ÿâ-
íûé âèä ôóíêöèè P1(z).

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ñèñòåìàì îáñëóæèâàíèÿ ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì
ïîòîêîì è íåíàäåæíûì ïðèáîðîì. Ðàññìîòðåíû îáîáùàþùèå ìîäåëè, â êîòî-
ðûõ âîçìîæíû äâå ïðè÷èíû ïðåðûâàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ: ïîñòóïëåíèå ïðèîðè-
òåòíîãî òðåáîâàíèÿ è ïîëîìêà ïðèáîðà. Äëÿ âñåõ íèõ íàéäåíû íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññîâ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæè-
äàíèÿ è ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå. Äëÿ ýòèõ äâóõ ïðîöåññîâ ïîëó÷åíû ÿâ-
íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî âðåìåíà ðåìîíòà è âðåìÿ îáñëóæè-
âàíèÿ èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ðåãóëÿðíî ìåíÿþùèìèñÿ õâîñòàìè, íàéäåíà
àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî
âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.
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Ãëàâà 3

Âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ

ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ

ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì

Îñíîâíîé çàäà÷åé, ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé ãëàâå, ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðåäåëüíîãî (ñòàöèîíàðíî-
ãî) ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ. Ìû ðåøàåì
ýòîò âîïðîñ â ðàìêàõ ñèñòåìû ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è íà-
äåæíûì ïðèáîðîì, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàð-
íîé ðàáîòû, ïîñòóïèâøåé â ñèñòåìó çà ïåðèîä ðåãåíåðàöèè, èìååò "òÿæåëûé
õâîñò"(ðåçóëüòàò äëÿ "ëåãêîãî õâîñòà"ïðèâåäåí â [7](Àôàíàñüåâà, Áàøòîâà,
2015)). Äàëåå ýòîò ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ïðèáîð íåíà-
äåæåí è âðåìÿ åãî ðåìîíòà èìååò ðàñïðåäåëåíèå ñ "òÿæåëûì õâîñòîì".

3.1 Îïèñàíèå ìîäåëè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðà-
íè÷åííîé î÷åðåäüþ è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì X(t) (îïðåäåëå-
íèå ñì. íà ñòð. 22), îïðåäåëåííûì íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P)
ñ ôèëüòðàöèåé {Ft, t > 0}, ê êîòîðîé îí àäàïòèðîâàí. Ïðîöåññ X(t) èìååò
íåïðåðûâíûå ñïðàâà íåóáûâàþùèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå òðàåêòîðèè (X(0) =
0).

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θj è τj = θj − θj−1 (j = 1, 2, . . . ) íàçûâàþòñÿ ñî-
îòâåòñòâåííî ìîìåíòàìè è ïåðèîäàìè ðåãåíåðàöèè. Â òåîðèè î÷åðåäåé X(t)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî ñóììàðíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, ëèáî
÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó çà âðåìÿ (0, t]. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì,
÷òî X(t) � ñóììàðíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïèâøèõ òðåáîâàíèé, è îáî-
çíà÷àåì γn = X(θn)−X(θn−1) è ξn � ÷èñëî ñêà÷êîâ X(t) íà n-îì ïåðèîäå ðå-
ãåíåðàöèè. Åñëè â ñèñòåìó ïîñòóïàåò îðäèíàðíûé ïîòîê òðåáîâàíèé, òî ξn �
ýòî ÷èñëî ïðèøåäøèõ òðåáîâàíèé, à âåëè÷èíà êàæäîãî ñêà÷êà � âðåìÿ îáñëó-
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æèâàíèÿ. Ââèäó òîãî ÷òî X(t) ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{τj}∞j=2, {γj}∞j=2 è {ξj}∞j=2 ñîñòîÿò èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Eγ2 < ∞ è Eτ2 < ∞, è îáîçíà÷èì

G(y) = P(γ2 6 y), g(x) =
∫∞
x (1−G(y))dy, GI(x) = 1

Eγ2

x∫
0

(1−G(y))dy.

Ââåäåì ïðîöåññ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ W (t), à òàêæå äâà âëî-
æåííûõ ïðîöåññà Wn = W (θn − 0) è wn = W (tn − 0). Çäåñü tn � ìîìåíò n-ãî
ñêà÷êà ïðîöåññà X(t).

Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé limn→∞ P(wn 6 x) = F (x)
ïðè n → ∞ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ àïåðèîäè÷íîñòè.

Óñëîâèå 6. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü {k : P(ξ2 = k) > 0} = 1.

Â ðàáîòå [28](Àôàíàñüåâà, Áàøòîâà, 2014) äàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

Φ(x) = lim
n→∞

P(Wn 6 x),

Ψ(x) = lim
t→∞

P(W (t) 6 x).

Áîëåå òîãî, Ψ(x), Φ(x) è F (x) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíò çàãðóçêè

ρ =
Eγ2
Eτ2

< 1.

Äàëåå âåçäå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóþò è ρ <
1.

Íàøà îñíîâíàÿ çàäà÷à � íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèéΨ(x), Φ(x)
è F (x) ïðè x → ∞. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð (τ, γ, ξ) èìååò òàêîå
æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è âåêòîð (τ2, γ2, ξ2).

Ñëåäóÿ [44](Ôîññ è äð. 2011 ), äàäèì îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 18. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
ëîêàëüíî ïîñòîÿííîé (ïðèíàäëåæèò êëàññó L ), åñëè ïðè x → ∞

F̄ (x+ y) ∼ F̄ (x)

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî y. Äëÿ êðàòêîñòè òàêèå ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü
ïðîñòî ëîêàëüíî ïîñòîÿííûìè.

Îïðåäåëåíèå 19. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ïðèíàäëåæèò êëàññó S ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ, åñëè

lim
x→∞

F̄ ∗(2)(x)/F̄ (x) = 2,

ãäå F̄ ∗(2)(x) =
∫∞
0 F̄ (x− y)dF (y).
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = P(ξ 6 x) íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
íàçûâàåòñÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîé, åñëè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå P(ξ 6 x|ξ >
0) ÿâëÿåòñÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì.

Èçâåñòíî [56](Kluppelberg, 1988), ÷òî ëþáîå ñóáýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûì, ò.å. S ⊂ L . Â ñâîþ î÷åðåäü, ëþ-
áîå ëîêàëüíî ïîñòîÿííîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò òÿæåëûé õâîñò. Íàïîìíèì,
÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå ñ òÿæåëûì õâîñòîì, åñëè
Eeεξ = ∞ äëÿ âñåõ ε > 0.

Îïðåäåëåíèå 20. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ïðèíàäëåæèò êëàññó S ∗

ñèëüíî ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ, åñëè∫ x

0

F̄ (x− y)F̄ (y)dy ∼ 2mF̄ (x),

ãäå m =
∫∞
0 F̄ (y)dy.

Îòìåòèì, ÷òî îäíî èç êëþ÷åâûõ ñâîéñòâ ñèëüíî ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñàìî ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóáýêñïîíåí-
öèàëüíûì (ò.å. S ∗ ⊂ S ) è åãî èíòåãðàëüíûé õâîñò ïðèíàäëåæèò êëàññó S
[56](Kluppelberg, 1988).

3.2 Îñíîâíûå òåîðåìû

Äàëåå, ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîêàíàëüíóþ ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ c ðåãåíåðè-
ðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì X(t).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü GI(x) ∈ S è ïðè y → ∞

P(γ > y + τ) ∼ Ḡ(y). (3.1)

Òîãäà ïðè x → ∞
Φ̄(x) ∼ a−1g(x), (3.2)

ãäå a = Eτ − Eγ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.1) ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíûå õâîñòû

g(x) =
∞∫
x

Ḡ(y)dy è
∞∫
x

P(γ > τ + y)dy àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû (ñì.,

íàïðèìåð, ñëåäñòâèå 3.26 èç [44](Ôîññ è äð. 2011)).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.2) íàäî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøîå xε òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x > xε

(1− ε)g(x)a−1 6 Φ̄(x) 6 (1 + ε)g(x)a−1. (3.3)
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Îöåíêà ñíèçó. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ïðîöåññW−
n ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíò-

íîãî ñîîòíîøåíèÿ

W−
n = [W−

n−1 + γn − τn]
+, W−

0 = 0,

ãäå [x]+ = max(x, 0).
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè W0 = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî ïðè âñåõ n = 1, 2, . . .

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî W−
n 6 Wn. Îáîçíà÷èì Φ̄−(x) = limn→∞ P(W−

n > x).
Èç [71](Veraverbeke, 1977) èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ

∫∞
x P(γ > y + τ)dy

ñóáýêñïîíåíöèàëüíà, òî ïðè x → ∞ èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà

Φ̄−(x) ∼ a−1

∫ ∞

x

P(γ > y + τ)dy ∼ a−1g(x).

Ýòî äà¼ò íèæíþþ îöåíêó â (3.3).
Îöåíêà ñâåðõó.

Ëåììà 6. Ïóñòü GI(x) ∈ S è ñóùåñòâóåò T < ∞ òàêîå, ÷òî

P(τ < T ) = 1. (3.4)

Òîãäà èìååò ìåñòî (3.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàíî â [5](Àôàíàñüåâà, Áàøòîâà, 2008), ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Wn 6 W−
n + τk(n),

ãäå k(n) � íîìåð ïîñëåäíåãî äî ìîìåíòà θn ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè âõîäíîãî
ïîòîêà X(t), íà êîòîðîì áûëî îñâîáîæäåíèå ñèñòåìû. Èñïîëüçóÿ (3.4), ïðè-
õîäèì ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

Φ̄(x) 6 Φ̄−(x− T ).

Â ñâîþ î÷åðåäü, Φ̄−(x− T ) ∼ a−1g(x− T ) ∼ a−1g(x) ïðè x → ∞, ÷òî âìåñòå
ñ îöåíêîé ñíèçó äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà
ST , êîòîðàÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà T . Ïåðèîäû ðåãåíåðàöèè {τTn }∞n=1 âõîäÿ-
ùåãî ïîòîêà XT (t) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì τTn = min(τn, T ), à ìîìåíòû
ðåãåíåðàöèè θTn =

∑n
j=1 τ

T
j , θ

T
0 = 0. Ïðè ýòîì, åñëè τn < T , òî XT (t) íà ñâîåì

n-îì ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè ñîâïàäàåò ñX(t), òî åñòüXT (θ
T
n−1+t) = X(θn−1+t)

äëÿ t ∈ (0, τn]. Åñëè æå τn > T , òî XT (t) äî ìîìåíòà T êîïèðóåò ïðîöåññ X(t),
à âñå òðåáîâàíèÿ, ÷òî ïðèäóò â îñíîâíóþ ñèñòåìó çà âðåìÿ (θn−1 + T, θn], ïî-
ñòóïÿò â ST â ìîìåíò θTn−1 + T . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî t < T èìååì
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XT (θ
T
n−1 + t) = X(θn−1 + t), à ïðè t = T ïîëó÷àåì XT (θ

T
n−1 + T ) = XT (θ

T
n ) =

X(θn). Âûðàçèì âûøåñêàçàííîå ôîðìóëîé

XT (t) =
∞∑
n=1

X(t− θTn−1 + θn−1)I(θTn−1 < t 6 θTn ),

ãäå I(D) � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ D.
Ïóñòü WT (t) � âèðòóàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ âõîäÿùèì

ïîòîêîì XT (t), à W T
n = WT (θ

T
n − 0).

Ëåììà 7. Åñëè W (0) 6 WT (0) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

Wn 6 W T
n . (3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì W0 6 W T
0 è (3.5) âûïîëíåíî äëÿ n = 0. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî (3.5) ñïðàâåäëèâî äëÿ n − 1 è äîêàæåì äëÿ n. Ðàññìîòðèì n-ûå
ïåðèîäû ðåãåíåðàöèè (θn−1, θn] è (θTn−1, θ

T
n ] äëÿ ïðîöåññîâ X(t) è XT (t) ñîîò-

âåòñòâåííî. Ââåäåì ôóíêöèþ h(x, y) = max(0, x+ y), x, y ∈ R.
Åñëè τn 6 T èëè τn > T , íî â èíòåðâàëå (θn−1 + T, θn] ïðîöåññ X(t) íå

èìååò ñêà÷êîâ, òî (3.5), î÷åâèäíî, âûïîëíåíî.
Ïðåäïîëîæèì τn > T è â èíòåðâàëàõ (θn−1, θn] è (θn−1, θn−1 + T ] ïðîöåññ

X(t) èìååò ñîîòâåòñòâåííî k è l < k ñêà÷êîâ. Îáîçíà÷èì {tn,j, j = 1, k}
� ìîìåíòû ñêà÷êîâ íà n-îì ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè, wn,j = W (tn,j), ηn,j =
X(tn,j)−X(tn,j − 0) è ζn,j = tn,j − tn,j−1, (tn,0 = θn−1), ζn,k+1 = θn − tn,k.

Òîãäà èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ

wn,1 = h(Wn−1,−ζn,1),

wn,j = h(wn,j−1, ηn,j−1 − ζn,j), 2 6 j 6 k,

Wn = h(wn,k, ηn,k − ζn,k+1).

(3.6)

Ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû ST ïîìåòèì
áóêâîé T , òî åñòü ζTn,j = ζn,j, j = 1, l, ζTn,l+1 = T − tn,l, ζ

T
n,j = 0, j = l + 2, k.

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (3.6) âûïîëíåíû äëÿ wT
n,j è W T

n .
Òàê êàê h(x, y) âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïî x è y, ζTn,j = ζn,j ïðè j = 1, l è

Wn−1 6 W T
n−1, òî î÷åâèäíî

wT
n,j > wn,j ïðè j = 1, l.

Ïîýòîìó

Wn = h(wn,k, ηn,k − ζn,k+1) 6 wn,k + ηn,k 6
6 wn,k−1 + ηn,k−1 + ηn,k 6 . . . 6 h(wn,l, ηn,l − ζn,l+1) + ηn,l+1 + · · ·+ ηn,k 6

6 h(wn,l, ηn,l − ζTn,l+1) + ηn,l+1 + · · ·+ ηn,k 6
6 h(wT

n,l, ηn,l − ζTn,l+1) + ηn,l+1 + · · ·+ ηn,k = W T
n ,
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÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �
Íàéäåì àñèìïòîòèêó ïðè x → ∞ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ limn→∞ P(W T

n >
x) = Φ̄T (x), êîòîðîå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρT = Eγ

EτT < 1.
Òàê êàê EτT −−−→

T→∞
Eτ , à Eγ

Eτ < 1, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì T , ìû èìååì

ρT < 1.
×òîáû ïðèìåíèòü ëåììó 6, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ GI
T (y) =

1
EγT

∫ x

0 P(γT > y)dy ∈ S è P(γT > y + τT ) ∼ P(γT > y) ïðè
y → ∞. Èç êîíñòðóêöèè âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû èìååì, ÷òî γT

n = γn äëÿ
ëþáîãî n ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ïîýòîìó GI

T (y) = GI(y) ∈ S . Âòîðîå óñëîâèå
âûòåêàåò èç (3.1) è ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà äëÿ ëþáîãî y > 0

Ḡ(y) > P(γ > y + τT ) > P(γ > y + τ).

Òàêèì îáðàçîì, èç ëåììû 6 íàõîäèì, ÷òî ïðè x → ∞

Φ̄T (x) ∼ a−1
T g(x), (3.7)

ãäå aT = Emin(τ, T )− Eγ → a ïðè T → ∞.
Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì Tε èç óñëîâèÿ a−1

Tε
< a−1(1 + ε). Â ñèëó (3.7)

íàéäåòñÿ xε òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x > xε

Φ̄Tε
(x) 6 (1 + ε)a−1

Tε
g(x).

Ó÷èòûâàÿ (3.5), ïîëó÷àåì

Φ̄(x) 6 Φ̄Tε
(x) 6 (1 + ε)2a−1g(x).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ íèæíåé îöåíêîé çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû. �

×òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íóþ àñèìïòîòèêó äëÿ ôóíêöèè Ψ̄(x), ìû âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [32](Asmussen, 1999). Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðå-
ìû 3 äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P(γ > y+τ)
áûëà ëîêàëüíî ïîñòîÿííîé, òî àñèìïòîòèêà (3.2) âåðíà äëÿ Ψ̄(x).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðîöåññ X(t) èìååò ñêà÷êè â ìî-
ìåíòû ðåãåíåðàöèè, òî àñèìïòîòèêà äëÿ F (x) òàêæå ñëåäóåò èç ðåçóëüòà-
òîâ [32](Asmussen, 1999). Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå Sn =

X(tn) − tn =
n∑

k=1

(ηk − ζk), ãäå tn � ìîìåíò n-ãî ñêà÷êà, ηn � âåëè÷èíà n-ãî

ñêà÷êà è ζk = tk+1 − tk. Òîãäà ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå Sn èìååò ðåãåíåðèðó-
þùóþ ñòðóêòóðó â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 è åãî òî÷êè ðåãåíåðàöèè {nk}∞k=1

òàêîâû, ÷òî tnj
= θj (j = 1, 2, . . . ). Îäíàêî, äëÿ ìíîãèõ ðåãåíåðèðóþùèõ ïðî-

öåññîâ ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïîòîêà
òî÷êè ðåãåíåðàöèè � ýòî ìîìåíòû ïîïàäàíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïîëóìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà â íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå è ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî,
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÷òîáû â ýòè ìîìåíòû ïîñòóïàëè òðåáîâàíèÿ. Ïîýòîìó ìû ïðåäëîæèì äðóãîé
ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðåìå 3. Ââåäåì ôóíêöèþ

v(x) =
1

Eξ

∞∑
j=0

j P(γ > x, ξ = j).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 3, óñëîâèå 6 è

lim
t→∞

v(x)/g(x) = 0.

Òîãäà äëÿ F̄ (x) èìååò ìåñòî (3.2).

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ n-ãî òðåáîâàíèÿ èìåþò ìåñòî íåðà-
âåíñòâà

P(Wr(n)−1 − τr(n) > x) 6 P(wn > x) 6 P(Wr(n)−1 + γr(n) > x), (3.8)

ãäå r(n) � íîìåð ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè, íà êîòîðîì ïðèøëî n-å òðåáîâàíèå.
Çàìåòèì, ÷òîWr(n)−1 íå çàâèñèò îò τr(n) è γr(n). Èç óñèëåííîãî çàêîíà áîëü-

øèõ ÷èñåë è ýðãîäè÷íîñòè Wn íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî

lim
n→∞

P(Wr(n) 6 x) = Φ(x).

Ââèäó àïåðèîäè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ2 (óñëîâèå 6), èç îñíîâíîé òåîðåìû
âîññòàíîâëåíèÿ (ñì. íà ñòð. 25) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
n→∞

P(ξr(n) = j) =
1

Eξ
j P(ξ1 = j). (3.9)

Ïåðåõîäÿ â (3.8) ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, íàõîäèì ïðè x > 0

lim
n→∞

P(Wr(n)−1 − τr(n) > x) 6 F̄ (x) 6 lim
t→∞

P(Wr(n)−1 + γr(n) > x).

Îöåíèì ôóíêöèþ F̄ (x) ñâåðõó. Íàéäåì ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå γr(n)
ïðè n → ∞. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì

P(γr(n) > x) =
∞∑
j=0

P(γr(n) > x|ξr(n) = j)P(ξr(n) = j).

Òàê êàê ïî ðàñïðåäåëåíèþ P(γr(n) > x|ξr(n)) = P(γ2 > x|ξ2) ïðè ëþáîì n, èç
(3.9) ïîëó÷àåì

lim
n→∞

P(γr(n) > x) =
1

Eξ

∞∑
j=0

j P(γ1 > x, ξ1 = j) = v(x).
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Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäñòâèå 2 èç [65](Pitman, 1980). Åñëè åñòü äâå
íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû δ1 è δ2, ãäå δ1 èìååò ñóáýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå è P(δ2 > x) = o(P(δ1 > x)) ïðè x → ∞, òî ïðè x → ∞

P(δ1 + δ2 > x) ∼ P(δ1 > x).

Çàìåòèì, ÷òî Φ̄(x) ∼ a−1g(x) è g(x) ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè � õâîñò
ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû v(x) = o(g(x)).
Ïîýòîìó ïðè x → ∞

lim
n→∞

P(Wr(n)−1 + γr(n) > x) ∼ Φ̄(x) ∼ a−1g(x),

÷òî îáåñïå÷èâàåò îöåíêó ñâåðõó.
Îöåíèì ôóíêöèþ F̄ (x) ñíèçó. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε2 > 0 è

âûáåðåìM2 òàêîå, ÷òî limn→∞ P(τr(n) 6 M2) > 1−ε2. Òàê êàê Φ̄(x) ∼ a−1g(x)
è g(x) ëîêàëüíî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò xε2 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ
x > xε2

Φ̄(x+M2)

a−1g(x)
> 1− ε2.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

lim
n→∞

P(Wr(n)−1 > x+ τr(n)) > lim
n→∞

P(Wr(n)−1 > x+M2, τr(n) 6 M2) >

> lim
n→∞

P(Wr(n)−1 > x+M2)P(τr(n) 6 M2) >
(1− ε2)

2

a
g(x).

Ýòî âìåñòå ñ îöåíêîé ñâåðõó è ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε2, çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî. �

Ïðèâåäåì ñëåäñòâèå, êîòîðîå óïðîñòèò ïðîâåðêó óñëîâèé â ñëó÷àå, êîãäà
êîëè÷åñòâî ïîñòóïèâøåé ðàáîòû çà ïåðèîä ðåãåíåðàöèè íå çàâèñèò îò äëèíû
ýòîãî ïåðèîäà.

Ñëåäñòâèå 10. Åñëè G(x) ∈ L , GI(x) ∈ S è γ íå çàâèñèò îò τ , òî (3.2)
èìååò ìåñòî äëÿ ôóíêöèé Φ̄(x) è Ψ̄(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê G(y) ∈ L è GI(x) ∈ S , òî îñòàåòñÿ íàéòè ïðåäåë
limy→∞

P(γ>y+τ)
Ḡ(y)

.

Èç ïîëîæèòåëüíîñòè τ çàêëþ÷àåì, ÷òî P(γ>y+τ)
Ḡ(y)

6 1 ïðè ëþáûõ y. Êðîìå
òîãî, ïðè ëþáîì 0 < M < ∞

P(γ > y + τ) > P(γ > y + τ, τ < M) > P(γ > y +M)P(τ < M).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ Mε è yε òàêèå, ÷òî P(τ < Mε) >
1 − ε è P(γ > y + Mε)/P(γ > y) > 1 − ε ïðè âñåõ y > yε, îòêóäà âìåñòå ñ
âåðõíåé îöåíêîé ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

80



3.3 Ñèñòåìû ñ íåçàâèñèìûìè âðåìåíàìè îáñëóæèâàíèÿ

Çäåñü ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ A(t), çàäàþùèé ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïî-
ñòóïèâøèõ â ñèñòåìó çà [0, t), ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì â ñìûñëå îïðåäåëå-
íèÿ 3. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ {ηn}∞n=1 îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-
ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íå çàâèñÿùèõ îò A(t).

Òîãäà X(t) =
A(t)∑
j=1

ηj òàêæå ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ ñ òåìè æå ìîìåíòàìè

ðåãåíåðàöèè, ÷òî è A(t). Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà A(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì λ = limt→∞

A(t)
t = Eξ

Eτ , à êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ρ = λb < 1, ãäå
b = Eηj. Ïóñòü B(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ. Ââå-
äåì âñïîìîãàòåëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ̃, êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå
P(ξ̃ = k) = k

Eξ P(ξ = k), (k = 1, 2, . . . ).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü B(x) ∈ S ∗, ðàñïðåäåëåíèå ξ àïåðèîäè÷íî. Òîãäà âåðíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) Åñëè ñóùåñòâóåò c > b òàêîå, ÷òî P(cξ > x) = o(B̄(x)), òî ïðè x → ∞

Ψ̄(x) ∼ Φ̄(x) ∼ λ

1− λb

∫ ∞

x

B̄(y)dy. (3.10)

(ii) Åñëè ñóùåñòâóåò c > b òàêîå, ÷òî P(cξ̃ > x) = o(B̄(x)), òî àñèìïòî-
òèêà (3.10) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ôóíêöèè F̄ (x).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóíêò (i). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1 èç [39](Äåíèñîâ è äð.
2010), ãäå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè B(y) ∈ S ∗ è ñóùåñòâóåò c > b òàêîå, ÷òî
P(cξ > x) = o(B̄(x)), òî ïðè y → ∞

Ḡ(y) = P(η1 + · · ·+ ηξ > y) ∼ B̄(y)Eξ. (3.11)

Îòñþäà ïðè x → ∞
1

a
g(x) ∼ Eξ

Eτ − Eγ

∫ ∞

x

B̄(y)dy =
λ

1− λb

∫ ∞

x

B̄(y)dy.

Ñîîòíîøåíèå (3.11) îçíà÷àåò, ÷òî Ḡ(y) è B̄(y) ïðîïîðöèîíàëüíî àñèìïòîòè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè (ñì., îïðåäåëåíèå 3.12 â [44](Ôîññ è äð. 2011)).
Ïîñêîëüêó B(y) ∈ S ∗, òî G(y) òîæå ñèëüíî ñóáýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äàëåå ïðîâåðèì óñëîâèå (3.1). Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå M > 0 è N > 0

Ḡ(y) > P(γ > y+τ) > P(γ > y+τ, τ < M) >
N∑
n=0

P(γ > M+y, ξ = n, τ < M) =

=
N∑
n=0

P(γ > M + y|ξ = n)P(ξ = n, τ < M).
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Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì M è N èç óñëîâèÿ

N∑
n=1

nP(ξ = n, τ 6 M) > (1− ε)Eξ.

Ïî ñâîéñòâó ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïðè ëþáîì êîíå÷íîì n,
èìååì

P(η1 + · · ·+ ηn > y) ∼ nB̄(y) ïðè y → ∞.

Ïîýòîìó ìîæíî ïîäîáðàòü y
(1)
ε òàê, ÷òîáû

P(η1 + · · ·+ ηn > y) > n(1− ε)B̄(y)

äëÿ ëþáûõ n 6 N è y > y
(1)
ε .

Òàê êàê B̄(y) ∈ L , òî ñóùåñòâóåò y
(2)
ε òàêîå, ÷òî

B̄(y +M) > (1− ε)B̄(y)

äëÿ ëþáîãî y > y
(2)
ε . Ïóñòü yε = max(y

(1)
ε , y

(2)
ε ). Òîãäà ïðè y > yε ïîëó÷àåì

P(γ > y + τ) >
N∑
n=1

P(η1 + · · ·+ ηn > M + y)P(ξ = n, τ < M) >

> (1− ε)B̄(y +M)
N∑
n=1

nP(ξ = n, τ < M) > (1− ε)3B̄(y)Eξ.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (3.1) âûïîëíåíî.
Ïåðåéäåì ê ïóíêòó (ii). Òàê êàê èç óñëîâèÿ ïóíêòà (ii) ñëåäóåò óñëîâèå

(i), òî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ.
×òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó 4, íóæíî îöåíèòü ïðè x → ∞ ïîâåäåíèå ôóíê-

öèè.

v(x) =
1

Eξ

∞∑
k=1

k P(η1 + · · ·+ ηξ > x, ξ = k) = P(η1 + · · ·+ ηξ̃ > x).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 èç [39](Äåíèñîâ è äð. 2010), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè x → ∞

v(x) ∼ Eξ̃

Eξ
B̄(x).

Òàê êàê g(x) ñóáýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî v(x) = o(g(x)), ÷òî è òðåáî-
âàëîñü äîêàçàòü. �
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3.4 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 6 (Ñèñòåìà ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ íåíà-
äåæíûì ïðèáîðîì è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì. Ïðèáîð ìîæåò
âûõîäèòü èç ñòðîÿ òîëüêî âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ. Âðåìÿ ðàáî÷åãî ñîñòî-
ÿíèÿ ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðàìåòðîì ν, à âðåìÿ âîññòàíîâëå-
íèÿ ïðèáîðà èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿD(x), ñ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�
Ñòèëòüåñà d(s) è ñðåäíèì d < ∞. Åñëè îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ áûëî ïðå-
ðâàíî, òî ïîñëå óñòðàíåíèÿ ïðåðûâàíèÿ òðåáîâàíèå îáñëóæèâàåòñÿ çàíîâî,
ïðè÷åì íîâîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ íå çàâèñèò îò èñõîäíîãî (ýòà äèñöèïëèíà
D2 íàçûâàåòñÿ preemptive-repeat-di�erent, ñì. ðàçäåë 2.1). Êàê óæå îòìå÷à-
ëîñü, â ìîäåëÿõ ñ ïðåðûâàíèÿìè âåñüìà ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå
ïîëíîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, ââåäåííîå â [47](Gaver, 1962).Ïîëíîå âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ � ýòî âðåìÿ, êîòîðîå òðåáîâàíèå ïðîâîäèò íà ïðè-
áîðå âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñëîìàí ïðèáîð èëè íåò. Îáîçíà÷èì b(s) = Ee−sη1

� ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Ñòèëòüåñà äëÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.
Ïóñòü ηc � ïîëíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ. Â ðàáîòå

[47](Gaver, 1962) ïðèâåäåíà ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè

bc(s) = Ee−sηc =
b(s+ ν)

1− d(s)β(s)(1− b(ν))
(Re s > 0), (3.12)

ãäå

β(s) =
ν

1− b(ν)

∫ ∞

0

e−(s+ν)yB̄(y)dy.

Èç (3.12) íàõîäèì

bc = Eηc =
1− b(ν)

b(ν)

(
1

ν
+ d

)
< ∞.

Óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè λbc < 1 ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì. ×òîáû ïðèìåíèòü
òåîðåìó 5, íàì íóæíî íàéòè àñèìïòîòèêó ôóíêöèè B̄c(x) = P(ηc > x) ïðè
x → ∞. Ôîðìóëà (3.12) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü bc(s) â âèäå ñóììû

bc(s) =
b(s+ ν)

b(ν)

∞∑
j=0

(d(s)β(s))j(1− b(ν))jb(ν). (3.13)

Èç (3.13) ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå

ηc
d
= ζ̃ +

µ∑
j=0

(vj + η̃j).
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Çäåñü {η̃j}∞j=1, {vj}∞j=1 � íåçàâèñèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå èç
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à ζ̃ è µ � íåçà-
âèñèìûå îò ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðè
ýòîì P(µ = j) = b(ν)(1− b(ν))j, j = 0, 1, . . . , à

Ee−sζ̃ =
b(s+ ν)

b(ν)
, Ee−sη̃1 = β(s), Ee−sv1 = d(s).

Òîãäà

P(ζ̃ > x) =
1

b(ν)

∫ ∞

x

e−νydB(y) (3.14)

è

P(η̃1 > x) =
ν

1− b(ν)

∫ ∞

x

e−νyB̄(y)dy. (3.15)

Ïîëàãàÿ D(x) ∈ S ∗, îöåíèì B̄c(x) = P(ηc > x) ïðè x → ∞. Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó (3.15) è ñëåäñòâèå 2 èç [65](Pitman, 1980), íàõîäèì ïðè x → ∞

P(η̃j + vj > x) ∼ D̄(x).

Ïóñòü µ̃ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì P(µ̃ = j) = P(µ = j|µ >
0) = (1 − b(ν))j−1b(ν), j = 1, 2, . . . . Èç òåîðåìû 1 â [39](Äåíèñîâ è äð. 2010)
ïîëó÷àåì ïðè x → ∞

P

(
µ̃∑

j=1

(η̃j + vj) > x

)
∼ Eµ̃D̄(x) =

1

b(ν)
D̄(x).

Èç ôîðìóëû (3.14) âèäíî, ÷òî ζ̃ èìååò ëåãêèé õâîñò, ïîýòîìó ïðè x → ∞

B̄c(x) = P(ζ̃ > x, µ = 0) + P(ζ̃ +

µ∑
j=1

(η̃j + vj)|µ > 0)P(µ > 0) ∼ 1− b(ν)

b(ν)
D̄(x).

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîë-
íîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé D̄(x), ïðè óñëîâèè ñèëü-
íîé ñóáýêñïîíåíöèàëüíîñòè D(x). Òåïåðü èç òåîðåìû 5 èìååì

Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû Reg/G/1 ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì è
äèñöèïëèíîé D2 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ D(x) ∈
S ∗. Åñëè P(rξ > x) = o(D̄(x)) äëÿ íåêîòîðîãî r > bc, òî ïðè x → ∞

Ψ̄(x) ∼ Φ̄(x) ∼ λ(1− b(ν))

(1− λbc)b(ν)

∫ ∞

x

D̄(y)dy.

Åñëè P(rξ̃ > x) = o(D̄(x)), òî ýòà àñèìïòîòèêà âåðíà äëÿ F̄ (x).
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Çàìå÷àíèå 3. Â ðàññìîòðåííîé ñèñòåìå, àñèìïòîòèêà âèðòóàëüíîãî âðåìå-
íè îæèäàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ
ïðèáîðà. Ýòîò ôåíîìåí îáóñëîâëåí, â ïåðâóþ î÷åðåäü, âûáîðîì äèñöèïëèíû
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå ïðåðûâàíèÿ. Íî åñëè ðàññìîòðåòü âàðèàíò,
êîãäà, íàïðèìåð, ïîñëå ïðåðûâàíèÿ òðåáîâàíèå ïðîäîëæàåò îáñëóæèâàòüñÿ
ñ ìîìåíòà îñòàíîâêè (òàêàÿ äèñöèïëèíà D1 íàçûâàåòñÿ preemptive-resume),
òî àñèìïòîòèêà B̄c(x) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôóíêöèÿìè D̄(x) è B̄(x). Â ðàçäå-
ëå 2.2 ðàññìîòðåíà ñèñòåìà M/G/1 ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì è äèñöèïëèíîé
D1. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà äëÿ ôóíêöèè B̄c(x) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ D(x) è B(x) � ðåãóëÿðíî ìåíÿþùèåñÿ (ñì., íàïðèìåð,
[44](Ôîññ è äð. 2011))

B̄c(x) ∼ B̄

(
x

1 + νd

)
+ νbD̄(x) ïðè x → ∞.

Êàê âèäèì, åñëè õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ D(x) ëåã÷å õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ B(x),
òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòü àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå Φ̄(x).

Ïðèìåð 7 (Ñèñòåìà ñ âõîäÿùèì ÄÑÏÏ). Ðàññìîòðèì îäíîêàíàëüíóþ ñèñòå-
ìó îáñëóæèâàíèÿ ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòî-
êîì A(t) (ÄÑÏÏ), èìåþùèì ñëó÷àéíóþ èíòåíñèâíîñòü λ(t, w) (ñì. ïîäðàçäåë
1.2.1), òàê ÷òî

A(t) = A∗(Λ(t)),

ãäå Λ(t) =
∫ t

0 λ(y, w)dy è A∗(t) � ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê, íå çàâè-
ñÿùèé îò λ(t, w). Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÄÑÏÏ ïîäðîáíî îïèñàíû
â êíèãå [49](Grandell, 1976).

Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé îïèñûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí {ηn}∞n=1, êîòîðûå íåçàâèñèìû, èìåþò îáùóþ ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ B(x), ñðåäíåå b, B̄(x) = 1−B(x). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn}∞n=1 íå
çàâèñèò îò ïðîöåññà A(t).

Ïóñòü λ(t, w) � ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ ñ òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè {θn}(θ0 =
0), τn = θn − θn−1 � äëèíà n-ãî ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè, Eτ < ∞. Òîãäà A(t)
ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê ñ òåìè æå òî÷êàìè ðåãåíåðàöèè {θn}∞n=1, ξn = A(θn −
0)− A(θn−1) � êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ çà n-ûé ïåðèîä ðåãåíå-
ðàöèè. Ïîëîæèì limt→∞

A(t)
t = Eξ

Eτ = λ. Âûïèøåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

P(ξ = n) = E
[Λ(τ)]n

n!
e−Λ(τ).

Ïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíò çàãðóçêè ρ = λb < 1. Ôóíêöèè Φ(x), Ψ(x) è
F (x) èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.
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Ñëåäñòâèå 12. Ïóñòü B(x) ∈ S ∗ è
1) λ(t, w) < λ̃ < ∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1;
2) ñóùåñòâóåò ÷èñëî c > b òàêîå, ÷òî P(τ > x/cλ̃e2) = o(B̄(x)) ïðè

x → ∞.
Òîãäà äëÿ ôóíêöèé Ψ̄(x), Φ̄(x), F̄ (x) èìååò ìåñòî (3.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíåå, ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ̃ òàêóþ, ÷òî
P(ξ̃ = k) = k

Eξ P(ξ = k) äëÿ âñåõ k = {1, 2, . . . }. Â ñèëó ïóíêòà (ii) òåîðåìû

5, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî P(cξ̃ > x) = o(B̄(x)). Èìååì

P(ξ̃ > x/c) 6
∫ ∞

0

∞∑
k=[x/c]+1

(λ̃y)k

(k − 1)!
e−λ̃ydP(τ 6 y) =

∫ x/(cλ̃e2)

0

+

∫ ∞

x/(cλ̃e2)

= J1(x) + J2(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî J2(x) 6 P(τ > x/(cλ̃e2)) = o(B̄(x)) â ñèëó óñëîâèÿ 2).
Ïåðåéäåì ê îöåíêå J1(x)

J1(x) =

∫ x/(cλ̃e2)

0

∞∑
k=[x/c]+1

(λ̃y)k

(k − 1)!
e−λ̃ydP(τ 6 y) 6

6
∞∑

k=[x/c]+1

(λ̃m(x))k

(k − 1)!
e−λ̃m(x) = λ̃m(x)P(ζ > k(x)),

ãäå m(x) =
[

x
cλ̃e2

]
+ 1, k(x) = [x/c], à ζ èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ

ïàðàìåòðîì λ̃m(x). Ïóñòü {ζi}∞i=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïàðàìåòðîì λ̃. Òîãäà

P(ζ > k(x)) = P(ζ1 + · · ·+ ζm(x) > k(x)) = P

(
ζ1 + · · ·+ ζm(x)

m(x)
> k(x)

m(x)

)
.

Ïðèìåíèì ëåììó 1.2 èç [46](Ganesh et. al. 2004), â êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí {ζi}∞i=1 ïðè ëþáûõ x è n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

1

n
lnP

(
ζ1 + · · ·+ ζn

n
> x

)
6 − sup

s>0
(sx− φ(s)), (3.16)

ãäå φ(s) = lnEesζ1. Â íàøåì ñëó÷àå φ(s) = λ̃(es − 1). Íåñëîæíî óñòàíîâèòü,
÷òî

sup
s>0

(sx− φ(s)) = x(ln(x/λ̃)− 1) + λ̃.
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Äàëåå, èç (3.16) ïîëó÷àåì

P

(
ζ1 + · · ·+ ζn

n
> x

)
6 exp(−n(x(ln(x/λ̃)− 1)− λ̃)).

Òåïåðü ïðèìåíèì ýòîò ðåçóëüòàò ê íàøåé ñèòóàöèè. Ïîäñòàâèâ âìåñòî n :=
m(x) è x := k(x)/m(x), íàõîäèì

P

(
ζ1 + · · ·+ ζm(x)

m(x)
> k(x)

m(x)

)
6 exp

(
−k(x)

(
ln

(
k(x)

m(x)λ̃

)
− 1

)
+ λ̃m(x)

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òîm(x) =
[

x
cλ̃e2

]
+1 6 (1+δ)k(x)

λ̃e2
ïðè ëþáîì δ > 0 è äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ x, èìååì

exp

(
−k(x)

(
ln

(
k(x)

m(x)λ̃

)
− 1

)
+ λ̃m(x)

)
6

6 exp

(
−k(x)

(
1− ln(1 + δ)− 1 + δ

e2

))
.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü P(ζ > k(x)) àñèìïòîòè÷åñêè óáûâàåò áûñòðåå
÷åì íåêîòîðàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàê ÷òî J1(x) = o(B̄(x)) è ìû
ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 5. �

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè âõîäÿùèé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêè ìîäóëèðîâàííûì è
óïðàâëÿþùèé ïðîöåññ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé, òî ìîæíî íå íàêëà-
äûâàòü óñëîâèÿ íà èíòåíñèâíîñòü è íà ðàñïðåäåëåíèå äëèíû ïåðèîäà ðåãå-
íåðàöèè, òàê êàê ýòè óñëîâèÿ àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ. Íóæíî ëèøü ïî-
òðåáîâàòü ñèëüíóþ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè
îáñëóæèâàíèÿ.

Ïðèìåð 8 (Ñèñòåìà ñ ìàðêîâñêè ìîäóëèðîâàííûì ïîëóìàðêîâñêèì âõî-
äÿùèì ïîòîêîì). Çäåñü ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ìàðêîâñêè ìîäóëèðîâàííûì
ïîëóìàðêîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì (ñì., íàïðèìåð, [29](Àôàíàñüåâà è äð.
2012)). Ýòî ÄÑÏÏ ñî ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòüþ

λ(t, w) =
N∑
i=1

λiI(U(t) = i),

ãäå λi > 0, i = 1, . . . , N , à U(t) � ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Îí çàäàåò-
ñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P = {Pij, i, j = 1, N} è ìàòðèöåé
{Cij, i, j = 1, N} ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé âðåìåí ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèé
i ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëåäóþùèì ñîñòîÿíèåì áóäåò j (i, j = 1, N). Åñëè P
� ýðãîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî ïðîöåññ U(t) èìååò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
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πi = lim
t→∞

P(U(t) = i), à åãî èíòåíñèâíîñòü λ =
N∑
i=1

λiπi. Âðåìåíà îáñëóæèâà-

íèÿ òðåáîâàíèé {ηn}∞n=1 íå çàâèñÿò îò âõîäíîãî ïîòîêà è B(x) = P(ηn 6 x). Â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî B(x) ∈ S ∗ èç ñëåäñòâèÿ 12 íåñëîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå
ñóáýêñïîíåíöèàëüíîñòè ôóíêöèè Ψ(x).

Ïîëîæèì
C(x) = min

16i,j6N
Cij(x).

Òàê êàê P � ýðãîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 m < ∞ èìå-
åì Pij(m) > 0 äëÿ âñåõ i, j = 1, N . Çäåñü {Pij(m)} = Pm. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ñ÷èòàåì m = 1. Â êà÷åñòâå ìîìåíòîâ ðåãåíåðàöèè âõîäíîãî ïîòî-
êà ðàññìîòðèì ìîìåíòû ïîïàäàíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåñ-
ñà U(t) â íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, ñêàæåì, â ïåðâîå. Òîãäà ÷èñëî
ïåðåõîäîâ µ ïðîöåññà U(t) äî âîçâðàùåíèÿ â {1} îöåíèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè
ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ ñ ïàðàìåòðîì α = mini,j Pij. Ïåðèîä
ðåãåíåðàöèè τ ñòîõàñòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

τ 6 ζ1 + . . . ζµ,

ãäå {ζj}∞j=1 � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ C(x), êîòîðûå íå çàâèñÿò îò µ.

Åñëè C(x) èìååò ëåãêèé õâîñò, òî (3.10) èìååò ìåñòî. Åñëè C(x) ñóáýêñïî-
íåíöèàëüíà, òî â ñèëó

P(τ > x) 6 P(ζ1 + · · ·+ ζµ > x) ∼ α−1C̄(x),

äëÿ (3.10) íàäî
C̄(x/cλ̃e2) = o(B̄(x)) (3.17)

äëÿ íåêîòîðîãî c > b. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî

Ñëåäñòâèå 13. Äëÿ ñèñòåìû ñ ìàðêîâñêè ìîäóëèðîâàííûì ïîëóìàðêîâ-
ñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì â ïðåäïîëîæåíèÿõ (3.17) è B(x) ∈ S ∗ äëÿ ôóíê-
öèé Ψ(x), Φ(x) è F (x) èìååò ìåñòî (3.10).

Çàìå÷àíèå 5. Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 13 îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè â ìîìåíòû
èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà â ñèñòåìó ïî-
ñòóïàþò òðåáîâàíèÿ. Ýòî ïî÷òè î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ÷èñëî òàêèõ òðåáîâàíèé
íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

3.5 Çàêëþ÷åíèå

Çäåñü ìû îáñóäèì âëèÿíèå ñòðóêòóðû âõîäÿùåãî ðåãåíåðèðóþùåãî ïîòîêà íà
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ψ(x) âèðòóàëüíîãî
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âðåìåíè îæèäàíèÿ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ âðåìåíàìè îáñëóæèâàíèÿ, íå çà-
âèñÿùèìè îò âõîäíîãî ïîòîêà. Â ñëó÷àå ëåãêîãî õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ B(x)
â [7](Àôàíàñüåâà, Áàøòîâà, 2015) óñòàíîâëåíî, ÷òî

lim
x→∞

1

x
ln Ψ̄(x) = −q,

ãäå q � åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

U(b(−q), q) = 1,

ãäå b(s) = Ee−sη, U(z, s) = Ezξe−sτ , à η, τ, ξ ñîîòâåòñòâåííî âðåìÿ îáñëóæè-
âàíèÿ, äëèíà ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè âõîäíîãî ïîòîêà, ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïî-
ñòóïèâøèõ çà ýòîò ïåðèîä. Ìû âèäèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå Ψ(x)
îïðåäåëÿåòñÿ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ξ è τ è íå çàâèñèò îò òîãî, êàê
òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò â ñèñòåìó â òå÷åíèå ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè. Åù¼ ìåíü-
øå àñèìïòîòèêà Ψ(x) çàâèñèò îò ñòðóêòóðû âõîäíîãî ïîòîêà â óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû 5, ãäå îíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ âõîäíîãî ïîòîêà è
èíòåãðàëüíûì õâîñòîì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ B(x). Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ξ èìååò áîëåå ëåãêèé õâîñò, ÷åì ðàñïðå-
äåëåíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ. Åñëè ýòî íå òàê, òî, ïî-âèäèìîìó, ðàñïðåäå-
ëåíèå ξ áóäåò èãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî ñëåäóþùèì
ïðèìåðîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëèíà ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè èìååò êîíå÷íûé
íîñèòåëü, òî åñòü P(τ 6 T ) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî T < ∞, à ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ C(x) = P(ξ 6 x) ðåãóëÿðíî ìåíÿþùàÿñÿ. Êàê ïîêàçàíî â [39](Äåíèñîâ
è äð. 2010), åñëè B̄(x) = O(C̄(x)), òî ïðè x → ∞

Ḡ(x) = P(η1 + · · ·+ ηξ > x) ∼ EξB̄(x) + C̄(x/b).

Ïîñêîëüêó èíòåãðàëüíûé õâîñò G(x) ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé, òî ïðè x → ∞

Ψ̄(x) ∼ λ

1− λb

[∫ ∞

x

B̄(y)dy +
b

Eξ

∫ ∞

x/b

C̄(y)dy

]
.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

• Óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåñ-
ñà âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ äëÿ îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëó-
æèâàíèÿ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì, â êîòîðîé âõîäÿùèé ïîòîê òðåáîâà-
íèé è ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ìîìåíòû ïîëîìîê è ðåìîíòà ïðèáîðà, ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåãåíåðèðóþùèìè è íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà.

• Äëÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ M/G/1/∞ ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì è íàëè-
÷èåì ïðèîðèòåòíûõ òðåáîâàíèé ïîëó÷åíû ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðîöåññîâ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ è ÷èñëà òðåáîâàíèé â òåð-
ìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Ñòèëòüåñà. Íàéäåíà àñèìïòîòèêà âåðî-
ÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ïðîöåññà âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæè-
äàíèÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå â ñëó÷àå, êîãäà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ è
âðåìåíà ðåìîíòà èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ "òÿæåëûìè õâîñòàìè". Ðåçóëü-
òàòû ïðèâåäåíû äëÿ äâóõ äèñöèïëèí îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ïîñëå
âîññòàíîâëåíèÿ ïðèáîðà.

• Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñèñòåìå ñ ðåãåíåðèðóþ-
ùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è íàäåæíûì ïðèáîðîì. Çàòåì äàííûé ðåçóëüòàò
ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé íåíàäåæíîãî ïðèáîðà.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå òåìû äèññåðòàöèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ïîëó-
÷åíèåì àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ìíîãîêàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæèâà-
íèÿ ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, ãäå ïàðàìåòðû ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ êàæäîãî ïðèáîðà îïðåäåëÿþòñÿ ðåãåíåðèðóþùèìè ïðîöåññàìè. Áîëüøîé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò àíàëèç î÷åðåäè, ãäå ïðåðûâàíèå îáñëóæèâàíèÿ ìîæåò
ïðîèñõîäèòü ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì è èñòî÷íèêè ïðåðûâàíèé âçàèìîñâÿçàíû.
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