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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîêàíàëü-
íûå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Íà ïåðâûé âçãëÿä, áåñêîíå÷íîêàíàëü-
íûå ñèñòåìû êàæóòñÿ íåðåàëèñòè÷íûìè, íî íà ñàìîì äåëå îíè ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ïðè îïèñàíèè ìíîãèõ ñóùåñòâóþùèõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, â
òåîðèè ñâÿçè ïðè èçó÷åíèè ñóììàðíîãî ïîòîêà èìïóëüñîâ, ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè èíòåðíåò òðàôèêà, ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ î÷åðåäåé íà
íåóïðàâëÿåìûõ ïåðåêðåñòêàõ àâòîìîáèëüíûõ äîðîã, â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ
ñòðàõîâàíèÿ è ò.ä.

Êðîìå òîãî, ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ ìîãóò áûòü ðàñ-
ñìîòðåíû â êà÷åñòâå ìàæîðèðóþùèõ äëÿ ìíîãîêàíàëüíûõ ñèñòåì, òàê êàê
÷èñëî çàÿâîê â áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìå îöåíèâàåò ñíèçó ÷èñëî çàÿâîê
â ñèñòåìå ñ ëþáûì êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ è íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ.
Òàêæå ïðè èçó÷åíèè íåêîòîðûõ ñëîæíûõ ñèñòåì, áûâàåò ïîëåçíî ðàññìîò-
ðåòü áåñêîíå÷íîêàíàëüíóþ ñèñòåìó êàê áîëåå ïðîñòóþ äëÿ àíàëèçà. Ðàñ-
ñìîòðåíèå áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì óäîáíî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â èçó-
÷àåìîé ñèñòåìå íå îáðàçóåòñÿ î÷åðåäü ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì1. Îòìåòèì,
÷òî ïîäõîäû, èñïîëüçóåìûå äëÿ èçó÷åíèÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì, îêà-
çûâàþòñÿ ïîëåçíûìè äëÿ çàäà÷ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ â ñëó÷àå âûñîêîé
çàãðóçêè2.

Àêòóàëüíîñòü. Èçó÷åíèå áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì íà÷àëîñü ñ ðà-
áîòû Ðèîðäàíà 1951 ãîäà3 , ãäå áûëà ðàññìîòðåíà òåëåôîííàÿ ñòàíöèÿ, â
êîòîðîé íè îäèí çâîíîê íå çàäåðæèâàëñÿ è íå òåðÿëñÿ òåðÿëñÿ èç-çà îò-
ñóòñòâèÿ îáîðóäîâàíèÿ. Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé òèïà M/G/∞. Â
60-70-å ïóáëèêóþòñÿ ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàíÿòûõ
ïðèáîðîâ, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âûõîäÿùèé ïîòîê èç ñèñòåìû
M/G/∞ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì. Â 1980-å ãîäû âûõîäÿò ñòàòüè, ïîñâÿ-
ùåííûå èçó÷åíèþ áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì â ñëó÷àå âûñîêîé íàãðóçêè
("heavy tra�c"). Äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì, èíòåíñèâíîñòü
âõîäÿùåãî ïîòîêà â êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, â òî âðåìÿ êàê
ðàñïðåäåëåíèå âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ ôèêñèðîâàíî. Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå
ïðåäåëüíûå òåîðåìû íîñÿò õàðàêòåð, îòëè÷íûé îò ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè.

1M. Ya. Postan, �Flow of Serviced Requests in In�nite-Channel Queueing Systems in a Transient Mode�.
Probl. Peredachi Inf., 5(3):213-220, 1977.

2Áîðîâêîâ À.À., �Âåðîÿòíîñòíûå ïðîöåññû â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ�, 1972.
3Riordan J., �Telephone tra�c time averages�. Bell Labs Technic. J., 30(4):1129-1144, 1951.
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Â íàøåì ñëó÷àå, ðàñïðåäåëåíèå âõîäÿùåãî ïîòîêà íå èçìåíÿåòñÿ, íî

t∫
0

(1−B(x))dx→∞, t→∞, (1)

ãäå B(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ ïîÿâëÿåòñÿ íå âïîëíå òðàäèöèîí-

íàÿ íîðìèðîâêà

√
t∫

0

(1−B(x))dx, à íå
√
t. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íåòðàäèöè-

îííàÿ íîðìèðîâêà âîçíèêàåò è â ñëó÷àÿõ âûñîêîé çàãðóçêè4.
Óñëîâèå (1) âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî ïîäêëàññà ðàñïðåäåëåíèé, èìå-

þùèõ òÿæåëûé õâîñò. Â ýòîì ñëó÷àå äëèííûå ñîáûòèÿ, ïðèõîäÿùèåñÿ íà
õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðîèñõîäÿò íå äîñòàòî÷íî ðåäêî, ÷òîáû èìè ìîæíî
áûëî ïðåíåáðå÷ü. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìåþò, íàïðèìåð, àâàðèéíûå ñîáû-
òèÿ, ðàçìåð ôàéëà â ñåòè èíòåðíåò, äëèòåëüíîñòü ïåðåäà÷è ôàéëà â ñåòè
è ò.ä. Ïîäîáíûå ðàñïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ñòðàõî-
âàíèè, òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé ÷àñòî èìååò òÿæåëûå
õâîñòû, à òàêæå â ïðèëîæåíèÿõ ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè 5.

Íà ðóáåæå 80-õ è 90-õ ãîäîâ âûõîäÿò ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå áåñêîíå÷íî-
êàíàëüíûì ñèñòåìàì ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå
÷èñëî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ, ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíî êàê ïðîöåññ äðîáîâîãî
øóìà, êîòîðûé âûçâàí íàëîæåíèåì ñëó÷àéíîñòè âåëè÷èíû ñêà÷êîâ âõîäÿ-
ùåãî ïðîöåññà è ñëó÷àéíîñòè ìîìåíòîâ ýòèõ ñêà÷êîâ. Äàëåå ýòè ðåçóëüòà-
òû îáîáùàþòñÿ äëÿ ñèñòåì ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé è ðàçíû-
ìè òèïàìè âõîäÿùèõ ãðóïï, íàïðèìåð, âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ äëÿ ðàçíûõ
ãðóïï ìîãóò èìåòü ðàçíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå áûòü çàâèñèìûìè.

Äàëåå ïîÿâëÿþòñÿ ðàáîòû ñ åùå áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé îáñëóæèâà-
íèÿ è âõîäèùèì ïîòîêîì. Íàïðèìåð, ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè âõîäÿùèìè
ïîòîêàìè è ðàçíîé ïðîöåäóðîé îáñëóæèâàíèÿ äëÿ ðàçíûõ ïîòîêîâ6.

Â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ
ñèñòåì, íàïðèìåð, ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ñèñòåìû â ñëó÷àéíîé ñðåäå,
ñåòè áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì, áåñêîíå÷íîêàíàëüíûå ñèñòåìû ñ ïðåðû-
âàíèåì îáñëóæèâàíèÿ è äðóãèå. Ýòî îáóñëîâëåíî êàê øèðîêèì êðóãîì ïðàê-
òè÷åñêèõ âîïðîñîâ, â êîòîðûõ ýòè ìîäåëè îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè, òàê è öå-
ëûì ðÿäîì âîçíèêàþùèõ çäåñü èíòåðåñíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Äëÿ áåñ-

4Glynn P. W., Whitt W., �A new view of the heavy-tra�c limit theorem for in�nite-server queues�. Advances
in Applied Probability, 188�209(1991).

5Asmussen S. et al., �Rare events simulation for heavy-tailed distributions�. Bernoulli, 6(2):303-322, 2000.
6Masuyama H., Takine T., �Analysis of an in�nite-server queue with batch Markovian arrival streams�.

Queueing Systems, 42(3):269-296, 2002.
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êîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðàçíûõ ïðîöåññîâ, íàïðèìåð,
ïåðèîä çàíÿòîñòè (âðåìÿ â òå÷åíèå êîòîðîãî áóäåò çàíÿò õîòü îäèí ïðèáîð â
ñèñòåìå), ÷èñëî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ, äëèíà Ñ-ïåðåãðóæåííîãî ïåðèîäà (length
of the C-congested episode), âûñîòà Ñ-ïåðåãðóæåííîãî ïåðèîäà (height of the
C-congested episode) è ò.ä.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ÷èñëà
òðåáîâàíèé q(t) â ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè óñëîâèé íà õà-
ðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå âõîäÿùèé ïîòîê è ïðîöåäóðó îáñëó-
æèâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ áóäåò èìåòü ìåñòî ïðåäåë

lim
t→∞

Dq(t)

Eq(t)
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòîé ñõîäèìîñòè äëÿ êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè
âõîäÿùèõ ïîòîêîâ è ïîñâÿùåíà îñíîâíàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè.

Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ äëÿ áåñêîíå÷-
íîêàíàëüíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñèñòåì ñ âõîäíûìè ïîòîêàìè âñå
áîëåå îáùåãî âèäà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåì
ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì (ÄÑÏ) è ðåãåíåðèðóþùèì âõîä-
íûìè ïîòîêàìè. Ïîòîêè ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòè èíòåðåñíû, ïîñêîëüêó
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ìíîãèõ ðåàëüíûõ îáúåê-
òîâ. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè, áîëåå òîãî,
áûòü ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

ÄÑÏ ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà,
ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.
Ðåãåíåðèðóþùèå ïîòîêè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ àíàëèçà, ïîñêîëüêó òà-
êèìè ÿâëÿþòñÿ áîëüøèíñòâî ïîòîêîâ, îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè î÷å-
ðåäåé â êà÷åñòâå âõîäíûõ ïîòîêîâ (íàïðèìåð, ìàðêîâñêèé ïîòîê, ïîëóìàð-
êîâñêèé ïîòîê è äð.). Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ÄÑÏ ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðó-
þùèì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åãî ñëó÷àéíàÿ èíòåíñèâíîñòü � ðåãåíåðè-
ðóþùèé ïðîöåññ. Ñèñòåìû ñ òàêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì ñëîæíû äëÿ àíàëèçà,
ïîñêîëüêó çäåñü â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ âûïèñàòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðå-
äåëüíûõ òåîðåì äëÿ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ÷èñëà òðåáîâàíèé, íàõîäÿ-
ùèõñÿ íà îáñëóæèâàíèè â ñèñòåìå. À òàêæå áîëåå îáùàÿ çàäà÷à � äîêàçà-
òåëüñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ òåîðåì äëÿ ýòîãî ïðîöåññà. Äîêàçàòåëüñòâî ñëà-
áîé ñõîäèìîñòè â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà.
Âî-ïåðâûõ, äîêàçûâàåòñÿ ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà, âî-âòîðûõ, ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå ïëîòíîñòè äëÿ
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ýòîãî ïðîöåññà7.
Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷å-

íèå íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïðîöåññà, ðàâ-
íîãî ÷èñëó òðåáîâàíèé q(t) â ñèñòåìå, êîãäà t→∞.

Ñðåäè çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.
� Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ q(t) â áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ

ñèñòåìàõ ñ ÄÑÏ è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäíûìè ïîòîêàìè ïðè t→∞.
� Íàõîæäåíèå óñëîâèé äëÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ïðîöåññîâ q(tT ) ê ðàñïðåäåëåíèþ ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ïðè
T →∞, t ∈ (0, h), h > 0.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþò-
ñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñëåäóþùèå.
� Äëÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ ÄÑÏ âõîäÿùèì ïî-

òîêîì íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðîöåññà q(t),
ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî è äèñïåðñèè ýòîãî ïðîöåññà. Äëÿ ñëó÷àÿ
áåñêîíå÷íîãî ñðåäíåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðå-
ìû (àíàëîãè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû) äëÿ
ïðîöåññà q(t) ïðè t→∞. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè
ñèñòåì ñ âõîäÿùèì ÄÑÏ ïîòîêîì, êîãäà èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ÄÑÏ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì èëè ïîëóìàðêîâñêèì ìàðêîâñêè ìîäóëèðîâàííûì
ïðîöåññîì.

� Äëÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìû, â êîòîðóþ òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò
ãðóïïàìè ñëó÷àéíîãî îáúåìà ÷åðåç íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè, íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
ïðîöåññà q(t), äîêàçàíû àíàëîãè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðå-
äåëüíîé òåîðåìû â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ñðåäíåãî âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ. Ñ
èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ q(t) â
áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìå ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è áåñ-
êîíå÷íûì ñðåäíèì âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ.

� Äëÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïóàññî-
íîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è áåñêîíå÷íûì ñðåäíèì âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ
ïîëó÷åíû óñëîâèÿ Ñ-ñõîäèìîñòè ïðîöåññà q(tT ) ïðè T →∞ ê ãàóññîâñêîìó
ïðîöåññó, t ∈ (0, h), h > 0.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìå-
òîäû è ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåî-
ðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ: ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ðåçóëüòàò îá
àñèìïòîòèêå ñâåðòêè ôóíêöèé8, òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè, òåîðåìà î ñëó-

7Billingsley P., �Convergence of probability measures�, 2013.
8ßðîâàÿ Å. Á., �Ìîäåëè âåòâÿùèõñÿ áëóæäàíèé è èõ ïðèìåíåíèå â òåîðèè íàäåæíîñòè�, Àâòîìàòèêà
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÷àéíîé çàìåíå âðåìåíè â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ9, ìàêñèìàëüíûå íåðàâåíñòâà
òåîðèè äåìèìàðòèíãàëîâ10, êðèòåðèé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé11.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåîðèè
î÷åðåäåé, òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.

� Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä ðóêîâîäñòâîì
äåéñòâèòåëüíîãî ÷ëåíà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà À. Í. Øèðÿåâà (2016 ã.),

� Cïåöñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä ðóêîâîäñòâîì
ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Ë. Ã. Àôàíàñüåâîé (2013�2016 ãã., íåîäíîêðàòíî).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

� Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-
äûõ ó÷¼íûõ �Ëîìîíîñîâ-2014�, ã. Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2014.

� XXXII International Seminar on Stability Problems for Stochastic Models,
Trondheim, Norway, 2014.

� Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-
äûõ ó÷¼íûõ �Ëîìîíîñîâ-2015�, ã. Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2015.

� 16th Applied Stochastic Models and Data Analysis International
Conference (ASMDA2015), Piraeus, Greece, 2015.

� Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-
äûõ ó÷¼íûõ �Ëîìîíîñîâ-2016�, ã. Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2016.

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì, Íîâîðîñ-
ñèéñê, Ðîññèÿ, 2016.

� VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM
2016), Moscow, Russia, 2016.

è òåëåìåõàíèêà, 7:29�46, 2010.
9Durrett, Richard T., and Sidney I. Resnick., �Weak convergence with random indices�. Stochastic Processes

and their Applications, 5(3):213-220, 1977.
10Christo�des T. C., Hadjikyriakou M.,�Conditional demimartingales and related results�. Journal of

Mathematical Analysis and Applications, 398(1):380-391, 2013.
11Áîðîâêîâ, À.À., �Âåðîÿòíîñòíûå ïðîöåññû â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ�, 1972).
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Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 12 ðàáîòàõ, èç êîòîðûõ òðè � â
æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1-
11].

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 92 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 102 íàèìåíîâàíèÿ.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ ñè-
ñòåìàì îáñëóæèâàíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ ñ ðàçëè÷íûì âõîäÿ-
ùèì �ïîòîêîì� è ïðîöåäóðîé îáñëóæèâàíèÿ, íà÷èíàÿ ñ 50-õ ãîäîâ 20-ãî âå-
êà. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà ïîäêðåïëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ññûëêàìè íà
íàó÷íûå ðàáîòû. Êðîìå òîãî, âî ââåäåíèè îáúÿñíÿåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû
è íàó÷íàÿ íîâèçíà ïðåäïðèíÿòîãî àâòîðîì èññëåäîâàíèÿ.

Âî âñåõ òðåõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ïðî-
öåññà q(t), ðàâíîãî ÷èñëó òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {ηi}∞i=1 íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B(x). Îáîçíà÷àåì B(x) = 1 − B(x),

β(t) =
t∫

0

B(x)dx.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ
ñ ÄÑÏ âõîäÿùèì ïîòîêîì A(t), ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ(t) ÿâëÿþùåéñÿ ñòàöèî-
íàðíûì ïðîöåññîì. Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

1. Äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ α, c0 èìååò ìåñòî

|cov(λ(0), λ(x))| ≤ c0

(1 + x)α
äëÿ x ≥ 0. (2)

2. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c1, c2 è 0 < ∆ < 1 òàêèå, ÷òî
ïðè âñåõ t ≥ 0

c1

(1 + t)∆
≤ B(t) ≤ c2

(1 + t)∆
. (3)

Â ñèëó ñâîéñòâ ÄÑÏ ïðîöåññà12, ôîðìóëà äëÿ ðàcïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

12Grandell J. Doubly stochastic Poisson process. Lecture Notes in Mathematics, 529:1�276, 1976.
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ñòåé q(t) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t èìååò âèä

P (q(t) = k) = EP (q(t) = k|Λ(t), t ∈ [0,∞)) = E

(
e−ρ(t) (ρ(t))k

k!

)
, (4)

ãäå ρ(t) =
t∫

0

B(t− x)λ(x)dx, k = 0, 1, 2, . . ..

Àíàëèç ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ q(t) ïðè t → ∞ ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùåé ÿâ-
ëÿåòñÿ àñèìïòîòèêà Eρ(t) è Dρ(t) ïðè t→∞. Ïðè ýòîì

λc1

1−∆
t1−∆ ≤ Eρ(t) ≤ λc2

1−∆
t1−∆. (5)

Îöåíêà äëÿ Dρ(t) ïðèâåäåíà â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (3). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîëî-
æèòåëüíîé êîíñòàíòû C, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t èìååò ìåñòî ñëå-
äóþùåå íåðàâåíñòâî

Dρ(t) ≤ C(t2−2∆−α + t−2∆ + t1−α) ln2 t. (6)

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ãëàâû 1 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1 Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (3) è α > 2∆− 1, òî

q(t)

λβ(t)

p→ 1 ïðè t→∞. (7)

Òåîðåìà 2 Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (3) è α > max(∆, 1−∆), òî ïðè
t→∞ èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû

q(t)− λβ(t)√
λβ(t)

ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñ ïàðàìåòðàìè (0,1).

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû íåñêîëüêî âàæíûõ ñëåäñòâèé òåîðåì 1 è 2. Â ÷àñòíî-
ñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî
óñëîâèå (3), à èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ÄÑÏ ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàð-
íûì ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì. ÄÑÏ ïîòîê A(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþ-
ùèì, åñëè åãî ñëó÷àéíàÿ èíòåíñèâíîñòü λ(t) � ðåãåíåðèðóþùèé ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ 13,14.

13Àôàíàñüåâà Ë.Ã., Áóëèíñêàÿ Å. Â. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è óïðàâ-
ëåíèÿ çàïàñàìè. Lecture Notes in Mathematics, 113, 1980.

14Afanasyeva L. G., Bashtova E. E. Coupling method for asymptotic analysis of queues with regenerative
input and unreliable server. Queueing Systems. 76(2):125-147, 2014.
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Îáîçíà÷èì θj ìîìåíò j-é ðåãåíåðàöèè ïðîöåññà λ(t), (j ≥ 0) è τj =
θj − θj−1, (j ≥ 0), θ−1 = 0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τj}∞j=1 ñîñòîèò èç íåçà-
âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F (t) = P (τ1 ≤ t), Eτ1 = µ < ∞. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì
ñòàöèîíàðíûé ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ, òî τ0 íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {τj}∞j=1 è F0(t) = P (τ0 < t) = 1
µ

t∫
0

F (y)dy.

Òåîðåìà 3 Åñëè λ(t) ñòàöèîíàðíûé ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ è
sup
t
λ(t, ω) ≤ λM < ∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî

|cov(λ(0), λ(t))| ≤ 4λ2
MP (τ0 > t) = 4λ2

MF0(t) ïðè t ≥ 0. (8)

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò çàäàâàòü óñëîâèå 2 ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå ïåðâîãî ïå-
ðèîäà ðåãåíåðàöèè ïðîöåññà λ(t).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé òåîðåì 1 è 2 ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ
ïðîöåññà q(t) â áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìå ñ ïîëóìàðêîâñêèì ìàðêîâñêè
ìîäóëèðîâàííûì âõîäÿùèì ïîòîêîì. Ýòè ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì ÄÑÏ
ïîòîêîâ. Ñëó÷àéíàÿ èíòåíñèâíîñòü â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëå-
äóþùåì âèäå

λ(t) =
+∞∑
k=0

λkI({U(t) = k}), (9)

ãäå {U(t), t ∈ (−∞,+∞)} � ñòàöèîíàðíûé ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ïðè-
íèìàþùèé çíà÷åíèÿ {0, 1, 2, . . .}, à {λk, λk < C <∞, k ≥ 0} � ñîâîêóïíîñòü
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Â òàêîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü λ(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì. Ðàñïðåäåëåíèå U(t) îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ìàòðèöà-
ìè P = (pij) è G = (Gij(x)). Ïåðâàÿ ñîñòîèò èç âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç
(i) â (j), à âòîðàÿ � èç ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí íàõîæäåíèÿ U(t) â
ñîñòîÿíèÿõ i = 0, 1, 2, . . . ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëåäóþùèì ñîñòîÿíèåì áóäåò j.
Ïóñòü {tn}∞n=1 � ìîìåíòû ñêà÷êîâ U(t) è Un = U(tn + 0). Òîãäà P ÿâëÿåòñÿ
ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà Un. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïðîöåññ λ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíåðèðóþùèì è â êà÷åñòâå åãî òî÷åê
ðåãåíåðàöèè {θi}∞i=0 ìîæíî âçÿòü ìîìåíòû ïîïàäàíèÿ öåïè Un â íåêîòîðîå
ôèêñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, íàïðèìåð, â íóëåâîå. Ïîëîæèì

θ0 = inf {t ≥ 0 : U(t) = 0} , θi = inf
n≥1
{tn > θi−1 : Un = 0} , i = 1, 2, . . . ,

τ0 = θ0, τi = θi − θi−1, i = 1, 2 . . . .
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Íàøà öåëü � âûÿñíèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñè-
ñòåìû ñ ïîëóìàðêîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì áóäóò ñïðàâåäëèâû óòâåðæäå-
íèÿ òåîðåì 1 è 2. Äëÿ ýòîãî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3, íåîáõîäèìî âûÿñ-
íèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè t→∞ âåðîÿòíîñòè

P (τ0 > t) =
1

Eτ1

∞∫
t

P (τ1 > y)dy.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðèîä ðåãåíåðàöèè τj, j ≥ 1, ñîñòîèò èç âðåìåíè, êîòîðîå ïðî-
öåññ U(t) ïðîâîäèò â íóëåâîì ñîñòîÿíèè ïîñëå ïîïàäàíèÿ â íåãî, è âðåìåíè
âîçâðàùåíèÿ â íóëåâîå ñîñòîÿíèå ïîñëå âûõîäà èç íåãî.

Îïðåäåëèì

νjk = min {n > 0 : Un = k, ïðè óñëîâèè U0 = j} .

Òåîðåìà 4 Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) ñ êîíå÷íûì ñðåäíèì òà-
êàÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x

1−Gij(x) ≤ 1−G(x), äëÿ i, j = 0, 1, . . . .

2. Íàéäóòñÿ β ∈ (0, 1), ïîñòîÿííàÿ C > 0 è öåëîå n0 òàêèå, ÷òî

P (ν00 > n) ≤ C(1− β)n ïðè n > n0. (10)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî h ∈ (0, 1), íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2 è âñåõ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P (τ1 > x) ≤ C1(1−G(x1−h)) + C2e
−γxh, (11)

ãäå γ = − ln(1− β).

Ñëåäñòâèå 1 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ âõîäÿ-
ùèì ïîòîêîì èíòåíñèâíîñòè λ(t), îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì (9), èìå-
þò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè 1−G(x) ≤ e−qx äëÿ íåêîòîðîãî q > 0, òî âûïîëíÿþòñÿ òåîðåìû
1 è 2.

2. Åñëè 1 − G(x) ≤ c
xδ

äëÿ δ > 0, c > 0 ïðè x → ∞, òî òåîðåìà 1
âûïîëíåíà ïðè δ > 2∆, à òåîðåìà 2 � ïðè δ > |∆− 1/2|+ 3/2.
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Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿ-
ùèì ïîòîêîì X(t). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ q(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ, ïðè÷åì ýòè ñëàãàåìûå, ïðåäåë ñóì-
ìèðîâàíèÿ � çàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Êðîìå òîãî, â îòëè÷èå îò ñè-
òóàöèè ãëàâû 1, íåò èíñòðóìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ âûïèñàòü ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ è ïðîâåñòè åå èññëåäîâàíèå àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ââîäÿòñÿ
äâå âñïîìîãàòåëüíûå ìàæîðèðóþùèå ñèñòåìû S1 è S2, îòëè÷àþùèåñÿ îò èñ-
õîäíîé ñòðóêòóðîé âõîäÿùåãî ïîòîêà. Â ñèñòåìó S1 âñå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå
ïðèøëè áû â ñèñòåìó S íà äàííîì ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè, ïîñòóïàþò ãðóïïîé
â åãî íà÷àëå, à â ñèñòåìó S2 � â êîíöå. Åñëè {θi}∞i=1 � ìîìåíòû ðåãåíåðà-
öèè âõîäÿùåãî ïîòîêà, òîãäà τi = θi − θi−1, i ≥ 1 � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ B(t) � ðåãóëÿðíî ìåíÿþùà-
ÿñÿ, ò.å.

B(t) ∼ L(t)

t∆
, 0 < ∆ < 1 (12)

ïðè t→∞, ãäå L(t) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ïðè t→∞.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî X(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó îáñëó-

æèâàíèÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t, X(0) = 0. Îáîçíà÷àåì ξi = X (θi)−X (θi−1)
� ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïðèøåäøèõ çà i-é ïåðèîä ðåãåíåðàöèè, i ≥ 1, λ = Eξ1

Eτ1
.

Ïóñòü qi(t) ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå Si â ìîìåíò âðåìåíè t, i = 1, 2.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîöåññû qi(t), i = 1, 2 è q(t) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì íåðàâåí-
ñòâîì

q1

(
θN(t)+1

)
− ξN(t)+1 ≤ q(t) ≤ q2

(
θN(t)

)
+ ξN(t)+1, t ≥ 0, (13)

ãäå N(t) = max {n : θn ≤ t}. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ ξN(t)+1 èìååò ñîáñòâåííîå
ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè t → ∞, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ
òåîðåì äëÿ q(t), äîñòàòî÷íî èõ ïîëó÷èòü äëÿ qi

(
θN(t)

)
. Òàêèì îáðàçîì, íóæ-

íî äîêàçàòü ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìû ñ ãðóï-
ïîâûì ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèé. Èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ ñèñòåì èìååò è
ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ñòàòüÿìè.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà q2(θn), n ≥ 1, èìååò âèä

Φn(z) = E exp (izq2(θn)) = E
n∏
k=1

(
B(θn − θk)eiz +B(θn − θk)

)ξk
. (14)

Äèôôåðåíöèðóÿ (14) è ïîëàãàÿ z = 0, íàõîäèì

Eq2(θn) = EMn, Dq2(θn) = EMn +DMn,

ãäå Mn =
n∑
k=1

ξkB(θn − θk).
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Â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ qi(θn), i = 1, 2 êëþ÷åâóþ ðîëü
èãðàåò óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2 Ïóñòü Eξ2
1 <∞, Eτ 2

1 <∞ è âûïîëíåíî (12). Òîãäà

1.
Mn − EMn√
β(nEτ1)

p→ 0 ïðè n→∞, (15)

2.

lim
n→∞

EMn − λβ(nEτ1)√
β(nEτ1)

= 0. (16)

Íà îñíîâàíèè (15) è (16), äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ qi(θn) ïðè
n→∞, i = 1, 2. Ïðèâåäåì èõ ôîðìóëèðîâêè.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü âûïîëíåíî (12), à òàêæå

Eξ2
1 <∞, Eτ 2

1 <∞.

Òîãäà ïðè n→∞ èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ

q(θn)− λβ(nEτ1)√
λβ(nEτ1)

d→N (0, 1) , (17)

è ïî âåðîÿòíîñòè
q(θn)

β(nEτ1)

p→λ. (18)

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåõîäà ê ñëó÷àéíîìó èíäåêñó N(t) â (17) è (18) èñ-
ïîëüçóåì òåîðåìó 5 ñòàòüè Durrett, Resnick 1977 ãîäà15.

Â íàøåì ñëó÷àå, åå óñëîâèÿ âûïîëíåíû, åñëè óñòàíîâèòü

lim
c→0

lim sup
n→∞

P

(
max
|m−n|<nc

|Ym − Yn| > ε

)
= 0. (19)

ãäå Yn = qi(θn)−λβ(nEτ1)√
λβ(nEτ1)

. Ïðîâåðêà ýòîãî óñëîâèÿ îñíîâàíà íà òîì ôàêòå, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{q(θn)− E(q(θn)|F)}n≥1

îáðàçóåò óñëîâíûé îòðèöàòåëüíûé äåìèìàðòèíãàë16 îòíîñèòåëüíî σ-
àëãåáðû F , à çíà÷èò, èìåþò ìåñòî ìàêñèìàëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ äåìè-
ìàðòèíãàëîâ. Çäåñü F � σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ {ξi, τi}∞i=1.

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ (19) îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ëåììû.

15Durrett, Richard T., and Sidney I. Resnick. Weak convergence with random indices. Stochastic Processes

and their Applications, 5.3:213-220, 1977.
16Rao B. Associated sequences, demimartingales and nonparametric inference. Springer, 2012.
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Ëåììà 3 Ïóñòü Eτ 2
1 <∞, Eξ2

1 <∞ è âûïîëíåíî (12). Òîãäà ñïðàâåäëèâû
óòâåðæäåíèÿ:

1.

lim
c→0

lim
n→∞

P

(
EF
(
Yn − Yn(1−c)

)2

β(nEτ1)
> ε

)
= 0, (20)

2.

lim
c→0

lim
n→∞

EFY
2
n(1−c)

β(nEτ1)
≤ 1, ï.í., (21)

3.

lim
c→0

lim
n→∞

P

(
EF
(
Yn − Yn(1+c)

)2

β(nEτ1)
> ε

)
= 0, (22)

4.

lim
c→0

lim
n→∞

EFY
2
n(1+c)

β(nEτ1)
≤ 1, ï.í. (23)

Ëåììà 4 Ïóñòü Mn =
n∑
i=1

ξiB(θn − θi), Eξ
4
1 < ∞, Eτ 2

1 < ∞ è âûïîëíå-

íî (12). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

lim
c→0

lim
n→∞

P

(
max
|m−n|<nc

∣∣∣∣∣Mm − EMm√
β(mEτ1)

− Mn − EMn√
β(mEτ1)

∣∣∣∣∣ > ε

)
= 0. (24)

Ñ ïîìîùüþ ëåìì 3 è 4 ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü Eτ 2
1 <∞, Eξ4

1 <∞ è âûïîëíåíî óñëîâèå (12). Òîãäà

q(θN(t))− λβ(N(t)Eτ1)√
λβ(N(t)Eτ1)

d→ N (0, 1) ïðè t→∞,

q(θN(t))

β(N(t)Eτ1)

p→ λ ïðè t→∞.

Äàëåå, äëÿ ïåðåõîäà ê íåñëó÷àéíîé íîðìèðîâêå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ëåììà.

Ëåììà 5 Åñëè Eτ 2
1 < ∞ è β(t) → ∞, t → ∞, òî èìååò ìåñòî ñõîäè-

ìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

β (N(t)Eτ1)− β (t)√
β(t)

p→ 0, t→∞.
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Èòàê, ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû.

Òåîðåìà 7 Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (12), Eτ 2
1 <∞, Eξ4

1 <∞. Òîãäà

q(t)

β(t)

p→ λ ïðè t→∞.

q(t)− λβ(t)√
λβ(t)

d→ N (0, 1) ïðè t→∞.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòðû ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà
q(t), òàê æå êàê â ñëó÷àå äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïóàññîíîâñêîãî âõîäÿùåãî
ïîòîêà, âûðàæåíû ÷åðåç ïðîñòûå õàðàêòåðèñòèêè âõîäÿùåãî ïîòîêà, òàêèå
êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïåðèîäîâ ðåãåíåðàöèè è ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå ñêà÷êîâ âõîäÿùåãî ïîòîêà íà ïåðèîäàõ ðåãåíåðàöèè, ÷òî ìîæåò áûòü
óäîáíî äëÿ ïðèëîæåíèé.

Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷åíà ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ
ïðîöåññà q(t), ðàâíîãî ÷èñëó òðåáîâàíèé â áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìå â
ìîìåíò âðåìåíè t. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû èíòåðåñíû â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå íå ñàìîãî ïðîöåññà, à íåêîòîðûé ôóíê-
öèîíàë îò íåãî (â ïðèìåíåíèè ê ïðîöåññó äëèíû î÷åðåäè, íàïðèìåð, ýòî ìî-
æåò áûòü ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè â ñèñòåìå, âðåìÿ äî ïåðâîãî ïðåâûøåíèÿ
óðîâíÿ è ò.ä.).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîò âèä ñõîäèìîñòè, êîãäà ïðåäåëüíûé ïðîöåññ
íåïðåðûâåí ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî åñòü C-ñõîäèìîñòü.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âõîäÿùèé â ñèñòåìó ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì
ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ(t), à äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ
B(t) âûïîëíåíî óñëîâèå 12.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ èíòåíñèâíîñòè λ(t) âõîäÿùåãî ïîòîêà âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå

Óñëîâèå 1 Îáîçíà÷èì Λ(t) =
t∫

0

λ(y)dy. Íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî τ ≥ 0,

λ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sk}∞k=0 òàêèå, ÷òî Sk →∞ ïðè k →∞ è

0 < Sk − Sk−1 ≤ τ è Λ(Sk) = λSk, k ≥ 1, S0 = 0.

Ñôîðìóëèðóåì ïåðâûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 8 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå 1 è (12) âûïîëíåíû, òîãäà êîíå÷-
íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà

q(tT )− ρ(tT )√
L(T )T 1−∆

13



ñëàáî ñõîäÿòñÿ ïðè T → ∞ ê êîíå÷íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì öåíòðèðî-
âàííîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

R(t, t+ u) =
λ

1−∆

(
(t+ u)1−∆ − u1−∆

)
, (t ≥ 0, u ≥ 0).

Çäåñü ρ(tT ) =
tT∫
0

B(Tt− x)λ(x)dx, t ∈ (0, h).

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà íå
çàâèñèò îò âðåìåíè, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 9 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (12) âûïîëíåíî. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðîöåññîâ

q(tT )− ρ(tT )√
L(T )T 1−∆

C-ñõîäèòñÿ ïðè T → ∞ ê ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

R(t, t+ u) =
λ

1−∆

(
(t+ u)1−∆ − u1−∆

)
, (t ≥ 0, u ≥ 0).

Çäåñü ρ(tT ) = λ
tT∫
0

B(x)dx, t ∈ (0, h).

Äîêàçàòåëüñòâî ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè ïðîâîäèòñÿ â äâà øàãà17. Ýòî
� äîêàçàòåëüñòâî ñëàáîé ñõîäèìîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ïðî-
âåðêà îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Ïîñêîëü-
êó ïðîñòðàíñòâî C ñåïàðàáåëüíî è ïîëíî, èç òåîðåìû Ïðîõîðîâà ñëåäóåò,
÷òî îòíîñèòåëüíàÿ êîìïàêòíîñòü ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ýêâèâàëåíò-
íà ïëîòíîñòè ýòîãî ñåìåéñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìåòîäîâ, èñ-
ïîëüçîâàííûõ â ïåðâîé è âòîðîé ãëàâàõ. Äîêàçàòåëüñòâî ñëàáîé ñõîäèìî-
ñòè êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîèñõîäèò ìåòîäîì õàðàêòðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ïëîòíîñòè � ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàæîðèðîâàíèÿ è ìàêñèìàëüíûõ íåðà-
âåíñòâ äëÿ äåìèìàðòíãàëîâ.

17Áîðîâêîâ À.À. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, 1980.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ïðîöåññ q(t), ðàâíûé ÷èñëó òðåáîâàíèé â ôèêñè-
ðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t, â áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ.
Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ðàçëè÷íûõ âõîäÿùèõ ïîòîêîâ òðåáîâàíèé â ñèñòåìó.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ïðîöåññà q(t) â ñèñòåìå ñ äâà-
æäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì ïðè t→∞.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ïðîöåññà q(t) â ñèñòåìå ñ ðå-
ãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì ïðè t→∞.

3. Íàõîæäåíèå óñëîâèé ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè ïðîöåññîâ q(tT ) ê
ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó ïðè T →∞, t ∈ (0, h), h > 0.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåíà áåñêîíå÷íîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ
ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è áåñêîíå÷íûì
ñðåäíèì âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ. Äëÿ ïðîöåññà q(t) áûëè äîêàçà-
íû àíàëîãè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Â êà-
÷åñòâå ñëåäñòâèé áûëè ðàññìîòðåíû ñèñòåìû ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì
ÄÑÏ ïîòîêîì, à òàêæå ñèñòåìû ñ âõîäÿùèì ÄÑÏ ïîòîêîì, óïðàâëÿåìûì
ïîëóìàðêîâñêèì ìàðêîâñêè ìîäóëèðîâàííûì ïðîöåññîì. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
âõîäÿùèé ïîòîê � ïóàññîíîâñêèé ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ, òî ïðîöåññ q(t)−λβ(t)√

λβ(t)
èìååò ïðåäåëüíîå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè óñëîâèè, ÷òî

β(t) =

∫ t

0

B(y)dy →∞, t→∞.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 îáîáùàþò ýòîò ôàêò, íà ñëó÷àé äâà-
æäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïóàññîíîâñêîãî âõîäÿùåãî ïîòîêà ñî ñòàöèîíàðíîé èí-
òåíñèâíîñòüþ, êîòîðàÿ èìååò êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ äîñòàòî÷íî áûñòðî
ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíà áåñêîíå÷íîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îá-
ñëóæèâàíèÿ ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è âðåìåíàìè îáñëóæèâà-
íèÿ òðåáîâàíèé õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíî ìåíÿþ-
ùåéñÿ ôóíêöèåé. Äëÿ ïðîöåññà q(t) äîêàçàíû àíàëîãè çàêîíà áîëüøèõ ÷è-
ñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîé ãëàâå áûëà
ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ñ ðåãåíåðèðóþùèì äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâ-
ñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ q(t) èìåþò
ìåñòî ïðè íåêîòîðîì áîëåå ñëàáîì óñëîâèè íà êîâàðèàöèþ èíòåíñèâíîñòè
âõîäÿùåãî ÄÑÏ ïîòîêà, ÷åì òî, ÷òî ïîëó÷åíî â ýòîé ãëàâå (â ñëó÷àå ÄÑÏ
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âõîäÿùåãî ïîòîêà ìîæåò òðåáîâàòüñÿ ìåíåå îäíîãî ìîìåíòà ó ïåðèîäîâ ðå-
ãåíåðàöèè). Íî ýòî è ïîíÿòíî, âåäü äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé
ïîòîê èìååò áîëåå îïðåäåëåííûé âèä, ÷åì ðåãåíåðèðóþùèé è ïîýòîìó ïðîùå
äëÿ àíàëèçà.

Â òðåòüåé ãëàâå áûëà ðàññìîòðåíà áåñêîíå÷íîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëó-
æèâàíèÿ ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì, ñ èíòåíñèâíîñòüþ çàâèñÿùåé
îò âðåìåíè, è âðåìåíàìè îáñëóæèâàíèÿ õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ ðåãóëÿðíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû ïîêàçàíà
ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íîðìèðîâàííîãî è öåíòðèðîâàí-
íîãî ïðîöåññà q(tT ) ê ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó ïðè T → ∞, t ∈ (0, h), h > 0.
ßâíî âûïèñàíà êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî ïðîöåññà. Âî âòîðîé ÷àñòè
ãëàâû äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïðîâåðèòü óñëîâèå ïëîòíîñòè äëÿ íîðìèðîâàííîãî
è öåíòðèðîâàííîãî q(tT ). Äëÿ ýòîãî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî q(tT ), T ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ
îòðèöàòåëüíûì óñëîâíûì äåìèìàðòèíãàëîì â íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Áëàãî-
äàðÿ ýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëüíûå íåðàâåíñòâà, èçâåñòíûå äëÿ
äåìèìàðòèíãàëîâ. Îäíàêî, ïðè ïðîâåðêå ïëîòíîñòè âîçíèêàþò íåêîòîðûå
ñëîæíîñòè â îöåíêàõ è äî êîíöà äîâåñòè ïðîâåðêó ýòîãî óñëîâèÿ, óäàåòñÿ
ëèøü â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè.

×òî êàñàåòñÿ ðàçâèòèÿ è îáîáùåíèÿ, ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ñòîèò ñêà-
çàòü î ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ñèñòåì ñ äâàæäû ñòî-
õàñòè÷åñêèì è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèìè ïîòîêàìè. Äîêàçàòåëüñòâà òà-
êèõ òåîðåì ñîñòîÿò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ � äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè
êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñõîäèìîñòè îäíîìåð-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðàÿ è áûëà äîêàçàíà â äèññåðòàöèè. Âòîðàÿ ÷àñòü
� ïðîâåðêà óñëîâèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññà. Åãî äîêàçàòåëüñòâî
äîñòàòî÷íî ïðîñòî áóäåò ïîëó÷àòüñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü íàáëþäåíèÿ î òîì,
÷òî èññëåäóåìûé ïðîöåññ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè îòðèöàòåëüíîãî äåìèìàðòèí-
ãàëà.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîèì íà-
ó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó
Àôàíàñüåâîé Ëàðèñå Ãðèãîðüåâíå è êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-
óê, äîöåíòó Áàøòîâîé Åëåíå Åâãåíüåâíå çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå. Àâòîð âûñîêî öåíèò ñîäåéñòâèå, îêàçàííîå ðàáîòå ñî-
òðóäíèêàìè êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.
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