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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è èñòîðèÿ âîïðîñà.

Âî ìíîãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ýëåìåíòû êîíñòðóêöèé

ïîäâåðãàþòñÿ èíòåíñèâíîé ëîêàëüíîé òåðìîîáðàáîòêå. Â òàêèõ ïðîöåññàõ

õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ëîêàëüíûå îáëàñòè ìàòåðèàëà

îêàçûâàþòñÿ ðàçîãðåòûìè äî òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíàÿ

á�îëüøàÿ ÷àñòü òåëà îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè õîëîäíîé, òî åñòü èìååò èñõîäíóþ

íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó. Ïðèìåðàìè òàêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ ëàçåðíàÿ

îáðàáîòêà ïîâåðõíîñòè òðóùèõñÿ äåòàëåé è ïðîáèâàíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ

îòâåðñòèé â êåðàìè÷åñêèõ ïîäëîæêàõ ìèêðîñõåì.

Íåðàâíîìåðíîñòü ïðîãðåâà â ïðîöåññå ëàçåðíîé îáðàáîòêè ìîæåò

ïðèâîäèòü ê çíà÷èòåëüíûì ãðàäèåíòàì òåìïåðàòóðû è, êàê ñëåäñòâèå, ê

âîçíèêíîâåíèþ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðåâûñèòü ïðåäåë

ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå

ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, âûçâàííîå âûñîêîòåìïåðàòóðíûì íàãðåâîì. Ýòè

èññëåäîâàíèÿ èìåþò îòíîøåíèå ê ïðàêòè÷åñêè âàæíûì çàäà÷àì, îïèñàííûì

âûøå, è ïðîâîäÿòñÿ â ðàìêàõ êâàçèñòàòèêè. Îáîñíîâàííîñòü òàêîãî ïîäõîäà

ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî

ëàçåðíîìó âîçäåéñòâèþ íà ìåòàëëû è êåðàìè÷åñêèå ìàòåðèàëû (ðàáîòû [9], [10],

[49], [71]).

Àêòóàëüíîñòü çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ïðîáëåìîé âîçìîæíîãî âíóòðåííåãî

ðàñòðåñêèâàíèÿ ìàòåðèàëà ïðè âîçíèêíîâåíèè çíà÷èòåëüíûõ òåìïåðàòóðíûõ

ãðàäèåíòîâ â îáëàñòè, ïðèëåãàþùåé ê íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè â ïðîöåññå

ëàçåðíîãî âîçäåéñòâèÿ.

Â ÍÈÈ Ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò

ïðîâîäèëèñü ýêñïåðèìåíòû ïî èçó÷åíèþ òåðìè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â îáðàçöàõ

áàëî÷íîãî òèïà èç êàðáèäà öèðêîíèÿ ïðè âîçäåéñòâèè ëó÷îì îïòè÷åñêîãî

êâàíòîâîãî ãåíåðàòîðà (ÎÊÃ) [9], [10]. Äëÿ ýêñïåðèìåíòà áûëè âçÿòû îáðàçöû

èç êàðáèäà öèðêîíèÿ (86%Zr, 11%C, ìîäóëü óïðóãîñòè E = 4 · 105ÌÏà,

êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ α = 1, 6 · 10−6 ãðàä−1, òåìïåðàòóðà
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ïëàâëåíèÿ θm = 3000◦C) ðàçìåðîì 0.03×0.0042×0.0017 ì. Îáëó÷åíèå îáðàçöîâ

ïðîâîäèëè íà ÎÊÃ ÃÎÑ-3ÎÌ â ðåæèìå ñâîáîäíîé ãåíåðàöèè ñ äëèòåëüíîñòüþ

èìïóëüñà 10−3 ñ, ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå îïòè÷åñêîé ñèñòåìû ñîñòàâëÿëî 0, 1 ì.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè îïðåäåëåííóþ âðåìåííóþ çàäåðæêó

â âîçíèêíîâåíèè ìàêðîòðåùèí â îáðàçöàõ, ïîäâåðæåííûõ ëàçåðíîìó

âîçäåéñòâèþ. Ïðè âîçäåéñòâèè ëàçåðíîãî èìïóëüñà äëèòåëüíîñòüþ 10−3 ñ

ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäèëî çà âðåìÿ, ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí èëè ïðåâûøàåò

â äâà ðàçà ïîðÿäîê âðåìåíè äåéñòâèÿ ëàçåðà. Ïîñêîëüêó âðåìÿ ïðîõîäà

âîëíû ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 10−6 ñ, à õàðàêòåðíûå âðåìåíà ðàçðóøåíèÿ

ïîðÿäêà 10−3 − 2 · 10−3 c, òî ïîíÿòíî, ÷òî íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòå

ïðîöåññû ðàçðóøåíèÿ íå ñâÿçàíû ñ äèíàìè÷åñêèìè ýôôåêòàìè, à ñâÿçàíû

ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ è êâàçèñòàòè÷åñêèìè òåðìîíàïðÿæåíèÿìè. Òàêîå

ïîâåäåíèå îáðàçöîâ ãîâîðèò î âûñîêîé èíåðöèîííîñòè èñòî÷íèêà ðàçðóøàþùèõ

íàïðÿæåíèé. Â ðàáîòå [49] îòìå÷åíî, ÷òî çàäåðæêà ðàçðóøåíèÿ âî âðåìåíè

óêàçûâàåò íà åãî òåïëîâîé õàðàêòåð. Òàêæå â îáðàçöàõ ïîñëå ýêñïåðèìåíòà

áûëè âèäíû ñèñòåìû òðåùèí âäîëü ðàäèàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ â çîíàõ

ìàêñèìàëüíîãî òåìïåðàòóðíîãî ãðàäèåíòà. Â çàäà÷àõ ïðîáèâàíèÿ îòâåðñòèé ñ

ïîìîùüþ ëàçåðà îòâåðñòèå óäàåòñÿ ñäåëàòü íóæíîãî äèàìåòðà, îäíàêî ïîòîì

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòè, îòñòîÿùåé îò îòâåðñòèÿ íà íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ

ðàçìåðîâ, âîçíèêàåò ìèêðîòðåùèíà èëè äàæå ìàêðîòðåùèíà, òî åñòü íåñóùàÿ

ñïîñîáíîñòü ìàòåðèàëà óìåíüøàåòñÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü óñëîâèÿ ðàçðóøåíèÿ òâåðäûõ

òåë ïðè ëàçåðíîì âîçäåéñòâèè è ïðîâåñòè àíàëèç ðàçâèòèÿ çîí ðàçðóøåíèÿ,

íåîáõîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð ïî âñåìó îáðàçöó. Ðåøåíèþ çàäà÷

òåïëîïðîâîäíîñòè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [7], [17], [29].

Èçâåñòíî, ÷òî êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèòîêà òåïëà ïðè îïèñàíèè

ïðîöåññîâ òåïëîïåðåäà÷è ìåõàíèçìîì òåïëîïðîâîäíîñòè äàåò íå

ñîîòâåòñòâóþùóþ äåéñòâèòåëüíîñòè áåñêîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

âîçìóùåíèé. Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íåò ñìûñëà

ãíàòüñÿ çà òî÷íîñòüþ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ, òàê êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîðîé çàäàþòñÿ ñî çíà÷èòåëüíîé

ïîãðåøíîñòüþ, êîòîðàÿ ìîæåò äîñòèãàòü ïîðÿäêà èñêîìûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó
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â ðåàëüíûõ ïðîöåññàõ àêòóàëüíûì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ

ðåøåíèé àíàëèòè÷åñêîãî âèäà, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì èíòåãðàëüíûì

ýíåðãåòè÷åñêèì óñëîâèÿì.

Ê òîìó æå, åñëè ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî â ÷èñëåííîì âèäå, ïîñëåäóþùåå

èññëåäîâàíèå òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé òàêæå äîëæíî áûòü ïðîâåäåíî

÷èñëåííûì ñïîñîáîì. Àíàëèòè÷åñêèé âèä ðåøåíèÿ çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðíûõ

íàïðÿæåíèé è â äàëüíåéøåì îáëåã÷àåò àíàëèç ðåçóëüòàòîâ.

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè íàèáîëåå ïîëíî

èçëîæåíû â ðàáîòå [29], ãäå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñïîëüçóåòñÿ òî

îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè õîðîøî

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñòåïåííûìè ôóíêöèÿìè èëè ìíîãî÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè

òðè èëè ÷åòûðå ñëàãàåìûõ.

Â ðàáîòå [40] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû äëÿ íåñòàöèîíàðíîé

çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè.

Â ðàáîòå [5] ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè

è åäèíñòâåííîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè, îïèñûâàþùèõ âûðàâíèâàíèå òåìïåðàòóðû ïî èçíà÷àëüíî

íåðàâíîìåðíî ïðîãðåòîìó òåëó.

Â ðàáîòå [12] èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé

ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òèïà íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ñ çàâèñÿùèì

îò òåìïåðàòóðû T êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèì

óñëîâèÿì K(T ) > 0 ïðè T > 0, ïðè÷åì K(0) = 0. Çàäàíû íà÷àëüíîå

óñëîâèå T (x, 0) = T0(x) ≥ 0 è ãðàíè÷íîå óñëîâèå T (0, t) = T1(t) > 0, ïðè÷åì

òåìïåðàòóðà èçìåíÿåòñÿ â ðåæèìå ñ îáîñòðåíèåì (òî åñòü íà ãðàíèöå

òåìïåðàòóðà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè).

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ýôôåêòà ëîêàëèçàöèè òåïëà â ñðåäàõ ñ ðàçëè÷íûìè

çàâèñèìîñòÿìè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû. Ðåçóëüòàòû

ðàáîòû ïîêàçûâàþò ñèëüíîå âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

òåïëà.

Â ðàáîòå [39] äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è äîêàçàíà òåîðåìà î êîíå÷íîé ñêîðîñòè
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ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé.

Â ðàáîòå [16] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ôèëüòðàöèè ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé.

Â ðàáîòå [58] ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé ìåòîä îöåíêè íåñòàöèîíàðíûõ

òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è ïðîâåäåíî

èññëåäîâàíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â öèëèíäðå, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî çàäàíî

ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû.

Â äèññåðòàöèè òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ îöåíèâàþòñÿ ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì

(ðàáîòû [27], [58], [63], [80]), îñíîâàííûì íà èäåå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî

òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà è ãèïîòåçå "ïëîñêèõ ñå÷åíèé". Â ðàìêàõ ãèïîòåçû

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåïëîâîé ïîòîê íàïðàâëåí âãëóáü òåëà ïåðïåíäèêóëÿðíî

åãî ïîâåðõíîñòè. Òàêîé ïîäõîä âïîëíå îïðàâäàí, êîãäà íàáëþäàåòñÿ

ïðàêòè÷åñêè îäíîìåðíîå ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà è êîãäà ïðîìåæóòêè âðåìåíè

äîñòàòî÷íî ìàëû äëÿ òîãî, ÷òîáû óñïåëè ðàçâèòüñÿ ïîòîêè òåïëà â ïîïåðå÷íûõ

íàïðàâëåíèÿõ (ðàáîòû [3], [27]). Ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîé îáðàáîòêå îáðàçöà

ïðîöåññû ðàçðóøåíèÿ ïðîèñõîäÿò êàê ðàç â òàêèõ ìàëûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè

(ðàáîòû [9], [10]).

Òåìïåðàòóðíûé ôðîíò ôèçè÷åñêè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ëèíèþ

óðîâíÿ òåìïåðàòóðû, çíà÷åíèå êîòîðîé â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà ïðàêòè÷åñêè

íåîòëè÷èìî îò íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû [58], [63], [80]. Òàêàÿ ãðàíèöà ñóùåñòâóåò,

ïîòîìó ÷òî ëþáîé èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð èìååò îãðàíè÷åííóþ òî÷íîñòü

èçìåðåíèÿ. Òåïëîâîé ôðîíò êàê àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â

ðàáîòå [5]. Ãðàíèöà òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà (ïðàêòè÷åñêè ýòî èçîòåðìà ñ

òåìïåðàòóðîé, "ìàêñèìàëüíî" áëèçêîé ê òåìïåðàòóðå îêðóæàþùåé ñðåäû)

êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ïðèìåíÿåìûé ìåòîä àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â óðàâíåíèÿõ ôèëüòðàöèè

[3], äèôôóçèè [27], [28] è òåïëîïðîâîäíîñòè [58]. Â ðàáîòå [63] íàéäåíî

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà è îáîñíîâàíà

ïðèåìëåìîñòü ìåòîäà äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ íå çàâèñÿò îò âûçûâàåìûõ èìè
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äåôîðìàöèé. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè äåôîðìèðîâàíèè âûäåëÿåòñÿ èëè ïîãëîùàåòñÿ

òåïëîòà, êîòîðàÿ âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû. Ýòî âëèÿíèå î÷åíü

ìàëî [69], [72] è ìîæåò èìåòü çíà÷åíèå, åñëè èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âûçûâàåòñÿ

íå âíåøíèìè èñòî÷íèêàìè òåïëà, à ñàìèìè äåôîðìàöèÿìè.

Â ðàáîòå [78] ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êâàçèäâóìåðíîãî

íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Â ðàáîòå [23] òåìïåðàòóðíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ êâàçèñòàòèêè.

Â ðàáîòå [27] èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ íà

ïîëçó÷åñòü è äëèòåëüíóþ ïðî÷íîñòü ìåòàëëîâ. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ

îñíîâûâàëñÿ íà ââåäåíèè ïîíÿòèÿ äèôôóçèîííîãî ôðîíòà, ðàçäåëÿþùåãî

íåâîçìóùåííóþ è âîçìóùåííóþ ÷àñòè îáðàçöà. Çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè è

äèôôóçèè èìåþò àíàëîãè÷íûå ïîñòàíîâêè, ïîýòîìó ïðåäëîæåííûé â [27] ìåòîä

ñïðàâåäëèâ è äëÿ çàäà÷ äèññåðòàöèè.

Â ðàáîòå [3] äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ îáëàñòè âëèÿíèÿ â

ôèëüòðàöèîííûõ çàäà÷àõ, êîòîðàÿ â òî÷íîñòè àíàëîãè÷íà ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ

â ãèäðîäèíàìèêå âÿçêîé æèäêîñòè (â ôèëüòðàöèîííûõ çàäà÷àõ âðåìÿ èãðàåò òó

æå ðîëü, ÷òî è ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà â çàäà÷àõ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ). Äåëàåòñÿ

ïðåäïîëîæåíèå î êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé. Â ýòîé

ðàáîòå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ èùåòñÿ â âèäå ðÿäà, â êîòîðîì ïåðåìåííûì

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû è ïåðåìåùàþùåéñÿ ñî

âðåìåíåì ãðàíèöû îáëàñòè âëèÿíèÿ. Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà îïðåäåëÿëèñü

èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè òåëà è íà ãðàíèöå îáëàñòè âëèÿíèÿ.

Òåïëîâîé ôðîíò ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íûì è â ðàáîòå [64]. Äëÿ

îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû êàê ôóíêöèè âðåìåíè è êîîðäèíàò ðåøàþòñÿ àíàëîãè

óðàâíåíèé Ëàãðàíæà [6]. Îòëè÷èåì ìåòîäà â ýòîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ÿâíàÿ

çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè òåïëîâîãî ôðîíòà îò âåëè÷èíû òåïëîâîãî ïîòîêà íà

ïîâåðõíîñòè òåëà.

Â ðàáîòàõ [8], [13] ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òàêæå èùåòñÿ

â âèäå ðÿäà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ

óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèþ, óìíîæåííîãî íà ïðîèçâîäíóþ èñêîìîé ôóíêöèè ïî

íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðàì.

Äëÿ çàäà÷ áûñòðîãî íàãðåâà â ðàáîòå [59] áûëà ðàçâèòà ìîäåëü äëÿ
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îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ òâåðäîãî òåëà äî è ïîñëå íà÷àëà ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ.

Òàêæå â ýòîé ðàáîòå áûëî ðàññìîòðåíî âîçíèêíîâåíèå ïëàñòè÷åñêèõ çîí â

îáðàçöå.

Îñíîâîé ìåòîäà îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ îáðàçöà ïðè

âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåõàíèêè

ñïëîøíîé ñðåäû [48]. Ïðè ýòîì êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ

ñðåäû áåç çàðàíåå ââåäåííûõ äåôåêòîâ. Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ

ôðîíòà ðàçðóøåíèÿ [14]. Â ýòîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ìîäåëü äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

îïèñàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ è äâèæåíèÿ òâåðäûõ ãîðíûõ ïîðîä ïðè äåéñòâèè íà

íèõ èíòåíñèâíûõ íàãðóçîê è â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î

äåéñòâèè âçðûâà ñîñðåäîòî÷åííîãî çàðÿäà â õðóïêîé ãîðíîé ïîðîäå.

Â ðàáîòå [2] áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âîçíèêíîâåíèå äåôåêòîâ â

ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëàõ ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî îñòàòî÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè.

Â ýòîé ðàáîòå èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà îáëàñòè

ðàçðóøåíèÿ â ñòåêëå ìàðêè ÊÂ (ñòåêëî êâàðöåâîå îïòè÷åñêîå, ïðîçðà÷íîå â

âèäèìîé îáëàñòè ñïåêòðà, ñ çàìåòíûìè ïîëîñàìè ïîãëîùåíèÿ â èíòåðâàëàõ

äëèí âîëí 170− 250 íì è 2600− 2800 íì) îò ââåäåííîé ëàçåðíîé ýíåðãèè,

à òàêæå õàðàêòåð ðàçâèòèÿ ýòîé îáëàñòè â ïðîöåññå äåéñòâèÿ èìïóëüñà.

Èñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ áûë ðóáèíîâûé ëàçåð, ãåíåðèðóþùèé ìîíîèìïóëüñ

äëèòåëüíîñòüþ 12 íñ ñ ýíåðãèåé 5 Äæ. Â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ â öåíòðå

îáðàçöà áûëà îáíàðóæåíà âåðåòåíîîáðàçíàÿ îáëàñòü ìåëêèõ òðåùèí íà

ðàññòîÿíèè íåñêîëüêèõ ìèêðîí äðóã îò äðóãà. Ðàçìåðû ýòîé îáëàñòè ïî÷òè

ñîâïàäàëè ñ ðàçìåðàìè ôîêàëüíîé ëèíçû.

Äàëüíåéøèå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ëàçåðíîãî èìïóëüñà ïî ìåðå åãî óâåëè÷åíèÿ

ðîñò îáëàñòè ðàçðóøåíèÿ çàìåäëÿåòñÿ, à çàòåì è âîâñå ïðåêðàùàåòñÿ. Îñíîâíûì

ñëåäñòâèåì óâåëè÷åíèÿ ââîäèìîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ëèøü óâåëè÷åíèå ðàçìåðà

îáëàñòè ðàçðóøåíèÿ. Âîçìîæíîé ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ýòîé îáëàñòè ìîæåò

îêàçàòüñÿ ïîëå íàïðÿæåíèé, ïîÿâëÿþùååñÿ èç-çà áîëüøîãî òåìïåðàòóðíîãî

ãðàäèåíòà.

Â ðàáîòå [18] â êà÷åñòâå ïðè÷èíû ðàçðóøåíèÿ óêàçûâàåòñÿ îáúåìíîå

ðàñøèðåíèå ìàòåðèàëà.
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Òàêæå ñóùåñòâóþò ðàáîòû, â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ îäíîâðåìåííîå äåéñòâèå

òåìïåðàòóðû è ìåõàíè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ.

Äâóõêðèòåðèàëüíûé ïîäõîä îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ [43], [44] è [45].

Âïåðâûå îí ôîðìóëèðóåòñÿ â ðàáîòå [32] è ïîëó÷àåò äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â

ðàáîòàõ [33], [36], [38].

Â ðàáîòå [20] ïðè ðåøåíèè òåðìîóïðóãîé çàäà÷è ó÷èòûâàëîñü íàëè÷èå

òåïëîîòäà÷è ñ áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèí.

Â ðàáîòå [53] ðàññìàòðèâàåòñÿ ëàâèíîîáðàçíîå ðàçðóøåíèå îáðàçöà

ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ íàãðóçêàõ. Òàêàÿ îñîáåííîñòü ðàçðóøåíèÿ

îáóñëîâëåíà ïåðåíàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì îáðàçöà.

Â ðàáîòå [52] ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ôîòîóïðóãîñòè óñòàíîâëåíî, ÷òî

êîíöåíòðàöèÿ ïîëåé ó ðàçðåçà â ïëàñòèíå èç ýïîêñèäíîé ñìîëû óâåëè÷èâàåòñÿ

ïî ìåðå íàãðåâà. Ïëàñòèíà ïîäâåðãàëàñü òåìïåðàòóðíîìó âîçäåéñòâèþ

â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèþ ðàçðåçà ïðè îäíîîñíîì

ðàñòÿæåíèè. Ïðè äîñòèæåíèè ïðåäåëüíîé êîìáèíèðîâàííîé íàãðóçêè íà

îáðàçåö ðàçðåç óâåëè÷èâàåòñÿ è îáðàçåö ðàçðóøàåòñÿ. Òàêæå âîçìîæåí

âàðèàíò óïðî÷íåíèÿ ïðè ïðàâèëüíî ïîäîáðàííûõ òåðìè÷åñêîé è ìåõàíè÷åñêîé

íàãðóçêàõ.

Â ðàáîòå [26] ïîêàçàíî, ÷òî ñæàòèå êåðàìè÷åñêîãî îáðàçöà ïðè íàãðåâå

ïîâûøàåò åãî ïðî÷íîñòü.

Îäíîé èç íàèáîëåå ðàííèõ ðàáîò ïî îïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðíûõ

íàïðÿæåíèé â äèñêå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [70]. Çàäà÷è î öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷êàõ

ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [68].

Â ðàáîòå [71] îïèñûâàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå

öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ, ïîäâåðãíóòûõ òåðìè÷åñêîìó óäàðó. Â ðàâíîìåðíî

íàãðåòûé ñòàëüíîé ïîëûé òîëñòîñòåííûé öèëèíäð ïîäàåòñÿ õîëîäíàÿ

æèäêîñòü; îòìå÷åíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò òðåùèíà, çàíèìàþùàÿ

îò òðåòè äî ïîëîâèíû òîëùèíû öèëèíäðà. Òåîðåòè÷åñêîå ïîäòâåðæäåíèå

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ áûëî ïîëó÷åíî è â àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

[58] è ÷èñëåííî, íàïðèìåð, â çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ êèíåòèêè ðàçðóøåíèÿ ïðè

íàãðåâå êîìïîçèòíûõ îáîëî÷åê [15].

Â ðàáîòå [80] ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
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òåïëîïðîâîäíîñòè ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ çîí ìàêðîðàçðóøåíèÿ

ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå äèñêà.

Ïðîöåññ ëàçåðíîé òåõíîëîãè÷åñêîé îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé è

ñïîñîáû ïîäàâëåíèÿ íåæåëàòåëüíûõ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿþò

íàáîð âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ: òåìïåðàòóðà è ïîòîê íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè,

ïàðàìåòð ìàòåðèàëà ïðè ó÷åòå åãî íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ, êîýôôèöèåíò

òåïëîîáìåíà, íàãðóçêó ïðè äîïîëíèòåëüíîì ìåõàíè÷åñêîì ïðåäíàãðóæåíèè,

ïðåäåëû ïðî÷íîñòè è òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà. Â ñâÿçè ñ òàêèì áîëüøèì

êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä âåñüìà óäîáåí äëÿ îïèñàíèÿ

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ðàçðóøåíèÿ â ýëåìåíòàõ

êîíñòðóêöèé ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå.

Öåëè ðàáîòû: à) èññëåäîâàòü âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè òåïëîôèçè÷åñêèõ è

ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå

è ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå; á)

ðàçðàáîòàòü âîçìîæíûå ñïîñîáû óìåíüøåíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé

ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòèõ öåëåé áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) ìîäèôèöèðîâàòü àíàëèòè÷åñêèé ïðèáëèæåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ

íåñòàöèîíàðíûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé íà ñëó÷àè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòà

òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû;

2) ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé (ñ

èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííûõ ðàñïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû) â ñëó÷àÿõ óïðóãîãî

è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëîâ è ïðîâåñòè àíàëèç âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè

òåïëîôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà ðàçðóøåíèå îáðàçöà;

3) èññëåäîâàòü ìåòîäû ïîäàâëåíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïîâðåæäåíèé ïðè

âûñîêîòåìïåðàòóðíîé îáðàáîòêå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè

è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1) âïåðâûå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà äëÿ

ìîíîòîííûõ è íåìîíîòîííîé çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò
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òåìïåðàòóðû;

2) ïîêàçàíî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ìàòåðèàëà íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå è ðàçðóøåíèå ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå;

3) èññëåäîâàíî âëèÿíèå äîïîëíèòåëüíîãî òåïëîîáìåíà íà âîçìîæíîñòü

îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíîé îáðàáîòêè, íå ïðèâîäÿùåé ê íàðóøåíèþ

ñïëîøíîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé (áàëêè, ñòåðæíè, ïîëîñû, äèñêè).

Ëè÷íûé âêëàä. Ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå îñíîâíîå ñîäåðæàíèå

äèññåðòàöèè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ïî ëàçåðíîé îáðàáîòêå

ìàòåðèàëîâ è îöåíêè ïðî÷íîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè âîçíèêíîâåíèè

áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ òåìïåðàòóð.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíû íà

ïðèíöèïàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, èìïóëüñà è

çàêîíîâ òåðìîäèíàìèêè. Â ðàìêàõ ýòèõ çàêîíîâ íà îñíîâå ïðèáëèæåííûõ è

àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñòðîÿòñÿ ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ìîäèôèöèðîâàí àíàëèòè÷åñêèé ïðèáëèæåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ

íåñòàöèîíàðíûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé íà ñëó÷àé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ðàññìîòðåíû

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå, ìîíîòîííî óáûâàþùèå è íåìîíîòîííûé âàðèàíòû

çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû.

2. Îïðåäåëåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé (ñ

èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííûõ ðàñïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû) â ñëó÷àÿõ óïðóãîãî

è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëîâ è ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ íåëèíåéíûõ

òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà ðàçðóøåíèå îáðàçöà.

3. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû ñ ïîìîùüþ òåïëîîáìåíà

íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïðè ëàçåðíîé îáðàáîòêå ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé (áàëêè, ñòåðæíè, ïîëîñû, äèñêè).

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè îáóñëîâëåíà

èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû è òåîðèè
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, ñðàâíåíèåì ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ ñ òî÷íûì.

Íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ëåò â ÍÈÈ Ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïðîâîäèëèñü ýêñïåðèìåíòû ïî ëàçåðíîìó âîçäåéñòâèþ íà

îáðàçöû èç êàðáèäà öèðêîíèÿ. Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé õîðîøî

êîððåëèðóþò ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â

äèññåðòàöèè, íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ

� ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà:

1) íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êàôåäðû ãàçîâîé è âîëíîâîé

äèíàìèêè ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Íèãìàòóëèíà Ð.È. (2011-2016,

íåîäíîêðàòíî);

2) íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êàôåäðû òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ïîä

ðóêîâîäñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Ëîìàêèíà Å.Â. (2016);

3) íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êàôåäðû òåîðèè óïðóãîñòè ïîä

ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ãåîðãèåâñêîãî Ä.Â. (2016);

4) íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êàôåäðû ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ

(2016);

� ÍÈÈ Ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà:

1) íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà

Ëîêîùåíêî À.Ì. (2016);

2) íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà

Âàñèíà Ð.À. (2017);

� ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà:

íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèé ñåìèíàð ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Âàíüêî Â.È.,

ïðîôåññîðà Ôåîêòèñòîâà Â.Â. è äîöåíòà Ìàð÷åâñêîãî È.Ê. (2016)

è ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:
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� Êîíôåðåíöèÿ-êîíêóðñ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÍÈÈ Ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â.Ëîìîíîñîâà (2012, 2013);

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ

ó÷¼íûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2012¿;

� X Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ïî ôóíäàìåíòàëüíûì è ïðèêëàäíûì

ïðîáëåìàì íàóêè, ïîñâÿùåííûé 70-ëåòèþ Ïîáåäû (2015).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû

â 7 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ [74] � [80], 3 èç êîòîðûõ èçäàíû â æóðíàëàõ,

ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [80] Þìàøåâó Ì.Â. ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è

ðàçðóøåíèÿ, Âåðãàçîâó Ì.Ì. ïðèíàäëåæèò îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ, Þìàøåâîé Ì.À. ïðèíàäëåæèò áàçîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

òåðìîóïðóãîñòè â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà

ëèòåðàòóðû èç 86 íàèìåíîâàíèé.

Â ïåðâîé ãëàâå ìîäèôèöèðóåòñÿ ïðèáëèæåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ

òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé, îñíîâàíûé íà èäåå òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà, êîòîðàÿ

ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàëàñü Áàðåíáëàòòîì Ã.È., Áèî Ì.À., Ëîêîùåíêî À.Ì.,

Øåñòåðèêîâûì Ñ.À., Þìàøåâûì Ì.Â. è äðóãèìè àâòîðàìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷

ôèëüòðàöèè, äèôôóçèè è òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ìåòîä âïåðâûå ïðèìåíåí ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò

òåìïåðàòóðû (ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå, ìîíîòîííî óáûâàþùèå, íåìîíîòîííûé

âàðèàíòû çàâèñèìîñòåé) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ çàäà÷

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî

è âòîðîãî ðîäà. Äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà âåðèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ

óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà.
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Ðàññìîòðåíà êëàññè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü K(T ) = T σ êîýôôèöèåíòà

òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû, êîòîðàÿ èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ

Ãàëàêòèîíîâà Â.À., Êóðäþìîâà Ñ.Ï., Êàëàøíèêîâà À.Ñ., Ìèõàéëîâà À.Ï.,

Îëåéíèê Î.À., Ñàìàðñêîãî À.À.

Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè,

êîãäà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû îïèñûâàåò

ðåàëüíîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì âîçäåéñòâèè. Â

÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ îïèñûâàþò ïîâåäåíèå êàðáèäà öèðêîíèÿ.

Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè

âèäàìè íåñòàöèîíàðíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è ñ çàäàííûì òåïëîâûì ïîòîêîì

íà òåìïåðàòóðíîì ôðîíòå.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ

òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé âîçìîæíî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ

òåðìîíàïðÿæåíèé ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå â

ïðèáëèæåíèè íåñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè.

Íà îñíîâå ðàçâèòîãî â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷

òåðìîóïðóãîñòè äëÿ áàëêè è òîíêîãî äèñêà.

Ïîñòðîåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îäíîêðàòíîãî èìïóëüñíîãî

âîçäåéñòâèÿ íà îáðàçåö è ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

òåðìîóïðóãîñòè, èìåþùåå õîðîøåå êà÷åñòâåííîå ñîãëàñîâàíèå ñ ðåçóëüòàòàìè

ýêñïåðèìåíòîâ.

Â ðàìêàõ èäåàëüíî-ïëàñòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ èçó÷åíà âîçìîæíîñòü

ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà â ñèëüíî ïðîãðåòûõ îáëàñòÿõ ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé.

Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò íåëèíåéíîñòè òåïëîôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàñïðåäåëåíèå

íàïðÿæåíèé.

Â òðåòüåé ãëàâå íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ

ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ
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ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì âîçäåéñòâèè ñ ó÷åòîì

íåëèíåéíîñòè òåïëîôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.

Ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ðàññìàòðèâàëñÿ èñõîäÿ èç èäåè ôðîíòà ðàçðóøåíèÿ,

èñïîëüçóåìîé â ðàáîòàõ Áàõàðåâà Ì.Ñ., Ãðèãîðÿíà Ñ.Ñ., Ìèðêèíà Ë.È.,

Þìàøåâîé Ì.À.

Èññëåäîâàíî âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè òåïëîôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà îáðàçîâàíèå è ðàçâèòèå çîí ðàçðóøåíèÿ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ñïîñîáû óìåíüøåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ

íàïðÿæåíèé ïðè îáðàáîòêå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ëàçåðíûì ëó÷îì.

Èññëåäîâàíû äâà ñïîñîáà: îáäóâ ïîâåðõíîñòè îáðàçöà òåïëîïðîâîäíûì

íîñèòåëåì è ìåõàíè÷åñêîå ïðåäíàãðóæåíèå.

Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ çàäà÷è íàãðåâà îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà ïî áîêîâîé

ïîâåðõíîñòè è òîíêîãî äèñêà ïî öåíòðàëüíîé êðóãîâîé îáëàñòè.

Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ è óêàçàíî íà

íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ âíåäðåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ íà

ïðàêòèêå.

Â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è

íàïðàâëåíèå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 109 ñòðàíèö ñ 31 ðèñóíêîì. Áèáëèîãðàôèÿ

âêëþ÷àåò 80 íàèìåíîâàíèé.
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Ãëàâà 1. Àíàëèòè÷åñêèé ïðèáëèæåííûé ìåòîä

ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî

íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

�1.1. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè è ôèçè÷åñêèå

ïàðàìåòðû çàäà÷è

Äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ âîïðîñû ïåðåäà÷è òåïëà ê îáúåìó

ñïëîøíîé ñðåäû çà ñ÷åò íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â

òåëå îïðåäåëÿþòñÿ òåïëîïðîâîäíîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå [50] êîëè÷åñòâî

òåïëà, ïîñòóïàþùåå ê áåñêîíå÷íî ìàëîìó îáúåìó dV çà âðåìÿ dτ , ðàâíî

dQ(e) = −divq⃗dV dτ , à ê åäèíèöå ìàññû ñðåäû ðàâíî dq(e) = −1
ρdivq⃗dτ , ãäå

ρ � ïëîòíîñòü âåùåñòâà. Êàê ïîêàçûâàåò îïûò [62], äëÿ ìíîãèõ ñðåä äëÿ

âåêòîðà ïîòîêà òåïëà q⃗ âûïîëíÿåòñÿ çàêîí òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå q⃗ =

−κ(θ)gradθ, ãäå κ �êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, à θ � òåìïåðàòóðà.

Óðàâíåíèå ïðèòîêà òåïëà (óðàâíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè) â

äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå âûâîäèòñÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ýíåðãèè è äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ æèâûõ ñèë (óðàâíåíèÿ

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè) è ïðè îòñóòñòâèè äîáàâî÷íûõ ïðèòîêîâ ýíåðãèè

èìååò âèä dU = 1
dmdA

(i) + dq. Çäåñü U � ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè,
1
dmdA

(i) = −1
ρp

ij∇jvidτ � ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ðàáîòû âíóòðåííèõ

ïîâåðõíîñòíûõ ñèë çà âðåìÿ dτ , dq = dqm − 1
ρdivq⃗dτ � ïðèòîê òåïëà ê

åäèíèöå ìàññû çà âðåìÿ dτ .

Ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî

1) ñðåäà íàõîäèòñÿ â ïîêîå (v⃗ = 0),

2) ìàññîâûé ïðèòîê òåïëà îòñóòñòâóåò (dqm = 0),

3) ïåðåäà÷à òåïëà ïðîèñõîäèò òîëüêî çà ñ÷åò òåïëîïðîâîäíîñòè

(dq = −1
ρdivq⃗dτ ) è

4) âûïîëíåí çàêîí Ôóðüå,

ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé âèä óðàâíåíèÿ ïðèòîêà òåïëà â ôîðìå

òåïëîïðîâîäíîñòè

18



ρc
∂θ

∂τ
= div (κ(θ)gradθ) .

Õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí [9], [54] äëÿ êàðáèäà

öèðêîíèÿ:

κ = 53 Äæ

ì·ñ·Ê ; c = 0.32 êÄæ

êã·Ê ; ρ = 6370 êã
ì3 ; E = 412 ÃÏà;

α = 7.01 · 10−6 1
Ê
; θm = 3400◦C; θ0 = 20◦C; σB = 300 ÌÏà,

(1.1)

ãäå c � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, E � ìîäóëü Þíãà, α � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî

ðàñøèðåíèÿ, θm � òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ, θ0 � òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé

ñðåäû, σB � ïðåäåë ïðî÷íîñòè.

Íà ãðàíèöå òåëà Γ ìîãóò áûòü çàäàíû:

1) òåìïåðàòóðà θΓ = F (P, τ), ãäå P ∈ Γ, τ � âðåìÿ;

2) ïîòîê òåïëà −κ ∂θ
∂n⃗ = Φ(P, τ), ãäå n⃗ � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè Γ;

3) òåïëîîáìåí ïî çàêîíó Íüþòîíà κ ∂θ
∂n⃗ = Hf(θ−θ0), ãäåHf � êîýôôèöèåíò

òåïëîîòäà÷è.

Â ðàáîòàõ [22], [25] îòìå÷åíî, ÷òî óñëîâèå òåïëîîáìåíà ïî Íüþòîíó, êîãäà

çàäàíà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òåìïåðàòóðû è ïîòîêà, ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè

ìàëûõ îòëè÷èÿõ òåìïåðàòóð ñðåäû è ïîâåðõíîñòè òåëà. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò

òåïëîîòäà÷è èçâåñòåí òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ îáòåêàíèÿ öèëèíäðà èëè

ïëîñêîé ñòåíêè.

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî òåëà ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè,

çàâèñÿùèì îò òåìïåðàòóðû, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå â äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (çäåñü ξ � êîîðäèíàòà) èìååò âèä

ρc
∂θ

∂τ
=

∂

∂ξ

(
κ(θ)

∂θ

∂ξ

)
.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå (çäåñü h � õàðàêòåðíûé ðàçìåð çàäà÷è):

x = ξ
h � áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà, t = τK0

ρch2 � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ (÷èñëî

Ôóðüå), T = θ−θ0
θm−θ0

� áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà, η =
hHf

κ � áåçðàçìåðíûé

êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è (÷èñëî Áèî), K = κ
K0

� áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò

òåïëîïðîâîäíîñòè, TΓ = F−θ0
θm−θ0

� áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå; qΓ =
Φh

κ(θm−θ0)
� áåçðàçìåðíûé ïîòîê íà ãðàíèöå.
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Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îäíîìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â

áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

∂T

∂t
=

∂

∂x

(
K(T )

∂T

∂x

)
. (1.2)

Â ðàáîòå [17] ïîêàçàíî, êàê ëåãêî ìîæíî ïðîâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå ê äðóãèì

ñèñòåìàì îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî âûñîêîòåìïåðàòóðíîìó âîçäåéñòâèþ íà òîíêèé

äèñê àêòóàëüíûìè ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Â ýòîé ñèñòåìå

x = rcosφ, y = rsinφ

è óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå äëèíó ýëåìåíòàðíîé äóãè, èìååò âèä

ds2 = dr2 + r2dφ2 + dz2.

Îäíîìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ïðèíèìàåò âèä

∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
K(T )r

∂T

∂r

)
. (1.3)

Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå

îáîçíà÷åíèå äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè èëè êîîðäèíàòå â

áåçðàçìåðíîé ôîðìå: ∂T
∂t = Tt,

∂2T
∂x2 = Txx è ò. ï., òî åñòü óðàâíåíèÿ (1.2) è

(1.3) çàïèøóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

Tt = (K(T )Tx)x

è

Tt =
1

r
(K(T )rTr)r .
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�1.2. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ

íåñòàöèîíàðíûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé Áèî Ì.À.,

Áàðåíáëàòòà Ã.È., Øåñòåðèêîâà Ñ.À.

1. Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííûé ìåòîä Áèî Ì.À.

Â ðàáîòàõ [65], [66] è [67] ãëàâíîé èäååé, íà êîòîðîé ñòðîèòñÿ

ïðèáëèæåííûé ìåòîä, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Tt = Txx ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

T = −∂q
∂x
,

∂q

∂t
=
∂T

∂x
.

Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âûáèðàåòñÿ

àíàëîã óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà:

∂V

∂βi
+
∂D

∂β̇i
= Qi,

ãäå

V =
1

2

qi∫
0

T 2 dx,

D =
1

2

qi∫
0

q̇2 dx,

� àíàëîã äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè,

Qi =

(
∂q

∂βi
· T
)∣∣∣∣

x=0

,

à q îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ −∂q
∂x

= T , ãäå βi è β̇i � îáîáùåííûå

êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâåííî.

Â òîì ñëó÷àå, åñëè êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû

ïðåâîñõîäèò ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ìåòîä ïðèâîäèò ê ñëîæíûì

âû÷èñëåíèÿì, è ñìûñë ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïðîñòîãî ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ òåðÿåòñÿ. Ýòîò ìåòîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ âðåìåííîé
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çàâèñèìîñòè ïîëîæåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà, êîãäà çàäàí êîíêðåòíûé âèä

çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû îò áàçèñíûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðèíÿòü

îáùèé âèä èñêîìîé ôóíêöèè â âèäå êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû (q00 � çàäàííûé

òåïëîâîé ïîòîê)

T (x, t) =


q00l

3

(
1− x

l

)3
, 0 ≤ x ≤ l

0, x > l.

Çäåñü íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ïîäâèæíàÿ ãðàíèöà ôðîíòà l(t), êîòîðàÿ

íàõîäèòñÿ â âèäå

l = 3

√
t

(
1− 9

28q00

)
.

Îñîáåííîñòüþ ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ÿâíûé õàðàêòåð

çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà îò âåëè÷èíû òåïëîâîãî ïîòîêà

íà ãðàíèöå òåëà.

2. Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííûé ìåòîä Áàðåíáëàòòà Ã.È.

Â ðàáîòå [3] äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè Tt = Txx

ñ ðàâíûìè íóëþ òåìïåðàòóðîé è òåïëîâûì ïîòîêîì íà òåìïåðàòóðíîì ôðîíòå

l = l(t) ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Bi â ðàçëîæåíèè

T = T0
(
1 +B1x+B2x

2 +B3x
3
)
,

ãäå T0 � òåìïåðàòóðà íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè

ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà:

T |x=0 = T0,

Tx|x=0 = q00.

Ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå T =
n∑

i=0

Aiφi, ãäå φi � íåêîòîðûå áàçèñíûå

ôóíêöèè, à Ai � ôóíêöèè âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé. Ïóñòü φi =
xi

li
,

òîãäà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû èùåòñÿ â âèäå

22



T (x, t) =

A0 + A1
x

l
+ ...+ An

xn

ln
, 0 ≤ x ≤ l

0, x > l.

Â ìåòîäå Áàðåíáëàòòà Ã.È. ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òðåõ

òèïîâ: α-óñëîâèÿ, β-óñëîâèÿ è γ-óñëîâèÿ. Êîëè÷åñòâî ýòèõ óñëîâèé � Nα, Nβ è

Nγ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî [3], ìîæíî âûáèðàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî

íåäîñòàþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ëþáîé êîìáèíàöèè.

Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà âûðàæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû äîëæíî

óäîâëåòâîðÿòü

α -óñëîâèÿì íà ïîâåðõíîñòè
∂2mT

∂x2m

∣∣∣∣
x=0

=
∂mT0
∂xm

∣∣∣∣
x=0

,

β -óñëîâèÿì íà ëèíèè ôðîíòà
∂kT

∂xk

∣∣∣∣
x=l

= 0, (1.4)

èíòåãðàëüíûì γ -óñëîâèÿì

l∫
0

(
∂2T

∂x2
− ∂T

∂t

)
xs dx = 0. (1.5)

Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîãî ðîäà âûðàæåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü

α -óñëîâèÿì íà ïîâåðõíîñòè
∂2m+1T

∂x2m+1

∣∣∣∣
x=0

=
∂mq0
∂xm

∣∣∣∣
x=0

,

β -óñëîâèÿì íà ëèíèè ôðîíòà
∂kT

∂xk

∣∣∣∣
x=l

= 0, (1.6)

èíòåãðàëüíûì γ -óñëîâèÿì

l∫
0

(
∂2T

∂x2
− ∂T

∂t

)
xs dx = 0. (1.7)

Êàê äëÿ ïåðâîãî, òàê è äëÿ âòîðîãî ðîäà Nα +Nβ +Nγ = n+ 2.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìåòîä äëÿ n = 2 è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà.

Ò.ê. Nα + Nβ + Nγ = n + 2 = 4, äëÿ îïðåäåëåíèÿ Ai è l(t) âîñïîëüçóåìñÿ,

íàïðèìåð, îäíèì óñëîâèåì γ (s = 0), îäíèì óñëîâèåì α (m = 0), äâóìÿ

óñëîâèÿìè β (k = 0, 1). Â èòîãå ïîëó÷àåì:
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T (x, t) =

T0
(
1− x

l

)2
, 0 ≤ x ≤ l

0, x > l,

l =
√
12t.

Äëÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

T (x, t) =


q00l

2

(
1− x

l

)2
, 0 ≤ x ≤ l

0, x > l,

l =
√
6t.

Ïðè n = 3 äëÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà Nα+Nβ+Nγ = n+2 = 5,

äëÿ îïðåäåëåíèÿ Ai è l(t) âîñïîëüçóåìñÿ îäíèì óñëîâèåì γ (s = 0), îäíèì

óñëîâèåì α (m = 0), äâóìÿ óñëîâèÿìè β (k = 0, 1).

Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âûáîðà åùå îäíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî âàðèàíòà âîçüìåì åùå îäíî ñîîòíîøåíèå α (m = 1). Òîãäà

T (x, t) =


T0

(
1− 3

2

x

l
+

1

2

(x
l

)2)
, 0 ≤ x ≤ l

0, x > l.

Åñëè æå âîñïîëüçîâàòüñÿ åùå îäíèì óñëîâèåì β (k = 2), òî

T (x, t) =

T0
(
1− x

l

)3
, 0 ≤ x ≤ l

0, x > l.

Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîãî ðîäà

â ïåðâîì âàðèàíòå ïîëó÷àåì

T (x, t) =


q0l

2

(
1− x

l

)2
, 0 ≤ x ≤ l

0, x > l;

âî âòîðîì âàðèàíòå ïîëó÷àåì
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T (x, t) =


q0l

3

(
1− x

l

)3
, 0 ≤ x ≤ l

0, x > l.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûé ìåòîä ïîäðàçóìåâàåò ãëàäêîñòü

òåìïåðàòóðû íà òåìïåðàòóðíîì ôðîíòå x = l(t).

3. Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà íåñòàöèîíàðíûõ

òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé Øåñòåðèêîâà Ñ.À. (ðàáîòû [4], [58]).

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå òåëî (ðèñóíîê 1.1) îáúåìîì V , îãðàíè÷åííîå

ïîâåðõíîñòüþ Γ (u, v). Òî÷êà P íà ïîâåðõíîñòè Γ îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé

îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò u è v, êîîðäèíàòà w íàïðàâëåíà ïî

íîðìàëè âíóòðü òåëà.

Ðèñ. 1.1. Òåëî îáúåìîì V , îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ Γ. Òî÷êà P

íà ïîâåðõíîñòè òåëà îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ

êîîðäèíàò u è v. Êîîðäèíàòà w íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè âíóòðü òåëà.

Ñ÷èòàåì, ÷òî äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè (êîòîðûé ïðèìåì çà íà÷àëî

îòñ÷åòà) â òåëå áûëî ðàâíîìåðíîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå. Ïðèìåì, ÷òî íà÷èíàÿ ñ

ýòîãî ìîìåíòà íà ïîâåðõíîñòè òåëà çàäàåòñÿ òåìïåðàòóðà TΓ (P, t).

Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â òåëå êàê ôóíêöèè

êîîðäèíàò è âðåìåíè íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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L (T ) =
∂

∂u

HvHw

Hu

∂T

∂u
+

∂

∂v

HuHw

Hv

∂T

∂v
+

∂

∂w

HvHu

Hw

∂T

∂w
− ∂T

∂t
(HuHvHw) = 0 (1.8)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

T = TΓ ïðè w = 0 (1.9)

è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

T = 0 ïðè t = 0. (1.10)

Çäåñü Hi � êîýôôèöèåíòû Ëàìå.

Â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ââîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

l = l(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ìåæäó ïðîãðåòîé è õîëîäíîé ÷àñòÿìè òåëà.

Ïðè ýòîì âäîëü ýòîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

T |w=l(t)= 0,
∂T

∂w

∣∣∣∣
w=l(t)

= 0. (1.11)

Ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðîãðåòîé çîíå áóäåì èñêàòü â âèäå

T (P,w, t) =
n∑

i=0

Ai (P, t)φi(w), (1.12)

ãäå φi(w) � íåêîòîðûå áàçèñíûå ôóíêöèè, Ai(P, t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé. Â ñèëó òðåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåîáõîäèìî çàäàâàòü ìèíèìóì òðè

÷ëåíà â ðÿäå (1.12). Òîãäà èìååì

T (P,w, t) = A0(P, t)φ0(w) + A1(P, t)φ1(w) + A2(P, t)φ2(w). (1.13)

Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî φ0 ≡ 1, φ1 (0) = 0, φ2 (0) = 0.

Èç óñëîâèé íà ôðîíòå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ (1.11) è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

(1.9), èñïîëüçóÿ (1.13), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

T = TΓ · ω (w, l) . (1.14)
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Ôóíêöèÿ ω (w, l) èìååò âèä:

ω (w, l) = 1 + B1 (l)φ1 (w) +B2 (l)φ2 (w) , (1.15)

ãäå

B1 = −
(

φ
′

2

φ1φ
′
2 − φ2φ

′
1

)
w=l

, B2 = −
(

φ
′

1

φ1φ
′
2 − φ2φ

′
1

)
w=l

.

Íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè l(t), îïðåäåëÿþùóþ ïîëîæåíèå

áåçðàçìåðíîé ãðàíèöû ïðîãðåòîé çîíû, áóäåì îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ

èíòåãðàëüíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèþ ïî ïðîãðåòîé çîíå∫∫
Γ

{∫ l

0

(L (T )) dw

}
dudv = 0,

ãäå Γ � ïîâåðõíîñòü òåëà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàïðàâëåíèå âäîëü êîîðäèíàòíîé ëèíèè w åñòü

åäèíñòâåííîå íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òåïëî, ïîýòîìó ïåðâûå

äâà ñëàãàåìûõ â (1.8) ìíîãî ìåíüøå òðåòüåãî.

Â ðåçóëüòàòå, èíòåãðèðóÿ ïî w, ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (1.9) è

âûðàæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû (1.14), â ñëó÷àå, êîãäà Hu, Hv, Hw íå çàâèñÿò îò

(u, v), à ôóíêöèÿ TΓ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

TΓ = T0 (t)Ψ (P ) , (1.16)

áóäåì èìåòü
(
∂ω

∂w

)
T0 +

l∫
0

K (w)
∂(T0ω)

∂t
dw


∫∫
Γ

Ψ(P ) dudv = 0,

ãäå

K =

(
HuHvHw

(HuHv/Hw)w=0

)
.

Âòîðîé èíòåãðàë ñ÷èòàåì îòëè÷íûì îò íóëÿ, ïîýòîìó ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå
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(
∂ω

∂w

)
w=0

T0 +

l∫
0

K (w)
∂ (T0ω)

∂t
dw = 0, (1.17)

èç êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ l (t).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå (1.16) íå íàêëàäûâàåò æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé

íà çàäàíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå Γ. Â áîëüøèíñòâå çàäà÷

òåìïåðàòóðó íà ãðàíèöå ìîæíî çàäàòü ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè

ñîîòíîøåíèåì âèäà

TΓ =
k∑

i=1

T0k (t)Ψk (P ) .

Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå

äëÿ îäíîãî ñëàãàåìîãî, à çàòåì íàéòè îáùåå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû êàê

ñóììó îòäåëüíûõ ðåøåíèé.

Âåðíåìñÿ ê àíàëèçó óðàâíåíèÿ (1.17). Áóäåì â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé

äëÿ φ1 è φ2 èñïîëüçîâàòü ñòåïåííûå ôóíêöèè

φ1 (x) = xr1,

φ2 (x) = xr2.

Òîãäà èç (1.15) ëåãêî ïîëó÷èòü

ω = 1− r2
r2 − r1

φ1

(w
l

)
+

r1
r1 − r2

φ2

(w
l

)
. (1.18)

Ñîõðàíåíèå â âûðàæåíèÿõ (1.18) ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé

ñòåïåíè r1 è r2 îïðàâäûâàåòñÿ òåì, ÷òî â äàëüíåéøåì ìîæíî óëó÷øàòü

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäáîðîì ýòèõ ïàðàìåòðîâ,

èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ìåòîä íàèìåíüøåãî êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ðåøåíèÿ

îò òî÷íîãî êàê ïî îáúåìó, òàê è ïî õàðàêòåðíîìó âðåìåíè. Ââåäåì â

ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ J (r1, r2):
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J (r1, r2) =

t∫
0

∫∫∫
V

(L (T ))2 dV

 dt.

Ïðè ýòîì õàðàêòåðíîå âðåìÿ t ðàâíî âðåìåíè äî ðàçðóøåíèÿ (ìîæíî

âûáèðàòü âðåìÿ èñõîäÿ èç äðóãèõ êàêèõ-òî ñîîáðàæåíèé òàê, ÷òîáû áûë îõâà÷åí

âåñü èíòåðåñóþùèé èíòåðâàë âðåìåíè). Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé

ñòåïåíè r1 è r2 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé äîñòèæåíèÿ ôóíêöèåé J (r1, r2)

ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

∂J

∂r1
= 0,

∂J

∂r2
= 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä ìîæåò áûòü îáîáùåí è íà ñëó÷àé ââåäåíèÿ áîëüøåãî

÷èñëà áàçèñíûõ ôóíêöèé è íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ, íî ââèäó ðåçêî

âîçðàñòàþùåé ãðîìîçäêîñòè èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûé ìåòîä íà÷íåò òåðÿòü

ïðåèìóùåñòâà ïåðåä òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â ðÿäàõ èëè

÷èñëåííî.

Â ðàáîòå [21] áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ðàçëè÷íûìè

ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè, â òîì ÷èñëå è óïîìÿíóòûìè â ýòîì ïàðàãðàôå.

�1.3. Î ïðèáëèæåííîì ìåòîäå îïðåäåëåíèÿ

íåñòàöèîíàðíûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé íåëèíåéíîé çàäà÷è

òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè,

ìîäåëèðóþùàÿ ïðîöåññ âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà òåëà ïî ãðàíèöå x = 0

ñ ðàâíîé íóëþ òåìïåðàòóðîé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Õàðàêòåð

íàãðåâà òàêîâ, ÷òî ìîæíî âûäåëèòü åäèíñòâåííîå îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèå,

â êîòîðîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òåïëî. Õîòÿ òåîðåòè÷åñêè òåìïåðàòóðà ìãíîâåííî

èçìåíÿåòñÿ â ëþáîé òî÷êå òåëà ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè,

ðåàëüíî òåìïåðàòóðà èçìåíÿåòñÿ ïîñòåïåííî. Ýòî èçìåíåíèå íà÷èíàåòñÿ îò
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íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè è åñòåñòâåííî ââåñòè íåêóþ ãðàíèöó x = l(t), êîòîðóþ

áóäåì ñ÷èòàòü ãðàíèöåé òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà, îòäåëÿþùåé ïðîãðåòóþ ÷àñòü

òåëà îò ÷àñòè, â êîòîðîé òåìïåðàòóðó ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü íåèçìåííîé äî ìîìåíòà ïîäõîäà ôðîíòà. Ïîýòîìó êëàññè÷åñêîå

ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè íà õîëîäíîé ãðàíèöå òåëà ìîæíî

çàìåíèòü íà óñëîâèå íà ãðàíèöå òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà x = l(t). Ôóíêöèÿ

l(t) ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ ïðè t = 0 è dl
dt

∣∣
t=0

̸= 0. Â äàëüíåéøåì âåçäå áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå dl
dt = l′.

Ðåøàþòñÿ äâå ìîäåëüíûå çàäà÷è � íàãðåâ îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà ïî

ïîâåðõíîñòè x = 0 è íàãðåâ òîíêîãî äèñêà ïî öåíòðàëüíîìó êðóãîâîìó

îòâåðñòèþ r = a. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà,

êîãäà íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè çàäàåòñÿ òåìïåðàòóðà T0 = const è êîãäà

çàäàåòñÿ òåïëîâîé ïîòîê q00 = const ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ðÿäà

T (x, t) =


n∑

i=0

φi(t)x
i, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

0, åñëè x > l(t),

(1.19)

ãäå φi(t) íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â îáùåì âèäå êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàâíî

n + 2, äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé φi(t) è l(t) ïîìèìî ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü n äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Â êà÷åñòâå òàêèõ óñëîâèé ìîãóò âûñòóïàòü:

çàäàííûé ïîòîê íà òåìïåðàòóðíîì ôðîíòå àíàëîãè÷íî (1.4) è (1.6)

−K(T )Tx|x=l(t) = q0; (1.20)

óñëîâèå èíòåãðàëüíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

l∫
0

(Tt − (K(T )Tx)x) dx = 0; (1.21)

óñëîâèå áàëàíñà òåïëà
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q00t =

l∫
0

T dx; (1.22)

óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîå n ðàç (n = 0, 1, 2, ...,) è

âçÿòîå â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ, íàïðèìåð, ïðè x = l(t)

(Tt − (K(T )Tx)x)|x=l(t) = 0, (1.23)

(Tt − (K(T )Tx)x)x
∣∣
x=l(t)

= 0, (1.24)

(Tt − (K(T )Tx)x)xx
∣∣
x=l(t)

= 0

(è òàê äàëåå);

èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ àíàëîãè÷íî (1.5) è (1.7)

l∫
0

(Tt − (K(T )Tx)x) x
s dx = 0. (1.25)

Ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé òàêîâà, ÷òî ñíà÷àëà

íàõîäèòñÿ çàâèñèìîñòü T (x, l(t)), à çàòåì èùåòñÿ l(t). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè

ãðàíèöû òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà ñòàâèòñÿ çàäà÷à Êîøè ñ óñëîâèåì l(0) = 0.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

òåïëîïðîâîäíîñòè ñòðîèòñÿ â âèäå (1.19) ïðè n = 2 è n = 3:

T (x, t) =

φ0(t) + φ1(t)x+ φ2(t)x
2, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

0, åñëè x > l(t).
(1.26)

T (x, t) =

φ0(t) + φ1(t)x+ φ2(t)x
2 + φ3(t)x

3, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

0, åñëè x > l(t).
(1.27)

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä õîðîø òåì, ÷òî äëÿ àíàëèçà íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ôóíêöèþ l = l(t) íå îáÿçàòåëüíî íàõîäèòü
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ÿâíî, ïîêà íå ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîíêðåòíîå ðàçìåðíîå âðåìÿ íàðóøåíèÿ

ñïëîøíîñòè îáðàçöà âñëåäñòâèå áîëüøèõ òåìïåðàòóðíûõ ãðàäèåíòîâ. Äî òåõ

ïîð ìîæíî ñ÷èòàòü l íîâûì âðåìåíåì.

�1.4. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ çàäà÷

òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñðàâíåíèå ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ (T = T (x, t))

ëèíåéíàÿ (K(T ) = 1) çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè, ìîäåëèðóþùàÿ ïðîöåññ

âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà òåëà ïî ãðàíèöå x = 0 ïîñòîÿííîé ïî âðåìåíè

òåìïåðàòóðîé T0 = 1. Òåìïåðàòóðà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0

ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ; òåìïåðàòóðà íà ôðîíòå T |x=l(t) ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèìåò âèä
Tt = Txx

T |t=0 = 0

T |x=0 = 1

T |x=l(t) = 0.

(1.28)

Ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ (x, t) ê ïåðåìåííûì (z, t̂) ñëåäóþùèì îáðàçîì:{
z = x− l(t)

t̂ = t.
(1.29)

Ïðè ýòîé çàìåíå òåïëîâîé ôðîíò áåðåòñÿ çà íîâóþ êîîðäèíàòíóþ îñü z = 0 è

ïðîèçâîäíûå ïðåîáðàçóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè

∂

∂x
=

∂

∂z

∂z

∂x
+
∂

∂t̂

∂t̂

∂x
=

∂

∂z
;

∂

∂t
=

∂

∂z

∂z

∂t
+
∂

∂t̂

∂t̂

∂t
= −l′(t̂) ∂

∂z
+
∂

∂t̂
,

îòêóäà
∂

∂x
=

∂

∂z
;
∂2

∂x2
=

∂2

∂z2
;
∂

∂t
=

∂

∂t̂
− l′(t̂)

∂

∂z
.
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Â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷à (1.28) èìååò âèä
Tt̂ − l′(t̂)Tz = Tzz

T |t̂=0 = 0

T |z=−l(t̂) = 1

T |z=0 = 0.

(1.30)

Äàëåå âðåìÿ âåçäå áóäåì îáîçíà÷àòü çà t.

A.) Èùåì âûðàæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû (àíàëîãè÷íî (1.26)) â âèäå

T (z, t) =

u0(t) + u1(t)z + u2(t)z
2, åñëè −l(t) ≤ z ≤ 0

0, åñëè z > 0.
(1.31)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé ui(t) íåîáõîäèìî çàäàòü åùå îäíî óñëîâèå.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå òèïà (1.20), êîòîðîå â íîâûõ ïåðåìåííûõ

áóäåò èìåòü âèä

Tz|z=0 = 0. (1.32)

Èç àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è

(1.30) è óñëîâèÿ (1.32), ïðè ó÷åòå (1.31) ïîëó÷àåì u0 = 0; u1 = 0; u2 = 1
l2(t) ,

îòêóäà ïðè −l(t) ≤ z ≤ 0

T (z, t) =
z2

l2(t)

Ôóíêöèþ l(t) íàõîäèì èç óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè òèïà (1.21): ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â

óðàâíåíèå èç (1.30), ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ïðåäåëàõ îò −l(t)
äî 0 è ïðèðàâíÿåì ê íóëþ:

0∫
−l(t)

(
−2l′(t)

l3(t)
z2 − 2l′(t)

l2(t)
z − 2

l2(t)

)
dz = −2l′(t)

3
+ l′(t)− 2

l(t)
= 0.

Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî l(t): ll′ = 6, îòêóäà
l2

2 = 6t+ c. Òàê êàê l(0) = 0, òî c = 0 è l(t) =
√
12t.
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Â èòîãå â ïðîãðåòîé çîíå ïîëó÷àåì T (z, t) = z2

12t , èëè, â ñòàðûõ ïåðåìåííûõ,

T (x, t) =
(x− 2

√
3t)2

12t
. (1.33)

Á.) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå,

àíàëîãè÷íîì (1.27) è (1.31) (÷åòûðå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèè ui, i = 0, 1, 2, 3.).

Ïðè òåõ æå ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ÷òî â ï. À.), ïîëó÷àåì

u0 = 0; u1 = 0; u2l
2(t)− u3l

3(t) = 1. (1.34)

×åòâåðòîå óñëîâèå ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1.24):

Ttz|z=0 − l′(t)Tzz|z=0 = Tzzz|z=0 ,

îòêóäà ïðè ó÷åòå (1.34) −2l′(t)u2 = 6u3.

Òàêèì îáðàçîì, u0 = 0, u1 = 0, u2 =
3

l2(3+ll′) , u3 = − l′

l2(3+ll′) è ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è (1.30) ïðè −l(t) ≤ z ≤ 0 èìååò âèä

T (z, t) =
3

l2(3 + ll′)
z2 − l′

l2(3 + ll′)
z3.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèþ

òåïëîïðîâîäíîñòè, àíàëîãè÷íîì (1.21), âûðàæåíèå

L(T ) = − 6

l2(3 + ll′)
− 3l′

l2(3 + ll′)
z+

+
3l2l′3 − 18l′ − 3l2ll′′

l3(3 + ll′)2
z2 − 3ll′′ − 3ll′3 − 6l′2

l3(3 + ll′)2
z3,

èíòåãðèðóåì ïî z â ïðåäåëàõ îò −l(t) äî 0 è ïðèðàâíèâàåì ê 0. Ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî l(t):

l3l′3 − l3l′′ − 30ll′ − 72 = 0. (1.35)

Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ëîêàëèçóåòñÿ â òîíêîì

ïîâåðõíîñòíîì ñëîå òîëùèíîé k
√
t (ðàáîòà [10]), äëÿ íàõîæäåíèÿ l(t),

óäîâëåòâîðÿþùåé (1.35), ïðåäïîëîæèì, ÷òî l(t) = k
√
t. Òîãäà, ïîäñòàâèâ l(t)
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â (1.35), ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî k: k6 + 2k4 − 120k2 − 576 = 0,

â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ êîòîðîãî ïîëó÷àåì òðè çíà÷åíèÿ äëÿ k2. Äâà èç íèõ

îòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó åäèíñòâåííûì ïîäõîäÿùèì ðåøåíèåì áóäåò k =
√
12,

îòêóäà l(t) =
√
12t.

Òîãäà

T (z, t) =
1

36t
z2 − 1

36
√
3t

3
2

z3,

èëè, â ñòàðûõ ïåðåìåííûõ,

T (x, t) =
1

36t
(x− 2

√
3t)2 − 1

36
√
3t

3
2

(x− 2
√
3t)3. (1.36)

Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñ òî÷íûì

ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîãî òâåðäîãî òåëà [17]. Íàñ

èíòåðåñóþò ïðîìåæóòêè âðåìåíè, êîãäà òåëî åùå íå ïðîãðåëîñü ïîëíîñòüþ è

òåìïåðàòóðà íà âòîðîé ãðàíèöå ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèëàñü, ïîýòîìó ñðàâíåíèå

êîððåêòíî. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìî ðåøåíèå äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîãî òâåðäîãî

òåëà:

T (x, t) = 1− 2√
π

x
2
√
t∫

0

exp
(
−ξ2

)
dξ. (1.37)

Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñ òî÷íûì ïîêàçàíî íà ðèñ.

1.2.
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Ðèñ. 1.2. Áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà â ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t =

0.01 � 1, t = 0.1 � 2. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òî÷íîå ðåøåíèå (1.37), êîðîòêèé

ïóíêòèð � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (1.36), äëèííûé ïóíêòèð � ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå (1.33).

Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ïðèáëèæåííûå è òî÷íîå ðåøåíèÿ îòëè÷àþòñÿ

íåçíà÷èòåëüíî. Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà â èíòåðåñóþùèå íàñ ïðîìåæóòêè âðåìåíè

ñîñòàâëÿåò ìåíåå 10%.

2. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ íåñòàöèîíàðíóþ (T = T (x, t))

ëèíåéíóþ (K(T ) = 1) çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè, ìîäåëèðóþùóþ ïðîöåññ

âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà òåëà ïî ãðàíèöå x = 0. Òåìïåðàòóðà â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ; òåìïåðàòóðà

íà ôðîíòå T |x=l(t) ðàâíà íóëþ. Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà òåêóùåãî

ïàðàãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî òåìïåðàòóðû íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè

çàäàåòñÿ òåïëîâîé ïîòîê q00 = const, òî åñòü çàäà÷à èìååò âèä
Tt = Txx

T |t=0 = 0

−Tx|x=0 = q00

T |x=l(t) = 0.
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Äîïîëíèòåëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå áåðåì â âèäå (1.20). Â ýòîì ñëó÷àå

ïîëó÷àåì

T (x, t) =


q00l
2 (1− x

l )
2, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

0, åñëè x > l(t).
(1.38)

Ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà èùåòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî

óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè (1.21), îòêóäà ïîëó÷àåì

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ll′ = 3 è

l(t) =
√
6t. (1.39)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.38), (1.39) ïîëíîñòüþ çàäàþò òåìïåðàòóðíîå ïîëå â

îáðàçöå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàéäåííàÿ çàâèñèìîñòü l = l(t) (1.39) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ òåïëîâîãî áàëàíñà (1.22) ïðè ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè äëÿ òåìïåðàòóðû

(1.38).

Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ðàññìîòðåííîé ëèíåéíîé çàäà÷è ïîëó÷åíî â ðàáîòå

[17]:

T (x, t) = 2q00

(√
t

π
exp

(
−x

2

4t

)
− x

2

(
1− erf

(
x

2
√
t

)))
. (1.40)

Íà ðèñ. 1.3 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

(1.38), (1.39) ñ òî÷íûì (1.40).

Ðèñ. 1.3. Áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà â ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè

t = 0.001 � 1, t = 0.005 � 2, t = 0.1 � 3. Çàäàí ïîòîê íà íàãðåâàåìîé
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ïîâåðõíîñòè q00 = 1. Òî÷íîå ðåøåíèå (1.40) � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå (1.38), (1.39) � øòðèõîâàÿ ëèíèÿ.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå òåêóùåãî ïàðàãðàôà (ðèñóíîê 1.2), äëÿ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîãî ðîäà â èíòåðåñóþùèå íàñ ïðîìåæóòêè âðåìåíè

ïîãðåøíîñòü ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà ñîñòàâëÿåò ìåíåå 10%.

3. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ íàãðåâà òîíêîãî áåñêîíå÷íîãî äèñêà ïî

öåíòðàëüíîìó êðóãîâîìó îòâåðñòèþ áåçðàçìåðíîãî ðàäèóñà r = 1.

Áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ââîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì àíàëîãè÷íî ïàðàãðàôó 1.1

ñ ó÷åòîì r = 2r̃
d , ãäå r̃ � ðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà, d � ðàäèóñ âíóòðåííåãî

îòâåðñòèÿ.

Íà âíóòðåííåé (íàãðåâàåìîé) ãðàíèöå çàäàåòñÿ óñëîâèå T0 = 1, íà ãðàíèöå

ôðîíòà r = l(t) òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé ïîòîê ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ:
Tt = Trr +

1
rTr

T |r=1 = T0

T |r=l(t) = 0

Tr|r=l(t) = 0.

(1.41)

Ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû

T (r, t) = T0
(l − r)2

(l − 1)2
. (1.42)

Äàëåå, èç óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèþ

òåïëîïðîâîäíîñòè, l′(l2 − 1) = 12, îòêóäà (ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ l(0) = 1)

ïîëó÷àåì

l3 − 3l = 36t− 2. (1.43)

Âûðàæåíèÿ (1.42) è (1.43) îïðåäåëÿþò òåìïåðàòóðíîå ïîëå â òîíêîì äèñêå

ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè â ëèíåéíîì ñëó÷àå.

4. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ íàãðåâà òîíêîãî áåñêîíå÷íîãî äèñêà ïî

öåíòðàëüíîìó êðóãîâîìó îòâåðñòèþ ðàäèóñà r = 1 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

âòîðîãî ðîäà: íà íàãðåâàåìîé ãðàíèöå çàäàåòñÿ òåïëîâîé ïîòîê q00 = const.
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Íà ãðàíèöå òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà r = l(t) òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé ïîòîê

ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ: 
Tt = Trr +

1
rTr

−Tr|r=1 = q00

T |r=l(t) = 0

Tr|r=l(t) = 0.

(1.44)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èìååò âèä

T =


q00

2(l−1)(l − r)2, åñëè 1 ≤ r ≤ l(t)

0, åñëè r > l(t).
(1.45)

Èç óñëîâèÿ áàëàíñà òåïëà (1.22) ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü äëÿ l(t):

24t = (l − 1)2(l + 3). (1.46)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.45)-(1.46) îïðåäåëÿþò òåìïåðàòóðíîå ïîëå çàäà÷è (1.44).

�1.5. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè

K(T ) = T

1. Â ðàáîòå [5] äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è{
Tt = (K(T )Tx)x

T |x=l(t) = 0,
(1.47)

îïèñûâàþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëîâîé âîëíû ïî õîëîäíîìó ôîíó.

Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè áåðåòñÿ â âèäå K(T ) = αT σ, α è σ �

êîíñòàíòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òåìïåðàòóðíûé ôðîíò êàê

ôóíêöèÿ âðåìåíè.

Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè òàêîãî âèäà ðàññìàòðèâàåòñÿ âî ìíîãèõ

ðàáîòàõ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [12] � äëÿ ðåæèìîâ ñ îáîñòðåíèåì, à â ðàáîòå [47]
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ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, îäíàêî íè îäíî èç íèõ íå

óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì íàãðåâó òåëà.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ðåøåíèå çàäà÷è (1.47) ñòðîèòñÿ â âèäå

áåñêîíå÷íîãî ðÿäà ïî êîîðäèíàòå, ïðè ýòîì àâòîð ðàáîòû [5] ïîëó÷àåò

ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ êàæäîãî ÷ëåíà ðÿäà.

Íàéäåì ïåðâûå ÷åòûðå ÷ëåíà ðÿäà ïî ìåòîäó, ïðåäëîæåííîìó â [5] â ñëó÷àå

K(T ) = T ïðè α = 1 è σ = 1.

Çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè (1.47) ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ (1.29) áóäåò

èìåòü âèä {
Tt − l′Tz = TTzz + T 2

z

T |z=0 = 0.
(1.48)

Òåìïåðàòóðó èùåì â âèäå, àíàëîãè÷íîì (1.26) è (1.31). Èç ãðàíè÷íîãî

óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî u0 = 0. Äàëåå èñïîëüçóåì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (1.23):

óðàâíåíèå çàäà÷è (1.48) ïðè z = 0 è ó÷åòå íàéäåííîãî u0 = 0 ïåðåõîäèò

â ñîîòíîøåíèå u1 = −l′. Äëÿ íàõîæäåíèÿ u2 è u3 óðàâíåíèå çàäà÷è (1.48)

äèôôåðåíöèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îäèí (1.24) è äâà ðàçà ïî z, ïîëàãàåòñÿ z = 0

è, ïðè ó÷åòå óæå íàéäåííûõ ui, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ u′1 = (3u1 + l′)u2 è

u′2 − l′u3 = 4u1u3 + 3u22.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

u1 = −l′, u2 =
l′′

2l′
, u3 =

5l′′2 − 2l′l′′′

12l′3
.

Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû ïî ìåòîäó, îïèñàííîìó â ðàáîòå [5]

â ïðîãðåòîé çîíå −l(t) ≤ z ≤ 0 èìååò âèä

T (z, t) = −l′z + l′′

2l′
z2

2
+

5l′′2 − 2l′l′′′

12l′3
z3

3
. (1.49)

Â ðàáîòå [5] íå ñòàâèòñÿ çàäà÷à íåïîñðåäñòâåííî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå

òåìïåðàòóðû â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè è êîîðäèíàòû, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

l(t) çàäàíà. Îäíàêî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå, ïðèãîäíîå äëÿ äàëüíåéøåãî

àíàëèçà, ôóíêöèþ ãðàíèöû òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà l(t) äëÿ (1.49) ìîæíî

íàéòè ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà, êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàäà÷è
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òåïëîïðîâîäíîñòè, ðåøåííîé âûøå. Åñëè äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé îñòàâèòü

òîëüêî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â (1.49), òî åñòü âçÿòü T (z, t) = −l′z + l′′

2l′
z2

2 è

ïåðåéòè ê êîîðäèíàòàì (x, t), ïîëó÷èì

T (x, t) = ll′ +
l2l′′

4l′
− l′x− ll′′

2l′
x+

l′′

4l′
x2.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèå L(T ) = Tt − T 2
x − TTxx îò 0 äî l(t) ïî

êîîðäèíàòå x (óñëîâèå (1.21)), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2l′l′′′ −
5l′′2 = 0. Åñëè â íåãî ïîäñòàâèòü ôóíêöèþ l = kti, i = const, k = const ïîëó÷èì

i = 1
3 è l(t) = kt1/3, îòêóäà

T (x, t) =
k2

6t1/3
− x2

6t
. (1.50)

Êîíñòàíòà k îïðåäåëÿåòñÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà çàäà÷è.

Ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (1.50) ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.4.

Ðèñ. 1.4. Áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà (1.50) â ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî

âðåìåíè t = 0.01, t = 0.1, t = 0.5; k = 1.

Ïîñêîëüêó ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è íå áûëî çàäàíî óñëîâèå íà íàãðåâàåìîé
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ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îïèñûâàåò ñèòóàöèþ ñ èçíà÷àëüíî

íåðàâíîìåðíî ïðîãðåòûì òåëîì è ïðîöåññ ñîñòîèò òîëüêî â âûðàâíèâàíèè

òåìïåðàòóðû ïî âñåìó îáðàçöó.

2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1.47) ñ óñëîâèåì íå òîëüêî íà òåìïåðàòóðíîì

ôðîíòå, íî è íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíèöå

x = 0 çàäàíà ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà, ðàâíàÿ åäèíèöå. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà

(àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì çàäà÷àì) ðàâíà íóëþ. Òîãäà àíàëîãè÷íî (1.48) ïîñëå

çàìåíû ïåðåìåííûõ (1.29) ïîëó÷àåì
Tt − l′Tz = TTzz + T 2

z

T |z=−l = 1

T |z=0 = 0.

(1.51)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè ñ òðåìÿ

ñëàãàåìûìè àíàëîãè÷íî (1.26). Â êà÷åñòâå òðåòüåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âîçüìåì

(1.23). Òîãäà ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû

T (z, t) =

−l′z + 1−ll′

l2 z2, åñëè −l(t) ≤ z ≤ 0

0, åñëè z > 0.
(1.52)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ãðàíèöû òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà âîçüìåì

óñëîâèå (1.24). Ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

l2l′′ + 4ll′
2 − 4l′ = 0.

Â ýòî óðàâíåíèå íå âõîäèò íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ t, ïîýòîìó åãî

ïîðÿäîê ìîæíî ïîíèçèòü [55], âçÿâ çà íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ l, à çà

íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ l′ = p(l). Òîãäà l′′ = d(l′)
dt = dp(l)

dt = dp
dl ·

dl
dt = pp′.

Ïîäñòàâëÿÿ l′ = p è l′′ = pp′ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì p′ + 4
l p =

4
l2 . Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, äëÿ åãî ðåøåíèÿ ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ

îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Çàòåì â îáùåì

ðåøåíèè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C çàìåíÿåòñÿ

íà íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ C(t). Çàòåì âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå äëÿ l, íàäî

ïîäñòàâèòü â èñõîäíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå è íàéòè ôóíêöèþ C(t).
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (ñòàâÿ çàäà÷ó Êîøè ñ óñëîâèåì l(0) = 0)

l =

√
8

3
t. (1.53)

Òåìïåðàòóðíîå ïîëå â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè (1.52), (1.53).

3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàãðåâå îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà ñ çàäàííûì

ïîñòîÿííûì òåïëîâûì ïîòîêîì q00 (ïîòîê äåéñòâóåò â íàïðàâëåíèè îñè Ox)

íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè x = 0 ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî íà ãðàíèöå x = l(t)

òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ: 
Tt = T 2

x + TTxx

T |x=l(t) = 0

−TTx|x=0 = q00.

Ïåðåéäÿ ê êîîðäèíàòàì (z, t) (1.29), ïîëó÷èì
Tt − l′Tz = TTzz + T 2

z

T |z=0 = 0

−TTz|z=−l = q00.

(1.54)

Òåìïåðàòóðó áóäåì èñêàòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñ òðåìÿ ñëàãàåìûìè

àíàëîãè÷íî (1.31). Â êà÷åñòâå òðåòüåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ áåðåì óñëîâèå (1.23)

ñ ó÷åòîì çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
u0 = 0

(u1l − u2l
2)(u1 − 2u2l) = q00[

u1 = 0

u1 = −l′.

Ïðè u1 = 0 ñ ó÷åòîì (1.24) ïîëó÷èì íóëåâîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Ïðè u1 = −l′ â ïðîãðåòîé çîíå îáðàçöà ïîëó÷àåì

T (z, t) = −l′z + −3ll′ +
√
l2l′2 + 8q00l

4l2
z2. (1.55)
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Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà ìîæíî ïîëó÷èòü èç

óñëîâèÿ (1.22) ñ ó÷åòîì çàìåíû ïåðåìåííûõ:

q00t =

0∫
−l(t)

T dz,

îòêóäà

l4l′2 − 9q00tl
2l′ = q00l

3 − 18q200t
2. (1.56)

Âûðàæåíèÿ (1.55)-(1.56) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò òåìïåðàòóðíîå ïîëå

çàäà÷è (1.54).

�1.6. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè

K(T ) = 1− pT è K(T ) = 1 + pT

Êàê îòìå÷åíî â ðàáîòå [17] î êîýôôèöèåíòå òåïëîïðîâîäíîñòè, íàèáîëåå

áëèçêîå ïðèáëèæåíèå ê äåéñòâèòåëüíîìó ïîëîæåíèþ âåùåé ìîæíî ïîëó÷èòü,

ïîëàãàÿ êîýôôèöèåíò K = K(T ) ëèíåéíîé ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû T .

Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà ýòîé çàâèñèìîñòè: K(T ) = 1− pT è K(T ) = 1 + pT ,

ãäå p � êîíñòàíòà ìàòåðèàëà.

1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì

òåïëîïðîâîäíîñòè K(T ) = 1 − pT , ÷òî ïðè p > 0 â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè

ñîîòâåòñòâóåò êîýôôèöèåíòó òåïëîïðîâîäíîñòè êàðáèäà öèðêîíèÿ. Íà

íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè çàäàíà ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà, íà ãðàíèöå

òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà òåìïåðàòóðà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ:
Tt = −pT 2

x + Txx − pTTxx

T |x=0 = 1

T |x=l(t) = 0.

Ñäåëàåì çàìåíû ïåðåìåííûõ u = 1− pT è (1.29), ïîëó÷èì
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
ut − l′(t)uz = uuzz + u2z

u|z=−l(t) = 1− p

u(z, t)|z=0 = 1.

Èùåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â âèäå

u(z, t) =

u0(t) + u1(t)z + u2(t)z
2, åñëè −l(t) ≤ z ≤ 0

0, åñëè z > 0,

ãäå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òðè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèè âðåìåíè. Â êà÷åñòâå

äîïîëíèòåëüíîãî òðåòüåãî óñëîâèÿ áóäåò óñëîâèå (1.23).

Èç ãðàíè÷íûõ è äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèé ïîëó÷àåì
u0 = 1

u1 =

√
(2+ll′)2+8p−ll′−2

2l

u2 =

√
(2+ll′)2+8p−ll′−2(p+1)

2l2 .

Òàêèì îáðàçîì

T =


ll′+2−

√
(2+ll′)2+8p

2pl z +
ll′+2(p+1)−

√
(2+ll′)2+8p

2pl2 z2, åñëè −l(t) ≤ z ≤ 0

0, åñëè z > 0.

Èç óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

(1.21), âûðàæåííîìó ÷åðåç ïåðåìåííóþ z, ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè

ãðàíèöû òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà

l4l′l′′ + 2l3l′′ + 2l3l′
3
+ 12l2l′

2
+ 30ll′ + 48 =

=
√

(ll′ + 2) + 4
(
l3l′

3
+ 2l2l′

2
+ 6ll′ + 12

)
.

2. Â ñëó÷àå K(T ) = 1 + pT ïðè p > 0 ïîñëå çàìåí ïåðåìåííûõ u = 1+ pT

è (1.29) ïîëó÷èì çàäà÷ó
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
ut − l′(t)uz = uuzz + u2z

u|z=−l(t) = 1 + p

u(z, t)|z=0 = 1.

Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (1.23) àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó ïîëó÷èì
u0 = 1

u1 =

√
(2+ll′)2−8p−ll′−2

2l

u2 =
−
√

(2+ll′)2−8p+ll′−2(p−1)

2l2 ,

îòêóäà

T =


−ll′−2+

√
(2+ll′)2−8p

2pl z +
ll′−2(p−1)−

√
(2+ll′)2−8p

2pl2 z2, åñëè −l(t) ≤ z ≤ 0

0, åñëè z > 0.

3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà ïîâåðõíîñòè íàãðåâà çàäàí ïîñòîÿííûé

ïîòîê q00. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ãðàíèöå

òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé ïîòîê ðàâíû íóëþ. Ïîñëå

çàìåíû ïåðåìåííûõ u = 1− pT è (1.29) ïîëó÷èì
ut − l′(t)uz = uuzz + u2z

uuz|z=−l = pq00

u|z=0 = 1

uz|z=0 = 0.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïóíêòàì ïîëó÷àåì u0 = 1, u1 = 0, u2 =
−1+

√
1−2pq00l
2l2 .

Ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû ïîñëå âîçâðàòà ê ïåðåìåííûì (x, t) áóäåò èìåòü âèä

T (x, t) =


1−

√
1−2pq00l
2pl2 (x− l)2, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

0, åñëè x > l(t).
(1.57)

Ýòà çàâèñèìîñòü äëÿ òåìïåðàòóðû áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [63],

îäíàêî ôóíêöèÿ l(t) â òîé ðàáîòå áûëà íàéäåíà èç óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî
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óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, òîãäà êàê âàæíåå óäîâëåòâîðèòü

óñëîâèþ òåïëîâîãî áàëàíñà (1.22).

Èç óñëîâèÿ (1.22) ïîëó÷àåì

l3 − 6tl + 18pq00t
2 = 0. (1.58)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè l(t) ïðè p = 0 äàåò

l(t) =
√
6t, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ l(t) â ñëó÷àå ëèíåéíîé

çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ òàêèìè æå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Íà ðèñ. 1.5 ïîñòðîåíî ïîëå òåìïåðàòóðû, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè

(1.38), (1.39) (ëèíåéíàÿ çàäà÷à, K(T ) = 1) è (1.57), (1.58) (íåëèíåéíàÿ çàäà÷à,

K(T ) = 1 − pT ), â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè ñ ó÷åòîì

óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà (1.22).

Ðèñ. 1.5. Áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà â ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè

t = 0.01, t = 0.03, t = 0.07. Çàäàí ïîòîê íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè

q00 = 1. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ëèíåéíàÿ çàäà÷à (1.38), (1.39), øòðèõîâàÿ ëèíèÿ �

íåëèíåéíàÿ çàäà÷à (1.57), (1.58) òåïëîïðîâîäíîñòè; p = 1/2.

Íà ãðàôèêå âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè ïðîèñõîäèò "çàïèðàíèå" òåìïåðàòóðû íà íàãðåâàåìîé

ïîâåðõíîñòè, ÷òî â äàëüíåéøåì ìîæåò ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ íàïðÿæåíèé ïî

ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì.

4. Äëÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè K(T ) = 1 + pT , p > 0, ïðè
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ðåøåíèè çàäà÷è, àíàëîãè÷íîé ïóíêòó 3 òåêóùåãî ïàðàãðàôà (çàäàí ïîòîê íà

íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè; ïîòîê íà òåìïåðàòóðíîì ôðîíòå ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì

íóëþ) ïîñëå çàìåí ïåðåìåííûõ u = 1 + pT è (1.29) ïîëó÷èì
ut − l′(t)uz = uuzz + u2z

−uuz|z=−l = pq00

u|z=0 = 1

uz|z=0 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû áóäåò èìåòü âèä

T (x, t) =


−1+

√
1+2pq00l
2pl2 (x− l)2, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

0, åñëè x > l(t).
(1.59)

Èç óñëîâèÿ áàëàíñà òåïëà (1.22) ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü äëÿ ôóíêöèè l(t):

l3 − 6tl − 18pq00t
2 = 0. (1.60)

5. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàãðåâà òîíêîãî äèñêà ïî öåíòðàëüíîìó êðóãîâîìó

îòâåðñòèþ r = 1 ñ çàäàííûì ïîòîêîì íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè, íóëåâîé

òåìïåðàòóðîé íà ôðîíòå r = l(t) è ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì âèäà (1.20) ïðè

q0 = 0.

Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè K = K(T ) èìååò âèä

Tt =
1
r (K(T )rTr)r

T |t=0 = 0

−K(T )Tr|r=1 = q00

T |r=l(t) = 0

K(T )Tr|r=l(t) = 0.

(1.61)

Äëÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè K(T ) = 1− pT èç (1.61) ïîëó÷àåì
Tt =

1
r(1− pT )Tr − pT 2

r + (1− pT )Trr

−(1− pT )Tr|r=1 = q00

T |r=l(t) = 0

(1− pT )Tr|r=l(t) = 0.

(1.62)
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Ñäåëàâ çàìåíû χ = r − l àíàëîãè÷íî (1.29) è u = 1− pT , ïîëó÷èì
ut − l′uχ = 1

χ+luuχ + u2χ + uuχχ

uuχ|χ=1−l = pq00

u|χ=0 = 1

uuχ|χ=0 = 0.

(1.63)

Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò ôóíêöèè ãðàíèöû ôðîíòà è êîîðäèíàòû â

ýòîì ñëó÷àå:

T =


1∓

√
1+2pq00−2pq00l
2p(l−1)2 (l − r)2, åñëè 1 ≤ r ≤ l(t)

0, åñëè r > l(t).
(1.64)

Çíàê ïåðåä êîðíåì âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà êîíñòàíòû p. Ïðè p > 0

� ïëþñ, ïðè p < 0 � ìèíóñ. Ñëó÷àé p = 0 ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

òåïëîïðîâîäíîñòè, ðàññìîòðåííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Ïðè p > 0 èç óñëîâèÿ áàëàíñà òåïëà (1.22) ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü

(
1 +

√
1 + 2pq00 − 2pq00l

)
(l − 1)(l + 3) = 24pq00t. (1.65)

Ïðè p < 0 èç òîãî æå óñëîâèÿ (1.22) ïîëó÷àåì(
1−

√
1 + 2pq00 − 2pq00l

)
(l − 1)(l + 3) = 24pq00t. (1.66)

Ñðàâíåíèå íàéäåííûõ ðåøåíèé ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 1.6 è 1.7.
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Ðèñ. 1.6. Áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà äëÿ çàäà÷è íàãðåâà äèñêîâîãî îáðàçöà

ïî ãðàíèöå âíóòðåííåãî îòâåðñòèÿ r = 1 ïðè K(T ) = 1 − pT . Êðèâûå 1 �

ñîîòíîøåíèÿ (1.64) ñî çíàêîì ′′+′′ è (1.65) ïðè p = 1/2; êðèâûå 2 � ñîîòíîøåíèÿ

(1.64) ñî çíàêîì ′′−′′ è (1.66) ïðè p = −1/2. Ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè

t = 0.03, t = 0.07, t = 0.1.

Íà ðèñóíêàõ âèäíî, ÷òî ïðè êîýôôèöèåíòå òåïëîïðîâîäíîñòè K(T ) = 1−
pT èäåò ïåðåãðåâ ïîâåðõíîñòè, à ïðè K(T ) = 1 + pT òåïëî ïðîõîäèò âíóòðü

îáðàçöà.

Ðèñ. 1.7. Áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà äëÿ çàäà÷è íàãðåâà äèñêîâîãî îáðàçöà

ïî ãðàíèöå âíóòðåííåãî îòâåðñòèÿ r = 1. K(T ) = 1− pT ïðè p < 0 (øòðèõîâàÿ
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ëèíèÿ) è K(T ) = 1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t =

0.03, t = 0.07, t = 0.1; p = −1/2.

6. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà çàäà÷à, êîãäà â äèñêå

åùå íå ïîÿâèëîñü îòâåðñòèå, òî åñòü ïðîèñõîäèò òî÷å÷íûé íàãðåâ â r = 0.

Â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ çàäàííûì òåïëîâûì

ïîòîêîì q00 = const ïðè r = 0, ïîëó÷èì

T =


q00
2l (l − r)2, åñëè 0 ≤ r ≤ l(t)

0, åñëè r > l(t).

Èç ýíåðãåòè÷åñêîãî óñëîâèÿ ïðè ó÷åòå l(0) = 0 ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü

l(t) = 2 3
√
3t.

�1.7. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé

çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì

òåïëîïðîâîäíîñòè K(T ) = 1
1+p̃T

Çàâèñèìîñòü K(T ) = 1
1+p̃T â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ñîîòâåòñòâóåò

êîýôôèöèåíòó òåïëîïðîâîäíîñòè êàðáèäà öèðêîíèÿ [54].

Ïóñòü íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè çàäàí ïîñòîÿííûé ïîòîê; òåìïåðàòóðà

è ïîòîê ïðè x = l(t) ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä
Tt =

(
1

1+T Tx
)
x

− 1
1+T Tx

∣∣
x=0

= q00

T |x=l(t) = 0

− 1
1+T Tx

∣∣
x=l(t)

= 0.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ u = 1 + T . Òîãäà

51




ut = − 1

u2u
2
x +

1
uuxx

− 1
uux
∣∣
x=0

= q00

u|x=l(t) = 1

− 1
uux
∣∣
x=l(t)

= 0.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïàðàãðàôàì ïîëó÷àåì

çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ui(t), i = 0, 1, 2 äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â âèäå

êâàäðàòè÷íîãî ïîëèíîìà: u0 = − 2
q00l−2 ; u1 = 2q00

q00l−2 ; u2 = − q00
l(q00l−2) , îòêóäà â

ïðîãðåòîé çîíå

T =
q00l

2− q00l

(
1− x

l

)2
. (1.67)

Èç óñëîâèÿ áàëàíñà òåïëà (1.22) äëÿ (1.67) ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü îò

âðåìåíè äëÿ ãðàíèöû òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà

l(t) =
−3tq00 +

√
9t2q200 + 24t

2
, (1.68)

ïîñòðîåííóþ íà ðèñóíêå 1.8.

Ðèñ. 1.8. Ôóíêöèÿ l = l(t), ñîîòíîøåíèå (1.68).

Íà ðèñóíêå 1.9 ïîñòðîåíî ïîëå òåìïåðàòóðû, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè

(1.67) è (1.68).
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Ðèñ. 1.9. Áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà â ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t =

0.04, t = 0.08, t = 0.15 ïðè q00 = 2.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðàôèêîì ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè

íà ðèñóíêå 1.5, ðèñóíîê 1.9 (êàê è ïðîâåäåííîå ñðàâíåíèå íà ðèñóíêå 1.6)

ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé îò íåëèíåéíîñòè

òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.

�1.8. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðîâîäíîñòè,

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ K(T )|x=l(t) = 0

1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó {
Tt = (K(T )Tx)x

T (x, t)|x=l(t) = 0

ñ óñëîâèåì K(T )|x=l(t) = 0.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ (1.29) ïîëó÷àåì{
Tt = l′(t)Tz +K ′(T )T 2

z +K(T )Tzz

T (z, t)|z=0 = 0.
(1.69)
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Ñòðîèì ðåøåíèå â âèäå ìíîãî÷ëåíà

T (z, t) =

T0(t) + T1(t)z + T2(t)
z2

2 , åñëè −l(t) ≤ z ≤ 0

0, åñëè z > 0,
(1.70)

ãäå ïî óñëîâèþ T0(t) = 0, T ′
0(t) = 0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé âðåìåíè èñïîëüçóåì óñëîâèÿ

(1.23)-(1.24) ñ ó÷åòîì çàìåíû ïåðåìåííûõ. Èç (1.23) ïîëó÷àåì l′(t)T1 +

K ′(T )T 2
1 = 0, îòêóäà

T1(t) = − l′(t)

K ′(T0)
, T ′

1(t) =
K ′′(T0)l

′(t)− l′′(t)K ′(T0)

K ′2(T0)
. (1.71)

Óñëîâèå (1.24) ïåðåõîäèò â

T ′
z = l′Tzz + 2K ′TzTzz +K ′′T 3

z +KTzzz +K ′TzTzz.

Ïîäñòàâëÿåì z = 0 è (1.70), ïîëó÷àåì (ïðè ó÷åòå òîãî, ÷òî K(T )|z=0 = 0)

T ′
1 = l′T2 + 3K ′T1T2 +K ′′T 3

1 . (1.72)

Ïîäñòàâëÿåì â (1.72) T ′
1(t) è T1(t) èç (1.71). Ïîëó÷àåì

T2 =
K ′2l′′ −K ′′l′3 −K ′K ′′l′

2l′K ′3

è â èòîãå ïðè −l(t) ≤ z ≤ 0

T (z, t) = − l′(t)

K ′(T0)
z +

K ′2l′′ −K ′′l′3 −K ′K ′′l′

2l′K ′3
z2

2
.

2. Òåïåðü ðåøèì çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîìK(T ) = 2T
1+T 2 ,

îïèðàÿñü íà ôîðìóëû, âûâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïàðàãðàôà.

Ïîñêîëüêó K ′(T ) = 2(1−T 2)
(1+T 2)2 , ñèñòåìà (1.69) ïðèìåò âèä{

Tt = l′(t)Tz +
2(1−T 2)
(1+T 2)2T

2
z + 2T

1+T 2Tzz

T (z, t)|z=0 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì T1 = − l′

2 , T2 =
l′′

4l′ , òî åñòü T = − l′

2z +
l′′

4l′
z2

2 .
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ l(t) ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè

çàäàíà òåìïåðàòóðà T = 1, òî åñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå T = ll′

2 + l2l′′

8l′ = 1,

îòêóäà ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

4ll′2 − 8l′ + l2l′′ = 0. (1.73)

Âèä ôóíêöèè ãðàíèöû òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà ìîæíî íàéòè, ïîäñòàâèâ â

(1.73) l(t) = k
√
t, ãäå k = const. Òîãäà k = 4√

3
è â ïåðåìåííûõ (x, t) ïîëó÷àåì

T (x, t) =

− 1√
3t
(x+ 4√

3

√
t)− 1

16t(x+
4√
3

√
t)2, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

0, åñëè x > l(t).
(1.74)

�1.9. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷

òåïëîïðîâîäíîñòè ïóòåì ââåäåíèÿ àâòîìîäåëüíîé

ïåðåìåííîé

Âèä ôóíêöèè òåìïåðàòóðû, ïîëó÷èâøåéñÿ âñëåäñòâèå ïðèìåíåíèÿ

ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà, íàâîäèò íà ìûñëü ââåñòè àâòîìîäåëüíûå ïåðåìåííûå.

Ââåäåì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T (x, t) = Θ(υ), υ =
x

l(t)
. (1.75)

Òîãäà

Tt = −Θυ(υ) · υ · l
′

l
,

Tx = Θυ(υ) ·
1

l
,

Txx = Θυυ(υ) ·
1

l2
.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå, àíàëîãè÷íîì (1.26):
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Θ(υ) =

ψ0(t) + ψ1(t)υ + ψ2(t)υ
2, åñëè 0 ≤ υ ≤ 1

0, åñëè υ > 1.
(1.76)

Â ðÿäå ñëó÷àåâ çàìåíà (1.75) ìîæåò ñóùåñòâåííî îáëåã÷èòü âû÷èñëåíèÿ.

Ðàçáåðåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1. Äëÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè K(T ) = 1 ïðè çàäàííîé

ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè è ïðè íóëåâîé

òåìïåðàòóðå íà ãðàíèöå ôðîíòà υ = 1 ïîëó÷àåì
υΘυll

′ +Θυυ = 0

Θ|υ=0 = T0

Θ|υ=1 = 0.

Äîáàâëÿÿ óñëîâèå (1.20) â âèäå Θυ|υ=1, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

Θ =

T0 (1− υ)2 , åñëè 0 ≤ υ ≤ 1

0, åñëè υ > 1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ãðàíèöû òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà èñïîëüçóåì

óñëîâèå (1.21) â âèäå

1∫
0

(υΘυll
′ +Θυυ) dυ = 0, (1.77)

îòêóäà íàõîäèì çàâèñèìîñòü l(t) =
√
12t.

2. Êîãäà íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè çàäàí ïîñòîÿííûé òåïëîâîé ïîòîê

q00, ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðåâðàùàåòñÿ â −Θυ|υ=0 = lq00.

Äîáàâëÿåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå â âèäå (1.20), ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

Θ =


lq00
2 (1− υ)2 , åñëè 0 ≤ υ ≤ 1

0, åñëè υ > 1.

Èç óñëîâèÿ áàëàíñà òåïëà (1.22) ïîëó÷àåì l(t) =
√
6t.

3. Â ñëó÷àå K(T ) = T ñ çàäàííîé òåìïåðàòóðîé íà íàãðåâàåìîé

ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåì çàäà÷ó
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
ξΘυll

′ +ΘΘυυ +Θ2
υ = 0

Θ|υ=0 = 1

Θ|υ=1 = 0

è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

Θ =

1 + (ll′ − 2)υ + (1− ll′)υ2, åñëè 0 ≤ υ ≤ 1

0, åñëè υ > 1.

Èç óñëîâèÿ (1.22) íàõîäèì l(t) =
√
8t.

4. Â ñëó÷àå K(T ) = T ñ çàäàííûì ïîòîêîì íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè
υΘυll

′ +ΘΘυυ +Θ2
υ = 0

Θυ|υ=0 = −lq00
Θ|υ=1 = 0;

(1.78)

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ (1.22))

Θ =

1 + (ll′ − 2)υ + (1− ll′)υ2, åñëè 0 ≤ υ ≤ 1

0, åñëè υ > 1.
(1.79)

Â ïðîöåññå íàõîæäåíèÿ ψi ïîëó÷àåòñÿ äâà íàáîðà âûðàæåíèé äëÿ ýòèõ

ôóíêöèé. Îäèí èç íèõ äàåò Θ = −lq00(υ − υ2). Ýòî ðåøåíèå íå ïîäõîäèò èç-çà

íå óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèþ áàëàíñà òåïëà âèäà (1.22) è ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó

çàäà÷è.

Äëÿ ôóíêöèè ãðàíèöû òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2l2l′ + q00l
2 = 6q00t, êîòîðîå â ñîâîêóïíîñòè ñ

(1.79) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò òåìïåðàòóðíîå ïîëå çàäà÷è (1.78).
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�1.10. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåñòàöèîíàðíûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òåìïåðàòóðà íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè

çàâèñèò îò âðåìåíè, ò.å. T |x=0 = T0(t), à òåïëîâîé ïîòîê íà ãðàíèöå

òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà x = l(t) ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì êîíñòàíòå q0. Òîãäà çàäà÷à

â ëèíåéíîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä
Tt = Txx

T |x=0 = T0(t)

T |x=l(t) = 0

Tx|x=l(t) = q0.

(1.80)

Ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû ïðè 0 ≤ x ≤ l(t) ðàâíà

T (x, t) = T0 −
2T0 − q0l

l
x+

T0 − q0l

l2
x2. (1.81)

Èç óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

íàéäåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî l(t):

T0ll
′ + T0

′l2 + q0l
2l′ − 6T0 + 3q0l = 0.

Ïðè q0 = 0 ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

T0ll
′ + T0

′l2 − 6T0 = 0. (1.82)

1. Ïðèìåì, ÷òî òåìïåðàòóðà íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè ìåíÿåòñÿ ïî

ëèíåéíîìó çàêîíó T0(t) = T00t. Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ãðàíèöû òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà áóäåò èìåòü âèä

tll′ + l2 − 6t = 0,

îòêóäà, èìåÿ â âèäó óñëîâèå l(0) = 0, ïîëó÷àåì l = 2
√
t.
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2. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî òåìïåðàòóðà íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè ìåíÿåòñÿ

ïî çàêîíó T0(t) = T00
(
1− exp−βt

)
, ãäå T00 = const è β = const, òî óðàâíåíèå

(1.82) ïîñëå çàìåíû 2ll′ = ξ áóäåò èìåòü âèä

(
1− exp−βt

)
ξ′ + 2βexp−βtξ − 12

(
1− exp−βt

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî l(0) = 0, ïîëó÷àåì

l(t) =

√
12βt+ 24exp−βt − 6exp−2βt − 18

β (1− exp−βt)
2 . (1.83)

Òåìïåðàòóðíîå ïîëå, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè (1.81) è (1.83),

ïîñòðîåíî íà ðèñóíêå 1.10.

Ðèñ. 1.10. Áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà â áåçðàçìåðíûå ìîìåíòû âðåìåíè

t = 0.01, t = 0.05, t = 0.1.

�1.11. Î ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ çàäàííûì ïîòîêîì íà òåìïåðàòóðíîì

ôðîíòå

Òàêæå ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ

ïîëåé ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ó÷åòîì çàäàííîãî òåïëîâîãî

ïîòîêà íå òîëüêî íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè, íî è íà òåìïåðàòóðíîì ôðîíòå.
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Åñëè ðàññìîòðåòü íåëèíåéíóþ çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè óñëîâèè

çàäàííûõ ïîñòîÿííûõ ïîòîêîâ íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè è íà ãðàíèöå

òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå,

ïîëó÷èì 
Tt = (K(T )Tx)x
− K(T )Tx|x=0 = q00

T |x=l(t) = 0

− K(T )Tx|x=l(t) = q0.

(1.84)

1. Â ëèíåéíîì ñëó÷àå, ïðè K(T ) = 1, ïîëó÷àåì

T =

{
(q00−q0)l

2 − q00x+
q00−q0

2l x2, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

0, åñëè x > l(t).
(1.85)

Èç óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ll′ = 3, îòêóäà l(t) =
√
6t ïðè óñëîâèè, ÷òî l(0) = 0.

2. Â íåëèíåéíîì ñëó÷àå, ïðîàíàëèçèðîâàâ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ôðîíòå,

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî óñëîâèå äëÿ ïîòîêà íà ôðîíòå ìîæíî çàìåíèòü íà

áîëåå ïðîñòîå óñëîâèå â çàâèñèìîñòè îò âèäà êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè.

Äëÿ K(T ) = T , K(T ) = 2T
1+T 2 è êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ K(T )|x=l(t) = 0, q0 àâòîìàòè÷åñêè ñòàíîâèòñÿ

ðàâíûì íóëþ; äëÿ K(T ) = 1 ± pT òðåòüå óñëîâèå ïðåâðàùàåòñÿ â óñëîâèå

−Tx = q0.

3. Ðàññìîòðèì ïîëóïëîñêîñòü, íà ãðàíèöå x = 0 êîòîðîé ïðè t ≥ 0 çàäàåòñÿ

ïîòîê òåïëà q00 =
m

m+y2 , ãäå m = const. Âîçüìåì m = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà

ôðîíòå x = l(t) òåìïåðàòóðà îáðàçöà ðàâíà íóëþ, à ïîòîê çàâèñèò îò ïîòîêà íà

íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: q0 =
1
10q00.

Äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à èìååò

âèä (1.84) ïðè K(T ) = 1.

Ðåøåíèå ïðè x < l(t) áåðåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè ñ òðåìÿ

ñëàãàåìûìè. Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàõîäèì êîýôôèöèåíòû:
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φ0 =
1

2
l(t)(q0 + q00),

φ1 = −q00,

φ2 =
q00 − q0
2l(t)

.

Èç óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè,

ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîòîêè ñòàöèîíàðíû, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî l(t):

2ll′
(
1

3
q0 +

1

6
q00

)
= q00 − q0,

îòêóäà l(y, t) =
√

6(q0−q00)
2q0+q00

t. Òîãäà ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû èìååò âèä

T =

 1
1+y2

(
33
√
2t

40 − x+ 3
10
√
2t
x2
)
, åñëè x ≤ l(t)

0, åñëè x > l(t).

Íà ðèñóíêå 1.11 ïîêàçàíà äèíàìèêà òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà âî âðåìåíè è

â àíàëîãè÷íîì ìàñøòàáå ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà q00 =
1

1+y2 .

Ðèñ. 1.11. Ëèíèè óðîâíÿ òåìïåðàòóðû (ñëåâà) ïðè q00 = 1
1+y2 , q0 = q00

10 â

ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t = 0.02, t = 0.04, t = 0.07, t = 0.1, t = 0.15.

Ñïðàâà � ãðàôèê ôóíêöèè q00(y).
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�1.12. Âûâîäû ïî ïåðâîé ãëàâå

Ïðèáëèæåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé îñíîâàí íà èäåå

òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà, êîòîðàÿ ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàëàñü Áàðåíáëàòòîì

Ã.È., Áèî Ì.À., Ëîêîùåíêî À.Ì., Øåñòåðèêîâûì Ñ.À., Þìàøåâûì Ì.Â.

è äðóãèìè àâòîðàìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ôèëüòðàöèè, äèôôóçèè è

òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ìåòîä âïåðâûå ïðèìåíåí ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè

ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò

òåìïåðàòóðû (ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå, ìîíîòîííî óáûâàþùèå, íåìîíîòîííûé

âàðèàíòû çàâèñèìîñòåé) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ çàäà÷

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî

è âòîðîãî ðîäà. Äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà âåðèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ

óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà.

Ðàññìîòðåíà êëàññè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü K(T ) = T σ êîýôôèöèåíòà

òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû, êîòîðàÿ èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ

Ãàëàêòèîíîâà Â.À., Êóðäþìîâà Ñ.Ï., Êàëàøíèêîâà À.Ñ., Ìèõàéëîâà À.Ï.,

Îëåéíèê Î.À., Ñàìàðñêîãî À.À.

Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè,

êîãäà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû îïèñûâàåò

ðåàëüíîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì âîçäåéñòâèè. Â

÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ îïèñûâàþò ïîâåäåíèå êàðáèäà öèðêîíèÿ.

Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè

âèäàìè íåñòàöèîíàðíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è ñ çàäàííûì òåïëîâûì ïîòîêîì

íà òåìïåðàòóðíîì ôðîíòå.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ â ðàìêàõ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ

òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé âîçìîæíî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ.
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Ãëàâà 2. Îïðåäåëåíèå

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè

âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå. Óïðóãîå è

óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà

�2.1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òåðìîóïðóãîé çàäà÷è

Íåñòàöèîíàðíîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå âûçûâàåò íàïðÿæåííîå

ñîñòîÿíèå, êîòîðîå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Îäíàêî â îñíîâíîì

èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðîèñõîäÿò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òàê ÷òî ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì óñêîðåíèé è ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå êàê íåêîòîðóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (ãèïîòåçà Äþàìåëÿ).

Áëàãîäàðÿ ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåé ãëàâå çàâèñèìîñòÿì äëÿ

òåìïåðàòóðû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì

íàãðåâå îáðàçöà ìîæíî äîâîëüíî ïðîñòî îïðåäåëèòü âèä íàïðÿæåíèé

â ðàññìàòðèâàåìûõ òåëàõ äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàâèñèìîñòåé ìåæäó

íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûé èçîòðîïíûé ìàòåðèàë, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåí

çàêîí Ãóêà, ïðè÷åì ìîäóëü Þíãà E, ìîäóëü ñäâèãà G, êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî

ðàñøèðåíèÿ α è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû.

Â ïðèáëèæåíèè íåñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äëÿ

îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà è îáðàçöà â âèäå òîíêîãî áåñêîíå÷íîãî äèñêà. Äëÿ îáîèõ

âàðèàíòîâ ñ÷èòàåì, ÷òî äëèíà îáðàçöà ìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ ïîïåðå÷íîãî

ñå÷åíèÿ, ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ïëîñêîå íàïðÿæåííîå

ñîñòîÿíèå.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû âèäà θ = θ(ξ, β) (äàëåå θ0 � òåìïåðàòóðà

îêðóæàþùåé ñðåäû) â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

(ξ, β, ζ) ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ (êàê ïîêàçàíî, íàïðèìåð,
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â ðàáîòàõ [7], [37]) ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè: σζ = σξζ = σβζ = 0. Òðè âåëè÷èíû

íàïðÿæåíèé σ̃ξ, σ̃β, σ̃ξβ, òðè âåëè÷èíû äåôîðìàöèé ε̃ξ, ε̃β, ε̃ξβ è äâå âåëè÷èíû

ïåðåìåùåíèé ũ, ṽ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì âîñüìè óðàâíåíèÿì:

äâóì óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ

∂σ̃ξ

∂ξ +
∂σ̃ξβ

∂β = 0,
∂σ̃ξβ

∂ξ +
∂σ̃β

∂β = 0;
(2.1)

òðåì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè

ε̃ξ =
1
E (σ̃ξ − νσ̃β + α (θ − θ0)) ,

ε̃β = 1
E (σ̃β − νσ̃ξ + α (θ − θ0)) ,

ε̃ξβ = 2Gσ̃ξβ;

(2.2)

òðåì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó äåôîðìàöèÿìè è ïåðåìåùåíèÿìè

ε̃ξ =
∂ũ

∂ξ
, ε̃β =

∂ṽ

∂β
, ε̃ξβ =

1

2

(
∂ũ

∂β
+
∂ṽ

∂ξ

)
. (2.3)

Ìîäóëü ñäâèãà G, ìîäóëü Þíãà E, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì 2G = E
1+ν .

Êîìïîíåíòà äåôîðìàöèè ε̃ζ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ε̃ζ = − ν

E
(σ̃ξ + σ̃β) + α (θ − θ0) .

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñâîáîäíûõ îò íàãðóçîê ãðàíè÷íûõ

ïîâåðõíîñòåé èìåþò âèä

σ̃ξnξ + σ̃ξβnβ = 0, σ̃ξβnξ + σ̃βnβ = 0, (2.4)

ãäå nξ, nβ � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíè÷íîé

ïîâåðõíîñòè.

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè èìååò âèä

∂2ε̃ξ
∂β2

+
∂2ε̃β
∂ξ2

=
∂2ε̃ξβ
∂ξ∂β

èëè â íàïðÿæåíèÿõ, ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë,
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∇2 (σ̃ξ + σ̃β) + Eα∇2 (θ − θ0) = 0. (2.5)

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ σ̃ξ, σ̃β, σ̃ξβ íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (2.1) è óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (2.5) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2.4).

�2.2. Çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì

íàãðåâå îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðàñ÷åòå áàëîê ïîä äåéñòâèåì òåïëîâûõ íàãðóçîê

îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà Áåðíóëëè-Ýéëåðà, ïî êîòîðîé ñå÷åíèÿ, ïëîñêèå

è ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê îñåâîé ëèíèè äî íàãðóæåíèÿ, îñòàþòñÿ ïëîñêèìè è

ïåðïåíäèêóëÿðíûìè è ïîñëå íàãðóæåíèÿ è âëèÿíèåì ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ðàâåí íóëþ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

áàëêà ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìà è ñâîáîäíà îò âíåøíèõ íàãðóçîê.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðåçêîãî íàãðåâà ïîâåðõíîñòè ξ = 0 áàëêè òîëùèíû h.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèíÿòü îäíîìåðíûå íåñòàöèîíàðíûå ïîëÿ íàïðÿæåíèé

è òåìïåðàòóð. Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Áåðíóëëè-Ýéëåðà (ãèïîòåçå ïëîñêèõ ñå÷åíèé)

ε̃ζ = ε̃0 − κ̃0ξ, ãäå ε̃0 � äåôîðìàöèÿ ïðè ξ = 0, κ̃0 � êðèâèçíà áàëêè. Îñü ζ

íàïðàâëåíà âäîëü îñè áàëêè.

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè â íàïðÿæåíèÿõ (2.5) (ñ ó÷åòîì ãèïîòåçû Áåðíóëëè-

Ýéëåðà) çàïèøóòñÿ â âèäå

d2

dξ2
(σ̃ζ + αE (θ − θ0)) = 0, (2.6)

îòêóäà

σ̃ζ = −αE(θ − θ0) + ε̃0 − κ̃0ξ.

Ïîñòîÿííûå ε̃0 è κ̃0 äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé äëÿ íàïðÿæåíèé íà êðàÿõ îáðàçöà. Íî èç âûðàæåíèÿ (2.6) ñëåäóåò,
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÷òî íàïðÿæåíèÿ íå ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ ïî âñåé òîëùèíå, çà èñêëþ÷åíèåì

÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ïî ξ (â ýòîì ñëó÷àå

âñå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ). Îäíàêî çíà÷åíèÿ

ε̃0 è κ̃0 ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ ëþáîé òåìïåðàòóðû

θ = θ(ξ) ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà è ðåçóëüòèðóþùèé ìîìåíò (íà åäèíèöó

äëèíû), îáóñëîâëåííûå íàïðÿæåíèåì σ̃ζ , áûëè ðàâíû íóëþ íà êðàÿõ îáðàçöà:
h∫
0

σ̃ζ dξ = 0,
h∫
0

σ̃ζξ dξ = 0.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà, íà ðàññòîÿíèÿõ îò êðàåâ áîëüøèõ, ÷åì

îäíà òîëùèíà îáðàçöà, íàéäåííîå òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåíèé

ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëó÷àþ

êðàåâ, ñâîáîäíûõ îò íàãðóçîê. Ïîýòîìó â ðàìêàõ ïðèíöèïà Ñåí-Âåíàíà

ïðèâåäåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì (è åäèíñòâåííûì) ðåøåíèåì äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå (àíàëîãè÷íî �1.1)

σz =
σ̃ζ

Eα(θm−θ0)
, T = θ−θ0

θm−θ0
, x = ξ

h , y = β
h , z =

ζ
h ,

εz =
ε̃ζ

α(θm−θ0)
, ε0 =

ε̃0
α(θm−θ0)

, κ0 =
κ̃0h

α(θm−θ0)
.

(2.7)

Íà ðèñóíêå 2.1 èçîáðàæåí ýëåìåíò êîíñòðóêöèé (öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò, îñü Oz íàïðàâëåíà ââåðõ), ðàññìàòðèâàåìûé â òåêóùåì ïàðàãðàôå.

Ðèñ. 2.1. Ýëåìåíò êîíñòðóêöèé áàëî÷íîãî òèïà.

Âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåíèé è óñëîâèÿ íà òîðöàõ â áåçðàçìåðíûõ

ïåðåìåííûõ èìåþò âèä:
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σz = ε0 − κ0x− T, (2.8)

1∫
0

σz dx = 0,

1∫
0

σzx dx = 0. (2.9)

Èç (2.8) è (2.9) ïîëó÷èì îáùèé âèä äëÿ íàïðÿæåíèé

σz = −T + (4− 6x)

l(t)∫
0

T dx+ (12x− 6)

l(t)∫
0

Tx dx, (2.10)

êîòîðûé äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

σz =


−T + (4− 6x)

l(t)∫
0

T dx+ (12x− 6)
l(t)∫
0

Tx dx, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

(4− 6x)
l(t)∫
0

T dx+ (12x− 6)
l(t)∫
0

Tx dx, åñëè l(t) ≤ x ≤ 1.

(2.11)

�2.3. Ðåøåíèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè ïðè

âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà

Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (2.11) íàéäåííûå â ãëàâå 1 ïîëÿ

òåìïåðàòóð äëÿ ðàçëè÷íûõ çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè è

ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè.

Äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (1.28) ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå

íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåì

σz =

{
−
(
1− x

l

)2
+ (4− 6x) l3 + (12x− 6) l

2

12 , åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

(4− 6x) l3 + (12x− 6) l
2

12 , åñëè x > l(t).
(2.12)

Äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (1.38)-(1.39) ïðè çàäàííîì ïîòîêå

íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåì
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σz =


q00l
2

(
−
(
1− x

l

)2
+ (4− 6x) l3 + (12x− 6) l

2

12

)
, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

q00l
2

(
(4− 6x) l3 + (12x− 6) l

2

12

)
, åñëè x > l(t).

(2.13)

Äëÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (1.51) ïðèK(T ) = T è çàäàííîé

òåìïåðàòóðå íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåì

σz =

{
−
(
1− x

l

) (
1 + x

l (ll
′ − 1)

)
+ (4− 6x)5l9 + (12x− 6)7l

2

36 , åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

(4− 6x)5l9 + (12x− 6)7l
2

36 , åñëè x > l(t).

(2.14)

Íà ðèñóíêå 2.2. ïîñòðîåíû íàïðÿæåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé (2.12) è íåëèíåéíîé

(2.14) çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðèñ. 2.2. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé äëÿ ëèíåéíîé

(ñïëîøíàÿ êðèâàÿ, ñîîòíîøåíèå (2.12)) è íåëèíåéíîé (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ,

ñîîòíîøåíèå (2.14)) çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðàññìîòðåíû òðè ìîìåíòà

áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t = 0.01, t = 0.03, t = 0.04.

Êàê âèäíî íà ãðàôèêå, çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé îò

íåëèíåéíîñòè òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà âåñüìà ñóùåñòâåííà, êîãäà

êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû.
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Äëÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (1.57)-(1.58) ïðè K(T ) = 1−pT
è çàäàííîì ïîòîêå íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåì

σz =


1−

√
1−2pq00l
2p

(
−(1− x

l )
2 + (4− 6x) l3 + (12− 6x) l

2

12

)
, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

1−
√
1−2pq00l
2p

(
(4− 6x) l3 + (12− 6x) l

2

12

)
, åñëè l(t) < x < 1.

(2.15)

Íà ðèñóíêå 2.3. ïîñòðîåíû íàïðÿæåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé (2.13) è íåëèíåéíîé

(2.15) çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðèñ. 2.3. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé äëÿ ëèíåéíîé

(ñïëîøíàÿ êðèâàÿ, ñîîòíîøåíèå (2.13)) è íåëèíåéíîé (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ,

ñîîòíîøåíèå (2.15)) çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðàññìîòðåíû äâà ìîìåíòà

âðåìåíè t = 0.01, t = 0.03; q00 = 2; p = 1/2.

Íà ðèñóíêå 2.4. ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü êðèâèçíû îáðàçöà κ0 = κ0(t) â

ñëó÷àÿõ K(T ) = 1 (ñîîòíîøåíèå (2.13)) è K(T ) = 1− pT (ñîîòíîøåíèå (2.15)).
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Ðèñ. 2.4. Çàâèñèìîñòü êðèâèçíû îò âðåìåíè â ñëó÷àÿõ K(T ) = 1 è K(T ) =

1− pT .

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè â

óñëîâèÿõ âûñîêîòåìïåðàòóðíîé îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé áàëî÷íîãî

òèïà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåëèíåéíîñòü òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.

�2.4. Çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì

íàãðåâå òîíêîãî äèñêà

Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â äèñêå çàâèñèò òîëüêî îò

ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû, à åãî ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêèõ íàãðóçîê.

Â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ ñëó÷àÿ äèñêà ñ öåíòðàëüíûì êðóãîâûì

îòâåðñòèåì ðàäèóñà r̃ = a (êàê ïîêàçàíî, íàïðèìåð, â ðàáîòå [51]), ðàäèàëüíîå

ïåðåìåùåíèå ũ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

d

dr̃

(
1

r̃

d(r̃ũ)

dr̃

)
= α(1 + ν)

dθ

dr̃
. (2.16)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.16) èìååò âèä
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ũ(r̃) =
(1 + ν)α

r̃

r̃∫
a

(θ − θ0) r̃ dr̃ + C1r̃ +
C2

r̃
.

Äåôîðìàöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

ε̃r̃ =
∂ũ

∂r̃
, ε̃φ̃ =

ũ

r̃
+

1

r̃

∂ũ

∂φ̃
.

Èç çàêîíà Ãóêà ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòè äëÿ ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σ̃r̃,

îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ σ̃φ̃, êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σ̃r̃φ̃:

σ̃r̃ = −αE 1

r̃2

r̃∫
a

(θ − θ0) r̃ dr̃ +
E

1− ν2

[
C1(1 + ν)− C2(1− ν)

1

r̃2

]
, (2.17)

σ̃φ̃ = αE
1

r̃2

r̃∫
a

(θ − θ0) r̃ dr̃ − αE (θ − θ0) +
E

1− ν2

[
C1(1 + ν) + C2(1− ν)

1

r̃2

]
,

(2.18)

σ̃r̃φ̃ = 0. (2.19)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

σ̃r̃|r̃=a = 0,

σ̃r̃|r̃→∞ = 0.

Ïðè ó÷åòå ýòèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ââîäÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

àíàëîãè÷íî �1.1 è (2.7), ïîëó÷àåì

σr = − 1
r2

r∫
1

Tr dr,

σφ = 1
r2

r∫
1

Tr dr − T.
(2.20)
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Ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò êîíñòðóêöèè ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2.5.

Ðèñ. 2.5. Ýëåìåíò êîíñòðóêöèé â âèäå òîíêîãî äèñêà.

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ëîêàëüíîãî íàãðåâà äèñêà áåç öåíòðàëüíîãî

îòâåðñòèÿ â òî÷êå r = 0, ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé (ñ÷èòàÿ a = 0)

ïîëó÷èì

σr = − 1
r2

r∫
0

Tr dr,

σφ = 1
r2

r∫
0

Tr dr − T.

�2.5. Ðåøåíèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè ïðè

âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå òîíêîãî äèñêà

Íà ðèñóíêå 2.6 ïîñòðîåíû îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ (2.20) äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (1.61), (1.63) (äëÿ çàäà÷è ðàçðóøåíèÿ íàèáîëåå

èíòåðåñíû îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ, ïîñêîëüêó èìåííî îíè äàþò ìàêñèìàëüíûå

ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïðåâûñèòü ïðåäåë ïðî÷íîñòè

ìàòåðèàëà). Ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå ìàòåðèàë â ñëó÷àå íåëèíåéíîé çàäà÷è

òåïëîïðîâîäíîñòè ïðîãðåâàåòñÿ õóæå (ðèñ. 1.7), ìàêñèìàëüíûå ðàñòÿãèâàþùèå

íàïðÿæåíèÿ ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè.
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Ðèñ. 2.6. Îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ σφ(r, t) â ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè

t = 0.02 � 1, t = 0.09 � 2, t = 0.14 � 3. Çàäàí òåïëîâîé ïîòîê q00 = 5 íà ãðàíèöå

âíóòðåííåãî îòâåðñòèÿ r = 1. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � íàïðÿæåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé

çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (K(T ) = 1), øòðèõîâàÿ � äëÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè K(T ) = 1 + 1
10T .

Íà ðèñóíêå 2.7 ïîñòðîåíû îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ (2.20) äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (1.61), (1.62). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ó÷åòå íåëèíåéíîñòè

ïðîèñõîäèò ïåðåãðåâ ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 1.6), èç-çà ÷åãî ìàêñèìàëüíûå

ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ íàìíîãî áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàäà÷è

òåïëîïðîâîäíîñòè.
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Ðèñ. 2.7. Îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ σφ(r, t) â ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè

t = 0.02 � 1, t = 0.09 � 2, t = 0.14 � 3. Çàäàí òåïëîâîé ïîòîê q00 = 5 íà ãðàíèöå

âíóòðåííåãî îòâåðñòèÿ r = 1. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � íàïðÿæåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé

çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (K(T ) = 1), øòðèõîâàÿ � äëÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè K(T ) = 1− 1
10T .

Àíàëèç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè â

óñëîâèÿõ ëàçåðíîé îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü

íåëèíåéíîñòü òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.

�2.6. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ïî îáðàáîòêå îáðàçöà

èìïóëüñîì ëàçåðà

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ îáðàáîòêè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ëàçåðíûì

èìïóëüñîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòàâèòü çàäà÷ó, íåîáõîäèìî ñîâìåñòèòü

äâà òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â òî âðåìÿ, êîãäà íà îáðàçåö äåéñòâóåò èìïóëüñ,

íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè çàäàí òåïëîâîé ïîòîê. Êîãäà ëàçåð âûêëþ÷àþò

(áåçðàçìåðíîå âðåìÿ äåéñòâèÿ èìïóëüñà îáîçíà÷èì çà t1), òåïëîâîé ïîòîê

ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ.
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Íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ëàçåðà îáðàçóåòñÿ òîíêèé

ñëîé ðàñïëàâëåííîãî ìàòåðèàëà. Ïîýòîìó ïîñëå îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ ëàçåðà

êàêîé-òî ïðîìåæóòîê âðåìåíè íà ãðàíèöå òåìïåðàòóðà áóäåò îñòàâàòüñÿ ðàâíîé

òåìïåðàòóðå ïëàâëåíèÿ.

Ïðè t ≤ t1 çàäà÷à èìååò âèä

T1 =

{
q00l
2 (1− x

l )
2, åñëè 0 ≤ x ≤ l(t)

0, åñëè x > l(t).
(2.21)

Äëÿ ó÷åòà îêîí÷àíèÿ âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà, íåîáõîäèìî ïðè

t > t1 äîáàâèòü ðåøåíèå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà −Tx|x=0 = −q00:

T2 =

{
−q00l1

2 (1− x
l1
)2, åñëè 0 ≤ x ≤ l1(t)

0, åñëè x > l1(t).
(2.22)

Çäåñü l1 = l(t − t1), à l(t1) � ãðàíèöà òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà â ìîìåíò

ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à.

Êîãäà ëàçåð îòêëþ÷àåòñÿ, ïðîãðåâ ïðîäîëæàåòñÿ çà ñ÷åò ñèëüíî

ðàçîãðåòîãî ìàòåðèàëà íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà. Ïîýòîìó ïðè t > t1 íóæíî

ñòàâèòü åùå îäíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå T |x=0 = T0 è äîáàâèòü ðåøåíèå

T3 =

{
q00l(t1)

2 (1− x
l1
)2, åñëè 0 ≤ x ≤ l1(t)

0, åñëè x > l1(t).
(2.23)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (êàê ïîëó÷åíî â ïåðâîé ãëàâå (1.39)) l(t) =
√
6t.

Íà ðèñóíêå 2.8 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïðè ðàçëè÷íûõ

ìîìåíòàõ âðåìåíè.

75



Ðèñ. 2.8. Òåìïåðàòóðà ïðè èìïóëüñíîé îáðàáîòêå îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà

ïðè q00 = 5.7 â ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t1 = 0.01, t2 = 0.02, t3 = 0.03.

Â ìîìåíò âðåìåíè t1 ïðîèñõîäèò îòêëþ÷åíèå ëàçåðà.

Ïîëå íàïðÿæåíèé â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.11).

Ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.9. Äëÿ êàæäîãî ðàññìàòðèâàåìîãî

ìîìåíòà âðåìåíè îòìå÷åíû âåðòèêàëüíûå ëèíèè l(t1), l(t2), l(t3) � ïîëîæåíèÿ

òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà. σp � áåçðàçìåðíûé ïðåäåë ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà.
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Ðèñ. 2.9. Íàïðÿæåíèÿ è òåìïåðàòóðíûé ôðîíò ïðè èìïóëüñíîé îáðàáîòêå

îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà ïðè q00 = 5.7 â ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t1 =

0.01, t2 = 0.02, t3 = 0.03. Â ìîìåíò âðåìåíè t1 ïðîèñõîäèò îòêëþ÷åíèå ëàçåðà.

Ïîëó÷åííûå ïîëÿ íàïðÿæåíèé ïîäòâåðæäàþò ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ,

óïîìèíàþùèåñÿ âî ââåäåíèè ê äèññåðòàöèè. Â ìîìåíò t1 ìàêñèìàëüíûå

ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ åùå íå äîñòèãëè çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî ïðåäåëó

ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà, íî ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ ëàçåðà âñå åùå ïðîäîëæàåòñÿ

ïðîãðåâ îáðàçöà çà ñ÷åò íàãðåòîãî ìàòåðèàëà íà ïîâåðõíîñòè è ðàñòðåñêèâàíèå

îáðàçöà ïðîèñõîäèò ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ çàäåðæêà â

ðàçðóøåíèè, îáíàðóæåííàÿ â ýêñïåðèìåíòàõ.
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�2.7. Ó÷åò ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèíèìàåì, ÷òî âî âðåìÿ íàãðåâà ìàòåðèàë ìåíÿåò

ñâîéñòâà è â ðàçîãðåòîé îáëàñòè ìîãóò ïðîÿâèòüñÿ ñâîéñòâà ïëàñòè÷íîñòè.

Ìàòåðèàë â ýòîé îáëàñòè ñ÷èòàåì èäåàëüíî óïðóãîïëàñòè÷åñêèì [19]. Ãðàíèöà

ýòîé îáëàñòè λ = λ(t) ðàçäåëÿåò ïëàñòè÷åñêóþ è óïðóãóþ çîíû â îáðàçöå.

Òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòåðèàë â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ

ïëàñòè÷íîñòè Òðåñêà:

σ1 − σ3
2

= σT ,

ãäå σT � áåçðàçìåðíûé ïðåäåë òåêó÷åñòè ñèëüíî íàãðåòîãî ìàòåðèàëà;

σ1, σ3 � ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ãëàâíûå áåçðàçìåðíûå íàïðÿæåíèÿ.

1. Ïðè ó÷åòå ðåçóëüòàòîâ óïðóãîãî ðåøåíèÿ äëÿ òîíêîãî äèñêà (��2.4-2.5),

êðèòåðèé Òðåñêà ïðèìåò âèä

|σφ| = σT . (2.24)

Ïóñòü òàêæå â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè (1 ≤ r < λ(t)) âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

ðàâíîâåñèÿ

∂σr
∂r

+
σr − σφ

r
= 0. (2.25)

Ðåøàÿ (2.25) ñ ó÷åòîì (2.24) è ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

σr|r=1 = 0, (2.26)

ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèå ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè

(èíäåêñ p ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè ïëàñòè÷íîñòè)

σr
p = σT

(
1− 1

r

)
, 1 ≤ r < l(t). (2.27)

Òàêèì îáðàçîì, â óïðóãîé îáëàñòè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ òèïà (2.17)�

(2.20) (èíäåêñ e ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè óïðóãîñòè)
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σer = − 1

r2

r∫
λ

Tr dr + C1 −
C2

r2
,

σeφ =
1

r2

r∫
λ

Tr dr − T + C1 +
C2

r2
,

à â îáëàñòè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, ïðèëåãàþùåé ê îáëàñòè íàãðåâà,

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.24) è (2.27). Êîíñòàíòû C1, C2 íàõîäÿòñÿ èç

óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ïëàñòè÷åñêîé è óïðóãîé îáëàñòåé r = λ(t)

σφ
e = σT , σr

e = σr
p ïðè r = λ.

Òîãäà íàïðÿæåíèÿ â äèñêå â óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ñëó÷àå áóäóò

îïèñûâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

σr =



σT
(
1− 1

r

)
, 1 ≤ r < λ

− 1
r2

r∫
1

Tr dr + σT
(
1− 1

r2

)
, åñëè λ ≤ r ≤ l(t)

− 1
r2

l(t)∫
1

Tr dr + σT
(
1− 1

r2

)
, åñëè r > l(t),

(2.28)

σφ =



σT , 1 ≤ r < λ

−T + 1
r2

r∫
1

Tr dr + σT
(
1 + 1

r2

)
, åñëè λ ≤ r ≤ l(t)

1
r2

l(t)∫
1

Tr dr + σT
(
1 + 1

r2

)
, åñëè r > l(t).

(2.29)

Íà ðèñ. 2.10 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé ïðè

ó÷åòå òîëüêî óïðóãèõ (2.20) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ (2.28),

(2.29) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ñâîéñòâ ìàòåðèàëà äëÿ îäíîãî ìîìåíòà áåçðàçìåðíîãî

âðåìåíè.
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Ðèñ. 2.10. Îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ ïðè ó÷åòå òîëüêî óïðóãèõ (øòðèõîâàÿ

ëèíèÿ) è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ñâîéñòâ ìàòåðèàëà äëÿ çàäà÷è

âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà òîíêîãî äèñêà.

Ñðàâíåíèå óïðóãîãî è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ðåøåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî

îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ σφ, ìàêñèìóì êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ â îáëàñòè

"õîëîäíîãî" ìàòåðèàëà, áëèçêîé ê ãðàíèöå òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà l(t), ìîãóò

ïðåâûñèòü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå è íà÷íåòñÿ ïðîöåññ õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ. Ó÷åò

ïëàñòè÷íîñòè â ðàçîãðåòîé çîíå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ íàïðÿæåíèé â äèñêå,

÷òî ñèëüíî âëèÿåò íà ïðî÷íîñòü îáðàçöà.

Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ðàññìîòðåíèå îäíîâðåìåííî ôàêòà îáðàçîâàíèÿ

çîíû ðàçðóøåíèÿ â õîëîäíîé îáëàñòè è ïîÿâëåíèå ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â

çîíå íàãðåâà ïðèâåäåò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ â êèíåòèêå ðîñòà çîíû

ðàçðóøåíèÿ.

2. Äëÿ îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà ïðè ïëàñòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ìàòåðèàëà

(ãðàíèöà x = λ(t) ðàçäåëÿåò ïëàñòè÷åñêóþ è óïðóãóþ îáëàñòè îáðàçöà)

âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé (àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó òåêóùåãî

ïàðàãðàôà è ïðè ó÷åòå ñîîòíîøåíèé (2.8)-(2.9)) èìåþò âèä

σz =


σT , åñëè 0 ≤ x ≤ λ(t)

ε0 − κ0x− T, åñëè λ(t) ≤ x ≤ l(t)

ε0 − κ0x, åñëè x > l(t).

Êîíñòàíòû ε0, κ0 è äîïîëíèòåëüíàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè λ =

λ(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ðàâåíñòâà íóëþ ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû è

ðåçóëüòèðóþùåãî ìîìåíòà íà êðàÿõ îáðàçöà (2.9) è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà
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ãðàíèöå ïëàñòè÷åñêîé è óïðóãîé îáëàñòåé

σz = σT ïðè x = λ(t).

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ó÷åò ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà

ïîêàçûâàåò óìåíüøåíèå ìàêñèìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé â îáðàçöå

áàëî÷íîãî òèïà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèåì óïðóãîé çàäà÷è.

�2.8. Âûâîäû ïî âòîðîé ãëàâå

Ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ òåðìîíàïðÿæåíèé ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå â ïðèáëèæåíèè íåñâÿçàííîé

òåðìîóïðóãîñòè.

Íà îñíîâå ðàçâèòîãî â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷

òåðìîóïðóãîñòè äëÿ áàëêè è òîíêîãî äèñêà.

Ïîñòðîåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îäíîêðàòíîãî èìïóëüñíîãî

âîçäåéñòâèÿ íà îáðàçåö è ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

òåðìîóïðóãîñòè, èìåþùåå õîðîøåå êà÷åñòâåííîå ñîãëàñîâàíèå ñ ðåçóëüòàòàìè

ýêñïåðèìåíòîâ.

Â ðàìêàõ èäåàëüíî-ïëàñòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ èçó÷åíà âîçìîæíîñòü

ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ìàòåðèàëà â ñèëüíî ïðîãðåòûõ îáëàñòÿõ ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé.

Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò íåëèíåéíîñòè òåïëîôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàñïðåäåëåíèå

íàïðÿæåíèé.

81



Ãëàâà 3. Èññëåäîâàíèå äåôîðìèðîâàíèÿ è

ðàçðóøåíèÿ îáðàçöà ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì

íàãðåâå

�3.1. Èññëåäîâàíèå äåôîðìèðîâàíèÿ îáðàçöà ïðè

âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàãðåâå

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà òîíêîãî äèñêà ñ

öåíòðàëüíûì êðóãîâûì îòâåðñòèåì.

Ñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè ñ ó÷åòîì òîãî,

÷òî äåôîðìàöèÿ ÷àñòè÷íî âûçâàíà òåìïåðàòóðíûì ðàñøèðåíèåì, à ÷àñòè÷íî

äåéñòâèåì íàïðÿæåíèÿ (ðàáîòû [51], [42]), ïîëó÷àåì

ε̃r̃ = α (θ − θ0) +
1

E
(σ̃r̃ − νσ̃φ̃) ,

ε̃φ̃ = α (θ − θ0) +
1

E
(σ̃φ̃ − νσ̃r̃) ,

ε̃z̃ = α (θ − θ0)−
ν

E
(σ̃r̃ + σ̃φ̃) .

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îáðàçöà íàèáîëåå

èíòåðåñíû çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèè âûïó÷èâàíèÿ ε̃z̃.

Ââîäÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå (2.7) ïîëó÷àåì

εz = T − ν (σr + σφ) . (3.1)

Íàïðÿæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.20). Äëÿ óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ

ìàòåðèàëà íà ðèñ. 3.1 ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè εz = εz(r, t) (3.1) â

ñëó÷àå ëèíåéíîé (K(T ) = 1) è â ñëó÷àå íåëèíåéíîé (K(T ) = 1 − pT ) çàäà÷

òåïëîïðîâîäíîñòè.
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Ðèñ. 3.1. Ñðàâíåíèå äåôîðìàöèè âûïó÷èâàíèÿ äèñêà áåç ó÷åòà

íåëèíåéíîñòè òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè

äëÿ òðåõ ìîìåíòîâ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t = 0.02, t = 0.09, t = 0.14. p = 1/10.

Çàäàí òåïëîâîé ïîòîê q00 = 5 íà ãðàíèöå r = 1 âíóòðåííåãî îòâåðñòèÿ äèñêà.

�3.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ óïðóãîãî è

óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ, èñõîäÿ èç èäåè

ôðîíòà ðàçðóøåíèÿ, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ [4], [14], [35].

Â ðàáîòå [4] îòìå÷åíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ äîñòèæåíèå ìàêñèìàëüíûì

ðàñòÿãèâàþùèì íàïðÿæåíèåì ïðåäåëà ïðî÷íîñòè ìîæåò ïðèâåñòè ê

îáðàçîâàíèþ êîíå÷íûõ, íî ìàëûõ îáëàñòåé ðàçðóøåíèÿ, íàëè÷èå êîòîðûõ

íå ïðèâîäèò ê ãëîáàëüíîìó ðàçðóøåíèþ òåëà.

Â ðàáîòå [14] ñòðîèòñÿ ìîäåëü äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

äåôîðìèðîâàíèÿ è äâèæåíèÿ òâåðäûõ ãîðíûõ ïîðîä ïðè äåéñòâèè íà íèõ
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èíòåíñèâíûõ íàãðóçîê è â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î

äåéñòâèè âçðûâà ñîñðåäîòî÷åííîãî çàðÿäà â õðóïêîé ãîðíîé ïîðîäå.

Â ðàáîòå [35] ðàññìîòðåíî êâàçèñòàòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå è ðàçðóøåíèå

ìàòåðèàëîâ ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì âîçäåéñòâèè. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ

ðàçðóøåíèÿ èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå äîñòèæåíèÿ íàïðÿæåíèÿìè ñâîèõ

êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ è ðîñòà

òðåùèí ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî íà âíîâü îáðàçóþùèõñÿ

ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ïîëÿ íàïðÿæåíèé ðàâíû

íóëþ, à íà êîíöàõ òðåùèíû âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ.

Êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ïðåäøåñòâóþùåå ôàêòè÷åñêîìó ðàçðóøåíèþ ñ

îáðàçîâàíèåì òðåùèí ìîæåò áûòü îïèñàíî â âèäå íåêîòîðîãî èíâàðèàíòíîãî

ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé (óñëîâèÿ

ïðî÷íîñòè). Â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå ïðî÷íîñòè äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà

çàïèøåòñÿ â âèäå

Φ (I1, I2, I3) ≤ 0, (3.2)

ãäå I1, I2, I3 � íåêîòîðûå íåçàâèñèìûå èíâàðèàíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé

(íàïðèìåð, ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ σ1, σ2, σ3).

Åñëè íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ýëåìåíòà òàêîâî, ÷òî â óñëîâèè (3.2)

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî, òî áóäåì ñ÷èòàòü ñîñòîÿíèå ýëåìåíòà ïðî÷íûì.

Ïðè äîñòèæåíèè ðàâåíñòâà â (3.2) áóäåò äîñòèãíóò ïðåäåë ïðî÷íîñòè â

ýëåìåíòå è îí ðàçðóøèòñÿ � â íåì âîçíèêíóò òðåùèíû. Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê

ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà îáðàçöà, â êîòîðûõ äîñòèãíóòî ðàâåíñòâî (3.2) è

êîòîðûå â ïîñëåäóþùèé ìîìåíò îêàæóòñÿ ðàçðóøåííûìè, îáðàçóåò ãðàíèöó

ìåæäó íåðàçðóøåííîé ÷àñòüþ ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà è ðàçðóøåííîé.

Â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà ñ÷èòàåì, ÷òî ðàâåíñòâî (3.2) âûïîëíÿåòñÿ

íà ïîâåðõíîñòè, îòäåëÿþùåé ðàçðóøåííóþ ÷àñòü ýëåìåíòà êîíñòðóêöèé

îò íåðàçðóøåííîé, êàê ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå, âûðàáàòûâàþùååñÿ ïðè

ïðèáëèæåíèè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè èç íåðàçðóøåííîé îáëàñòè. Çà ïîâåðõíîñòüþ

ðàçðóøåíèÿ îáðàçóåòñÿ ìíîæåñòâî ìåëêèõ òðåùèí, ïîýòîìó ðàçðóøåííûé

ìàòåðèàë òîæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïëîøíóþ ñðåäó è îïèñûâàòü åãî
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óðàâíåíèÿìè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.

Ïîâåðõíîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ îáà ñîñòîÿíèÿ (ðàçðóøåííîå è íåðàçðóøåííîå),

íàçûâàåòñÿ ôðîíòîì ðàçðóøåíèÿ.

Åñëè ñâîéñòâà ðàçðóøåííîãî è íåðàçðóøåííîãî ìàòåðèàëîâ èçâåñòíû,

óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè íà ôðîíòå ðàçðóøåíèÿ (çàêîíû ñîõðàíåíèÿ) âìåñòå ñ

ðàâåíñòâîì (3.2) îáðàçóþò ñèñòåìó ãðàíè÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ôîðìóëèðóåìûõ

íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà, äîñòàòî÷íóþ äëÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â

öåëîì [14].

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëèçà âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ

ðàçðóøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò îêðóæíîå íàïðÿæåíèå, ïîñêîëüêó îíî ñòàíîâèòñÿ

ðàñòÿãèâàþùèì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòåéøèì åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì äëÿ

èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà áóäåò

σφ ≤ σp. (3.3)

Ïðè äîñòèæåíèè ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàñòÿæåíèå (ðàâåíñòâà â óñëîâèè

(3.3)) â äèñêå âîçíèêàåò çîíà �ðàçðóøåíèÿ�, ðàçìåðû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè, ïðåäñòàâëåííîé â ðàáîòàõ [4], [35]. Â ýòîé çîíå

âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèàëüíîå óñëîâèå σφ = 0, òîãäà êàê σr îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Èç àíàëèçà ñîîòíîøåíèé äëÿ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåé

ãëàâå, ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìóì ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿæåíèÿ maxσφ êàê ôóíêöèè

áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû äîñòèãàåòñÿ ïðè óñëîâèè r < l(t). Àáñîëþòíûé

ìàêñèìóì áåçðàçìåðíîãî íàïðÿæåíèÿ ïî ïåðåìåííûì r è l(t) ìîæåò áûòü

îïðåäåëåí èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂σφ
∂r

= 0,
∂σφ
∂l

= 0,

îòêóäà ïîëó÷àþòñÿ äâà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ

êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé r è l(t), ïðè êîòîðûõ îêðóæíîå íàïðÿæåíèå èìååò

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Åñëè â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè, ò.å. ïðè

îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà l = lp, íàïðÿæåíèå σφ äîñòèãíåò ïðåäåëà

ïðî÷íîñòè σp, òî ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå çîíû �ðàçðóøåíèÿ�, ãðàíèöû êîòîðîé
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a(t) è b(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé, ââîäèìûõ

íèæå. Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî çîíà �ðàçðóøåíèÿ� ðàçâèâàåòñÿ ìãíîâåííî,

îõâàòûâàÿ íåêîòîðóþ îáëàñòü. Ïîýòîìó âåñü îáðàçåö ðàçáèâàåòñÿ íà òðè

îáëàñòè: ïåðâàÿ (èíäåêñ 1), ñîîòâåòñòâóþùàÿ 1 < r < a(t) � ñïëîøíîå

òåëî ñ èñõîäíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, âòîðàÿ (èíäåêñ 2), ñîîòâåòñòâóþùàÿ

a(t) < r < b(t) � çîíà ìàòåðèàëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ σφ = 0 è òðåòüÿ

r > b(t) � ñïëîøíîå òåëî ñ èñõîäíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (èíäåêñ 3).

Ðèñ. 3.2. Ðàñïîëîæåíèå òðåõ ðàñ÷åòíûõ çîí äëÿ íàïðÿæåíèé â äèñêå ñ

êðóãîâûì îòâåðñòèåì.

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé ìîäåëè â îáëàñòè ðàçðóøåíèÿ a(t) < r < b(t)

íàïðÿæåíèÿ σr îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dσr
dr

+
σr
r

= 0, (3.4)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ (2.25) ïðè σφ = 0. Òîãäà èç (3.4)

ïîëó÷èì, ÷òî ïðè a(t) < r < b(t)

σr =
C

(2)
1

r
. (3.5)

Ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå u â îáëàñòè ðàçðóøåíèÿ îïðåäåëèì èç ïåðâûõ

ñîîòíîøåíèé çàêîíà Ãóêà è êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé. Òîãäà ïðè ó÷åòå (3.5)
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ïîëó÷èì

du

dr
= T +

C
(2)
1

r
,

îòêóäà

u =

r∫
1

T dr + C
(2)
1 lnr + C

(2)
2 .

Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äèñêà â îáëàñòè �õðóïêîãî

ðàçðóøåíèÿ� îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ôîðìóë

σ(1)r = − 1

r2

r∫
1

Tr dr + C
(1)
1 − C

(1)
2

r2
,

σ(2)r =
C

(2)
1

r
,

σ(3)r = − 1

r2

r∫
1

Tr dr + C
(3)
1 − C

(3)
2

r2
,

σ(1)φ =
1

r2

r∫
1

Tr dr − T + C
(1)
1 − C

(1)
2

r2
,

σ(2)φ = 0,

σ(3)φ =
1

r2

r∫
1

Tr dr − T + C
(3)
1 − C

(3)
2

r2
.

Êîíñòàíòû C
(1)
1 , C

(1)
2 , C

(2)
1 , C

(2)
2 , C

(3)
1 , C

(3)
2 è ôóíêöèè âðåìåíè a(t), b(t)

íàõîäèì èç àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ

íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé 1, 2, 3 (äèàìåòð äèñêà ñ÷èòàåòñÿ ìíîãî áîëüøèì, ÷åì

äèàìåòð âíóòðåííåãî êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ):

σ(1)r

∣∣∣
r=1

= 0,
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σ(3)r

∣∣∣
r→∞

= 0,

σ(1)r

∣∣∣
r=a(t)

= σ(2)r

∣∣∣
r=a(t)

,

σ(2)r

∣∣∣
r=b(t)

= σ(3)r

∣∣∣
r=b(t)

,

σ(1)φ

∣∣∣
r=a(t)

= σp,

σ(3)φ

∣∣∣
r=b(t)

= σp,

u(1)
∣∣∣
r=a(t)

= u(2)
∣∣∣
r=a(t)

,

u(2)
∣∣∣
r=b(t)

= u(3)
∣∣∣
r=b(t)

.

�3.3. Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ óïðóãîãî è

óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé ïðè ó÷åòå

óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà ñ îäíîâðåìåííûì ðîñòîì çîíû

�ðàçðóøåíèÿ� ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.1. Äëÿ íàãëÿäíîñòè âûáðàíû äâà ìîìåíòà

âðåìåíè: ïðè t = 0.167 è t = 0.24 ïîêàçàíî ðàçâèòèå çîíû ðàçðóøåíèÿ â ñëó÷àå

K(T ) = 1; ïðè t = 0.24 (êðèâàÿ 3) ïîñòðîåíî ðåøåíèå â ñëó÷àå K(T ) = 1− pT .
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Ðèñ. 3.3. Íàïðÿæåíèÿ ñ ó÷åòîì çîíû �ðàçðóøåíèÿ� (îòðåçêè [a(t), bi(t)]) äëÿ

çàäà÷è âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà òîíêîãî äèñêà. Ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî

âðåìåíè t = 0.167 (ëèíèÿ 1, ëèíåéíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè), t = 0.24

(ëèíèè 2 � ëèíåéíàÿ çàäà÷à è 3 � íåëèíåéíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè).

p = 1/10.

�3.4. Âûâîäû ïî òðåòüåé ãëàâå

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ðåçóëüòàòîâ

ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì âîçäåéñòâèè ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè

òåïëîôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.

Ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ðàññìàòðèâàëñÿ èñõîäÿ èç èäåè ôðîíòà ðàçðóøåíèÿ,

èñïîëüçóåìîé â ðàáîòàõ Áàõàðåâà Ì.Ñ., Ãðèãîðÿíà Ñ.Ñ., Ìèðêèíà Ë.È.,

Þìàøåâîé Ì.À.

Èññëåäîâàíî âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè òåïëîôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà îáðàçîâàíèå è ðàçâèòèå çîí ðàçðóøåíèÿ.
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Ãëàâà 4. Ìåòîäû ïðåäóïðåæäåíèÿ

òåðìîðàçðóøåíèé ïðè áûñòðîì íàãðåâå

Íà÷àëî èññëåäîâàíèé ïî âîïðîñó ïîäàâëåíèÿ è ïðåäóïðåæäåíèÿ

òåðìîðàçðóøåíèé áûëî ïîëîæåíî Øåñòåðèêîâûì Ñ.À. â ðàáîòàõ [57]�[61].

�4.1. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ó÷åòå òåïëîîáìåíà

íà âíåøíèõ ïîâåðõíîñòÿõ îáðàçöà

Âûâåäåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè òåïëîîáìåíå íà

íàðóæíûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáðàçöà àíàëîãè÷íî [30], [41].

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò, îãðàíè÷åííûé ýëåìåíòàðíûìè ïëîùàäêàìè dξ, dβ,

âûñîòà êîòîðîãî ðàâíà òîëùèíå îáðàçöà δ (ðèñóíîê 4.1).

Ðèñ. 4.1. Âèä áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà îáðàçöà.

Ñîñòàâèì òåïëîâîé áàëàíñ äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà. ×åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü

δdβ, áëèæàéøóþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ïîñòóïàåò êîëè÷åñòâî òåïëà, ðàâíîå

−κ ∂θ
∂ξδdβ, ÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíóþ ïîâåðõíîñòü (åå òåìïåðàòóðà èçìåíÿåòñÿ íà

âåëè÷èíó ∂θ
∂ξdξ) ïîñòóïàåò êîëè÷åñòâî òåïëà −κ

(
∂θ
∂ξ +

∂2θ
∂ξ2dξ

)
δdβ.

Òàêèì îáðàçîì, â íàïðàâëåíèè îñè Oξ ïîñòóïàåò êîëè÷åñòâî òåïëà,

ðàâíîå κ ∂2θ
∂ξ2δdξdβ. Òå æå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â íàïðàâëåíèè îñè Oβ

êîëè÷åñòâî òåïëà áóäåò ðàâíî κ ∂2θ
∂β2δdξdβ.
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Íà îáîèõ ýëåìåíòàõ âíåøíèõ ïîâåðõíîñòåé ñîãëàñíî çàêîíó òåïëîîáìåíà

Íüþòîíà îòäàåòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëà 2Hf(θ − θ0)dξdβ, ãäå θ0 � òåìïåðàòóðà

îêðóæàþùåé ñðåäû, Hf � êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂θ

∂τ
=
∂2θ

∂ξ2
+
∂2θ

∂β2
− 2Hf

κδρc
(θ − θ0).

Ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ (àíàëîãè÷íî �1.1 è (2.7)) â

áåçðàçìåðíîé ôîðìå ïîëó÷èì

Tt = Txx + Tyy − ηT.

�4.2. Ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ó÷åòå

òåïëîîáìåíà íà âíåøíèõ ïîâåðõíîñòÿõ îáðàçöà áàëî÷íîãî

òèïà

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ áàëêó (ðèñóíîê 4.2) òîëùèíîé 2h = 1, òàêóþ, ÷òî

åå òîëùèíà è øèðèíà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ åå äëèíîé. Ïóñòü òåìïåðàòóðà

ìåíÿåòñÿ òîëüêî ïî òîëùèíå, ò.å. T = T (x). Íàãðåâ ïðîèñõîäèò ïî áîêîâîé

ïîâåðõíîñòè x = 1
2 , íà êîòîðîé ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 çàäàåòñÿ

ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïîâåðõíîñòè è íàïðàâëåííûé â ãëóáü îáðàçöà òåïëîâîé

ïîòîê q00 = const. Íà ãðàíèöå ôðîíòà x = l(t) òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé ïîòîê

ðàâíû íóëþ. Ôóíêöèÿ ãðàíèöû òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà l(t) â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1
2 è ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ

−1
2 .
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Ðèñ. 4.2. Ýëåìåíò êîíñòðóêöèé áàëî÷íîãî òèïà.

Çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä
Tt = Txx − ηT

−Tx|x=1/2 = q00

T |x=l(t) = 0

Tx|x=l(t) = 0,

(4.1)

ãäå η = const � êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà íà âíåøíèõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû T = T (x, t)

T (x, t) =

{
q00

2(1/2−l(t)) (l(t)− x)2 , åñëè l(t) ≤ x ≤ 1/2

0, åñëè x < l(t)
(4.2)

è äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè äâèæåíèÿ

òåìïåðàòóðíîãî ôðîíòà l(t)

−2(
1

2
− l)l′ + η(

1

2
− l)2 − 6 = 0. (4.3)

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.3) èìååò âèä

l(t) = 1
2 −

√
6t, åñëè η = 0;

l(t) = 1
2 −

√
6(1−exp(−ηt))

η , åñëè η = const ̸= 0.
(4.4)
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Âûðàæåíèÿ (4.2) è (4.4) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò òåìïåðàòóðíîå ïîëå çàäà÷è

(4.1) íàãðåâà áàëêè, êîòîðîå ïîñòðîåíî íà ðèñóíêå 4.3.

Ðèñ. 4.3. Áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà â ìîìåíòû áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t =

0.01 � 1, t = 0.03 � 2. Çàäàí ïîòîê íà íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè q00 = 1.

Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � çàäà÷à ïðè η = 0, øòðèõîâàÿ � çàäà÷à ïðè η = 50.

Àíàëèç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè òåïëîîáìåíà

(η = 0) ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ìåæäó ïîâåðõíîñòíûìè è âíóòðåííèìè

îáëàñòÿìè áîëüøå, ÷åì ïðè η ̸= 0. Êîýôôèöèåíò η ìîæåò äîñòèãàòü

ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí, íàïðèìåð, äëÿ òåïëîîáìåíà âîçäóõ-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü

[54] êîýôôèöèåíò ðàâåí 5, 6 + 4v, ãäå v � ñêîðîñòü ïîòîêà âîçäóõà.

�4.3. Ðàñ÷åò ïîëåé íàïðÿæåíèé äëÿ çàäà÷è

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ó÷åòîì òåïëîîáìåíà íà âíåøíèõ

ïîâåðõíîñòÿõ îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà

Â ýòîì ïàðàãðàôå âñå âûðàæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â áåçðàçìåðíûõ

ïåðåìåííûõ. Â ðàçìåðíîì âèäå îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â

ïàðàãðàôàõ 2.1 è 2.2. Â ïàðàãðàôå 2.2 ââåäåíû áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå.

Òàê êàê áàëêà òîíêàÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ïëîñêîå

íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå (àíàëîãè÷íî �2.1) σy = σxy = σzy = 0. Òåìïåðàòóðíîå

ïîëå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (4.1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

(4.2) è (4.4).
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Ðåøåíèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè ìîæíî íàéòè ïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì,

äåëàÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî σx = σzx = 0, σz = σz(x) è ïîêàçûâàÿ, ÷òî

òî÷íîå ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî èìååò òàêîé âèä (ò.å. êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ, óðàâíåíèÿì ñîâìåñòíîñòè è ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì).

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, óðàâíåíèå

ñîâìåñòíîñòè â íàïðÿæåíèÿõ ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (àíàëîãè÷íîìó (2.6))

d2

dx2
(σz + T ) = 0,

îòêóäà

σz = −T + ε0 − κ0x. (4.5)

Ïîñòîÿííûå ε0, κ0 äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé äëÿ íàïðÿæåíèé íà òîðöàõ áàëêè.

Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñîîòâåòñòâåííî ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû è

ðåçóëüòèðóþùåãî ìîìåíòà íà òîðöàõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìåþò âèä
1
2∫

− 1
2

σz dx = 0,

1
2∫

−1
2

xσz dx = 0, îòêóäà ñ ó÷åòîì (4.5) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ

áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé:

σz = −T +

1
2∫

−1
2

T dx+ 3x

1
2∫

− 1
2

Tx dx.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òåðìîóïðóãîé çàäà÷è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî T = 0 ïðè

x < l(t), èìååì

σz =


−T +

1
2∫

− 1
2

T dx+ 3x

1
2∫

−1
2

Tx dx, åñëè l(t) ≤ x ≤ 1/2

1
2∫

−1
2

T dx+ 3x

1
2∫

− 1
2

Tx dx, åñëè − 1
2 < x < l(t).

(4.6)

Ïîäñòàâèâ (4.2) è (4.4) â (4.6), ïîëó÷èì èñêîìûå âûðàæåíèÿ äëÿ

íàïðÿæåíèé, àíàëèç êîòîðûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ìîìåíòà
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âðåìåíè ìàêñèìàëüíûå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ ïðè η = 0 áîëüøå íà

15− 30%, ÷åì ïðè η = 50. Áîëåå òîãî, ïðè óâåëè÷åíèè êîíñòàíòû η (íàïðèìåð,

â äâà ðàçà) ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ óìåíüøàþòñÿ íà 10 − 25%. Íà ðèñ. 4.4

ïîêàçàíî ðàçëè÷èå ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â íåïðîãðåòîé çîíå ìàòåðèàëà â

ìîìåíò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t = 0, 02 ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà

òåïëîîáìåíà η, ÷òî õàðàêòåðèçóåò ðàçëè÷íûå ñòåïåíè âîçäåéñòâèÿ íà îáðàçåö

ïðè ïîìîùè îáäóâà ïîâåðõíîñòåé.

Ðèñ. 4.4. Ñðàâíåíèå íàïðÿæåíèé ïðè ëàçåðíîì âîçäåéñòâèè ñ ó÷åòîì

òåïëîîáìåíà íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà äëÿ îäíîãî ìîìåíòà

áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t = 0.02 äëÿ çíà÷åíèé η = 0, η = 50, η = 100.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîêàçàí ãðàôèê íå ïî âñåé òîëùèíå áàëêè, îäíàêî

íàïðÿæåíèÿ óðàâíîâåøåíû (ïëîùàäè ïîä êðèâîé â îòðèöàòåëüíûõ è

ïîëîæèòåëüíûõ îáëàñòÿõ ðàâíû).

Óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòà òåïëîîáìåíà η âëå÷åò çà ñîáîé óìåíüøåíèå

ãðàäèåíòîâ òåìïåðàòóðû, ÷òî âëèÿåò íà ìàêñèìàëüíûå ðàñòÿãèâàþùèå

íàïðÿæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ïðè ëàçåðíîé îáðàáîòêå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé

ìîæíî óìåíüøèòü íåæåëàòåëüíûå òåðìîíàïðÿæåíèÿ ñ ïîìîùüþ îáäóâà

îáðàçöà.

95



�4.4. Ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ó÷åòå

òåïëîîáìåíà íà âíåøíèõ ïîâåðõíîñòÿõ òîíêîãî äèñêà

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ íàãðåâà òîíêîãî áåñêîíå÷íîãî äèñêà ïî öåíòðàëüíîìó

êðóãîâîìó îòâåðñòèþ ðàäèóñà r = 1. Íà âíóòðåííåé ãðàíèöå çàäàåòñÿ òåïëîâîé

ïîòîê q00 = const, íà ãðàíèöå ôðîíòà r = l(t) òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé ïîòîê

ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå îäíîìåðíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè

â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä
Tt = Trr +

1
rTr − ηT

−Tr|r=1 = q00

T |r=l(t) = 0

Tr|r=l(t) = 0.

(4.7)

Ðåøåíèå òåìïåðàòóðíîé çàäà÷è (4.7) ïðè η = 0 äàåò ñîîòíîøåíèÿ (1.39),

(1.40), îïðåäåëÿþùèå òåìïåðàòóðíîå ïîëå â òîíêîì áåñêîíå÷íîì äèñêå ñ

öåíòðàëüíûì êðóãîâûì îòâåðñòèåì (ðàáîòà [80]):

T (r, t) =

{
q00

2(l(t)−1) (r − l(t))2 , åñëè 1 ≤ r ≤ l(t)

0, åñëè r > l(t),
(4.8)

l3(t) + l2(t)− 5l(t) + 3 = 24t. (4.9)

Â ñëó÷àå ó÷åòà îáäóâà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðè ïîìîùè ìåòîäà

ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü l(t)

îò âðåìåíè t è êîýôôèöèåíòà η (ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü (4.8) îñòàíåòñÿ

íåèçìåííîé):

l3(t) + l2(t)− 5l(t) + 3 =
24

η
− exp(−ηt)24

η
. (4.10)

Àíàëîãè÷íî çàäà÷å äëÿ îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà, âûðàæåíèÿ (4.8)�(4.10)

îïðåäåëÿþò òåìïåðàòóðíîå ïîëå çàäà÷è (4.7).
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�4.5. Ðàñ÷åò ïîëåé íàïðÿæåíèé äëÿ çàäà÷è

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ó÷åòîì òåïëîîáìåíà íà âíåøíèõ

ïîâåðõíîñòÿõ òîíêîãî äèñêà

Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ íàïðÿæåíèé σ = σ(T, r, l(t)) äëÿ òåðìîóïðóãîé

çàäà÷è â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä (2.20). Äëÿ íàãëÿäíîñòè çàïèøåì

èõ â âèäå

σr =


− 1

r2

r∫
1

Tr dr, åñëè 1 ≤ r ≤ l(t)

− 1
r2

l(t)∫
1

Tr dr, åñëè r > l(t),

(4.11)

σφ =


−T + 1

r2

r∫
1

Tr dr, åñëè 1 ≤ r ≤ l(t)

1
r2

l(t)∫
1

Tr dr, åñëè r > l(t).

(4.12)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.8)�(4.10) â (4.11)�(4.12), ïîëó÷àåì íàïðÿæåíèÿ,

ó÷èòûâàþùèå îáäóâ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè. Êàê è â çàäà÷å ïî îáðàáîòêå áàëêè,

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ìàêñèìàëüíûå

ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ ïðè η = 0 áîëüøå íà 30 − 70%, ÷åì ïðè ó÷åòå

îáäóâà ïîâåðõíîñòè (η ̸= 0). Òàêæå ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ìàêñèìàëüíûõ

íàïðÿæåíèé ïðè óâåëè÷åíèè êîýôôèöèåíòà, îòâå÷àþùåãî çà îáäóâ. Íà

ðèñ. 4.5 ïîêàçàíî ðàçëè÷èå ìàêñèìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé â

îáëàñòè õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ â ìîìåíò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t = 0, 029 ïðè

ðàçëè÷íûõ η.
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Ðèñ. 4.5. Áåçðàçìåðíûå íàïðÿæåíèÿ σφ(r, t) ïðè ëàçåðíîé îáðàáîòêå äèñêà

â ìîìåíò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t = 0, 029 ïðè η = 0 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), ïðè

η = 50 (ïóíêòèð) è ïðè η = 100 (øòðèõ-ïóíêòèð); q00 = 2.

Àíàëèç íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîêàçûâàåò, ÷òî îáäóâ

îáðàçöîâ, ïîäâåðãàþùèõñÿ ëàçåðíîìó âîçäåéñòâèþ, ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü

òåðìîìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ è òåì ñàìûì ïðåäîòâðàòèòü âîçìîæíîå

âíóòðåííåå ðàñòðåñêèâàíèå.

�4.6. Ðàñ÷åò ïîëåé íàïðÿæåíèé â òîíêîì äèñêå ñ ó÷åòîì

ìåõàíè÷åñêîãî ïðåäíàãðóæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà òîíêîãî äèñêà ïî

âíóòðåííåìó êðóãîâîìó îòâåðñòèþ ðàäèóñà r = 1 ïðè äîïîëíèòåëüíîì

ìåõàíè÷åñêîì ïðåäíàãðóæåíèè (ðèñóíîê 4.6). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà âíåøíåì

ðàäèóñå äèñêà çàäàíî äàâëåíèå σ0.

Ðèñ. 4.6. Íàãðåâ äèñêà ïðè äîïîëíèòåëüíîì ìåõàíè÷åñêîì

ïðåäíàãðóæåíèè.

Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé â çàäà÷å áåç ó÷åòà

äàâëåíèÿ èìåþò âèä (2.20) èëè (äëÿ íàãëÿäíîñòè) (4.11)-(4.12).
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Ìåõàíè÷åñêàÿ çàäà÷à ñ çàäàííûì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì äàâëåíèåì

ïî ãðàíèöå äèñêà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé Ëàìå. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

σr|r→∞ = σ0, σr|r→1 = 0; ðåøåíèå èìååò âèä

σr = σ0

(
1− 1

r2

)
,

σφ = σ0

(
1 +

1

r2

)
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàãðåâå äèñêà ñ çàäàííûì äàâëåíèåì

íà âíåøíåé ãðàíèöå íàäî ïðèáàâèòü ê âûðàæåíèÿì äëÿ íàïðÿæåíèé ðåøåíèå

ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è:

σr =


− 1

r2

r∫
1

Tr dr + σ0
(
1− 1

r2

)
, åñëè 1 ≤ r ≤ l(t)

− 1
r2

l(t)∫
1

Tr dr + σ0
(
1− 1

r2

)
, åñëè r > l(t),

σφ =


−T + 1

r2

r∫
1

Tr dr + σ0
(
1 + 1

r2

)
, åñëè 1 ≤ r ≤ l(t)

1
r2

l(t)∫
1

Tr dr + σ0
(
1 + 1

r2

)
, åñëè r > l(t).

(4.13)

Íà ðèñ. 4.7 ïîñòðîåíû ïîëÿ îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé (4.13) äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîé òåðìîóïðóãîé çàäà÷è. Òåìïåðàòóðíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ñ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà ïðè çàäàííîì òåïëîâîì ïîòîêå íà

íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè.
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Ðèñ. 4.7. Ñðàâíåíèå îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ ìîäåëè

âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà äèñêà áåç ó÷åòà äîïîëíèòåëüíîãî ìåõàíè÷åñêîãî

ïðåäíàãðóæåíèÿ (ëèíèè 1, 2) è ïðè åãî ó÷åòå (ëèíèè 3, 4) â ìîìåíòû

áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t = 0.01 (ëèíèè 1, 3) è t = 0.02 (ëèíèè 2, 4).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäåëè âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà òîíêîãî

äèñêà âîçìîæíî ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ñ

ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäíàãðóæåíèÿ. Âëèÿíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà

(êàê è ìåòîäà îáäóâà îáðàçöîâ) ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíûì, íî êîíêðåòíûå

ðåêîìåíäàöèè ìîæíî äàòü òîëüêî â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýêñïåðèìåíòîâ.

�4.7. Âûâîäû ïî ÷åòâåðòîé ãëàâå

Ðàññìîòðåíû ñïîñîáû óìåíüøåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé ïðè

îáðàáîòêå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ëàçåðíûì ëó÷îì.

Èññëåäîâàíû äâà ñïîñîáà: îáäóâ ïîâåðõíîñòè îáðàçöà òåïëîïðîâîäíûì

íîñèòåëåì è ìåõàíè÷åñêîå ïðåäíàãðóæåíèå.

Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ çàäà÷è íàãðåâà îáðàçöà áàëî÷íîãî òèïà ïî áîêîâîé

ïîâåðõíîñòè è òîíêîãî äèñêà ïî öåíòðàëüíîé êðóãîâîé îáëàñòè.

Ïîêàçàíî (ðèñóíêè 4.4, 4.5, 4.7), ÷òî âëèÿíèå ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ

ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíûì, íî êîíêðåòíûå ðåêîìåíäàöèè ìîæíî äàòü òîëüêî

â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âûïîëíåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â

ñëåäóþùåì:

� ìîäèôèöèðîâàí àíàëèòè÷åñêèé ïðèáëèæåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ

íåñòàöèîíàðíûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé íà ñëó÷àé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

(ðàññìîòðåíû ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå, ìîíîòîííî óáûâàþùèå è

íåìîíîòîííûé âàðèàíòû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè

îò òåìïåðàòóðû);

� îïðåäåëåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé (ñ

èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííûõ ðàñïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû) â ñëó÷àÿõ

óïðóãîãî è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëîâ è ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ

íåëèíåéíûõ òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà íà ðàçðóøåíèå îáðàçöà;

� èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû ñ ïîìîùüþ òåïëîîáìåíà

íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïðè ëàçåðíîé îáðàáîòêå

ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé (áàëêè, ñòåðæíè, ïîëîñû, äèñêè).

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóìåðíîé ìîäåëè

âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà áîëåå òî÷íî ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà ïëàñòè÷íîñòè è

âÿçêîñòè ìàòåðèàëà â ðàçîãðåòîé îáëàñòè è ëîêàëüíîñòü âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî

ëó÷à íà îáðàçåö.
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