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Общая характеристика работы

Актуальность темы.Настоящая работа посвящена изучению неко­
торых классов функций нескольких переменных. При этом основное внима­
ние уделяется получению для этих классов конструктивных характеристик
и теорем вложения.

Впервые задачу о наилучшем приближении функций поставил в се­
редине прошлого века П.Л. Чебышев1.

В начале 20 века в работах Лебега2, Валле-Пуссена3, Джексона4 и
С.Н. Бернштейна5 возник вопрос о получении конструктивных характери­
стик для функций, обладающих теми или иными структурными свойства­
ми (дифференцируемостью, условием Липшица, и т.п.); то есть возник во­
прос о получении для этих функций порядка их наилучшего приближения
при помощи тех или иных агрегатов.

В дальнейшем ответу на этот вопрос было посвящено большое число
работ. Однако и до настоящего времени в этом направлении имеется целый
ряд нерешенных задач.

Хотя получение конструктивных характеристик для тех или иных
классов функций представляет самостоятельный интерес, в данной работе
они, кроме того, играют существенную роль при доказательстве теорем
вложения.

Первая теорема вложения была доказана Харди и Литтлвудом6 в
1927 году.

Начало общей теории вложения пространств функций многих пере­
менных было положено в 30-х годах С.Л. Соболевым7, который рассмат­
ривал пространства 𝑊–функций, имеющих ограниченные производные.

1Чебышев П. Л. Вопросы о наименьших величинах, связанных с приближенным
представлением функций // ПСС Чебышева. 1947. № 2. С. 152—236; Чебышев П. Л.

Теория механизмов, известных под именем параллелограммов // ПСС Чебышева. 1947.
№ 2. С. 23—51.

2Lebesgue H. Sur la représentation approchée des fonctions // Rend. Circ. Mat. Palermo.
1908. No. 26. Pp. 325–328.

3Vallée Poussin C. J. d. l. Note sur l’approximation par un polynôme d’une fonction
dont la dérivée est à variation bornée // Bull. Soc. Math. Belgo. 1908. No. 3. Pp. 403–410.

4Jackson D. Über die Genauigkeit der Annäherung stetiger Funktionen durch ganze
rationale Funktionen gegebenen Grades und trigonometrische Summen gegebener Ordnung.
Göttingen : Dieterich, 1911.

5Бернштейн С. О наилучшемъ приближенiи непрерывныхъ функцiй посредствомъ
многочленовъ данной степени // Сообщ. Харьков. матем. общ. Вторая сер. 1912. С. 49—
194.

6Hardy G. H., Littlewood J. E. A convergence criterion for Fourier series // Math. Z.
1928. Vol. 28, no. 4. Pp. 612–634.

7Соболев С. Л. Некоторые применения функционального анализа в математической
физике / под ред. О. А. Олейник. 3-е изд. Москва : Наука, 1988. 336 с.
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Принципиально новый вклад в развитие этой теории был сделан С.М.
Никольским8, создавшим теорию вложения 𝐻-классов и привлекшим для
её исследования конструктивные характеристики рассматриваемых клас­
сов.

С этого времени теория вложения начинает быстро развиваться.
Вводятся и изучаются новые классы функций, интерес к которым вызван
как различными задачами математической физики, так и естественными
обобщениями изученных ранее пространств.

В 1963 г. С. М. Никольским9 и Н. С. Бахваловым10 были введены в
рассмотрение 𝑆𝐻-классы функций с доминирующим смешанным модулем
гладкости. Для этих классов функций уже не удавалось найти конструк­
тивные характеристики в терминах приближения функций полиномами
и поэтому С.М. Никольский предложил новый метод исследования таких
функций: он предложил заменить теоремы о конструктивных характери­
стиках теоремами о представлении функций рядами из тригонометриче­
ских полиномов. В дальнейшем этим методом исследовались и некоторые
другие классы функций с доминирующим смешанным модулем гладкости.

Однако попытка доказать этим методом теоремы вложения для неко­
торых классов функций (смешанный модуль гладкости которых удовлетво­
ряет другим условиям) либо не приводит к цели, либо приводит к результа­
там, которые уже не являются точными. Поэтому встал вопрос об изучении
таких классов функций каким-либо другим методом. М.К. Потаповым бы­
ло предложено изучать такие классы функций при помощи приближения
углом11.

Цель работы. При помощи приближения углом получить конструк­
тивные характеристики и с их помощью теоремы вложения разных метрик

8Никольский C. М. Неравенства для целых функций конечной степени и их приме­
нение в теоремах вложения в смешанной норме // Тр. Матем. ин-та АН СССР. 1951.
№ 38. С. 191—202.

9Никольский C. М. Функции с доминирующей смешанной производной, удовлетво­
ряющей кратному условию Гельдера // Сиб. матем. журн. 1963. № 6. С. 1342—1364.

10Бахвалов Н. С. Теоремы вложения для классов функций с несколькими ограничен­
ными производными // Вестн. Моск. ун-та. Матем. Механ. 1963. № 3. С. 7—16.

11Потапов М. К. Приближение “углом” и теоремы вложения // Math. balk. 1972. № 2.
С. 183—198; Потапов М. К. Теоремы вложения в смешанной метрике // Тр. Матем.
ин-та АН СССР. 1980. № 156. С. 143—156; Потапов М. К. О приближении углом //
Proc. Conf. on Constructive Theory of Functions (Approximation Theory). 1969. Budapest:
Akad. Kiadó. 1972. С. 371—399; Потапов М. К., Симонов Б. В. О соотношениях между
модулями гладкости в разных метриках // Вестник московского университета, Серия
1 Матем. Механ. 2009. № 3. С. 36—43; Потапов М. К., Симонов Б. В., Тихонов С.

Теоремы вложения классов С.М.Никольского // Современные проблемы анализа и пре­
подавания математики, Материалы Международной научной конференции, посвящен­
ной 105-летию академика С.М.Никольского. Изд-во МГУ, 2010. С. 33—34; Potapov M.,
Simonov B., Tikhonov S. Mixed Moduli of Smoothness in 𝐿𝑝, 1 < 𝑝 < ∞ // Surveys in
Approximation Theory. 2013. No. 8. Pp. 1–57; Потапов М. К., Симонов Б. В., Тихонов
С. Дробные модули гладкости. Москва : МАКСПресс, 2016. 338 с.

4



и измерений для классов функций, представляющих из себя обобщение
классов 𝐻 и 𝑆𝐻 Никольского.

Научная новизна. Все результаты работы являются новыми. В дис­
сертации получены следующие основные результаты:

1. Получены оценки приближений углом и модулей гладкости для
функций распасовки.

2. Получены конструктивные характеристики обобщённых классов
Никольского 𝑆𝐻(𝑝1,𝑝2,𝛼1,𝛼2, 𝛽1, 𝛽2) и 𝑆𝑚

𝑛 𝐻𝑟
𝑝при помощи прибли­

жений углом.
3. Для указанных классов функций получены теоремы вложения раз­

ных метрик.
4. Для указанных классов функций получены теоремы о следах.

Mетодология и методы исследования. В работе используются
различные методы функционального анализа и теории приближений.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теорети­
ческий характер. Результаты диссертации могут найти применение в функ­
циональном анализе и теории приближений, теории дифференциальных
уравнений с частными производными и в теории интегральных уравнений.

Апробация работы. Основные результаты работы докладыва­
лись на:

1. семинаре механико-математического факультета по теории ортого­
нальных и тригонометрических рядов под руководством профессо­
ра М. К. Потапова, профессора В. А. Скворцова, профессора Т. П.
Лукашенко, профессора М. И. Дьяченко (2012–2017 г., неоднократ­
но)

2. XIX международной научной конференция студентов, аспирантов
и молодых ученых "Ломоносов", 9-13 апреля 2012;

3. ХХI международной научной конференции студентов, аспирантов
и молодых ученых "Ломоносов", 7-11 апреля 2014;

4. международной научной конференции "Современные проблемы
математики, механики, информатики", Россия, Тула, 15-19 сентяб­
ря 2014;

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 7 печатных изданиях, 3 из которых изданы в журналах, рекомендован­
ных ВАК, 2 — в трудах механико-математического факультета 2 — в тези­
сах докладов. Список работ автора по теме диссертации приведен в конце
автореферата. Работ в соавторстве нет.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,
трёх глав и заключения. Полный объем диссертации 115 страниц текста
с 24 рисунками. Список литературы содержит 23 наименования.

Краткое содержание работы. В главах 2 и 3 вводятся в рассмот­
рение классы функций, обобщающие классы 𝐻 и 𝑆𝐻 Никольского, и для
них доказываются конструктивные характеристики и теоремы вложения.
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Для доказательства этих результатов применяется предложенный С.М.
Никольским метод распасовки. Поэтому в главе 1 доказываются теоремы
о распасовке.

Приведем краткое описание основных результатов. Основным резуль­
татом главы 1 диссертации являются теоремы 1.1 – 1.3.

Теорема 1.1. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, 𝑝 = {𝑝1, . . . ,𝑝𝑛}, 𝑝𝑖 ∈ [1,∞], то 𝑓 можно
представить в виде

𝑓 = 𝑓0+

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝑓𝑖1+

𝑛∑︁
𝑖2=2

𝑖2−1∑︁
𝑖1=1

𝑓𝑖1,𝑖2+· · ·+
𝑛∑︁

𝑖𝑠=𝑠

𝑖𝑠−1∑︁
𝑖𝑠−1=𝑠−1

· · ·
𝑖3−1∑︁
𝑖2=2

𝑖2−1∑︁
𝑖1=1

𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠+· · ·+

+

𝑛∑︁
𝑖𝑛−1=𝑛−1

𝑖𝑛−1−1∑︁
𝑖𝑛−2=𝑛−2

· · ·
𝑖3−1∑︁
𝑖2=2

𝑖2−1∑︁
𝑖1=1

𝑓𝑖1,...,𝑖𝑛−1 + 𝑓1,...,𝑛,

где

𝑓0 =

(︂
1

2𝜋

)︂𝑛
2𝜋∫︁
0

· · ·
2𝜋∫︁
0

𝑓𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛,

𝑓𝑖1 ≡ 𝑓𝑖1(𝑥𝑖1) =

(︂
1

2𝜋

)︂𝑛−1
2𝜋∫︁
0

· · ·
2𝜋∫︁
0

𝑓𝑑𝑥𝑖2 . . . 𝑑𝑥𝑖𝑛 − 𝑓0,∀𝑖1 ∈ (1, . . . ,𝑛),

𝑓𝑖1,𝑖2 ≡ 𝑓𝑖1,𝑖2(𝑥𝑖1 ,𝑥𝑖2) =

(︂
1

2𝜋

)︂𝑛−2
2𝜋∫︁
0

· · ·
2𝜋∫︁
0

𝑓𝑑𝑥𝑖3 . . . 𝑑𝑥𝑖𝑛 − 𝑓0 − 𝑓𝑖1 − 𝑓𝑖2 ,

∀(𝑖1,𝑖2) ⊂ (1, . . . ,𝑛),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠 ≡ 𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠(𝑥𝑖1 , . . . ,𝑥𝑖𝑠) =

(︂
1

2𝜋

)︂𝑛−𝑠
2𝜋∫︁
0

· · ·
2𝜋∫︁
0

𝑓𝑑𝑥𝑖𝑠+1
. . . 𝑑𝑥𝑖𝑛 − 𝑓0−

−
𝑠∑︁

𝑗1=1

𝑓𝑖𝑗1 −
𝑠∑︁

𝑗2=2

𝑗2−1∑︁
𝑗1=1

𝑓𝑖𝑗1 𝑖𝑗2 − . . . (1)

. . .−
𝑠∑︁

𝑗𝑠−1=𝑠−1

· · ·
𝑗3−1∑︁
𝑗2=2

𝑗2−1∑︁
𝑗1=1

𝑓𝑖𝑗1 ,...,𝑖𝑗𝑠−1
,

∀(𝑖1, . . . ,𝑖𝑠) ⊂ (1, . . . ,𝑛),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑓1,...,𝑛 ≡ 𝑓1,...,𝑛(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛) = 𝑓 − 𝑓0 −
𝑛∑︁

𝑖1=1

𝑓𝑖1 −
𝑛∑︁

𝑖2=2

𝑖2−1∑︁
𝑖1=1

𝑓𝑖1𝑖2 − · · ·−
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−
𝑛∑︁

𝑖𝑛−1=𝑛−1

· · ·
𝑖3−1∑︁
𝑖2=2

𝑖2−1∑︁
𝑖1=1

𝑓𝑖1,...,𝑖𝑛−1
.

и выполнены следующие соотношения:
1) ‖𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠‖𝑝 ≤ 𝑐1‖𝑓‖𝑝, ∀(𝑖1, . . . ,𝑖𝑠) ⊆ (1, . . . ,𝑛),

2)
2𝜋∫︀
0

𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠𝑑𝑥𝑖𝑗 = 0, ∀𝑗 ∈ (1, . . . ,𝑠),

где постоянная 𝑐1 не зависит от f.
Теорема 1.2. В условиях теоремы 1.1 для функций представле­

ния (1) и ∀𝑙𝑖𝑗 ∈ N ∪ {0} справедливы соотношения:
1) 𝑌𝑙1,...,𝑙𝑛(𝑓)𝑝 = 𝑌𝑙1,...,𝑙𝑛(𝑓1,...,𝑛)𝑝;
2) 𝑌𝑙𝑖1 ,...,𝑙𝑖𝑠

(𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠)𝑝 ≤ 𝑐2𝑌𝑙𝑖1 ,...,𝑙𝑖𝑠
(𝑓)𝑝,∀ (𝑖1, . . . ,𝑖𝑠) ⊂ (1, . . . ,𝑛);

3) 𝑌𝑙𝑖1 ,...,𝑙𝑖𝑠
(𝑓)𝑝 ≤ 𝑐3

(︃
𝑌𝑙𝑖1 ,...,𝑙𝑖𝑠

(𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠)𝑝 +
𝑛∑︀

𝑗𝑠+1=𝑠+1

𝑌𝑙𝑖1 ,...,𝑙𝑖𝑠
(𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠,𝑖𝑗𝑠+1

)𝑝+

+
𝑛∑︀

𝑗𝑠+2=𝑠+2

𝑗𝑠+2−1∑︀
𝑗𝑠+1=𝑠+1

𝑌𝑙𝑖1 ,...,𝑙𝑖𝑠
(𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠,𝑖𝑗𝑠+1

,𝑖𝑗𝑠+2
)𝑝 + · · ·+

+
𝑛∑︀

𝑗𝑛−1=𝑛−1

· · ·
𝑗𝑠+3−1∑︀

𝑗𝑠+2=𝑠+2

𝑗𝑠+2−1∑︀
𝑗𝑠+1=𝑠+1

𝑌𝑙𝑖1 ,...,𝑙𝑖𝑠
(𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠,𝑖𝑗𝑠+1

,...,𝑖𝑗𝑛−1
)𝑝 + 𝑌𝑙𝑖1 ,...,𝑙𝑖𝑠

(𝑓1,...,𝑛)𝑝

)︃
,

∀ (𝑖1, . . . ,𝑖𝑠) ⊂ (1, . . . ,𝑛),
где постоянные 𝑐2 и 𝑐3 не зависят от 𝑓 и 𝑙𝑖.

Теорема 1.3. В условиях теоремы 1.1 для функций представле­
ния (1) и ∀𝛿𝑖𝑗 ∈ (0,1) справедливы соотношения:
1) 𝜔𝑘1,...,𝑘𝑛

(𝑓1,...,𝑛, 𝛿1, . . . , 𝛿𝑛)𝑝 = 𝜔𝑘1,...,𝑘𝑛
(𝑓, 𝛿1, . . . , 𝛿𝑛)𝑝;

2) 𝜔𝑘𝑖𝑗1
,...,𝑘𝑖𝑗𝑚

(𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠 ,𝛿𝑖𝑗1 , . . . ,𝛿𝑖𝑗𝑚 )𝑝 ≤ 𝑐4𝜔𝑘𝑖𝑗1
,...,𝑘𝑖𝑗𝑚

(𝑓, 𝛿𝑖𝑗1 , . . . , 𝛿𝑖𝑗𝑚 )𝑝,

∀(𝑗1, . . . ,𝑗𝑚) ⊂ (1, . . . ,𝑠), ∀(𝑖1, . . . ,𝑖𝑠) ⊂ (1, . . . ,𝑛) и ∀𝑠 = 1, . . . ,𝑛− 1;
3) 𝜔𝑘𝑖1

,...,𝑘𝑖𝑠
(𝑓,𝛿𝑖1 , . . . ,𝛿𝑖𝑠)𝑝 ≤ 𝜔𝑘𝑖1

,...,𝑘𝑖𝑠
(𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠 ,𝛿𝑖1 , . . . ,𝛿𝑖𝑠)𝑝+

+

𝑛∑︁
𝑗𝑠+1=𝑠+1

𝜔𝑘𝑖1
,...,𝑘𝑖𝑠

(𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠,𝑖𝑗𝑠+1
,𝛿𝑖1 , . . . ,𝛿𝑖𝑠)𝑝+

+

𝑛∑︁
𝑗𝑠+2=𝑠+2

𝑗𝑠+2−1∑︁
𝑗𝑠+1=𝑠+1

𝜔𝑘𝑖1
,...,𝑘𝑖𝑠

(𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠,𝑖𝑗𝑠+1
,𝑖𝑗𝑠+1

,𝛿𝑖1 , . . . ,𝛿𝑖𝑠)𝑝 + . . .+

+

𝑛∑︁
𝑗𝑛−1=𝑛−1

· · ·
𝑗𝑠+3−1∑︁

𝑗𝑠+2=𝑠+2

𝑗𝑠+2−1∑︁
𝑗𝑠+1=𝑠+1

𝜔𝑘𝑖1 ,...,𝑘𝑖𝑠
(𝑓𝑖1,...,𝑖𝑠,𝑖𝑗𝑠+1

,...,𝑖𝑗𝑛−1
,𝛿𝑖1 , . . . ,𝛿𝑖𝑠)+

+ 𝜔𝑘𝑖1 ,...,𝑘𝑖𝑠
(𝑓1,...,𝑛,𝛿𝑖1 , . . . ,𝛿𝑖𝑠)𝑝,

∀ (𝑖1, . . . ,𝑖𝑠) ⊂ (1, . . . ,𝑛), ∀ 𝑠 = 1, . . . ,𝑛− 1,
где постоянная 𝑐4 не зависит от 𝑓 и 𝛿𝑖.

Эти результаты используются при доказательстве основных резуль­
татов глав 2 и 3.
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Глава 2 посвящена изучению класса 𝑆𝐻(𝑝1, 𝑝2, 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1,𝛽2). Этот
класс является обобщением хорошо известных классов Никольского 𝐻𝑟1,𝑟2

𝑝1,𝑝2

и 𝑆𝐻𝑟1,𝑟2
𝑝1,𝑝2

.
Будем писать 𝑓 ∈ 𝑆𝐻(𝑝1,𝑝2,𝛼1,𝛼2,𝛽1,𝛽2), если 1 ≤ 𝑝𝑖 ≤ ∞, 𝛼𝑖 > 0,

𝛽𝑖 > 0, 𝑘𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1,2, 𝛽1

𝛼1
+ 𝛽2

𝛼2
≥ 1 и выполнены условия:

0) 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1,𝑝2
,

1) 𝜔𝑘1
(𝑓,𝛿1)𝑝1,𝑝2

≤ 𝑐5𝛿
𝛼1
1 , ∀𝛿1 ∈ (0,1), 𝑘1 > 𝛼1,

2) 𝜔𝑘2(𝑓,𝛿2)𝑝1,𝑝2 ≤ 𝑐6𝛿
𝛼2
2 , ∀𝛿1 ∈ (0,1), 𝑘2 > 𝛼2,

3) 𝜔𝑘3𝑘4(𝑓,𝛿1,𝛿2)𝑝1,𝑝2 ≤ 𝑐7𝛿
𝛽1

1 𝛿𝛽2

2 , ∀𝛿𝑖 ∈ (0,1), 𝑖 = 1,2, 𝑘3 > 𝛽1, 𝑘4 > 𝛽2,
где постоянные 𝑐5, 𝑐6 и 𝑐7 не зависят от 𝛿1 и 𝛿2.

В параграфе §2.2 для функций из этого класса получена конструк­
тивная характеристика.

Теорема 2.1. Для того чтобы функция 𝑓 ∈ 𝑆𝐻(𝑝1,𝑝2,𝛼1,𝛼2,𝛽1,𝛽2),
где 1 ≤ 𝑝𝑖 ≤ ∞, 𝛼𝑖 > 0, 𝛽𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2, необходимо и достаточно, чтобы
∀𝑙𝑖 ∈ N ∪ {0} выполнялись следующие неравенства:

𝑌𝑙𝑖(𝑓)𝑝1,𝑝2
≤ 𝑐8

1

(𝑙𝑖 + 1)
𝛼𝑖

, 𝑖 = 1,2,𝑌𝑙1𝑙2(𝑓)𝑝1,𝑝2
≤ 𝑐9

1

(𝑙1 + 1)
𝛽1

1

(𝑙2 + 1)
𝛽2

,

где постоянные 𝑐8 и 𝑐9 не зависят от 𝑙1 и 𝑙2.
В параграфе §2.3 доказываются теоремы вложения разных метрик

для функций из этого класса. Далее приведены основные теоремы этого
параграфа.

Теорема 2.2. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝐻 (𝑝1,𝑝2,𝛼1,𝛼2,𝛽1,𝛽2), где 1 ≤ 𝑝𝑖 < 𝑞𝑖 ≤ ∞,

1

𝑝𝑖
− 1

𝑞𝑖
< 𝛽𝑖 ≤ 𝛼𝑖, 𝑖 = 1,2,

тогда 𝑓 ∈ 𝑆𝐻(𝑞1,𝑞2,𝛼
*
1,𝛼

*
2,𝛽

*
1 ,𝛽

*
2), где

𝛼*
1 = 𝛼1𝜗1, 𝛼

*
2 = 𝛼2𝜗2, 𝛽

*
1 = 𝛽1 −

(︁
1
𝑝1

− 1
𝑞1

)︁
, 𝛽*

2 = 𝛽2 −
(︁

1
𝑝2

− 1
𝑞2

)︁
,

𝜗1 = 1−
(︁

1
𝛼1

(︁
1
𝑝1

− 1
𝑞1

)︁
+ 𝛼1−𝛽1

𝛼1𝛽2

(︁
1
𝑝2

− 1
𝑞2

)︁)︁
,

𝜗2 = 1−
(︁

1
𝛼2

(︁
1
𝑝2

− 1
𝑞2

)︁
+ 𝛼2−𝛽2

𝛼2𝛽1

(︁
1
𝑝1

− 1
𝑞1

)︁)︁
.

Условиям теоремы соответствуют пары чисел (𝛽1,𝛽2), лежащие в об­
ласти I, изображенной на рисунках 1 - 3.

Теорема 2.3. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝐻 (𝑝1,𝑝2,𝛼1,𝛼2,𝛽1,𝛽2), где 1 ≤ 𝑝𝑖 < 𝑞𝑖 ≤ ∞,
𝑖 = 1,2,

1

𝑝1
− 1

𝑞1
< 𝛼1 ≤ 𝛽1,

1

𝑝2
− 1

𝑞2
< 𝛼2 ≤ 𝛽2,

тогда 𝑓 ∈ 𝑆𝐻 (𝑞1,𝑞2,𝛼
*
1,𝛼

*
2,𝛽

*
1 ,𝛽

*
2), где

𝛼*
1 = 𝛼1 −

(︂
1

𝑝1
− 1

𝑞1

)︂
, 𝛼*

2 = 𝛼2 −
(︂

1

𝑝2
− 1

𝑞2

)︂
,

𝛽*
1 = 𝛽1 −

(︂
1

𝑝1
− 1

𝑞1

)︂
, 𝛽*

2 = 𝛽2 −
(︂

1

𝑝2
− 1

𝑞2

)︂
.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3

Условиям теоремы соответствуют пары чисел (𝛽1,𝛽2), лежащие в об­
ласти II, изображенной на рисунках 1 - 3.

Теорема 2.4. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝐻 (𝑝1,𝑝2,𝛼1,𝛼2,𝛽1,𝛽2), где 1 ≤ 𝑝𝑖 < 𝑞𝑖 ≤ ∞,
𝑖 = 1,2,

1

𝑝1
− 1

𝑞1
< 𝛽1 ≤ 𝛼1,

1

𝑝2
− 1

𝑞2
< 𝛼2 ≤ 𝛽2,

тогда 𝑓 ∈ 𝑆𝐻 (𝑞1,𝑞2,𝛼
*
1,𝛼

*
2,𝛽

*
1 ,𝛽

*
2), где

𝛼*
1 = 𝛼1𝜗1, 𝛼

*
2 = 𝛼2 −

(︂
1

𝑝2
− 1

𝑞2

)︂
,

𝛽*
1 = 𝛽1 −

(︂
1

𝑝1
− 1

𝑞1

)︂
, 𝛽*

2 = 𝛽2 −
(︂

1

𝑝2
− 1

𝑞2

)︂
,

𝜗1 = 1−
(︂

1

𝛼1

(︂
1

𝑝1
− 1

𝑞1

)︂
+

𝛼1 − 𝛽1

𝛼1𝛽2

(︂
1

𝑝2
− 1

𝑞2

)︂)︂
,
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Условиям теоремы соответствуют пары чисел (𝛽1,𝛽2), лежащие в об­
ласти III, изображенной на рисунках 1 - 3.

Теорема 2.5. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝐻 (𝑝1,𝑝2,𝛼1,𝛼2,𝛽1,𝛽2), где 1 ≤ 𝑝𝑖 < 𝑞𝑖 ≤ ∞,
𝑖 = 1,2,

1

𝑝1
− 1

𝑞1
< 𝛼1 ≤ 𝛽1,

1

𝑝2
− 1

𝑞2
< 𝛽2 ≤ 𝛼2,

тогда 𝑓 ∈ 𝑆𝐻 (𝑞1,𝑞2,𝛼
*
1,𝛼

*
2,𝛽

*
1 ,𝛽

*
2), где

𝛼*
1 = 𝛼1 −

(︂
1

𝑝1
− 1

𝑞1

)︂
, 𝛼*

2 = 𝛼2𝜗2,

𝛽*
1 = 𝛽1 −

(︂
1

𝑝1
− 1

𝑞1

)︂
, 𝛽*

2 = 𝛽2 −
(︂

1

𝑝2
− 1

𝑞2

)︂
,

𝜗2 = 1−
(︂

1

𝛼2

(︂
1

𝑝2
− 1

𝑞2

)︂
+

𝛼2 − 𝛽2

𝛼2𝛽1

(︂
1

𝑝1
− 1

𝑞1

)︂)︂
.

Условиям теоремы соответствуют пары чисел (𝛽1,𝛽2), лежащие в об­
ласти IV, изображенной на рисунках 1 - 3.

В параграфе §2.3 для функций из класса 𝑆𝐻(𝑝1,𝑝2,𝛼1,𝛼2,𝛽1, 𝛽2) до­
казаны теоремы о следах на оси 𝑂𝑥1 и 𝑂𝑥2. Далее приведены основные
теоремы этого параграфа.

Теорема 2.10. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝐻 (𝑝1, 𝑝2, 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2), где 1 ≤ 𝑝𝑖 ≤ ∞,
𝑖 = 1,2,

𝛼2 >
1

𝑝2
, 𝛽2 >

1

𝑝2
, 𝛼1 ≥ 𝛽1 > 0,

тогда 𝑓 имеет на оси 𝑂𝑥1 след 𝜙(𝑥1) ∈ 𝐻
𝛼*

1
𝑝1 , где 𝛼*

1 = 𝛼1 − 𝛼1−𝛽1

𝛽2𝑝2
.

Теорема 2.11. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝐻 (𝑝1, 𝑝2, 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2), где 1 ≤ 𝑝𝑖 ≤ ∞,
𝑖 = 1,2,

𝛼2 >
1

𝑝2
, 𝛽2 >

1

𝑝2
, 𝛽1 > 𝛼1 > 0.

Тогда 𝑓 имеет на оси 𝑂𝑥1 след 𝜙(𝑥1) ∈ 𝐻𝛼1
𝑝1
.

Условиям теорем 2.10 и 2.11 удовлетворяют пары чисел (𝛽1, 𝛽2) лежа­
щие в областях I (рис. 4) и II (рис. 5) соответственно.

Аналогичные теоремы справедливы и для следа на ось 𝑂𝑥2.
В главе 3 рассматривается класс 𝑆𝑚

𝑛 𝐻𝑟
𝑝 . Этот класс является обобще­

нием классов Никольского 𝐻𝑟
𝑝 и 𝑆𝐻𝑟

𝑝 .
Будем писать 𝑓 ∈ 𝑆𝑚

𝑛 𝐻𝑟
𝑝 , если 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑟 > 0, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 и

выполнены условия:
0) 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑛);
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Рис. 4 Рис. 5

1) 𝜔𝑘𝑖1
(𝑓,𝛿𝑖1)𝑝 ≤ 𝑐10𝛿

𝑟
𝑖1
, ∀ 𝑖1 = 1, . . . , 𝑛;

2) 𝜔𝑘𝑖1
𝑘𝑖2

(𝑓,𝛿𝑖1 ,𝛿𝑖2)𝑝 ≤ 𝑐11𝛿
𝑟
𝑖1
𝛿𝑟𝑖2 , ∀ (𝑖1,𝑖2) ⊂ (1, . . . ,𝑛);

...

𝑚) 𝜔𝑘𝑖1 ...𝑘𝑖𝑚
(𝑓,𝛿𝑖1 , . . . ,𝛿𝑖𝑚)𝑝 ≤ 𝑐12𝛿

𝑟
𝑖1
. . . 𝛿𝑟𝑖𝑚 , ∀ (𝑖1, . . . ,𝑖𝑚) ⊂ (1, . . . ,𝑛),

где 𝑘𝑖𝑗 > 𝑟, 𝛿𝑖𝑗 ∈ (0,1) и постоянные 𝑐10, 𝑐11 и 𝑐12 не зависят от 𝛿𝑖𝑗 .

В параграфе §3.2 для функций из этого класса получена конструк­
тивная характеристика.

Теорема 3.1. Для того, чтобы функция 𝑓 ∈ 𝑆𝑚
𝑛 𝐻𝑟

𝑝 , где 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞,
1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, необходимо и достаточно, чтобы ∀𝑙𝑖𝑗 ∈ N ∪ {0} выполнялись
следующие условия:

0) 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑛);

1) 𝑌𝑙𝑖1
(𝑓)𝑝 ≤ 𝑐13

1
(𝑙𝑖1+1)𝑟 , ∀𝑖1 = 1, . . . , 𝑛;

2) 𝑌𝑙𝑖1 ,𝑙𝑖2
(𝑓)𝑝 ≤ 𝑐14

1
(𝑙𝑖1+1)𝑟(𝑙𝑖2+1)𝑟 , ∀(𝑖1,𝑖2) ⊂ (1, . . . ,𝑛);

...

𝑚) 𝑌𝑙𝑖1 ...𝑙𝑖𝑚
(𝑓)𝑝 ≤ 𝑐15

1
(𝑙𝑖1+1)𝑟...(𝑙𝑖𝑚+1)𝑟 , ∀(𝑖1, . . . ,𝑖𝑚) ⊂ (1, . . . ,𝑛),

где постоянные 𝑐13, 𝑐14 и 𝑐15 не зависят от 𝛿𝑖𝑗 .

В параграфе §3.3 для функций класса 𝑆𝑚
𝑛 𝐻𝑟

𝑝 доказана теорема вло­
жения разных метрик.

Теорема 3.2. Если 𝑓 ∈ 𝑆𝑚
𝑛 𝐻𝑟

𝑝 , где 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 ≤ ∞,

𝑟* = 𝑟 − 𝑛
𝑚

(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
> 0, то 𝑓 ∈ 𝑆𝑚

𝑛 𝐻𝑟*

𝑞 .

В параграфе §3.4 для класса 𝑆𝑚
𝑛 𝐻𝑟

𝑝 доказана теорема о следах функ­
ций из этого класса.

Теорема 3.3. Пусть на 𝑅𝑛 задана функция 𝑓 ∈ 𝑆𝑚
𝑛 𝐻𝑟

𝑝 , где
1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, 𝑟 > 𝑛

𝑚𝑝 , тогда на любом подпространстве

𝑅𝑘 = 𝑅𝑘(𝑥𝑖1 , . . . ,𝑥𝑖𝑘), где (𝑖1, . . . ,𝑖𝑘) ⊂ (1, . . . ,𝑛), 1 ≤ 𝑘 < 𝑛, у функции 𝑓
существует след 𝜑 = 𝜑(𝑥𝑖1 , . . . ,𝑥𝑖𝑘), такой, что:
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1. если 𝑘 ≤ 𝑚, то 𝜑 ∈ 𝑆𝑘
𝑘𝐻

𝑟*

𝑝 , ∀ 𝑟* ∈
(︁
0,𝑟 − 𝑛−𝑚

𝑚𝑝

]︁
;

2. если 𝑘 > 𝑚, то 𝜑 ∈ 𝑆𝑚
𝑘 𝐻𝑟*

𝑝 , ∀ 𝑟* ∈
(︁
0,𝑟 − 𝑛−𝑘

𝑚𝑝

)︁
.

В заключении приведены основные результаты работы, которые за­
ключаются в следующем: получены оценки приближений углом и модулей
гладкости для функций распасовки; при помощи приближений углом полу­
чены конструктивные характеристики обобщённых классов Никольского
𝑆𝐻(𝑝1,𝑝2,𝛼1,𝛼2, 𝛽1, 𝛽2) и 𝑆𝑚

𝑛 𝐻𝑟
𝑝 ; для указанных классов функций получе­

ны теоремы вложения разных метрик; для указанных классов функций
получены теоремы о следах.

В дальнейшем для исследуемых классов могут быть получены теоре­
мы о продолжении. Класс 𝑆𝑚

𝑛 𝐻𝑟
𝑝 может быть обобщён на случай смешан­

ной метрики. Вопрос об обобщении результатов, полученных для класса
𝑆𝐻(𝑝1,𝑝2,𝛼1,𝛼2,𝛽1,𝛽2), на 𝑛-мерный случай также открыт.

Автор выражает благодарность и большую признательность науч­
ному руководителю, доктору физико-математических наук, профессору
Потапову Михаилу Константиновичу, за постановку интересных задач,
неоценимую помощь и постоянное внимание.
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