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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèÿ ïîäãîòîâëåíà íà êàôåäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî

ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è ïîñâÿ-

ùåíà èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, èñïîëüçó-

þùèõ ïåðåñòðàõîâàíèå è âûïëà÷èâàþùèõ äèâèäåíäû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïàõ äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâûõ êîì-

ïàíèé, ïîÿâèëèñü â íà÷àëå XX âåêà. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè ðèñêà âíåñ-

ëè øâåäñêèå ìàòåìàòèêè Ô. Ëóíäáåðã è Ã. Êðàìåð. Ðàáîòû Êðàìåðà1,2 è äîêòîðñêàÿ äèñ-

ñåðòàöèÿ Ëóíäáåðãà3 ïîëîæèëè íà÷àëî èçó÷åíèþ ìåõàíèçìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâûõ

êîìïàíèé íà îñíîâå ìîäåëè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïðîöåññ ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ òðå-

áîâàíèé îïèñûâàëñÿ ñ ïîìîùüþ ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà. Äàííàÿ ìîäåëü âïîñëåäñòâèè ñòà-

ëà íàçûâàòüñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà. Èìåííî â ðàìêàõ ìîäåëè

Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà ìíîãèìè ó÷åíûìè â XX è XXI âåêàõ èññëåäîâàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèå çà-

äà÷è, ïîñâÿùåííûå ðàçëè÷íûì àñïåêòàì ñòðàõîâîãî áèçíåñà. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå äàí-

íîé ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò

âèä

Xt = x+ ct−
Nt∑
i=1

Xi, t ≥ 0,

ãäå x � ýòî íà÷àëüíûé êàïèòàë, c � èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé, Nt � ïóàññîíîâñêèé

ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ. Ïðè ýòîì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xi}, îáîçíà÷àþùèå ðàçìåðû èñêîâ,

íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y), òàêóþ, ÷òî

F (0) = 0. Ïðîöåññ Nt òàêæå íå çàâèñèò îò {Xi}.
Ìîäåëü ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà îïèñûâàåò ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ñòðàõîâûõ ïðåìèé îò

ñòðàõîâàòåëåé è îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó âûïëàò âîçìåùåíèé ïîñëå íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ

ñëó÷àåâ. Â òîì ÷èñëå äàííàÿ ìîäåëü îòîáðàæàåò è âîçìîæíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïà-

íèè, êîòîðîå íàñòóïàåò, êîãäà ñðåäñòâ, íàêîïëåííûõ çà ñ÷åò ïîñòóïàþùèõ ïðåìèé, íå õâàòàåò

íà ïîêðûòèå âñåõ óáûòêîâ. Åñëè ïîñëå âû÷åòà íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ Xi êàïèòàë ñòðàõîâîé

êîìïàíèè Xt îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, äàííàÿ êîìïàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàçîðèâøåéñÿ. Çíà-

÷åíèå âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðîé ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè, çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà Xt. Îöåíêå äàííîãî çíà÷åíèÿ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Îäíèì èç ïåð-

âûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ëóíäáåðãà. Ââåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ

ôîðìóëèðîâêè äàííîãî íåðàâåíñòâà îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü τ = inf[t ≥ 0 : Xt < 0] � ìîìåíò

ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè. Òîãäà ψ(x) = P (τ <∞ | X0 = x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòü ðàçî-

ðåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê δ(x) = 1−ψ(x) � âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Áóäåì

1Cramer H. On the mathematical theory of risk // Stockholm: Skandia Jubilee Volume. � 1930.
2Cramer H. Collective risk theory // Stockholm: Skandia Jubilee Volume. � 1955. � P. 1�92.
3Lundberg F. Approximations of the Probability Function / Reinsurance of Collective Risks. � Uppsala: Doctoral

thesis, 1903.
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òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü R óðàâíåíèÿ

λ+Rc = λ

∫ ∞
0

eRydF (y),

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì èëè ýêñïîíåíòîé Ëóíäáåðãà. Â ýòîì

ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ (íåðàâåíñòâî Ëóíä-

áåðãà):

ψ(x) ≤ e−Rx. (1)

Ïîçæå áûëè èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè ψ(x), ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå

îöåíêè äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â ñëó÷àå òðåáîâàíèé ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè (ïðè êîòî-

ðûõ íå ñóùåñòâóåò ýêñïîíåíòà Ëóíäáåðãà), ðàññìîòðåíû áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè, ÿâëÿþùè-

åñÿ îáîáùåíèÿìè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà. Ñðåäè òàêèõ ìîäåëåé ìîæíî

íàçâàòü, íàïðèìåð, ìîäåëü ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñåíà4, â ðàìêàõ êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ïðîöåññ Nt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíûé ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, íå îáÿçàòåëüíî ïóàñ-

ñîíîâñêèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ âåðîÿòíîñòüþ ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé

â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ðèñêà, ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ5,6,7.

Â ïðîöåññå ñâîåé äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâûå êîìïàíèè èìåþò âîçìîæíîñòü ïðèáåãàòü ê èñ-

ïîëüçîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü

ðàçîðåíèÿ. Òàêèì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè èñïîëüçîâà-

íèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñòðàõîâùèê íà ñîãëàñîâàííûõ óñëîâèÿõ ïåðåäàåò ÷àñòü ïðèíÿòîãî ïîä

ñâîþ îòâåòñòâåííîñòü ðèñêà äðóãîìó ñòðàõîâùèêó (êîòîðîãî íàçûâàþò ïåðåñòðàõîâùèêîì).

Â èòîãå ïîñòóïàþùèå ê ñòðàõîâùèêó òðåáîâàíèÿ äåëÿòñÿ ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðà-

õîâùèêîì â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì äîãîâîðà è âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè ïåðåñòðàõîâàíèÿ. À

èìåííî, åñëè ïîñòóïàåò òðåáîâàíèå ðàçìåðà X è íà ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ äàííîãî òðåáîâàíèÿ

âûáðàí ïàðàìåòð ïåðåñòðàõîâàíèÿ d (áûòü ìîæåò, ìíîãîìåðíûé), òî ñòðàõîâùèê ïîêðûâàåò

÷àñòü èñêà ρ(X, d) ≤ X ï.í., òîãäà êàê ïåðåñòðàõîâùèê âûïëà÷èâàåò ÷àñòü X−ρ(X, d). Çà òî,
÷òî ïåðåñòðàõîâùèê áåðåò íà ñåáÿ ÷àñòü îòâåòñòâåííîñòè, ñòðàõîâùèê ïåðåäàåò ïåðåñòðàõîâ-

ùèêó íåêîòîðóþ äîëþ îò ïîëó÷åííîé ïðåìèè. Ñàìûìè ðàñïðîñòðàíåííûìè òèïàìè äîãîâî-

ðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîãîâîðû êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñ-

öåäåíòà óáûòêà. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ρ(X, d) = dX, 0 ≤ d ≤ 1,

â òî âðåìÿ êàê ñîãëàñíî ïåðåñòðàõîâàíèþ ýêñöåäåíòà óáûòêà ìû èìååì ρ(X, d) = min(d,X)

äëÿ íåêîòîðîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ d ≥ 0. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå îñíîâíûõ âèäîâ

è ìåõàíèçìîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïðèâåäåíî â êíèãå8.

4Sparre Andersen E. On the collective theory of risk in case of contagion between the claims // Transactions of
the XVth International Congress of Actuaries. � 1957. � Vol. 2, �6. � P. 219�229.

5Êàëàøíèêîâ Â.Â., Êîíñòàíòèíèäèñ Ä.Ã. Âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ // Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèêà. � 1996. � Ò.2, �4. � Ñ. 1055�1100.

6Êîðîëåâ Â.Þ., Áåíèíã Â.Å., Øîðãèí Ñ.ß. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè ðèñêà. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ,
2007.

7Cai J. Cramer�Lundberg Asymptotics // Wiley StatsRef: Statistics Reference Online. � 2014. � P. 1�6.
8Áóëèíñêàÿ Å.Â. Òåîðèÿ ðèñêà è ïåðåñòðàõîâàíèå. ×àñòü 2. � Ì.: Èçäàòåëüñòâî Öåíòðà ïðèêëàäíûõ

èññëåäîâàíèé ïðè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, 2006.
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Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìîäåëè ðèñêà, â ðàìêàõ êîòîðûõ ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ

èìååò âîçìîæíîñòü âûáèðàòü ïàðàìåòðû ïåðåñòðàõîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, ðóêî-

âîäñòâóÿñü ïðè ýòîì èíôîðìàöèåé î ïîñòóïèâøèõ ðàíåå óáûòêàõ. Îñíîâíîé öåëüþ êîìïàíèè

ÿâëÿåòñÿ òîãäà ïîèñê îïòèìàëüíîé (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Çàäà-

÷è òàêîãî ðîäà, ñâÿçàííûå ñ ïîèñêîì íàèëó÷øåé è ïðè ýòîì äèíàìè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ

ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû êàê çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñòîõà-

ñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè ñòðàòåãèè ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà ìèíèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ (ñì. äðóãèå ïîäõîäû ê

îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â ðàáîòàõ9,10). Ïðè ýòîì âûáîð ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõî-

âàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ èç íåêîòîðîãî êëàññà ñòðàòåãèé, çàäàâàåìîãî òèïîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Òàê Øìèäëè ïîñâÿòèë ñòàòüþ11 ïîèñêó îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ â

ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, â òî âðåìÿ êàê Õèïïà è Âîãòà12 èíòåðåñîâàë âîïðîñ î ñóùåñòâî-

âàíèè îïòèìàëüíîé ïåðåñòðàõîâî÷íîé ñòðàòåãèè ýêñöåäåíòà óáûòêà. Â ðàáîòå Ãðîìîâà13 áûë

ðàññìîòðåí äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ

ïåðåñòðàõîâùèêà. Ëè è Ëèó14 îáîáùèëè ðàáîòó11 è ðàññìîòðåëè ìîäåëü Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà

c äîãîâîðîì ñòðàõîâàíèÿ, ïîêðûâàâøèì ñðàçó äâà ðèñêà, ê êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðèìåíÿ-

ëîñü êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Ñóùåñòâóþò òàêæå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ïîèñêó îïòèìàëü-

íûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìîäåëè ñ äèôôóçèîííîé àïïðîêñèìàöèåé ïðîöåññà ðèñêà,

ñðåäè íèõ, íàïðèìåð, ñòàòüè Áåëêèíîé è Ìàòâååâîé15 è Õîéãààðäà è Òàêñàðà16.

Åùå îäíèì âàæíûì àñïåêòîì äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè ÿâëÿåòñÿ âûïëàòà äè-

âèäåíäîâ àêöèîíåðàì. Â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ðèñêà íå ó÷èòûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñòðàõî-

âàÿ êîìïàíèÿ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ àêöèîíåðíûì îáùåñòâîì, îäíàêî âûïëàòà äèâèäåíäîâ íàðÿäó

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåñòðàõîâàíèÿ èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå ïðè îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè

íåðàçîðåíèÿ. Âïåðâûå èçó÷àòü ìåõàíèçì âûïëàòû äèâèäåíäîâ ïðåäëîæèë èòàëüÿíñêèé ó÷å-

íûé Áðóíî äå Ôèíåòòè17 â 1957 ãîäó. Äå Ôèíåòòè ðàññìîòðåë ïðîöåññ âûïëàòû äèâèäåíäîâ â

ñàìîé ïðîñòîé äèñêðåòíîé ìîäåëè, ñîãëàñíî êîòîðîé êàæäûé ãîä êàïèòàë êîìïàíèè ìîã èç-

ìåíÿòüñÿ íà ïëþñ èëè ìèíóñ åäèíèöó. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíîé èíòåðåñ ó÷åíûõ ïðèêîâàí

9Cani A., Thonhauser S. An optimal reinsurance problem in the Cramer�Lundberg model // Mathematical
Methods of Operations Research. � 2016. � P. 1�27.

10Liang Z., Yuen K.C. Optimal dynamic reinsurance with dependent risks: variance premium principle //
Scandinavian Actuarial Journal. � 2016. � Vol. 2016, �1. � P. 18�36.

11Schmidli H. Optimal proportional reinsurance policies in a dynamic setting // Scandinavian Actuarial Journal.
� 2001. � Vol. 2001, �1. � P. 55�68.

12Hipp C., Vogt M. Optimal dynamic XL reinsurance // ASTIN Bulletin. � 2003. � Vol. 33, �2. � P. 193�207.
13Ãðîìîâ À.Í. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíè-

âåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2011. � �4. � Ñ. 17�22.
14Li Y., Liu G. Dynamic proportional reinsurance and approximations for ruin probabilities in the two-

dimensional compound Poisson risk model // Discrete Dynamics in Nature and Society. � 2012. � Vol. 2012.
� P. 1�26.

15Áåëêèíà Ò.À., Ìàòâååâà Ì.Â. Îá îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèÿõ ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìîäåëÿõ ñ äèôôóçíîé
àïïðîêñèìàöèåé ïðîöåññà ðèñêà // Ñáîðíèê íàó÷íûõ òðóäîâ ¾Èííîâàöèîííàÿ ñèñòåìà ãîñóäàðñòâà è ïåð-
ñïåêòèâû åå ðàçâèòèÿ¿. Ãîìåëü: ÖÈÈÐ. � 2010. � Ñ. 43�54.

16Hojgaard B., Taksar M. Optimal proportional reinsurance policies for di�usion models // Scandinavian
Actuarial Journal. � 1998. � Vol. 1998, �2. � P. 166�180.

17De Finetti B. Su un'impostazione alternativa della teoria collettiva del rischio // Transactions of the XVth
International Congress of Actuaries. � 1957. � Vol. 2, �1. � P. 433�443.
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ê ìîäåëÿì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Òàê â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà

èçìåíåíèå êàïèòàëà àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îïèñûâàåò ïðî-

öåññ Ut = Xt −Dt, ãäå Dt � ýòî ñîâîêóïíûå äèâèäåíäû, âûïëà÷åííûå ê ìîìåíòó âðåìåíè t.

Âåëè÷èíà T = inf[t ≥ 0 : Ut < 0] ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì ðàçîðåíèÿ àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîì-

ïàíèè, à äèñêîíòèðîâàííûå äèâèäåíäû, âûïëà÷åííûå äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ T , âû÷èñëÿþòñÿ

êàê

D =

∫ T

0

e−δtdDt,

ãäå δ � ýòî ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòè-

ðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

âàæíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè ðèñêà. Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ

èãðàåò âûáîð ñòðàòåãèè âûïëàòû äèâèäåíäîâ. Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé

áûëî èçó÷åíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû

ïðèâåäåíû â îáçîðàõ18,19. Îäíèìè èç ïåðâûõ áûëè èññëåäîâàíû òàê íàçûâàåìûå áàðüåðíûå

ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà (÷àñòî èõ ñîêðàùåííî íàçûâàþò ïðîñòî áàðüåðíû-

ìè ñòðàòåãèÿìè). Ñîãëàñíî áàðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ óðîâíåì áàðüåðà b äèâèäåíäû íå âûïëà÷è-

âàþòñÿ, êîãäà Ut < b, è âûïëà÷èâàþòñÿ ñ èíòåíñèâíîñòüþ c, êîãäà Ut = b. Åñëè æå Ut > b, òî

ñðàçó â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ âûïëà÷èâàåòñÿ ñóììà, ðàâíàÿ Ut − b (çàìåòèì, ÷òî òîãäà íåðà-
âåíñòâî Ut > b ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè t = 0). Áàðüåðíûå ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì

áàðüåðîì ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè Áþëüìàíà20 è â ñòàòüÿõ Ãåðáåðà, Øèó

è Ñìèòà21,22. Îòäåëüíîå âíèìàíèå â óêàçàííûõ ðàáîòàõ óäåëÿëîñü èìåííî èçó÷åíèþ ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ. Äàííàÿ

âåëè÷èíà ðàññìàòðèâàëàñü êàê ôóíêöèÿ îò íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x è ÷àùå âñåãî îáîçíà÷àëàñü

êàê V (x, b). Áûëî äîêàçàíî, ÷òî V (x, b) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

cV ′(x, b)− (λ+ δ)V (x, b) + λ

x∫
0

V (x− y, b)dF (y) = 0, 0 < x < b, (2)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

V ′(b, b) = 1.

Äëÿ íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé òðåáîâàíèé21,23 ïóòåì ñâåäåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (2) ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà áûë ïîëó÷åí ÿâíûé âèä

18Albrecher H., Thonhauser S. Optimality results for dividend problems in insurance // Revista de la Real
Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Serie A. Matematicas. � 2009. � Vol. 103, �2. � P. 295�320.

19Avanzi B. Strategies for dividend distribution: a review // North American Actuarial Journal. � 2009. �
Vol. 13, �2. � P. 217�251.

20Bühlmann H. Mathematical Methods in Risk Theory. � Berlin; Heidelberg; N.Y.: Springer-Verlag, 1970.
21Gerber H. U., Shiu E. S. W., Smith N. Maximizing dividends without bankruptcy // ASTIN Bulletin. � 2006.

� Vol. 36, �1. � P. 5�23.
22Gerber H. U., Shiu E. S. W., Smith N.Methods for estimating the optimal dividend barrier and the probability

of ruin // Insurance: Mathematics and Economics. � 2008. � Vol. 42, �1. � P. 243�254.
23Êàðàïåòÿí Í.Â. Îïòèìèçàöèÿ áàðüåðà âûïëàòû äèâèäåíäîâ ïðè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé //

Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2009. � �5. � Ñ. 57�60.
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ôóíêöèè V (x, b). Äèêñîí è Óîòåðñ24 íàøëè â ðàìêàõ èñïîëüçîâàíèÿ áàðüåðíûõ ñòðàòåãèé

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû D áîëåå âûñî-

êîãî ïîðÿäêà. Ëèí, Óèëëìîò è Äðåêèê25 èçó÷àëè ôóíêöèþ Ãåðáåðà-Øèó è ñâÿçàííûå ñ

íåé ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëè ìîäåëè, òàêèå êàê ñðåäíåå âðåìÿ äî ðàçîðåíèÿ, êàïèòàë êîì-

ïàíèè ïåðåä ðàçîðåíèåì è äåôèöèò êàïèòàëà ïîñëå ðàçîðåíèÿ. Ñòîèò îòäåëüíî îòìåòèòü,

÷òî íåñìîòðÿ íà ïðîñòóþ ñòðóêòóðó áàðüåðíûõ ñòðàòåãèé, ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå, êîòîðîå

óäåëÿåòñÿ èì â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, âïîëíå îïðàâäàíî. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ñòàòüå26, îï-

òèìàëüíàÿ (â ñìûñëå ìàêñèìèçàöèè âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ äèâèäåíäîâ) ñòðàòåãèÿ â

ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà áóäåò èìåííî áàðüåðíîé, åñëè, íàïðèìåð, èñêè èìåþò ñòðîãî ìî-

íîòîííóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâó îïòèìàëüíîñòè ñòðàòåãèé áàðüåðíîãî

òèïà â ðàìêàõ ìîäåëè ñ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ Æàíáëàí-Ïèêå è Øè-

ðÿåâà27. Îïòèìàëüíîñòü áàðüåðíûõ ñòðàòåãèé â óñëîâèÿõ äóàëüíîé ìîäåëè ðèñêà (ñîãëàñíî

êîòîðîé êàïèòàë êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 èìååò âèä Xt = x − ct +
∑Nt

i=1Xi) è â

ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèÿõ äàííîé ìîäåëè äîêàçàíà â ðàáîòàõ28,29. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòè-

ìàëüíîñòè áàðüåðíûõ ñòðàòåãèé äëÿ ìîäåëåé, â êîòîðûõ èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé

çàâèñèò îò ïðîöåññà êàïèòàëà, ïîëó÷èëè Ìàð÷èíÿê è Ïàëìîâñêè30,31. Â òî æå âðåìÿ Àçêüþ

è Ìþëåð32 ïðèâåëè ïðèìåð (ñ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì èñêîâ), ïîäòâåðæäàþùèé, ÷òî â êëàñ-

ñè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà îïòèìàëüíàÿ äèâèäåíäíàÿ ñòðàòåãèÿ íå âñåãäà ñâîäèòñÿ ê áàðüåðíîé.

Áàðüåðíûå ñòðàòåãèè òàêæå èçó÷àëèñü è â ðàìêàõ ìîäåëåé ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (ñì.,

íàïðèìåð, ñòàòüþ ßðöåâîé33).

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ áàðüåðíûì ñòðàòåãèÿì ñ ïîñòîÿííûì óðîâ-

íåì áàðüåðà, áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ äàííûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé. Îä-

íèì èç òàêèõ îáîáùåíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå áàðüåðíûå ñòðàòåãèè. Ñîãëàñíî ëèíåéíîé áà-

ðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ ïàðàìåòðàìè a è b, ãäå a è b � ýòî íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,

0 ≤ a < c, äèâèäåíäû âûïëà÷èâàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ c − a, êîãäà Ut = b + at, è íå âûïëà-

24Dickson D.C.M., Waters H.R. Some optimal dividends problems // ASTIN Bulletin. � 2004. � Vol. 34, �1.
� P. 49�74.

25Lin X.S., Willmot G.E., Drekic S. The classical risk model with a constant dividend barrier: analysis of the
Gerber-Shiu discounted penalty function // Insurance: Mathematics and Economics. � 2003. � Vol. 33, �3. �
P. 551�566.

26Loe�en R.L. On optimality of the barrier strategy in de Finetti's dividend problem for spectrally negative Lévy
processes // The Annals of Applied Probability. � 2008. � Vol. 18, �5. � P. 1669�1680.

27Æàíáëàí-Ïèêå Ì., Øèðÿåâ À.Í. Îïòèìèçàöèÿ ïîòîêà äèâèäåíäîâ // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. �
1995. � Ò. 50, �2 (302). � Ñ. 25�46.

28Avanzi B., Shen J., Wong B. Optimal dividends and capital injections in the dual model with di�usion //
ASTIN Bulletin. � 2011. � Vol. 41, �2. � P. 611�644.

29Bayraktar E., Kyprianou A.E., Yamazaki K. On optimal dividends in the dual model // ASTIN Bulletin. �
2013. � Vol. 43, �3. � P. 359�372.

30Marciniak E., Palmowski Z. On the optimal dividend problem for insurance risk models with surplus-dependent
premiums // Journal of Optimization Theory and Applications. � 2016. � Vol. 168, �2. � P. 723�742.

31Marciniak E., Palmowski Z. On the optimal dividend problem in the dual model with surplus-dependent
premiums // Journal of Optimization Theory and Applications. � 2017. � P. 1�20 (doi: 10.1007/s10957-
016-1050-7).

32Azcue P., Muler N. Optimal reinsurance and dividend distribution policies in the Cramer-Lundberg model //
Mathematical Finance. � 2005. � Vol. 15, �2. � P. 261�308.

33ßðöåâà Ä.À. Âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè äèâèäåíäîâ â äèñêðåòíîé ìîäåëè // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíè-
âåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2009. � �5. � Ñ. 60�62.
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÷èâàþòñÿ ñîâñåì, åñëè Ut < b + at. Ëèíåéíûå ñòðàòåãèè ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü â ñòà-

òüÿõ34,35. Â ðàáîòå Ãåðáåðà35 â ðàìêàõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà áûëè ïîëó÷åíû èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ è

äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ êàê ôóíêöèé îò íà÷àëüíîãî êàïèòàëà x è ïàðàìåòðà b. Äàííûå

óðàâíåíèÿ áûëè ðåøåíû â ÿâíîì âèäå â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâà-

íèé.

Â ëèòåðàòóðå èññëåäîâàëèñü è áîëåå ñëîæíûå ôóíêöèè áàðüåðîâ, íåæåëè bt = b+ at. Òàê

â ñòàòüå36 áûëè èçó÷åíû äèâèäåíäíûå ñòðàòåãèè ñ ôóíêöèÿìè áàðüåðà âèäà

bt =

(
bm +

t

α

) 1
m

, α, b > 0,m > 1.

Äëÿ ïîäîáíûõ ñòðàòåãèé òàêæå áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ è

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, îäíàêî äàæå ïðè óñëîâèè ýêñïî-

íåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ðåøèòü äàííûå óðàâíåíèÿ â ÿâíîì âèäå íå ïðåä-

ñòàâëÿëîñü âîçìîæíûì, ïîýòîìó àâòîðû36 ïðèâåëè òîëüêî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

Ñóùåñòâóåò òàêæå ðÿä ñòàòåé37,38,39, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ, âêëþ÷à-

þùèå â ñåáÿ êàê èñïîëüçîâàíèå ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ, òàê è ïðîöåññ âûïëàòû äèâèäåí-

äîâ. Êàê ïðàâèëî â òàêèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ èëè òîëüêî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå, èëè

òîëüêî ïåðåñòðàõîâàíèå ýêñöåäåíòà óáûòêà. Â òî æå âðåìÿ Àçêüþ è Ìþëåð32 ðàññìîòðåëè

ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî òèïà ïåðåñòðàõîâàíèÿ è äîêàçàëè, ÷òî â ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà

ïðè óñëîâèè íåîãðàíè÷åííîé ñêîðîñòè âûïëàòû äèâèäåíäîâ îïòèìàëüíûìè äèâèäåíäíûìè

ñòðàòåãèÿìè (â ñìûñëå ìàêñèìèçàöèè âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ äî ðàçîðåíèÿ) âñåãäà ÿâëÿ-

þòñÿ òàê íàçûâàåìûå ïîëîñîâûå ñòðàòåãèè (”band strategies”). Â ðàìêàõ äàííûõ ñòðàòåãèé â

çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà êàïèòàëà êîìïàíèè â òîò èëè èíîé ìîìåíò âðåìåíè äèâèäåíäû ëèáî

âûïëà÷èâàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ c, ëèáî íå âûïëà÷èâàþòñÿ ñîâñåì, ëèáî â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ

ñðàçó æå âûïëà÷èâàåòñÿ òà ÷àñòü êàïèòàëà, êîòîðàÿ ïðåâûøàåò íåêèé çàäàííûé óðîâåíü.

×àñòíûì ñëó÷àåì ïîëîñîâûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé î÷åâèäíî ÿâëÿþòñÿ áàðüåðíûå ñòðàòå-

ãèè, îäíàêî îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ÿâíîãî âèäà äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âûïëà÷åííûõ

äèâèäåíäîâ â ðàáîòå32 íå çàòðàãèâàëàñü.

34Albrecher H., Hartinger J., Tichy R.F. On the distribution of dividend payments and the discounted penalty
function in a risk model with linear dividend barrier // Scandinavian Actuarial Journal. � 2005. � Vol. 2005, �2.
� P. 103�126.

35Gerber H. U. On the probability of ruin in the presence of a linear dividend barrier // Scandinavian Actuarial
Journal. � 1981. � Vol. 1981, �2. � P. 105�115.

36Albrecher H., Kainhofer R. Risk theory with a non-linear dividend barrier // Computing. � 2002. � Vol. 68,
�4. � P. 289�311.

37Beveridge C.J., Dickson D.C.M., Wu X. Optimal dividends under reinsurance // Bulletin de l'Association
Suisse des Actuaires. � 2008. � Vol. 1. � P. 149�166.

38Karapetyan N.V. Dividends and reinsurance // Proceedings of the 6th St. Petersburg Workshop on Simulation.
� 2009. � P. 47�52.

39Mnif M., Sulem A. Optimal risk control and dividend policies under excess of loss reinsurance // Stochastics,
An International Journal of Probability and Stochastic Processes. � 2005. � Vol. 77, �5. � P. 455�476.
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Öåëè ðàáîòû

Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

• Èññëåäîâàíèå îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà

ñ íåñêîëüêèìè ðèñêàìè â ðàìêàõ îäíîãî äîãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, äîêàçà-

òåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè è âûâîä óðàâíåíèÿ äëÿ íàèáîëüøåé

âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ;

• Íàõîæäåíèå â óñëîâèÿõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñ-

êîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèåé, èñïîëü-

çóþùåé êîìáèíàöèþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà

ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà;

• Èçó÷åíèå â óñëîâèÿõ ìîäåëåé ðèñêà Ñïàððå Àíäåðñåíà è Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà ïîêà-

çàòåëåé äåÿòåëüíîñòè àêöèîíåðíûõ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, âûïëà÷èâàþùèõ äèâèäåíäû

ñîãëàñíî áàðüåðíûì ñòðàòåãèÿì ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Â ðàìêàõ ìîäåëè äåÿòåëüíîñòè êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé ïåðåñòðàõîâàíèå è çàêëþ÷à-

þùåé äîãîâîðû ñòðàõîâàíèÿ, ïîêðûâàþùèå ñðàçó íåñêîëüêî ðèñêîâ:

• Íàéäåí âèä óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäà÷å ïîèñêà

íàèáîëüøåé âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ;

• Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåë-

ëìàíà è îïðåäåëåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà äàííîãî ðåøåíèÿ;

• Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà è ìàêñè-

ìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ íåðàçîðåíèÿ è äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

ïåðåñòðàõîâàíèÿ;

• Ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ðèñêîâ è äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ çàâèñèìûõ ðèñêîâ, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ

ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ êîïóëû.

2. Â ðàìêàõ ìîäåëè äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè, âûïëà÷èâàþùåé äèâèäåíäû ñî-

ãëàñíî áàðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà è èñïîëüçóþùåé êîìáèíàöèþ

êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåí-

íîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà:
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• Óñòàíîâëåí âèä èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì â çàâèñèìîñòè îò ñî-

îòíîøåíèÿ ìåæäó íà÷àëüíûì êàïèòàëîì è ïàðàìåòðàìè ïåðåñòðàõîâàíèÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçî-

ðåíèÿ êîìïàíèè;

• Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

òðåáîâàíèé ïîëó÷åííûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñâåäåíû ê äèôôåðåí-

öèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷àñòü èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì;

• Äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ ðàñïðåäåëåíèé òðåáîâàíèé ïðèâåäåí è ïðîèëëþñòðèðîâàí

íà ïðèìåðàõ àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèé íàéäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

3. Â ðàìêàõ ìîäåëè äåÿòåëüíîñòè àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè, âûïëà÷èâàþùåé äè-

âèäåíäû ñîãëàñíî áàðüåðíîé äèâèäåíäíîé ñòðàòåãèè ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

• Ïîëó÷åíû îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îáîáùåíèÿ

íåðàâåíñòâà Ëóíäáåðãà;

• Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñòðàòåãèé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà, ïðè êîòîðûõ âåðî-

ÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû;

• Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äè-

âèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ;

• Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áàðüåðíàÿ ñòðàòåãèÿ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áà-

ðüåðà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóììàðíî âûïëà÷åííûõ äè-

âèäåíäîâ, ÷åì áàðüåðíàÿ ñòðàòåãèÿ ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèè

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî,

ïðèâëåêàþòñÿ ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü

èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêè êàê ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäî-

âàíèÿõ, òàê è íà ïðàêòèêå.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ ìåõàíèêî-ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà:
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• Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ,

ïðîôåññîðà À. Í. Øèðÿåâà (2016 ã.);

• Ñåìèíàðå ¾Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè â òåîðèè çàïàñîâ è ñòðàõîâàíèè¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì

ïðîôåññîðà Å. Â. Áóëèíñêîé (2013 � 2016 ãã., íåîäíîêðàòíî).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• The Tenth Bachelier Colloquium on Mathematical Finance and Stochastic Calculus

(France, Metabief, 2016);

• Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿

(Ðîññèÿ, ÌÃÓ, 2014 � 2016 ãã.);

• Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì (Ðîññèÿ, ïîñ. Àáðàó-Äþðñî,

2016 ã.);

• VIII Ìîñêîâñêîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé (Ðîññèÿ, Ìîñ-

êâà, 2016 ã.).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [1] � [12]. Ñðåäè íèõ 3 ñòàòüè

[1] � [3] è îäíè òåçèñû êîíôåðåíöèè [10] â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí

â êîíöå íàñòîÿùåãî àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðà-

òóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 92 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 74

íàèìåíîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äàí êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ

ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì äåÿòåëüíîñòè ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, èñïîëüçóþùèõ ïåðåñòðàõîâà-

íèå è âûïëà÷èâàþùèõ äèâèäåíäû, à òàêæå ïðèâåäåíî îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû, åå àïðîáàöèÿ, öåëè è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè.

Â ïåðâîé ãëàâå íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà èçó÷àåòñÿ äå-

ÿòåëüíîñòü êîìïàíèè, çàíèìàþùåéñÿ êîìáèíèðîâàííûì ñòðàõîâàíèåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

êîìïàíèÿ çàêëþ÷àåò äîãîâîðû ñòðàõîâàíèÿ, êîòîðûå ïîêðûâàþò ñðàçó íåñêîëüêî (k ≥ 2)

ðèñêîâ. Ïðè ýòîì êîìïàíèÿ èìååò âîçìîæíîñòü ïåðåäàâàòü êàæäûé èç äàííûõ ðèñêîâ â ïåðå-

ñòðàõîâàíèå, ïàðàìåòðû êîòîðîãî èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Öåëüþ êîìïàíèè ÿâëÿåòñÿ ïîèñê
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îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìàêñèìèçèðóþùåé âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ. Ïî-

èñêó îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé â ìîäåëÿõ ñ ôèêñèðîâàííûì òèïîì äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ

è ñ äîãîâîðàìè ñòðàõîâàíèÿ, ïîêðûâàþùèìè òîëüêî îäèí ðèñê, ïîñâÿùåíû ñòàòüè11,12,13. Ëè

è Ëèó14 îáîáùèëè ðàáîòó11 è ðàññìîòðåëè ìîäåëü ñ äâóìÿ ðèñêàìè è âîçìîæíîñòüþ êâîòíîãî

ïåðåñòðàõîâàíèÿ êàæäîãî èç íèõ. Ìû â ñâîþ î÷åðåäü ïðåäïîëàãàåì â ïåðâîé ãëàâå äèññåð-

òàöèè, ÷òî êàæäûé èç k ≥ 2 ðèñêîâ ìîæåò áûòü ïåðåñòðàõîâàí â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì

ïðîèçâîëüíûì òèïîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Â íà÷àëå ãëàâû â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ èìååò âîçìîæíîñòü

âûáðàòü ïàðàìåòðû dit ïåðåñòðàõîâàíèÿ i-îãî ðèñêà, ðóêîâîäñòâóÿñü ïðè ýòîì çíà÷åíèåì êà-

ïèòàëà Xd
t . Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ dt = (d1t , . . . , d

k
t ), ãäå d

i
t = di(Xd

t ) ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè

ôóíêöèÿìè îò êàïèòàëà êîìïàíèè, îïðåäåëÿåò ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ìíîæåñòâà âîç-

ìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ dit ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Di, îãðàíè÷èâàÿñü

ïðè ýòîì ðàññìîòðåíèåì òîëüêî êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ Di. Ñîîòâåòñòâåííî, â êàæäûé ôèê-

ñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè dt ∈ D, ãäå D = D1 × . . . × Dk. Ñ ïîìîùüþ D îáîçíà÷àåì

ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ dt.

Ïîñòóïèâøèå òðåáîâàíèÿ ïî êàæäîìó èç k ðèñêîâ â ðàìêàõ îäíîãî ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ

äåëÿòñÿ ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðàõîâùèêîì â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì äîãîâîðà ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ (ôóíêöèåé ρj) è â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè ïåðåñòðàõîâàíèÿ

djTn−, j = 1, k. Ñ ïîìîùüþ Tn ìû îáîçíà÷àåì ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ ñîâîêóïíûõ èñêîâ. Ôóíê-

öèè ρj îïðåäåëÿþò òèï äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, òî åñòü ñàìî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ïðî-

èçâîäèòñÿ äåëåíèå òðåáîâàíèÿ ïî j-îìó ðèñêó ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðàõîâùèêîì.

Åñëè ïî j-îìó ðèñêó ïîñòóïèëî òðåáîâàíèå Yj è íà ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ äàííîãî òðåáîâà-

íèÿ âûáðàí ïàðàìåòð dj ∈ Dj, òî ρj(Yj, d
j) îáîçíà÷àåò ÷àñòü èñêà, êîòîðóþ äîëæåí ïîêðûòü

ñòðàõîâùèê. Ïåðåñòðàõîâùèê òîãäà äîëæåí ïîêðûòü Yj − ρj(Yj, dj). Â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì

ïåðåñòðàõîâàíèÿ äåëÿòñÿ íå òîëüêî òðåáîâàíèÿ, íî è ïðåìèè. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðåñòðàõî-

âàíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé ñòðàõîâùèêó ïî êàæäîìó èç k ðèñêîâ ñòàíîâÿòñÿ

ðàâíûìè ci(d
i
t), i = 1, k.

Èòîãî êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñîãëàñíî íàøåé ìîäåëè â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä

Xd
t = x+

∫ t

0

k∑
i=1

ci(d
i
s)ds−

Nt∑
n=1

k∑
j=1

ρj(Ynj, d
j
Tn−), t ≥ 0,

ãäå x � ýòî íà÷àëüíûé êàïèòàë, Nt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ, à Ynj � ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû, îáîçíà÷àþùèå ðàçìåðû òðåáîâàíèé ïî j-îìó ðèñêó â ðàìêàõ n-îãî ñòðàõîâîãî

ñëó÷àÿ. Ïðè ýòîì {Yn}n≥1 = {(Yn1, . . . , Ynk)}n≥1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-
âèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Êîìïîíåíòû äàííûõ âåêòîðîâ

Ynj, j = 1, k, èìåþò íåïðåðûâíóþ ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y1, . . . , yk).

Îñíîâíàÿ çàäà÷à êîìïàíèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü íàèëó÷øóþ ñòðàòåãèþ ïå-

ðåñòðàõîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùóþ ìàêñèìàëüíî óâåëè÷èòü âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ. Ïðè ýòîì

τ d = inf[t ≥ 0 : Xd
t < 0] ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì ðàçîðåíèÿ, ψd(x) = P (τ d < ∞|Xd

0 = x) � âåðî-
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ÿòíîñòüþ ðàçîðåíèÿ, à δd(x) = 1 − ψd(x) � âåðîÿòíîñòüþ íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè,

èñïîëüçóþùåé ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ dt. Òàêèì îáðàçîì, öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàé-

òè δ(x) = supdt∈D δ
d(x) è îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, åñëè òàêàÿ

ñóùåñòâóåò.

Â ðàçäåëå 1.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ d ∈ D ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

k∑
i=1

ci(d
i)δ′(x)− λδ(x) + λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

δ(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk) ≤ 0,

è çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëüøåé âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâ-

íåíèÿ òèïà Ãàìèëüòîíà - ßêîáè - Áåëëìàíà:

sup
d∈D

[
k∑
i=1

ci(d
i)g′(x)− λg(x) + λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)

]
= 0. (3)

Ïðè ýòîì ìû ââîäèì íîâîå îáîçíà÷åíèå g(x), òàê êàê íå çíàåì òî÷íî, óäîâëåòâîðÿåò ëè ôóíê-

öèÿ δ(x) óðàâíåíèþ (3) èëè íåò. Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) è èñêîìîé ôóíêöèåé

δ(x) ìû îïðåäåëÿåì â ðàçäåëå 1.4, îäíàêî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ôóíêöèè δ(x) ñðàçó

â ðàçäåëå 1.2 îòìå÷àåì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ñóùåñòâîâàíèå âîçðàñòàþùèõ ðåøåíèé g(x) óðàâ-

íåíèÿ (3), òàêèõ, ÷òî g(0) > 0 è g(x) = 0 ïðè x < 0. Çäåñü è äàëåå, ãîâîðÿ î õàðàêòåðèñòèêàõ

ôóíêöèè g(x), òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ìîíîòîííîñòü, ìû èìååì â âèäó õàðàêòåðèñòèêè äàííîé

ôóíêöèè íà ëó÷å [0,∞) (îïðåäåëåíèå g(x) íà (−∞, 0) íåîáõîäèìî íàì òîëüêî äëÿ óäîáñòâà

çàïèñè èíòåãðàëîâ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íàëîæåííûå íà ôóíêöèþ g(x) îãðàíè÷åíèÿ, â

ðàçäåëå 1.2 äèññåðòàöèè ìû òàêæå äîêàçûâàåì,÷òî óðàâíåíèå (3) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

g′(x) = inf
d∈D̃

[
λ∑k

i=1 ci(d
i)

(
g(x)−

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(x−
k∑
j=1

ρj(yj, d
j)) dF (y1, . . . , yk)

)]
, (4)

ãäå D̃ = {d ∈ D :
∑k

i=1 ci(d
i) > 0}. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âûáèðàåì

ðàâåíñòâî g(0) = 1.

Â ðàçäåëå 1.3 ïåðâîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ Ãàìèëüòîíà - ßêîáè - Áåëëìàíà.

Òåîðåìà 1.1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), òàêîå, ÷òî g(0) = 1. Äàí-

íîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùèì, îãðàíè÷åííûì è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì.

Äàëåå â ðàçäåëå 1.4 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) è íàèáîëüøåé

âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòüþ íåðàçîðåíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ âèä èñêîìîé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

ïåðåñòðàõîâàíèÿ:

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü g(x) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), òàêîå, ÷òî g(0) = 1.

Òîãäà g(x) = δ(x)/δ(0) = δ(x)g(∞), ïðè ýòîì îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ

èìååò âèä d
∗
t = d

∗
(Xd

∗

t ), ãäå d
∗
(x) � ýòî òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì â óðàâíå-

11



íèè (4), à Xd
∗

t � ýòî ïðîöåññ êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé îïòèìàëüíóþ

ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ d
∗
t .

Ïðè ýòîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.2 èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, ñâÿçàííûå ñ

õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà êàïèòàëà êîìïàíèè, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðûõ òàêæå

ïîêàçàíà â ãëàâå 1:

Ëåììà 1.1. Ïðîöåññ

g(Xd
t )−

∫ t

0

[
k∑
i=1

ci(d
i
s)g
′(Xd

s )− λg(Xd
s ) + λ

∫ ∞
0

. . .

∫ ∞
0

g(Xd
s −

k∑
j=1

ρj(yj, d
j
s))dF (y1, . . . , yk)

]
ds

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü dt � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ,

ðàâíîé 1, ëèáî ïðîèñõîäèò ðàçîðåíèå êîìïàíèè, ëèáî Xd
t →∞ ïðè t→∞.

Â êîíöå ïåðâîé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ

ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ðèñêîâ è äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ çàâèñèìûõ ðèñêîâ, ñîâìåñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå êîòîðûõ ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîïóëû Ãóìáåëÿ-Õîóãààðäà40.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ìîäåëü ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè, îäíî-

âðåìåííî ïðèìåíÿþùåé ïåðåñòðàõîâàíèå è âûïëà÷èâàþùåé äèâèäåíäû ñâîèì àêöèîíåðàì.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïàíèÿ èñïîëüçóåò ïðîãðàììó ïåðåñòðàõîâàíèÿ, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ

êîìáèíàöèþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îãðàíè÷åííîé

îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà. Ïàðàìåòðû ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïðè ýòîì ôèêñèðóþòñÿ â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Âûïëàòà äèâèäåíäîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîãëàñíî áàðüåðíîé ñòðà-

òåãèè ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà. Êàê è â ïåðâîé ãëàâå, çà îñíîâó áåðåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ

ìîäåëü ðèñêà Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, îäíàêî èçó÷àåòñÿ òåïåðü íå âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ êîì-

ïàíèè, à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ìîìåíòà

ðàçîðåíèÿ.

Êàê áûëî îòìå÷åíî, ñóùåñòâóþò ñòàòüè37,38,39, ïîñâÿùåííûå èçó÷åíèþ ïðîöåññà âûïëàòû

äèâèäåíäîâ ñòðàõîâûìè êîìïàíèÿìè, èñïîëüçóþùèìè ïåðåñòðàõîâàíèå, îäíàêî âî âñåõ äàí-

íûõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïàíèè ïðèìåíÿþò èëè òîëüêî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå,

èëè òîëüêî êëàññè÷åñêîå ïåðåñòðàõîâàíèå ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ íåîãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåí-

íîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà. Ðàññìàòðèâàåìàÿ æå â äèññåðòàöèè ïðîãðàììà ïåðåñòðàõîâàíèÿ

íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óêàçàííûõ òèïîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, íî è ÷àùå ïðèìåíÿåòñÿ

íà ïðàêòèêå. Â ðàçäåëå 2.1 äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå äàííîé ïðîãðàììû. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðàõîâùèê çàêëþ÷èë äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îäíèì

ïåðåñòðàõîâùèêîì, à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðèñêà ïåðåñòðàõîâàë â ñîîòâåòñòâèè ñ äîãîâîðîì

êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ó äðóãîãî ïåðåñòðàõîâùèêà. Êîýôôèöèåíò d ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì

óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà, l � îãðàíè÷åíèåì íà

40Nelsen R.B. An Introduction to Copulas. � N. Y.: Springer, 2006.

12



îòâåòñòâåííîñòü ïåðâîãî ïåðåñòðàõîâùèêà, a � ïàðàìåòðîì êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Òðå-

áîâàíèå ðàçìåðà X, ïîñòóïèâøåå ê ñòðàõîâùèêó, äåëèòñÿ ìåæäó ñòðàõîâùèêîì è ïåðåñòðà-

õîâùèêàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñòðàõîâùèê áåðåò íà ñåáÿ îáÿçàííîñòü âûïëàòèòü ÷àñòü

Xins = a
(
min(d,X) + max(X − l − d, 0)

)
,

â òî âðåìÿ êàê ïåðâûé ïåðåñòðàõîâùèê âûïëà÷èâàåò

Xreins1 = min
(
max(X − d, 0), l

)
,

à âòîðîé ïåðåñòðàõîâùèê ïîêðûâàåò ÷àñòü

Xreins2 = (1− a)
(
min(d,X) + max(X − l − d, 0)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé ïåðåñòðàõîâàíèå è

âûïëà÷èâàþùåé äèâèäåíäû, îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà

Ut = x+ cinst−
Nt∑
i=1

(Xi)ins −Dt, t ≥ 0,

ãäå Dt � ýòî ñîâîêóïíûå äèâèäåíäû, âûïëà÷åííûå ê ìîìåíòó âðåìåíè t, â òî âðåìÿ êàê

cins = cins(d, l, a) � ýòî èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé êîìïàíèè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïè-

ñàííîé âûøå ïðîãðàììû ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Åñëè ñòðàõîâùèê è ïåðåñòðàõîâùèêè èñïîëüçóþò

ïðåìèàëüíûé ïðèíöèï ñðåäíåãî ñ íàãðóçêàìè ñîîòâåòñòâåííî θ, θ1 è θ2, òî cins ïðèíèìàåò âèä

cins = λ(1 + θ)p1 − λ(1 + θ1)

d+l∫
d

(1− F (x)) dx−

− λ(1 + θ2)(1− a)

 d∫
0

(1− F (x)) dx+
∞∫

d+l

(1− F (x)) dx

 ,

ãäå p1 =
∞∫
0

xp(x)dx =
∞∫
0

(1 − F (x)) dx � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, à p(x) � ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ òðåáîâàíèé.

Â ðàçäåëå 2.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ âèä èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäî-

âëåòâîðÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Vins(x, b) äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ

äî ðàçîðåíèÿ êîìïàíèåé, èñïîëüçóþùåé êîìáèíàöèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà è

êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñ óðîâíåì áàðüåðà b.

Òåîðåìà 2.1. Ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

cinsV
′
ins(x, b)− (λ+ δ)Vins(x, b) + λa−1

x∫
0

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy = 0
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ïðè 0 < x < ad è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

cinsV
′
ins(x, b)− (λ+ δ)Vins(x, b) + λa−1

x∫
x−ad

Vins(y, b)p

(
x− y
a

)
dy+

+ λVins(x− ad, b)(F (d+ l)− F (d)) + λa−1
x−ad∫
0

Vins(y, b)p

(
l +

x− y
a

)
dy = 0

ïðè ad ≤ x < b. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ Vins(x, b) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V ′ins(b, b) = 1.

Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðå-

áîâàíèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ðàçäåëàõ 2.3.1 è

2.4.1 ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà:

Òåîðåìà 2.2. Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì β ïðè

0 < x < ad ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿä-

êà

cinsV
′′
ins(x, b) + (βa−1cins − (λ+ δ))V ′ins(x, b)− δβa−1Vins(x, b) = 0,

â òî âðåìÿ êàê ïðè ad ≤ x < b ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

cinsV
′′
ins(x, b) + (βa−1cins − (λ+ δ))V ′ins(x, b)− δβa−1Vins(x, b) =

= −λe−βd(1− e−βl)V ′ins(x− ad, b).

Òåîðåìà 2.3. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé íà îòðåçêå [0, h] ïðè

0 < x < ad ôóíêöèÿ Vins(x, b) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà

cinsV
′′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b) +

λ

ha
Vins(x, b) = 0,

ïðè ad ≤ x < (h− l)a óðàâíåíèþ

cinsV
′′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b) +

λ

ha
Vins(x, b) = −

λl

h
V ′ins(x− ad, b),

ïðè (h− l)a ≤ x < b

cinsV
′′
ins(x, b)− (λ+ δ)V ′ins(x, b) +

λ

ha
Vins(x, b) = −

λl

h
V ′ins(x− ad, b) +

λ

ha
Vins(x− (h− l)a, b).

Â ðàçäåëàõ 2.3.2 è 2.4.2 äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ ðàñïðåäåëåíèé òðåáîâàíèé ïðèâîäèòñÿ

àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèé ïîëó÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðîèçâîäèòñÿ èëëþ-

ñòðàöèÿ äàííîãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðàõ. Òàêæå èçó÷àåòñÿ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè íåêîòîðûõ

èñïîëüçóåìûõ âåëè÷èí îò ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
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Â êà÷åñòâå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ êàê ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ ýêñöåäåíòà

óáûòêà l.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ áàðüåðíûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé ñî

ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà, ñîãëàñíî êîòîðûì ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ èìååò âîçìîæíîñòü

èçìåíÿòü óðîâåíü áàðüåðà ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ. Ñòðàòåãèè òàêîãî âèäà

íå ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå. Èññëåäîâàíèå äåÿòåëüíîñòè àêöèîíåðíûõ

ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, èñïîëüçóþùèõ ñòðàòåãèè ñî ñòóïåí÷àòûì áàðüåðîì, îñóùåñòâëÿåòñÿ íà

îñíîâå ìîäåëè Ñïàððå Àíäåðñåíà è íà îñíîâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äàííîé ìîäåëè ðèñêà � ìî-

äåëè Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà. Â ðàìêàõ ìîäåëè Ñïàððå Àíäåðñåíà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàïèòàë

ñòðàõîâîé êîìïàíèè, âûïëà÷èâàþùåé äèâèäåíäû, â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä

Ut = Xt −Dt = x+ ct−
Nt∑
i=1

Xi −Dt, t ≥ 0,

ãäå Nt � ýòî ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, x � íà÷àëüíûé êàïèòàë êîìïàíèè, c � èíòåíñèâíîñòü

ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé,Dt � ñóììà, âûïëà÷åííàÿ àêöèîíåðàì â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ ê ìîìåíòó

âðåìåíè t. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xi}, îáîçíà÷àþùèå ðàçìåðû èñêîâ, íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû è èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (y), òàêóþ, ÷òî F (0) = 0. Êðîìå òîãî, {Xi}
è ïðîöåññ Nt òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ôóíêöèÿ G(y) â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó ìîìåíòàìè {Tj} ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé. Ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà T = inf[t ≥ 0 : Ut < 0] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîìåíò ðàçîðåíèÿ àêöèîíåðíîé

êîìïàíèè.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå áàðüåðíûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé ñî ñòó-

ïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óðîâåíü áàðüåðà bt ðàâåí bi íà ïîëóèí-

òåðâàëàõ âèäà t ∈ [Ti−1, Ti), i ≥ 1 (ãäå T0 = 0). Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ

áàðüåðà ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé: bi+1 ≥ bi, i ≥ 1. Ñòðàòåãèÿ âûïëàòû äèâèäåíäîâ ñîñòîèò

òîãäà â ñëåäóþùåì: äèâèäåíäû íå âûïëà÷èâàþòñÿ, êîãäà Ut < bt, è âûïëà÷èâàþòñÿ ñ èíòåí-

ñèâíîñòüþ c, êîãäà Ut = bt. Åñëè æå Ut > bt, òî ñðàçó â êà÷åñòâå äèâèäåíäîâ âûïëà÷èâàåòñÿ

ñóììà, ðàâíàÿ Ut− bt, ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî 0 ≤ x ≤ b1.

Îòäåëüíî â ðàçäåëå 3.1 óòî÷íÿåòñÿ, ÷òî óðîâåíü áàðüåðà íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü èçìåíåí

ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ. Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ñòðàòåãèé ñî ñòóïåí÷àòûì

áàðüåðîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íèõ çàëîæåíà âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ óñëîâèé âûïëàòû äèâè-

äåíäîâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Â òî æå âðåìÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé

ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, áàðüåðíûå ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì áàðüåðîì, òàêèå, ÷òî bi+1 = bi ïðè

âñåõ çíà÷åíèÿõ i ≥ 1.

Â ðàçäåëå 3.2.1 ïðåäñòàâëåíà ïîëó÷åííàÿ â óñëîâèÿõ ìîäåëè Ñïàððå Àíäåðñåíà îöåí-

êà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψb(x) = P (T < ∞|U0 = x) ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé

ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷àòûì áàðüåðîì. Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çíàìåíèòîãî

íåðàâåíñòâà Ëóíäáåðãà (1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé
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êîðåíü R óðàâíåíèÿ ∫ ∞
0

eRydF (y)

∫ ∞
0

e−cRtdG(t) = 1,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì èëè ýêñïîíåíòîé Ëóíäáåðãà. Ïðè òà-

êîì óñëîâèè äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ àêöèîíåð-

íîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷à-

òîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

ψb(x) ≤ e−Rx + (L− 1)
∞∑
i=1

e−Rbi , ãäå L =

∫ ∞
0

eRydF (y).

Îòäåëüíî â ðàçäåëå 3.2.1 óïîìèíàþòñÿ ïðèìåðû ñòðàòåãèé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà,

ïðè êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñòðîãî ìåíüøå 1. Îòìåòèì, ÷òî

ðàçîðåíèå ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ ñòðàòåãèþ ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì

áàðüåðà, âñåãäà íåèçáåæíî.

Ðàçäåë 3.2.2 ïîñâÿùåí îöåíêàì âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ, ïîëó÷åííûì â óñëîâèÿõ ìîäåëè

ðèñêà Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà. Ñîãëàñíî ìîäåëè Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà, Nt � ýòî ïóàññîíîâñêèé

ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Óðàâíåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ R ïðè ýòîì

óñëîâèè ïðèíèìàåò âèä

λ+Rc = λ

∫ ∞
0

eRydF (y),

à âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ψb(x) ìîæåò áûòü îöåíåíà ñâåðõó ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðå-

ìû 3.1:

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü Nt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Òîãäà èìååò ìå-

ñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè,

èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

ψb(x) ≤ e−Rx +
Rc

λ

∞∑
i=1

e−Rbi .

Îäíàêî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî â ðàìêàõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ

èíòåãðàëîâ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 âîçìîæíî â ÿâíîì âèäå, óäàåòñÿ äîêàçàòü è áîëåå

ñèëüíîå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψb(x):

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü Nt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Òîãäà èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψb(x) àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè,

èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòåãèþ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà:

ψb(x) ≤ e−Rx +
Rc

λ

∞∑
i=1

e−Rbi−λc
−1(bi−bi−1), ãäå b0 = x.

16



Â ðàçäåëå 3.3 â óñëîâèÿõ ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà èçó÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé

äèâèäåíäíîé ñòðàòåãèåé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå

ñòóïåí÷àòûå áàðüåðíûå ñòðàòåãèè, ñîãëàñíî êîòîðûì óðîâåíü áàðüåðà ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïîñëå

êàæäîãî èç ïåðâûõ n−1 òðåáîâàíèé (à äàëåå äî ðàçîðåíèÿ äîëæåí îñòàâàòüñÿ íåèçìåííûì).

Ñíà÷àëà îòäåëüíî èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé n = 2, ñîãëàñíî êîòîðîìó áàðüåð èçìåíÿåòñÿ òîëüêî îäèí

ðàç ïîñëå ìîìåíòà T1. Äàëåå âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ n = 2 ïåðåíîñÿòñÿ íà îáùèé

ñëó÷àé n ≥ 2. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ

äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîäåëè ñ áàðüåðàìè b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn è íà-

÷àëüíûì êàïèòàëîì x, ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå V (x, b1, . . . , bn) è äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü

ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 0 ≤ x ≤ b1 è b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn, n ≥ 2, èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âû-

ïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé

áàðüåðà:

V (x, b1, . . . , bn−1, bn) = V (x, b1, . . . , bn−2, bn) + [1− V ′(bn−1, bn)]V[Tn−2,Tn−1)(x, b1, . . . , bn−1),

ãäå V[Tn−2,Tn−1)(x, b1, . . . , bn−1) � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåí-

äîâ, âûïëà÷åííûõ íà ïîëóèíòåðâàëå [Tn−2, Tn−1).

Êàê è ðàíåå, ôóíêöèÿ V (x, b) îáîçíà÷àåò çäåñü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ

äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ ñîãëàñíî áàðüåðíîé ñòðàòåãèè ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì

áàðüåðà b.

Â ðàçäåëå 3.3 ïðèâîäèòñÿ òàêæå âàæíîå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3.4:

Ñëåäñòâèå 3.2. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 0 ≤ x ≤ b1 è b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn, n ≥ 2, èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âû-

ïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðüåðíîé ñòðàòåãèåé ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé

áàðüåðà:

V (x, b1, . . . , bn) = V (x, bn) +
n−1∑
i=1

[1− V ′(bi, bn)]V[Ti−1,Ti)(x, b1, . . . , bi).

Êðîìå òîãî, â ðàçäåëå 3.3 îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ áàðüåðíàÿ ñòðàòåãèÿ ñî ñòó-

ïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóììàðíî

âûïëà÷åííûõ äèâèäåíäîâ, ÷åì áàðüåðíàÿ ñòðàòåãèÿ ñ ïîñòîÿííûì óðîâíåì áàðüåðà:

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïóñòü b1 ≤ . . . ≤ bn, n ≥ 2, è V (u, bi) > V (u, bi−1) ïðè ëþáîì íà-

÷àëüíîì êàïèòàëå u, òàêîì, ÷òî 0 ≤ u ≤ bi−1, i = 2, n. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

V (x, b1, . . . , bj) > V (x, b1, . . . , bj−1), j = 2, n.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

• Â ðàìêàõ ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûì ñòðàõîâàíèåì ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-

ßêîáè-Áåëëìàíà, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäà÷å ïîèñêà íàèáîëüøåé âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòè

íåðàçîðåíèÿ, è äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Êðîìå òîãî, îïðåäåëåíà ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ è èñêîìîé íàèáîëü-

øåé âåðîÿòíîñòüþ íåðàçîðåíèÿ. Ïðè ýòîì òàêæå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðîé âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ êîì-

ïàíèè ìàêñèìàëüíà. Äëÿ èëëþñòðàöèè óêàçàííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäå-

íû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.

• Óñòàíîâëåí âèä èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ ñòðà-

õîâîé êîìïàíèåé, èñïîëüçóþùåé êîìáèíàöèþ êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõî-

âàíèÿ ýêñöåäåíòà óáûòêà ñ îãðàíè÷åííîé îòâåòñòâåííîñòüþ ïåðåñòðàõîâùèêà. Â ñëó-

÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâà-

íèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñâåäåíû ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

âòîðîãî ïîðÿäêà è ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ïîèñêà ðåøåíèé äàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû ïîäêðåïëåíû ïðèìåðàìè è ÷èñëåííûìè ðåçóëüòà-

òàìè.

• Äëÿ àêöèîíåðíîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñïîëüçóþùåé áàðüåðíóþ äèâèäåíäíóþ ñòðàòå-

ãèþ ñî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèåé áàðüåðà, ïîëó÷åíû îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ. Ïðè-

âåäåíû ïðèìåðû ñòðàòåãèé, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ êîìïà-

íèè ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû. Êðîìå òîãî, íàéäåíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêîíòèðîâàííûõ äèâèäåíäîâ, âûïëà÷åííûõ äî ðàçîðåíèÿ.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå òåìû äèññåðòàöèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñóùå-

ñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûì ñòðàõîâà-

íèåì è ñëó÷àéíûìè ïðåìèÿìè. Çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëüøåé âîçìîæíîé âåðîÿòíîñòè íåðàçîðå-

íèÿ â ìîäåëè, ñîãëàñíî êîòîðîé íå òîëüêî ïîñòóïëåíèå ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé, íî è ïîñòóïëå-

íèå ïðåìèé îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîñòàâíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà, îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

Ëîãè÷íûì ñëåäóþùèì øàãîì â èçó÷åíèè áàðüåðíûõ äèâèäåíäíûõ ñòðàòåãèé ñî ñòóïåí-

÷àòûì áàðüåðîì ÿâëÿåòñÿ îòìåíà óñëîâèÿ íåóáûâàíèÿ ôóíêöèè áàðüåðà.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôè-

çèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Åêàòåðèíå Âàäèìîâíå Áóëèíñêîé çà ïîñòîÿííîå âíè-

ìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå ðåêîìåíäàöèè íà âñåõ ýòàïàõ ïîäãîòîâêè äèññåðòàöèè. Àâòîð áëàãî-
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äàðåí êîëëåêòèâó êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé çà ïîääåðæêó è äðóæåñòâåííóþ, òâîð÷åñêóþ

àòìîñôåðó.
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