
ÔÃÁÎÓ ÂÎ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÃÓÑÀÊ Þëèÿ Âàëåðüåâíà

Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè ïåðåñòðàõîâàíèÿ è èõ

îïòèìèçàöèÿ

01.01.05 � òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà � 2017



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÔÃÁÎÓ ÂÎ

¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà¿

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð

Áóëèíñêàÿ Åêàòåðèíà Âàäèìîâíà.

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû:

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð

Ðûêîâ Âëàäèìèð Âàñèëüåâè÷,

ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò íåôòè è ãàçà (ÍÈÓ)

èìåíè È.Ì. Ãóáêèíà¿;

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,

Ðóìÿíöåâ Àëåêñàíäð Ñåðãååâè÷,

íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì

ÔÃÁÓÍ ¾Èíñòèòóò ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé Êàðåëüñêîãî íàó÷íîãî

öåíòðà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ:

ÔÃÓ ¾Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ¾Èíôîðìàòèêà è óïðàâëåíèå¿ ÐÀÍ¿.

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ ¾23¿ èþíÿ 2017 ã. â 1645 íà çàñåäàíèè

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.85 íà áàçå ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó:

119234, Ìîñêâà, ÃÑÏ�1, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16�24.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Ôóíäàìåíòàëüíîé áèáëèîòåêå

ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà¿

(Ìîñêâà, Ëîìîíîñîâñêèé ïðîñïåêò, ä. 27, ñåêòîð À, 8é ýòàæ),

è íà ñàéòå http://mech.math.msu.ru/∼snark/index.cgi.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ ìàÿ 2017 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî

ñîâåòà Ä 501.001.85 íà áàçå ÌÃÓ,

äîêòîð ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Âëàñîâ

ïðîôåññîð Âèêòîð Âàëåíòèíîâè÷



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü è èñòîðèÿ âîïðîñà

Ñòðàõîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííîãî ìèðà, ïðè÷åì ïîòðåáíîñòü â

íåì âîçðàñòàåò ñ ðàçâèòèåì ýêîíîìèêè è ñîöèàëüíîé ñòðóêòóðû îáùåñòâà. Ê ôàêòîðàì,

ñòèìóëèðóþùèì ðîñò ñòðàõîâîãî äåëà ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ. Ýòî óâåëè-

÷åíèå ïðåäïðèíèìàòåëüñêèõ ðèñêîâ, âîçíèêàþùåå â ñâÿçè ñ óñëîæíåíèåì õîçÿéñòâåííûõ

ñâÿçåé, îñîáåííî â ñôåðå ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ. Ýòî íîâûå ðèñêè, ïîðîæäàåìûå íàó÷íî-

òåõíè÷åñêèì ïðîãðåññîì è òðåáóþùèå ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíîãî àïïàðàòà óïðàâëåíèÿ. Ê

ñïèñêó ôàêòîðîâ ìîæíî òàêæå îòíåñòè óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû ñòèõèéíûõ áåäñòâèé è ðîñò

ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ, âëåêóùèé ðàçâèòèå ìåäèöèíñêîãî è ïåí-

ñèîííîãî ñòðàõîâàíèÿ. Âàæíî óïîìÿíóòü è ïîâûøåíèå âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ çàâè-

ñèìûõ ðèñêîâ, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ â ñèëó óïëîòíåíèÿ ïðè ðàçìåùåíèè îáúåêòîâ ïðîèç-

âîäñòâà, æèëüÿ, èñòîðè÷åñêèõ ïàìÿòíèêîâ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èç êíèãè Áóëèíñêîé1,

Ñòðàõîâàíèå � îïåðàöèÿ, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé îäíà èç ñòîðîí (ñòðàõîâàòåëü), âíîñÿ

îïðåäåëåííóþ ñóììó äåíåã (ïðåìèþ èëè ñòðàõîâîé âçíîñ), îáåñïå÷èâàåò ñåáå èëè òðåòüå-

ìó ëèöó (âûãîäîïðèîáðåòàòåëü) ïðè îñóùåñòâëåíèè ðèñêà (ò.å. íàñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî

ñëó÷àÿ) âûïëàòó âîçìåùåíèÿ äðóãîé ñòîðîíîé (ñòðàõîâùèêîì), ïðèíèìàþùèì íà ñåáÿ

öåëûé àíñàìáëü ðèñêîâ, êîòîðûå îí êîìïåíñèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé.

Âîçìåùàÿ óùåðá îäíîé ôèíàíñîâîé îðãàíèçàöèè, ñòðàõîâùèê òåì ñàìûì îáåñïå÷èâà-

åò áåñïåðåáîéíóþ ðàáîòó öåëîãî ðûíî÷íîãî ñåêòîðà, ÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ çàñòðà-

õîâàííàÿ ñòîðîíà. Áîëåå òîãî, àêêóìóëèðóÿ ïîñòóïàþùèå ïðåìèè, ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ

ïðåâðàùàåò èõ â èíâåñòèöèîííûé êàïèòàë, ñòèìóëèðóþùèé ðàçâèòèå ýêîíîìèêè. Èìóùå-

ñòâåííîå, ãðàæäàíñêîå è ìåäèöèíñêîå ñòðàõîâàíèå çàùèùàåò ôèçè÷åñêèõ ëèö îò êðóïíûõ

ïîòåðü, ñïîñîáñòâóÿ óâåëè÷åíèþ èõ ïëàòåæåñïîñîáíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äåÿòåëüíîñòü

ñòðàõîâûõ êîìïàíèé çíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà ñîñòîÿíèå ýêîíîìè÷åñêîé è ñîöèàëüíîé ñôåð

îáùåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, âàæíî îñóùåñòâëÿòü ãðàìîòíîå óïðàâëåíèå êîìïàíèåé, ÷òîáû

íå äîïóñòèòü âîçíèêíîâåíèÿ êðèçèñíîé ñèòóàöèè íà ðûíêå. Â ñâåòå âûøåñêàçàííîãî àêòó-

àëüíîñòü ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ àíàëèçà ñòðàõîâûõ ìîäåëåé î÷åâèäíà.

Ïåðâîñòåïåííîé çàäà÷åé ñòðàõîâîé êîìïàíèè ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâîðåíèå òðåáîâàíèé ïî-

ëèñîäåðæàòåëåé. Ïðîèçâîäÿ âûïëàòû ïî ñòðàõîâûì ñëó÷àÿì, êîìïàíèÿ ðèñêóåò îáàíêðî-

òèòüñÿ, òàê êàê ðàçìåð èñêà, èìåþùåãî ñëó÷àéíóþ ïðèðîäó, ìîæåò ïðåâûñèòü ñîáñòâåí-

íûé êàïèòàë ñòðàõîâùèêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì íà ïðîòÿæåíèè óæå áîëåå ñòà ëåò èññëåäîâàíèå

1 Áóëèíñêàÿ Å.Â. (2008). Òåîðèÿ ðèñêà è ïåðåñòðàõîâàíèå. Èçä-âî ÎÎÎ "ÌÝÉËÅÐ" , Ìîñêâà. 190 ñ.
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âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ àêòóàðíîé ìàòåìàòèêè (ñì.

êíèãó Asmussen and Albrecher2). Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Lundberg3, â êîòîðîé áûëî ïðåäëîæå-

íî îïèñûâàòü ïðîöåññ ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé ñ ïîìîùüþ ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà, áûëî

íàïèñàíî íåìàëî ñòàòåé, ðàññìàòðèâàþùèõ ðàáîòó ñòðàõîâîé êîìïàíèè â íåïðåðûâíîì

âðåìåíè. Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäåáåðãà4 êàïèòàë êîìïàíèè Ut â ìîìåíò t

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

Ut = u+ ct−
Nt∑
i=1

Xi,

ãäå Xi � âåëè÷èíà i-ãî ïîñòóïèâøåãî òðåáîâàíèÿ, u � íà÷àëüíûé êàïèòàë, c > 0 � ïðèõîä

ñòðàõîâûõ ïðåìèé â åäèíèöó âðåìåíè, Nt � ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ çà âðåìÿ t.

Äàííàÿ ìîäåëü è åå ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè äî ñèõ ïîð ÿâëÿþòñÿ ïîïóëÿðíûìè îáúåê-

òàìè èññëåäîâàíèÿ.

Áóäó÷è ôèíàíñîâîé êîðïîðàöèåé, ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ îáëàäàåò ðèñêàìè, ñâÿçàííûìè

ñ âûïëàòàìè äèâèäåíäîâ ñâîèì àêöèîíåðàì. Ïåðâûå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå

ñ èçó÷åíèåì ïîäîáíûõ ðèñêîâ, áûëè ïîëó÷åíû de Finetti5. Äàííîå íàïðàâëåíèå èññëåäî-

âàíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è ïî ñåé äåíü, áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííîå ýòîé

òåìàòèêå, îïèñûâàåò ôóíêöèîíèðîâàíèå êîìïàíèè â íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Ñåãîäíÿ ðûí-

êè ôèíàíñîâûõ è ñòðàõîâûõ óñëóã òåñíî âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì6. Áàíêè òîðãóþò

ñòðàõîâûìè è ïåðåñòðàõîâûìè êîíòðàêòàìè, â òî âðåìÿ êàê ñòðàõîâûå êîìïàíèè èíòåðå-

ñóþòñÿ âîçìîæíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè ñ èíâåñòèðîâàíèåì è âëèâàíèåì êàïèòàëà. Ê ñòàòüÿì

ïî äàííîé òåìàòèêå ìîæíî îòíåñòè Dickson and Waters7, Gerber et al.8, Beveridge et al.9,

Kulenko and Schmidli10, Eisenberg and Schmidli11.

2 Asmussen S., Albrecher H. (2010). Ruin Probabilities. World Scienti�c, 602 p.
3 Lundberg F. (1903). Approximations of the probability function / Reinsurance of Collective Risks. Doctoral

thesis.
4 Cram�er H. (1930). On the mathematical theory of risk, F�ors�akringsaktiebolaget. Skandia, Stockholm, 2,

pp. 7�84.
5 de Finetti B. (1957). Su un' impostazione alternativa della teoria collettiva del rischio. Transactions of

the XVth International Congress of Actuaries, 2, pp. 433�443.
6 Yang H., Gao W. and Li J. (2016). Asymptotic ruin probabilities for a discrete-time risk model with

dependent insurance and �nancial risks. Scandinavian Actuarial Journal, 1, pp. 1�17.
7 Dickson D. C.M., Waters H.R. (2004). Some optimal dividends problems. Astin Bulletin, 34, pp. 49�74.
8 Gerber H.U., Shiu E.S.W. and Smith N. (2006). Maximizing dividends without bankruptcy. Astin Bulletin,

36, pp. 5�23.
9 Beveridge C.J., Dickson D.C.M. and Wu X. (2008). Optimal Dividends under Reinsurance. Mitteilungen

der Schweiz Aktuarvereinigung, Heft 2008.
10 Kulenko N., Schmidli H. (2008). Optimal dividend strategies in a Cramer-Lundberg model with capital

injections. Insurance: Mathematics and Economics, 43, pp. 270�278.
11 Eisenberg J., Schmidli H. (2009). Optimal control of capital injections by reinsurance in a di�usion

approximation. Blatter der DGVFM, 30(1), pp. 1�13.
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Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîäàâëÿþùåå ÷èñëî ñòàòåé ïî ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêå ðàññìàòðè-

âàþò ìîäåëè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, íà ïðàêòèêå ìíîãèå ñîáûòèÿ, áóäü òî ðåøåíèå

î âûïëàòå äèâèäåíäîâ èëè çàêëþ÷åíèåì äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ïðîèñõîäÿò â êîíöå

ôèíàíñîâîãî ãîäà, òî åñòü â äåòåðìèíèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîýòîìó èçó÷åíèå ìî-

äåëåé ñòðàõîâàíèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì è íåîáõîäèìûì â ñå-

ãîäíÿøíèå äíè. Dickson and Waters12 ïðåäúÿâèëè ñïîñîá äèñêðåòèçàöèè ìîäåëè Êðàìåðà-

Ëóíäáåðãà, îáîñíîâàâ ïåðåõîä ê äèñêðåòíîìó âðåìåíè. Gerber13 ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü

ñîñòàâíóþ áèíîìèàëüíóþ ìîäåëü â êà÷åñòâå àíàëîãà ñîñòàâíîé ïóàññîíîâñêîé ìîäåëè. Ñî-

ãëàñíî ýòîé ìîäåëè êàïèòàë êîìïàíèè Un â ìîìåíò n óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíå-

íèþ

Un = u+ cn−
n∑
i=1

Xi,

ãäå Xi � ñîâîêóïíûå òðåáîâàíèÿ çà i-ûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïóáëèêàöèè Li et al.14,

Casta�ner et al.15, Áóëèíñêàÿ16 17 ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ìîäåëåé ñòðàõîâàíèÿ â äèñêðåòíîì

âðåìåíè. Ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé äèññåðòàöèè ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèñêðåò-

íûìè.

Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, ñáîè â ðàáîòå ñòðàõîâîé êîìïàíèè, âûçâàííûå íåõâàòêîé

ñðåäñòâ äëÿ âîçìåùåíèå óáûòêîâ, ìîãóò ïðèâåñòè ê åå áàíêðîòñòâó. ×òîáû èçáåæàòü ïî-

äîáíîé ó÷àñòè ñòðàõîâùèê èñïîëüçóåò ðàçëè÷íûå èíñòðóìåíòû äëÿ ñòàáèëèçàöèè ðàáîòû

êîìïàíèè. Îäíèì èç îñíîâíûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå. Â êíèãå Áóëèíñêîé1 äàíî ñëå-

äóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ïåðåñòðàõîâàíèå � îïåðàöèÿ, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé îäíà ñòîðîíà (ïåðåñòðàõîâàòåëü

èëè öåäåíò), âûïëà÷èâàÿ íåêîòîðóþ ñóììó (ïðåìèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ) äðóãîé ñòîðîíå

(ïåðåñòðàõîâùèêó), ïåðåäàåò åé òåì ñàìûì ÷àñòü ïðèíÿòîãî íà ãàðàíòèþ ðèñêà, òî

åñòü îáåñïå÷èâàåò âûïëàòó åþ îïðåäåëåííîé ÷àñòè âîçíèêàþùåãî óùåðáà.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ òåðìèí ñòðàõîâùèê, áóäåì èìåòü â âèäó ñòðàõîâóþ êîìïàíèþ, âû-

ñòóïàþùóþ â ðîëè öåäåíòà è çàêëþ÷àþùóþ äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Ïåðåñòðàõîâàíèå ìîæåò áûòü ôàêóëüòàòèâíûì è îáÿçàòåëüíûì. Ïîñëåäíåå ïîäðàçóìå-

12 Dickson D.C.M., Waters H.R. (1991). Recursive calculations of survival probabilities. Astin Bulletin, 21(2),

c. 199-221.
13 Gerber H.U. (1988). Mathematical fun with compound binomial model. Astin Bulletin, 18(2), c. 161-168.
14 Li Sh., Lu Y. and Garrido J. (2009). A review of discrete-time risk models. Rev. R. Acad. Cien, Serie A.

Mat., 103(2), pp. 321�337.
15 Casta�ner A., Claramunt M.M., Gathy M., Lef�evre C. and M�armol M. (2013). Ruin problems for a discrete-

time risk model with non-homogeneous conditions. Scandinavian Actuarial Journal, 2, pp. 83�102.
16 Áóëèíñêàÿ Å.Â. (2003). Î ñòîèìîñòíîì ïîäõîäå â ñòðàõîâàíèè. Îáîçðåíèå ïðèêëàäíîé è ïðîìûø-

ëåííîé ìàòåìàòèêè, 10(2), c. 276�286.
17 Bulinskaya E. (2010). Stochastic Insurance Models: Their Optimality and Stability. Christos H. Skiadas,

ed., Advances in Data Analysis. Birkh�auser, pp.129�140.
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âàåò, ÷òî öåäåíò è ïåðåñòðàõîâùèê çàêëþ÷àþò äîãîâîð, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè íàñòóï-

ëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ îáå ñòîðîíû îáÿçàíû âûïîëíèòü îáÿçàòåëüñòâà, ïðîïèñàííûå â

ñîãëàøåíèè. Îáÿçàòåëüíîå ïåðåñòðàõîâàíèå äåëèòñÿ íà ïðîïîðöèîíàëüíîå è íåïðîïîðöèî-

íàëüíîå. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ íà ïðàêòèêå ïðèìåð ïðîïîðöèîíàëüíîãî äîãîâîðà

� êâîòíûé, íåïðîïîðöèîíàëüíîãî � ýêñöåäåíòíûé.

Ïóñòü X � âåëè÷èíà ïîñòóïèâøèõ òðåáîâàíèé; R(X) ∈ [0, X] � ñóììà, ïåðåøåäøàÿ

ïîä îòâåòñòâåííîñòü ïåðåñòðàõîâùèêà; I(X,R) = X − R(X) � ðèñê, óäåðæèâàåìûé ñòðà-

õîâùèêîì; πre � ïðåìèè, îòäàâàåìûå â ïåðåñòðàõîâàíèå.

Åñëè çàêëþ÷åí êâîòíûé äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ, òî ïðè ïîñòóïëåíèè ñîâîêóïíûõ

òðåáîâàíèé ðàçìåðà X ñòðàõîâùèê âûïëà÷èâàåò âåëè÷èíó I(X,R) = βX, à ðèñê â ðàçìå-

ðå R(X) = (1 − β)X ïåðåäàåò ïåðåñòðàõîâùèêó, ãäå β ∈ (0, 1). Â ñëó÷àå ýêñöåäåíòíîãî

äîãîâîðà ñòðàõîâùèê ïîêðûâàåò ðèñê â ðàçìåðå I(X,R) = min(X,B) è ïåðåäàåò ïåðåñòðà-

õîâùèêó R(X) = (X−B)+, ïàðàìåòð B > 0 íàçûâàåòñÿ óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ.

Â äàííîé äèññåðòàöèè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ýòè âèäû ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Áîëåå ïî-

äðîáíóþ êëàññèôèêàöèþ ñóùåñòâóþùèõ äîãîâîðîâ ìîæíî íàéòè â êíèãå Áóëèíñêîé1.

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ àêòóàðíîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ âûáîð íàèëó÷øåé ïðî-

ãðàììû ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Â ñèëó ðàçíîîáðàçèÿ ñòðàõîâûõ ìîäåëåé íå ñóùåñòâóåò óíè-

âåðñàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ïîèñê îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé

çàäà÷åé óæå áîëåå ïÿòèäåñÿòè ëåò. Ê ïåðâûì èññëåäîâàíèÿì â äàííîé îáëàñòè ìîæíî

îòíåñòè ðàáîòó Borch18. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïåðåñòðàõîâàíèå � ýôôåêòèâíàÿ

ìåðà óïðàâëåíèÿ ðèñêîì, ïîýòîìó ñòðàõîâûå êîìïàíèè çàèíòåðåñîâàíû â èçó÷åíèè íîâûõ

ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîèñê îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ ïîäðàçóìåâàåò ïîñòàíîâêó è ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïåðå÷èñ-

ëåííûå âûøå ïðè÷èíû ñïîñîáñòâóþò ïîÿâëåíèþ íîâûõ èíòåðåñíûõ ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ

îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Ìîäåëè ïåðåñòðàõîâàíèÿ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî íåñêîëüêèì ïðèçíàêàì. Âî-

ïåðâûõ, âñå ìîäåëè äåëÿòñÿ íà îäíîøàãîâûå è ìíîãîøàãîâûå. Òî åñòü ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü ïåðåñòðàõîâàíèå ðèñêîâ, âîçíèêàþùèõ êàê çà åäèíè÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè,

òàê è çà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîìåæóòêîâ.

Âî-âòîðûõ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèìåíÿåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå ê êàæäîìó îòäåëüíî

âçÿòîìó ðèñêó èëè ñðàçó ê ñîâîêóïíîñòè (ñóììå) ðèñêîâ, âñå ìîäåëè ìîæíî ðàçäåëèòü, ñî-

îòâåòñòâåííî, íà ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå. Òî åñòü â ãëîáàëüíûõ ìîäåëÿõ íàì äîñòàòî÷íî

çíàòü òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíûõ ðèñêîâ, â òî âðåìÿ êàê â ëîêàëüíûõ íåîáõîäèìà

èíôîðìàöèÿ î ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè âñåõ ðèñêîâ. Áîëüøèíñòâî ðàáîò ïî îïòèìàëü-

íîìó ïåðåñòðàõîâàíèþ ðàññìàòðèâàåò ãëîáàëüíûå ìîäåëè.

18 Borch K. (1960). An attempt to determine the optimum amount of stop loss reinsurance. Transactions of

the 16th International Congress of Actuaries, pp. 597�610.
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È â-òðåòüèõ, îïòèìèçàöèÿ ìîæåò ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî â èíòåðåñàõ ñòðàõîâùèêà èëè

æå çàòðàãèâàòü èíòåðåñû îáåèõ ñòîðîí.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïðåä-

ïîëîæåíèå î: 1) êðèòåðèè îïòèìèçàöèè, âûáðàâ òó èëè èíóþ ìåðó ðèñêà, 2) ïðèíöèïå

ïîäñ÷åòà ïåðåñòðàõîâî÷íîé ïðåìèè.

Ïåðå÷èñëèì êðèòåðèè, êîòîðûå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå îïòèìèçàöèîííûõ â

ìîäåëÿõ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùèõ èíòåðåñû ñòðàõîâùèêà. Äëÿ êàæäîãî êðèòåðèÿ

ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå âèä îïòèìàëüíîãî äîãîâîðà â ãëîáàëüíûõ

ìîäåëÿõ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Èòàê, ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè.

1) Ìèíèìèçàöèÿ äèñïåðñèè óäåðæèâàåìîãî ðèñêà ñòðàõîâùèêà, òî åñòü ìèíèìèçàöèÿ

âåëè÷èíû D(I(X,R)). Äëÿ ìîäåëåé ñ äàííûì êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè Borch18 ïîêàçàë, ÷òî

ýêñöåäåíòíûé äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, êîãäà ïðåìèè ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ïî ïðèíöèïó ñðåäíåãî, òî åñòü êîãäà πre = mER(X), ãäå m > 1

� êîýôôèöèåíò íàãðóçêè íà ïðåìèè. Kaluszka19 îáîáùèë ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Borch,

íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ïðåìèé. Beard et al.20 ïîêàçàëè, ÷òî êâîòíûé äîãîâîð ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ýòî íàèáîëåå ýêîíîìíûé ñïîñîá äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû

äèñïåðñèÿ óäåðæèâàåìîãî ðèñêà èìåëà çàäàííûé óðîâåíü, êîãäà êîýôôèöèåíò íàãðóçêè

íà ïðåìèè óâåëè÷èâàåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ äèñïåðñèåé ðèñêà, ïåðåäàâàåìîãî â ïåðåñòðàõî-

âàíèå.

2) Ìàêñèìèçàöèÿ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ñòðàõîâùèêà, òî åñòü ìàêñèìèçàöèÿ âåëè÷èíû

Ew(u− I(X,R)−πre), ãäå w � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ ïîëåçíî-

ñòè), u� íà÷àëüíûé êàïèòàë. Arrow21 ïîêàçàë, ÷òî ýêñöåäåíòíûé äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, êîãäà ïðåìèè, îòäàâàåìûå â ïåðåñòðàõîâàíèå, ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ïî

ïðèíöèïó ñðåäíåãî. Young22 îáîáùèëà ðåçóëüòàò Arrow ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïðåìèè ðàññ÷è-

òûâàþòñÿ ñîãëàñíî ïðèíöèïó Âàíãà23, òî åñòü πre =
∫∞

0
P(R(X) ≥ t)p dt, 0 < p < 1.

3) Òàêæå â ëèòåðàòóðå øèðîêî èçó÷àþòñÿ ìîäåëè, â êîòîðûõ ñòðàõîâùèê ñòðåìèòñÿ

ìèíèìèçèðîâàòü íåêîòîðûé (âûïóêëûé âíèç) ôóíêöèîíàë îò óäåðæèâàåìîãî ðèñêà. Îòìå-

òèì, ÷òî ìíîæåñòâî ìîäåëåé, ìèíèìèçèðóþùèõ äèñïåðñèþ, åñòü ïîäìíîæåñòâî ìîäåëåé,

ìàêñèìèçèðóþùèõ îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíî-

19 Kaluszka M. (2001). Optimal reinsurance under mean-variance premium principles. Insurance:

Mathematics and Economics, 28, pp. 61�67.
20 Beard R.E., Pentikainen T. and Pesonen E. (1977). Risk Theory, 2nd Edition. Chaman and Hall, London.
21 Arrow K.J. (1963). Uncertainty and the welfare of medical care. The American Economic Review, Volume

53, Issue 5, pp. 941�973.
22 Young V.R. (1999) Optimal insurance under Wang's premium principle. Insurance: Mathematics and

Economics, 25, pp. 109�122.
23 Wang Sh. (1996). Premium calculation by transforming the layer premium density. Astin Bulletin, 26, pp.

71�92.
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æåñòâîì ìîäåëåé, ìèíèìèçèðóþùèõ ìåðó ðèñêà. Kaluszka and Okolewski24 ïîêàçàëè, ÷òî

äîãîâîðû, ÿâëÿþùèåñÿ ìîäèôèêàöèåé ýêñöåäåíòíîãî, îïòèìàëüíû ïðè ìíîãèõ êðèòåðèÿõ

îïòèìèçàöèè, âêëþ÷àÿ ìàêñèìèçàöèþ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè è ìèíèìèçàöèþ âåðîÿòíîñòè

ðàçîðåíèÿ öåäåíòà.

4) Ìèíèìèçàöèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâùèêàè, òî åñòü ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè

ψ(u) = P (τ <∞|U0 = u), ãäå τ = min{n > 0|Un < 0} � ìîìåíò ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè.

Â ñâÿçè ñ ðîñòîì ðàçíîîáðàçèÿ ñòðàõîâûõ è ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, ïîÿâëÿþòñÿ íî-

âûå êðèòåðèè îïòèìèçàöèè, òðåáóþùèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Â ñòàòüå Áóëèíñêîé16

âïåðâûå áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìåðû ðèñêà èçäåðæêè, âîçíèêàþùèå

ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ïðè÷åì áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé äèñêðåòíîãî

âðåìåíè. Ñòîèìîñòíîé ïîäõîä òàêæå áûë èñïîëüçîâàí â Bulinskaya17, è òîæå äëÿ äèñêðåò-

íîãî âðåìåíè. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðèìåíÿåòñÿ êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè âëèâàíèé

êàïèòàëà (äîïîëíèòåëüíûõ èçäåðæåê).

Åùå îäíîé âàæíîé çàäà÷åé àêòóàðíîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îïòèìàëü-

íûõ ïàðàìåòðîâ äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òèï äîãîâîðà èçâåñòåí.

Íàïðèìåð, de Finetti25 ðàññìîòðåë êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå n íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ â ãëî-

áàëüíîé ìîäåëè, ãäå â êà÷åñòâå îïòèìèçàöèîííîãî êðèòåðèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ

äèñïåðñèè óäåðæèâàåìîãî ðèñêà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îæèäàåìàÿ ïðèáûëü öåäåíòà ðàâ-

íà íåêîòîðîé êîíñòàíòå. Îí ïîëó÷èë îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äîëè óäåðæèâàåìûõ ðèñêîâ

äëÿ êàæäîãî èç n äîãîâîðîâ. B�uhlmann26 ðàññìîòðåë àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ýêñöåäåíò-

íîãî äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïîëàãàÿ, ÷òî êàæäûé ðèñê èìååò ñîñòàâíîå ïóàññîíîâñêîå

ðàñïðåäåëåíèå.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ìíîãîøàãîâûå ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ â äèñêðåò-

íîì âðåìåíè, ìèíèìèçèðóþùèå âëèâàíèÿ êàïèòàëà ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåò-

ðîâ ýêñöåäåíòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Â ëèòåðàòóðå ìíîãîøàãîâûå ìîäåëè ðàññìàòðèâà-

ëèñü â îñíîâíîì â ïðåäïîëîæåíèè î íåïðåðûâíîñòè âðåìåíè. Shmidli27 èññëåäîâàë ñòðàòå-

ãèþ ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè

Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, ìèíèìèçèðóþùóþ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâùèêà. Îí íå íàøåë

ÿâíûé âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, íî îïèñàë åå ñâîéñòâà è ñîîòâåòñòâó-

þùèå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ. Îí òàêæå ïîêàçàë, ÷òî åñëè íà÷àëüíûé êàïèòàë

êîìïàíèè äîñòàòî÷íî ìàë, íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò ïå-

ðåñòðàõîâàíèÿ. Shael28 òàêæå èçó÷àë ñòðàòåãèþ ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ, íî

24 Kaluszka M., Okolewski A. (2008) An extension of Arrow's result on optimal reinsurance contract. The

Journal of Risk and Insurance, Volume 75, Issue 2, pp. 275�288.
25 de Finetti B. (1940). Il problema dei "pieni". Giornale dell'Istituto Italiano degli Attuari, 11, pp. 1�88.
26 B�uhlmann H. (1979). Mathematical methods in risk theory. Springer�Verlag, New York.
27 Shmidli H. (2001). On optimal reinsurance policies in a dynamic setting. Scandinavian Actuarial Journal,

1, pp. 55�68.
28 Shael M. (2004). On discrete-time dynamic programming in insurance: exponential utility and minimizing
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â îòëè÷èå îò Shmidli, ðàññìàòðèâàë ìîäåëü â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ

îïòèìèçàöèè îí èñïîëüçîâàë êàê ìàêñèìèçàöèþ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè, òàê è ìèíèìèçà-

öèþ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâùèêà. Åìó íå óäàëîñü âûâåñòè ÿâíûé âèä îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè, íî îí ñìîã íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îòêàç îò ïåðåñòðàõîâàíèÿ åñòü íàèáî-

ëåå âûãîäíîå ïîâåäåíèå ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ïîñëå Shael ïîèñêîì îïòèìàëüíîãî êâîòíîãî

ïåðåñòðàõîâàíèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè, ìèíèìèçèðóþùåãî âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðà-

õîâùèêà, çàíèìàëèñü Irgens and Paulsen29, Chan and Zang30, Wei and Hu31, Diasparra and

Romera32. Li and Cong33 ðåøàëè ïîäîáíóþ çàäà÷ó íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Èì

óäàëîñü âûâåñòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïðîïîðöè-

îíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè è äîêàçàòü, ÷òî ïðèíöèï äèíàìè÷å-

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè âåðîÿòíîñòè ðà-

çîðåíèÿ. Eisenberg and Shmidli11 ðàññìàòðèâàëè ìîäåëü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ãäå ïî-

ìèìî ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ è âëèâàíèå êàïèòàëà. Êðèòåðèé

îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àëñÿ â ìèíèìèçàöèè äîïîëíèòåëüíûõ âëèâàíèé. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èì óäàëîñü íàéòè ÿâíûé âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Íàðÿäó ñ ìîäåëÿìè, èñïîëüçóþùèìè ýêñöåäåíòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå, â äàííîé äèññåðòà-

öèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïðè íàëè÷èè êîìáè-

íèðîâàííîãî äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Îïòèìèçèðóþòñÿ ïàðàìåòðû äîãîâîðà, ÿâëÿþùå-

ãîñÿ êîìáèíàöèåé ïðîïîðöèîíàëüíîãî è íåïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ìîòèâà-

öèåé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ åå øèðîêàÿ ïðèìåíèìîñòü íà ïðàêòèêå

è ñóùåñòâîâàíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, äîêàçûâàþùèõ îïòèìàëüíîñòü êîìáèíèðî-

âàííûõ ïðîãðàìì ïåðåñòðàõîâàíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè. Íàïðèìåð,

Kaluszka 19 34 äëÿ äîâîëüíî øèðîêîãî êëàññà ïðåìèé è êðèòåðèÿ ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè

ïîëó÷èë, ÷òî îïòèìàëüíûì äîãîâîðîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ ýêñöåäåíò-

íîãî è êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Â îòëè÷èå îò Kaluszka, ìû ðàññìàòðèâàåì êðèòåðèé

ìèíèìèçàöèè îæèäàåìûõ äîïîëíèòåëüíûõ èçäåðæåê è óñòàíàâëèâàåì äëÿ íåãî îïòèìàëü-

the ruin probability. Scandinavian Actuarial Journal, 3, pp. 189�210.
29 Irgens C., Paulsen J. (2005). Maximizing terminal utility by controlling risk exposure: a discrete-time

dynamic control approach. Scandinavian Actuarial Journal, 2, pp. 269�279.
30 Chan W., Zhang L. (2006). Direct derivation of �nite-time ruin probabilities in the discrete risk model

with exponential or geometric claims. North American Actuarial Journal, 10(4), pp. 269�279.
31 Wei X., Hu Y. (2006). Ruin probabilities for discrete-time risk models with stochastic rates of interest.

Stochastic and Probability Letters, 78, pp. 707�715.
32 Diasparra M., Romera R. (2010). Inequalities for the ruin probability in a controlled discrete-time risk

process. European Journal of Operational Research, 204, pp. 496�504.
33 Li Z.F., Cong J.F. (2008). Necessary conditions of the optimal multi-period proportional reinsurance

strategy. Journal of Systems Science and Mathematical Sciences, 28(11), pp.1354�1362.
34 Kaluszka M. (2005). Optimal reinsurance under convex principles of premium calculation. Insurance:

Mathematics and Economics, 36, pp. 375�398.
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íóþ ñòðàòåãèþ êîìáèíèðîâàííîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå îáçîðà ëèòåðàòóðû âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíûé âèä äîãîâîðà ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ ñèëüíî çàâèñèò îò âûáðàííîãî êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè è ïðèíöèïà ïîäñ÷åòà

ïðåìèé. Ïðè ýòîì íàõîæäåíèå ÿâíîãî âèäà ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåòðè-

âèàëüíîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ íå èìååò îáùåãî ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè.

Öåëè ðàáîòû

Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

• Èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ñòðàõîâàíèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè ïðè íàëè÷èè

íåïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Íàõîæäåíèå ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìè-

íèìèçèðóþùèõ îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå äîïîëíèòåëüíûå èçäåðæêè, èäóùèå

íà ïîääåðæàíèå ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Èçó÷åíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè îïòèìàëü-

íîé ñòðàòåãèè ê ôëóêòóàöèÿì ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

• Îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ìîäåëè îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì

âîçìóùåíèÿì â ðàñïðåäåëåíèÿõ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé. Èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîãî

ïîâåäåíèÿ êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèè îïòèìàëüíîãî âèäà.

• Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî èçäåðæêè

ñòðàõîâùèêà, äëÿ ìîäåëåé ñòðàõîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèõ êîìáèíèðîâàííûå äîãîâîðû

ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

• Äëÿ ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ ñ âëèâàíèåì êàïèòàëà è ýêñöåäåíòíûì ïåðå-

ñòðàõîâàíèåì íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ

îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå âëèâàíèÿ êàïèòàëà. Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ìèíè-

ìàëüíûõ âëèâàíèé ê âîçìóùåíèÿì â ðàñïðåäåëåíèè ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé. Ïîëó-

÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè.

• Óñòàíîâëåíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè ñ áàí-

êîâñêèìè çàéìàìè è ýêñöåäåíòíûì ïåðåñòðàõîâàíèåì. Ïðîâåäåíà îöåíêà ÷óâñòâè-

òåëüíîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ê ôëóêòóàöèÿì êîýôôèöèåíòîâ íàãðóç-

êè íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà. Äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ

ïðîöåññà êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà.
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• Äëÿ ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûì ïåðåñòðàõîâàíèåì äîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ ñî-

îòíîøåíèÿõ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè îïòèìàëüíûì ïîâåäåíèåì ñòðàõîâùèêà ÿâëÿåòñÿ

çàêëþ÷åíèå ëèáî ÷èñòî êâîòíîãî, ëèáî ÷èñòî ýêñöåäåíòíîãî äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâà-

íèÿ, ëèáî îòêàç îò óñëóã ïåðåñòðàõîâùèêà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-

ñîâ; àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû; ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; ìîäèôèöèðîâàí-

íûé ìåòîä àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè Ñîáîëÿ; ìåòîäû òåîðèè îïòèìèçàöèè è âûïóêëîãî

àíàëèçà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèÿ íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü ïîëåçíû ñïåöè-

àëèñòàì, çàíèìàþùèìñÿ èññëåäîâàíèÿìè â ñôåðå àêòóàðíîé ìàòåìàòèêè è òåîðèè ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷íî-

èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ:

• Áîëüøîé ñåìèíàð êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ,

ïðîôåññîðà À.Í. Øèðÿåâà â 2013-2016 ãã., ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò,

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

• Ñåìèíàð ¾Ïðîáëåìû òåîðèè çàïàñîâ è ñòðàõîâàíèÿ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Å.Â. Áóëèíñêîé â 2013-2016 ãã., êàôåä-

ðà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàð-

ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• VIII Ìîñêîâñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî Èññëåäîâàíèþ Îïåðàöèé (ORM

2016), Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2016.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì, Àáðàó-Äþðñî, Ðîññèÿ,

2016.

• The Tenth Bachelier Colloquium on Mathematical Finance and Stochastic Calculus,

Metabief, France, 2016.
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• The 16th Conference of Applied Stochastic Models and Data Analysis International

Society (ASMDA 2015), Piraeus, Greece, 2015.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíî-

ñîâ¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2013-2016 ãã.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [1]- [13], ïðåäñòàâëåííûõ â êîíöå

ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ñðåäè íèõ òðè ñòàòüè â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòó-

ðû, êîòîðûé âêëþ÷àåò 59 íàèìåíîâàíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 113 ñòðàíèöû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé, ïåðå÷èñëåííûõ íèæå, ñîâïàäàåò ñ èõ íóìåðàöèåé â ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ãëàâàõ.

Âî ââåäåíèè îïðåäåëåíû îñíîâíûå îáúåêòû èññëåäîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåí êðàòêèé èñòî-

ðè÷åñêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äàííîé äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè â äèñ-

êðåòíîì âðåìåíè â òå÷åíèå n ëåò.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóììû ñîâîêóïíûõ ãîäîâûõ òðåáîâàíèé ïî ñòðàõîâûì ñëó÷àÿì

îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xi}i≥1 ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f è

êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì γ. Â íà÷àëå êàæäîãî ãîäà îò êëèåíòîâ ïîñòóïàþò

ïðåìèè ðàçìåðà c > 0, à êîíöå ãîäà ñòðàõîâùèê ïðîèçâîäèò âûïëàòû ïî òðåáîâàíèÿì,

ïîñòóïèâøèì â òå÷åíèå ýòîãî ãîäà. Äëÿ ñòàáèëèçàöèè ñâîåé ðàáîòû êîìïàíèÿ èñïîëüçóåò

ðàçëè÷íûå ôèíàíñîâûå èíñòðóìåíòû.

Ðàçäåë 1.1 ïîñâÿùåí ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé ïðèìåíÿþòñÿ òàêèå èí-

ñòðóìåíòû, êàê âëèâàíèå êàïèòàëà è ýêñöåäåíòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Âëèâàíèÿ ïðîèçâî-

äÿòñÿ äëÿ ïîääåðæàíèÿ êàïèòàëà êîìïàíèè íå íèæå ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ a è âëåêóò

âîçíèêíîâåíèå äîïîëíèòåëüíûõ èçäåðæåê. Ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà ðàñ-

ñ÷èòûâàþòñÿ ïî ïðèíöèïó ñðåäíåãî ñ íàãðóçêîé áåçîïàñíîñòè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäå-

ëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè îæèäàåìûõ äèñêîíòèðîâàííûõ äîïîëíèòåëüíûõ èçäåð-

æåê ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð
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ïåðåñòðàõîâàíèÿ (â ñëó÷àå ýêñöåäåíòíîãî äîãîâîðà � óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ)

ìîæåò êîððåêòèðîâàòüñÿ êàæäûé ãîä.

Ïóñòü u � íà÷àëüíûé êàïèòàë êîìïàíèè, l è m � êîýôôèöèåíòû íàãðóçêè íà ïðåìèè

ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàçäåëå 1.1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîøàãîâàÿ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ

n = 1. Ïóñòü X � ðàçìåð ïîñòóïèâøèõ çà ãîä òðåáîâàíèé, z � óðîâåíü ñîáñòâåííîãî

óäåðæàíèÿ, òîãäà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà ñ ó÷åòîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ èìåþò âèä

c(z) = lγ −mE(X − z)+,

à îæèäàåìûå èçäåðæêè ðàâíû

H1(u, z) = EJ(u, z),

ãäå J(u, z) = (min(X, z)− e(u, z))+, e(u, z) = u− a+ c(z).

Íèæåñëåäóþùèå òåîðåìû 1.1 - 1.3 ñîäåðæàò â ñåáå óòâåðæäåíèÿ îá îïòèìàëüíîì óðîâíå

ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z1(u) è ìèíèìàëüíûõ èçäåðæêàõ h1(u) = infz>0H1(u, z) äëÿ îä-

íîøàãîâîãî ñëó÷àÿ. Â èõ ôîðìóëèðîâêàõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

g(z) = z − c(z), z∗ = F−1

(
m− 1

m

)
, u∗ = a+ z∗ − lγ, u∗1 = a+ g(z∗),

D1 = {(l,m)|a > u∗1}, D2 = {(l,m)|u∗ < a ≤ u∗1}, D3 = {(l,m)|a ≤ u∗},

zr1(u)− íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ g(z) = u− a.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè (l,m) ∈ D1, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè çà ãîä h1(u)

ðàâíû 0 äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u ≥ a.

Îïòèìàëüíûì óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ z1(u) = zr1(u).

Áîëåå òîãî, z1(u) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé è z′1(u)→ 1 ïðè

u→∞.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè (l,m) ∈ D2, òî

1) h1(u) = 0 ïðè u ≥ u∗1. Îïòèìàëüíûì óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â ýòîì

ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ z1(u) = zr1(u). Áîëåå òîãî, z1(u∗1) = z∗ è z
′
1(u)→∞ ïðè u↘ u∗1.

2) Ïðè u ∈ [a, u∗1) îïòèìàëüíûé óðîâåíü z1(u) = z0(u), ãäå z0(u) � åäèíñòâåí-

íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ e(u, z) = z∗. Ôóíêöèÿ z0(u) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé âûïóêëîé âíèç,

z0(u)→ z∗ è z
′
0(u)→ −1 ïðè u↗ u∗1.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè (l,m) ∈ D3, òî

1) ïðè u ≥ u∗1 è ïðè u ∈ (u∗, u
∗
1) ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè h1(u) è îïòè-

ìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z1(u) âû÷èñëÿþòñÿ, êàê â ïóíêòàõ 1) è 2)

òåîðåìû 1.2 ñîîòâåòñòâåííî.

2) Åñëè æå u ∈ [a, u∗], îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé áóäåò îòêàç îò óñëóã ïåðåñòðàõîâ-

ùèêà, òî åñòü z1(u) =∞.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òåîðåì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü

ëåìì 1.1 - 1.4, ñîäåðæàùèõ óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé c(z), g(z) è ìíîæåñòâ

Di, i = 1, 3. Ñëåäñòâèå 1.1 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î âèäå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ìèíèìàëü-

íûõ èçäåðæåê h1(u).

Äàëåå â ðàçäåëàõ 1.1.2 - 1.1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîøàãîâàÿ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ñëó÷àþ n > 1. Ïóñòü zk(u) � îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ, äåé-

ñòâóþùèé íà ïåðâîì øàãå k-øàãîâîãî ïðîöåññà ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì u. Ñòðàòåãèåé

ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ðàññ÷èòàííîé íà n ëåò, áóäåì íàçûâàòü íàáîð ôóíêöèé {zk}nk=1. Ðåøàåò-

ñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè îæèäàåìûõ äèñêîíòèðîâàííûõ äîïîëíèòåëüíûõ èçäåðæåê hn(u)

çà n-ëåòíèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè è óñòàíàâëèâàåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõî-

âàíèÿ, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì.

Â ðàçäåëå 1.1.2 äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû 1.5 - 1.6 î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè

ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê hn(u), êîòîðàÿ ñîãëàñíî ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà óäî-

âëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

hn(u) = inf
z>0

[H1(u, z) + αEhn−1 (max(a, u+ c(z)−min(z,X)))] ,

ãäå α � êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ, 0 < α < 1, X � ðàçìåð ñîâîêóïíûõ òðåáîâàíèé

çà n-ûé ãîä, z � óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â ýòîò ãîä.

Ðàçäåë 1.1.3 âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùèå îïòèìàëüíóþ

ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ â n-øàãîâîé ìîäåëè.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè (l,m) ∈ D1, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè çà n ëåò hn(u)

ðàâíû 0 äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u ≥ a è n ≥ 1.

Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ zn(u) íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðî-

öåññà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè ðàâåí zr1(u) äëÿ ëþáîãî n ≥ 1.

Òåîðåìà 1.5. Åñëè (l,m) ∈ D2 ∪ D3, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè çà n ëåò

hn(u) ðàâíû 0 ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå u ≥ u∗n, ãäå u
∗
n = a+ ng(z∗).

Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà

ðàâåí zn(u) = z1 (u− (n− 1)g(z∗)) äëÿ u ≥ u∗n.

Òåîðåìà 1.6. Åñëè (l,m) ∈ D2 ∪ D3, òî ïðè u ∈ (max(a, u∗), u
∗
1) îïòèìàëüíûé óðîâåíü

ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ zn(u) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç óáûâàþùåé ôóíêöèåé, áîëåå òî-

ãî, zn(u) > z1(u) è z′n(u) = −(c′(zn(u)))−1.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå F (x) = 1− F (x).

Òåîðåìà 1.7. Åñëè (l,m) ∈ D2, òî îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà

ïåðâîì øàãå äâóõøàãîâîãî ïðîöåññà ïðè u ∈ (u∗1, u
∗
2) èìååò âèä

z2(u) = min
(
z0(u− g(z∗)), max(zr1(u), z

(21)
0 (u))

)
,
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ãäå z0(u) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ e(u, z) = z∗, à z
(21)
0 � êîðíåì óðàâíåíèÿ

1− (m− α)F (e(u, z))− αF (e(u− g(z∗), z)) = 0.

Òåîðåìà 1.8. Åñëè (l,m) ∈ D2, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå èçäåðæ-

êè hn(u) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî u ïðè n→∞.

×èñëåííûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ

è ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê, ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 1.1.4

Ðàçäåë 1.2 ïîñâÿùåí ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ ñ áàíêîâñêèìè çàéìàìè è ýêñöåäåíòíûì

ïåðåñòðàõîâàíèåì. Ïîñòóïëåíèå ïðåìèé è òðåáîâàíèé ïî ñòðàõîâûì ñëó÷àÿì ïðîèñõîäèò

ïî òàêîìó æå ïðèíöèïó, êàê è â ìîäåëè èç ðàçäåëà 1.1. Ïðè íåõâàòêå ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ

äëÿ ïîãàøåíèÿ òðåáîâàíèé, ñòðàõîâùèê îáðàùàåòñÿ â áàíê, ÷òîáû âçÿòü çàéì â ðàçìåðå

íåäîñòàþùåé ñóììû ïîä ïðîöåíò r, 0 < r < 1. Ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïàíèÿ ñàìà

âîçâðàùàåò âåëè÷èíó çàéìà, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî áóäóùèå ïðåìèè, à âîò ïðîöåíòû ïî çàé-

ìó ïîãàøàþò àêöèîíåðû. Ïîýòîìó öåëüþ ñòðàõîâùèêà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ îæèäàåìûõ

ïðîöåíòîâ ïî çàéìàì ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ (îïðåäåëå-

íèå ñòðàòåãèè ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì ðàíåå). Êàïèòàë êîìïàíèè â äàííîé ìîäåëè ìîæåò

ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå îòðèöàòåëüíûå.

Òåîðåìû 1.9 - 1.11 èç ðàçäåëà 1.2.1 óñòàíàâëèâàþò âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ è ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê äëÿ îäíîøàãîâîé è ìíîãîøàãîâîé ìîäåëåé.

Â ðàçäåëå 1.2.2 ââîäèòñÿ ìåòîä àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ôóíêöèè ê ôëóêòóàöèè

ïàðàìåòðîâ, ÿâëÿþùèéñÿ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà Ñîáîëÿ35. Â ðàçäåëå 1.2.3 â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî íàãðóçî÷íûå êîýôôèöèåíòû l,m íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà

ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè,

èññëåäóåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ôóíêöèè u∗1 = g(z∗), âëèÿþùåé íà âèä îïòèìàëüíîé ñòðà-

òåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ê èçìåíåíèþ â çíà÷åíèÿõ l,m. Ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà îöåíêå êà÷åñòâà îïòèìàëüíûõ ìîäåëåé, íàéäåííûõ â ãëàâå 1, è

èññëåäîâàíèþ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè.

Â ðàçäåëå 2.1 èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ äèñêîíòèðîâàííûõ

èçäåðæåê ê èçìåíåíèþ â ðàñïðåäåëåíèè ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 2.1.1. Ïóñòü hnX
(u) è hnY

(u) � ìèíèìàëü-

íûå èçäåðæêè çà n-ëåòíèé ïðîìåæóòîê ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè ñ íà÷àëüíûì êà-

ïèòàëîì u â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñòðàõîâûå òðåáîâàíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíàì ðàñïðåäå-

ëåíèÿ law(X) è law(Y ) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â ðàìêàõ ìîäåëè ñ âëèâàíèåì êàïèòàëà è

ïåðåñòðàõîâàíèåì çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òðåáóåòñÿ

35Ñîáîëü È.Ì. (1993). Îá îöåíêå ÷óâñòâèòåëüíîñòè â íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Ìàòå-

ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, 2(1), ñ. 407�414.
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îöåíèòü âåëè÷èíó ∆n = supu>a |hnX
(u)− hnY

(u)| ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàññòîÿíèå Êàíòîðîâè-
÷à κ(X, Y ) ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Y èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ρ. Ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ36 κ(X, Y ) =
∫
R |FX(t) − FY (t)|dt, ãäå FX , FY � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ X è

Y ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåçóëüòàò îá óñòîé÷èâîñòè ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê â îäíîøàãîâîé ìîäåëè ñôîðìóëè-

ðîâàí â òåîðåìå 2.1 èç ðàçäåëà 2.1.2.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü X, Y � íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìàòå-

ìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ïðè÷åì κ(X, Y ) = ρ. Òîãäà

∆1 ≤ (1 + l +m)ρ,

ãäå l,m, 1 < l < m � êîýôôèöèåíòû íàãðóçêè íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà

ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûøåïðèâåäåííîé òåîðåìû óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ëåìì

2.1 - 2.3.

Â ðàçäåëå 2.1.3 ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.4 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 2.2 îá óñòîé÷èâîñòè

ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê â ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè.

Ëåììà 2.4. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 0, ëþáîãî u ≥ a è êîýôôèöèåíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ 0 < α < 1

èìååò ìåñòî îöåíêà

|hn(u+ ∆u)− hn(u)| ≤ 1− αn

1− α
∆u.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü X, Y � íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè

ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ïðè÷åì κ(X, Y ) = ρ. Òîãäà

∆n ≤
1

1− α

(
1− αn

1− α
− nαn

)
(1 + l +m)ρ,

ãäå α ∈ (0, 1) � êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ; l,m, 1 < l < m, � íàãðóçî÷íûå ôàêòîðû

íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàçäåëå 2.2 èçó÷àåòñÿ, êàê ñèëüíî çàìåíà òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

òðåáîâàíèé íà ýìïèðè÷åñêóþ ïðè âû÷èñëåíèè îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âëèÿåò íà

èõ çíà÷åíèå.

Â ðàçäåëå 2.2.1 ïðèâîäèòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðè âû÷èñëåíèè ìèíèìàëüíûõ îæè-

äàåìûõ èçäåðæåê. Ïóñòü F � èñòèííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíûõ ãîäîâûõ òðå-

áîâàíèé, à FN � ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî N íàáëþäåíèÿì. Îöåíèâàåòñÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ηN = supu |hF (u)−hFN
(u)|, ãäå hF (u) è hFN

(u) � ìèíèìàëüíûå îæèäà-

åìûå èçäåðæêè çà n ëåò, ðàññ÷èòàííûå ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñîâîêóïíûå ãîäîâûå òðåáîâàíèÿ

èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F è FN ñîîòâåòñòâåííî.

36 Rachev S.T., Klebanov L., Stoyanov S.V. and Fabozzi F. (2013). The Methods of Distances in the Theory

of Probability and Statistics. Springer-Verlag New York, 619 pages.
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Òåîðåìà 2.3. Åñëè ñóùåñòâóåò q > 2 òàêîå, ÷òî
∫
R |x|

qdF (x) < ∞, òî äëÿ ëþáîãî

N ≥ 1, y ∈ (0,∞) è 0 < θ < 1 âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

P (|ηN | ≤ y) ≥ 1− θ ïðè y = C

√
− ln(θ/c1)

c2N
,

ãäå c1, c2, C - ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò q,N, y.

Â ðàçäåëå 2.2.2 ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè âû÷èñëåíèè õà-

ðàêòåðèñòèê îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëè-

ðîâàíû â òåîðåìå 2.4.

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ ëþáîãî 0 < θ < 1 àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ

z∗,FN
, u∗,FN

è u∗1,FN
ïðè N →∞ èìåþò âèä

P (z∗,FN
∈ (z∗,F − yz∗,θ, z∗,F + yz∗,θ)) ≥ 1− θ, ãäå yz∗,θ =

√
ln(θ/2)

2f 2 (F−1(p))N
,

P (u∗,FN
∈ (u∗,F − yu∗,θ, u∗,F + yu∗,θ)) ≥ 1− θ, ãäå yu∗,θ = 2l

√
DX1

Nθ
,

P
(
u∗1,FN

∈ (u∗1,F − yu∗1,θ, u
∗
1,F + yu∗1,θ)

)
≥ 1− θ, ãäå yu∗1,θ = 4m

√
DX1 + EX2

1

Nθ
.

Â ïîñëåäíåé ëåììå ñèìâîëû F è FN , ñòîÿùèå â èíäåêñàõ ïîñëå çàïÿòîé, ïîêàçûâàþò,

êàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí.

Çàêëþ÷èòåëüíûé ðàçäåë 2.3 ãëàâû 2 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè

êàïèòàëà â ìîäåëè ñ áàíêîâñêèìè çàéìàìè è ïåðåñòðàõîâàíèåì. Ïóñòü Un � êàïèòàë ñòðà-

õîâùèêà â êîíöå n-ëåòíåãî ïðîìåæóòêà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè.

Â ðàçäåëå 2.3.1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîâåäåíèå êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà ïðè êîíñòàíòíîé

ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ z è òåîðåòè÷åñêè îïðåäåëÿåìîì ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé. Â

òåîðåìå 2.5 ñ îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå X̃n = c(z) −min(Xn, z),

ãäå Xn � ñòðàõîâûå òðåáîâàíèÿ, ïîñòóïèâøèå â òå÷åíèå n-ãî ãîäà.

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ ïðîöåññà êàïèòàëà Un, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ Un = Un−1 +X̃n,

âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè EX1 <∞, òî
Un − u
n

→ EX̃1 ï.í.,

2) Åñëè EX2
1 <∞, òî

Un − u− nEX̃1√
nDX̃1

→d N (0, 1).
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3) Åñëè EX2
1 <∞, EX̃2

1 > 0 è âûïîëíÿåòñÿ (l −m)EX1 + (m− 1)Emin(X1, z) = 0, òî

limn→∞
Un − u
ψ(n)

= 1 ï.í.,

ãäå ψ(n) =
√

2EX̃2
1n ln lnn.

Â ðàçäåëå 2.3.2 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà Un ïðè ýì-

ïèðè÷åñêè îïðåäåëÿåìîì ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé. Òî åñòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óðî-

âåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà i-îì øàãå ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê z = F−1
i−1

(
m
m−1

)
, ãäå Fi−1 �

ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî íàáëþäåíèÿì X1, ..., Xi−1. Ñ ïîìî-

ùüþ óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ëåììå 2.8, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü

An = u+ (c−mEX1)n+m

n∑
i=1

Emin
(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
−

n∑
i=1

Emin(Xi, F
−1(p)),

òîãäà
Un − An√
n ln2 n

→ 0 ï.í., n→∞.

Çàìå÷àíèå . Â òèïè÷íîé ñèòóàöèè ñëàãàåìîå An èìååò ïîðÿäîê n, ïîýòîìó èç òåîðå-

ìû 2.6 áóäåò ñëåäîâàòü

Un = An

(
1 + o

(
ln2 n√
n

))
, n→∞.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ íà÷àëüíûì êàïèòà-

ëîì u, èñïîëüçóþùåé êîìáèíàöèþ ïðîïîðöèîíàëüíîãî è íåïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ. Êàê è â ðàçäåëå 1.2, ñòðàõîâùèê ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ïðîöåíòíûå âûïëà-

òû ïî áàíêîâñêèì çàéìàì ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Ðàçäåë 3.1 ñîäåðæèò â ñåáå òðè ïîäðàçäåëà. Îïèñàíèå ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûì

äîãîâîðîì ïåðåñòðàõîâàíèåì ñîäåðæèòñÿ â ðàçäåëå 3.1.1. Ïóñòü X � ñîâîêóïíûé ðàç-

ìåð òðåáîâàíèé çà ãîä, ïðè÷åì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïîëîæèòåëüíà, èìååò àáñîëþòíî

íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F è êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ïóñòü β,

β ∈ (0, 1] � ïàðàìåòð êâîòíîãî äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, B > 0 � ýêñöåäåíòíîãî. Òî-

ãäà ñîãëàñíî êîìáèíèðîâàííîé ïðîãðàììå ïåðåñòðàõîâàíèÿ îòâåòñòâåííîñòü ñòðàõîâùèêà

ðàâíÿåòñÿ min(βX,B). Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðàõîâùèêó âûïëà÷èâàåòñÿ êîìèññèÿ ïî êâîòíîìó

äîãîâîðó ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ðàçìåðå k(1−β)c, ãäå k ∈ (0, 1) � êîýôôèöèåíò êîìèññèè, c >

0 � ïðåìèè êîìïàíèè â íà÷àëå ïåðèîäà. Ïðåìèè ýêñöåäåíòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ðàññ÷è-

òûâàþòñÿ ïî ïðèíöèïó ñðåäíåãî ñ íàãðóçêîé áåçîïàñíîñòè m > 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðåìèè

ñòðàõîâùèêà ñ ó÷åòîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ èìåþò âèä c(β,B) = βc(1−k)+kc−mE[βX−B]+.
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Â ðàçäåëå 3.1.2 â ëåììå 3.2 äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ âûïóêëîñòè ôóíê-

öèè ïðåìèé c(β,B) è âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè g(β,B) = B − c(β,B). Äîêàçàòåëüñòâî

îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ëåììå 3.1.

Ëåììà 3.2. Íà ìíîæåñòâå Γ = {(β,B) : (β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞]}
à) ôóíêöèÿ ïðåìèé c(β,B) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ;

á) ôóíêöèÿ

g(β,B) := B − c(β,B)

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç.

Â ðàçäåëå 3.1.3 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû òåîðèè îïòèìèçàöèè, èñïîëü-

çóþùèåñÿ â äàëüíåéøèõ ñåêöèÿõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì.

Ðàçäåë 3.2 ïîñâÿùåí ïîèñêó îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñ öåëüþ ìè-

íèìèçàöèè âûïëàò ïî áàíêîâñêèì çàéìàì, ãäå âûïëàòû îïðåäåëÿþòñÿ êàê H(u, β,B) =

E[min(βX,B)− u− c(β,B)]+.

Â ðàçäåëå 3.2.1 â ëåììå 3.3 ðåøåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè

g(β,B)→ inf
(β,B)

, −c(β,B) ≤ 0, (β,B) ∈ Γ. (∗)

Îáîçíà÷åíèÿ b∗ = F
−1 ( 1

m

)
è Γ0 = {(β,B) | (β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞], c(β,B) ≥ 0} èñïîëüçó-

þòñÿ â íèæåñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå.

Ëåììà 3.3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) > 0, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (∗) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (β,B) = (1, b∗), à ñîîò-

âåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå min
Γ0

g(β,B) ðàâíî

g (1, b∗) = −
(
c−m

∫ ∞
b∗

x dF (x)

)
= − ∂c

∂β
(1, b∗)− kc.

Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) = 0, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (∗) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {(β,B) ∈ Γ|B
β

= b∗},
ïðè ýòîì min

Γ0

g(β,B) = −kc.

Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) < 0, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (∗) ÿâëÿåòñÿ (β,B) = (0, 0), è ïðè ýòîì

min
Γ0

g(β,B) = −kc.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âûïëàò ïî çàéìàì ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíîé êîìáèíèðîâàííîé

ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ,

H(u, β,B)→ inf
(β,B)

, c(β,B) ≥ 0, (β,B) ∈ Γ,
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ðåøàåòñÿ â ðàçäåëàõ 3.2.2 - 3.2.3. Ìíîæåñòâî Γ0 ðàçáèâàåòñÿ íà Γru,Γ
m
u ,Γ

l
u òàêèå, ÷òî

Γru := {(β,B) ∈ Γ0, g(β,B) < u} ,

Γmu := {(β,B) ∈ Γ0, −c(β,B) ≤ u ≤ g(β,B)} ,

Γlu := {(β,B) ∈ Γ0, −c(β,B) > u} .

Â ëåììàõ 3.4, 3.6, 3.9 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êàïèòàëà u íàõîäÿòñÿ ìèíèìàëüíûå

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H(u, β,B) íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Γru,Γ
m
u ,Γ

l
u. Çàòåì, ïîëüçóÿñü ðåçóëü-

òàòàìè ýòèõ ëåìì, íàõîäÿòñÿ îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà. Îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìàõ 3.3 - 3.5. Ëåììû 3.5, 3.7, 3.8 íîñÿò âñïîìîãàòåëüíûé

õàðàêòåð.

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîãî u ≥ min
Γ0

g(β,B) ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè,

min
Γ0

H(u, β,B), ðàâíû íóëþ è äîñòèãàþòñÿ íà ìíîæåñòâå ïàð {(β,B) ∈ Γ | g(β,B) ≤ u}.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáîãî u < −c âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ìèíèìàëüíûõ îæè-

äàåìûõ èçäåðæêàõ minΓ0 H(u, β,B) è îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

1) Åñëè c(1 − k) < EX, òî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ

â êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

2) Åñëè c(1 − k) = EX, òî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ

â êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå èëè ÷èñòî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå ñ ïàðàìåòðîì β > 0.

Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

3) Åñëè c(1− k) > EX, òî íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà áóäåò îòêàç îò

óñëóã ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = EX − u− c.

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ −c ≤ u < minΓ0 g(β,B) âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ìèíèìàëü-

íûõ îæèäàåìûõ èçäåðæêàõ minΓ0 H(u, β,B) è îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâà-

íèÿ.

1. Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) < 0, òî

(i) Ïðè c(1− k) < EX îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ â

êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.
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(ii) Ïðè c(1− k) = EX îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ â

êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå èëè ÷èñòî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå ñ ïàðàìåòðîì

β ∈ (0, βu], ãäå βu = −u−kc
c(1−k)

. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

(iii) Ïðè c(1 − k) > EX íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ íà÷àëüíûì êà-

ïèòàëîì u ∈ [−c, um] ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò óñëóã ïåðåñòðàõîâùèêà, ïðè ýòîì

ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = E(X − u− c)+, u ∈ [−c, um],

à äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ èñõîäíûì êàïèòàëîì u ∈ [um,−kc) � ÷èñòî êâîòíîå ñ

ïàðàìåòðîì β0
u = u+kc

um+kc
è èçäåðæêàìè

min
Γ0

H(u, β,B) = (−u− kc)F (um + c) , u ∈ [um,min
Γ0

g(β,B)],

ãäå um - êîðåíü óðàâíåíèÿ

F (u+ c)c(1− k)−
∫ ∞
u+c

xf(x)dx = 0.

2. Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) ≥ 0, òî c(1− k) ≥ EX è

íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì u ∈ [−c,−c+ b∗]

ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = E (X − u− c)+ .

Äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ èñõîäíûì êàïèòàëîì u ∈ [−c+b∗,−kc] îïòèìàëüíîé ñòðàòåãè-
åé ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ýêñöåäåíòíûé äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñ óðîâíåì ñîáñòâåííîãî

óäåðæàíèÿ B∗, ãäå B∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ

mE(X −B)+ = u+ c− b∗.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) =
1

m
(−u+ g (1, b∗)) .

Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è âîçìîæ-

íûå íàïðàâëåíèÿ äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ äâóõ ìîäåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè â äèñêðåòíîì âðåìåíè íàéäå-

íû ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùèå îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå äîïîë-

íèòåëüíûå èçäåðæêè. Êàê äëÿ ìîäåëè ñ âëèâàíèåì êàïèòàëà è ïåðåñòðàõîâàíèåì, òàê è

äëÿ ìîäåëè ñ áàíêîâñêèìè çàéìàìè è ïåðåñòðàõîâàíèåì îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïîëó÷å-

íû äëÿ îäíîøàãîâîãî è ìíîãîøàãîâîãî ïðîöåññîâ. Îïòèìàëüíîå ïîâåäåíèå óñòàíîâëåíî

äëÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé ñ ëþáûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì êàïèòàëà. Ïîëó÷åíû ñâîéñòâà

îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê. Ïðîâåäåíà îöåíêà

÷óâñòâèòåëüíîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ê ôëóêòóàöèÿì êîýôôèöèåíòîâ íà-

ãðóçêè íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà.

Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì

âîçìóùåíèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå

èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðàñ÷åòàõ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé âìåñòî

òåîðåòè÷åñêîé. Äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ïðîöåññà êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà ïðè

êîíñòàíòíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ è òåîðåòè÷åñêè îïðåäåëÿåìîì ðàñïðåäåëåíèè òðå-

áîâàíèé, à òàêæå ïðè ýìïèðè÷åñêè îïðåäåëÿåìîì ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé.

Èññëåäîâàíà ìîäåëü ñòðàõîâàíèÿ, â êîòîðîé ïîìèìî âëèâàíèé êàïèòàëà èñïîëüçóåòñÿ

êîìáèíàöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîãî è íåïðîïîðöèîíàëüíîãî äîãîâîðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Äî-

êàçàíû óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ âûïóêëîñòè è ýêñòðåìóìàõ ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ

ìîäåëü ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçè-

ðóþùàÿ îæèäàåìûå äîïîëíèòåëüíûå èçäåðæêè. Äîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíî-

øåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé, ïðåìèé ñòðàõîâàíèÿ, íàãðóçî÷íûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ íà ïðåìèè è âåëè÷èíû êîìèññèîííûõ îïòèìàëüíûì ïîâåäåíèåì ñòðàõîâùèêà

ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå ëèáî ÷èñòî êâîòíîãî, ëèáî ÷èñòî ýêñöåäåíòíîãî äîãîâîðà ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ, ëèáî îòêàç îò óñëóã ïåðåñòðàõîâùèêà.

Îäíî èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé � ïîèñê îïòèìàëüíûõ

ñ òî÷êè çðåíèÿ è ñòðàõîâùèêà, è ïåðåñòðàõîâùèêà ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Òàêæå

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñòðàòåãèé ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ,

çàâèñÿùèõ îò ñèòóàöèè íà ðûíêå ñòðàõîâûõ óñëóã.
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