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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü è èñòîðèÿ âîïðîñà

Ñòðàõîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííîãî ìèðà, ïðè÷åì ïîòðåáíîñòü â

íåì âîçðàñòàåò ñ ðàçâèòèåì ýêîíîìèêè è ñîöèàëüíîé ñòðóêòóðû îáùåñòâà. Ê ôàêòîðàì,

ñòèìóëèðóþùèì ðîñò ñòðàõîâîãî äåëà ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ. Ýòî óâåëè-

÷åíèå ïðåäïðèíèìàòåëüñêèõ ðèñêîâ, âîçíèêàþùåå â ñâÿçè ñ óñëîæíåíèåì õîçÿéñòâåííûõ

ñâÿçåé, îñîáåííî â ñôåðå ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ. Ýòî íîâûå ðèñêè, ïîðîæäàåìûå íàó÷íî-

òåõíè÷åñêèì ïðîãðåññîì è òðåáóþùèå ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíîãî àïïàðàòà óïðàâëåíèÿ. Ê

ñïèñêó ôàêòîðîâ ìîæíî òàêæå îòíåñòè óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû ñòèõèéíûõ áåäñòâèé è ðîñò

ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ, âëåêóùèé ðàçâèòèå ìåäèöèíñêîãî è ïåí-

ñèîííîãî ñòðàõîâàíèÿ. Âàæíî óïîìÿíóòü è ïîâûøåíèå âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ çàâè-

ñèìûõ ðèñêîâ, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ â ñèëó óïëîòíåíèÿ ïðè ðàçìåùåíèè îáúåêòîâ ïðîèç-

âîäñòâà, æèëüÿ, èñòîðè÷åñêèõ ïàìÿòíèêîâ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èç êíèãè Áóëèíñêîé

( [3], �1.2),

Ñòðàõîâàíèå � îïåðàöèÿ, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé îäíà èç ñòîðîí (ñòðàõîâàòåëü), âíîñÿ

îïðåäåëåííóþ ñóììó äåíåã (ïðåìèþ èëè ñòðàõîâîé âçíîñ), îáåñïå÷èâàåò ñåáå èëè òðåòüå-

ìó ëèöó (âûãîäîïðèîáðåòàòåëü) ïðè îñóùåñòâëåíèè ðèñêà (ò.å. íàñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî

ñëó÷àÿ) âûïëàòó âîçìåùåíèÿ äðóãîé ñòîðîíîé (ñòðàõîâùèêîì), ïðèíèìàþùèì íà ñåáÿ

öåëûé àíñàìáëü ðèñêîâ, êîòîðûå îí êîìïåíñèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé.

Âîçìåùàÿ óùåðá îäíîé ôèíàíñîâîé îðãàíèçàöèè, ñòðàõîâùèê òåì ñàìûì îáåñïå÷èâà-

åò áåñïåðåáîéíóþ ðàáîòó öåëîãî ðûíî÷íîãî ñåêòîðà, ÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ çàñòðà-

õîâàííàÿ ñòîðîíà. Áîëåå òîãî, àêêóìóëèðóÿ ïîñòóïàþùèå ïðåìèè, ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ

ïðåâðàùàåò èõ â èíâåñòèöèîííûé êàïèòàë, ñòèìóëèðóþùèé ðàçâèòèå ýêîíîìèêè. Èìóùå-

ñòâåííîå, ãðàæäàíñêîå è ìåäèöèíñêîå ñòðàõîâàíèå çàùèùàåò ôèçè÷åñêèõ ëèö îò êðóïíûõ

ïîòåðü, ñïîñîáñòâóÿ óâåëè÷åíèþ èõ ïëàòåæåñïîñîáíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äåÿòåëüíîñòü

ñòðàõîâûõ êîìïàíèé çíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà ñîñòîÿíèå ýêîíîìè÷åñêîé è ñîöèàëüíîé ñôåð

îáùåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, âàæíî îñóùåñòâëÿòü ãðàìîòíîå óïðàâëåíèå êîìïàíèåé, ÷òîáû

íå äîïóñòèòü âîçíèêíîâåíèÿ êðèçèñíîé ñèòóàöèè íà ðûíêå. Â ñâåòå âûøåñêàçàííîãî àêòó-

àëüíîñòü ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ àíàëèçà ñòðàõîâûõ ìîäåëåé î÷åâèäíà.

Ïåðâîñòåïåííîé çàäà÷åé ñòðàõîâîé êîìïàíèè ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâîðåíèå òðåáîâàíèé ïî-

ëèñîäåðæàòåëåé. Ïðîèçâîäÿ âûïëàòû ïî ñòðàõîâûì ñëó÷àÿì, êîìïàíèÿ ðèñêóåò îáàíêðî-

òèòüñÿ, òàê êàê ðàçìåð èñêà, èìåþùåãî ñëó÷àéíóþ ïðèðîäó, ìîæåò ïðåâûñèòü ñîáñòâåííûé

êàïèòàë ñòðàõîâùèêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì íà ïðîòÿæåíèè óæå áîëåå ñòà ëåò èññëåäîâàíèå âå-
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ðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ àêòóàðíîé ìàòåìàòèêè (ñì. êíèãó

Asmussen and Albrecher [12]). Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Lundberg [38], â êîòîðîé áûëî ïðåäëîæå-

íî îïèñûâàòü ïðîöåññ ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé ñ ïîìîùüþ ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà, áûëî

íàïèñàíî íåìàëî ñòàòåé, ðàññìàòðèâàþùèõ ðàáîòó ñòðàõîâîé êîìïàíèè â íåïðåðûâíîì

âðåìåíè. Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Êðàìåðà-Ëóíäåáåðãà (Cram�er [21]) êàïèòàë êîìïàíèè Ut

â ìîìåíò t óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

Ut = u+ ct−
Nt∑
i=1

Xi,

ãäå Xi � âåëè÷èíà i-ãî ïîñòóïèâøåãî òðåáîâàíèÿ, u � íà÷àëüíûé êàïèòàë, c > 0 � ïðèõîä

ñòðàõîâûõ ïðåìèé â åäèíèöó âðåìåíè, Nt � ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ çà âðåìÿ t.

Äàííàÿ ìîäåëü è åå ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè äî ñèõ ïîð ÿâëÿþòñÿ ïîïóëÿðíûìè îáúåê-

òàìè èññëåäîâàíèÿ.

Áóäó÷è ôèíàíñîâîé êîðïîðàöèåé, ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ îáëàäàåò ðèñêàìè, ñâÿçàííûìè

ñ âûïëàòàìè äèâèäåíäîâ ñâîèì àêöèîíåðàì. Ïåðâûå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå

ñ èçó÷åíèåì ïîäîáíûõ ðèñêîâ, áûëè ïîëó÷åíû de Finetti [23]. Äàííîå íàïðàâëåíèå èññëå-

äîâàíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è ïî ñåé äåíü, áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííîå ýòîé

òåìàòèêå, îïèñûâàåò ôóíêöèîíèðîâàíèå êîìïàíèè â íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Ñåãîäíÿ ðûí-

êè ôèíàíñîâûõ è ñòðàõîâûõ óñëóã òåñíî âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì (ñì. Yang et

al. [47]). Áàíêè òîðãóþò ñòðàõîâûìè è ïåðåñòðàõîâûìè êîíòðàêòàìè, â òî âðåìÿ êàê ñòðà-

õîâûå êîìïàíèè èíòåðåñóþòñÿ âîçìîæíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè ñ èíâåñòèðîâàíèåì è âëèâà-

íèåì êàïèòàëà. Ê ñòàòüÿì ïî äàííîé òåìàòèêå ìîæíî îòíåñòè Dickson and Waters [26],

Gerber et al. [29], Beveridge et al. [14], Kulenko and Schmidli [35], Eisenberg and Schmidli [27].

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîäàâëÿþùåå ÷èñëî ñòàòåé ïî ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêå ðàññìàòðè-

âàþò ìîäåëè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, íà ïðàêòèêå ìíîãèå ñîáûòèÿ, áóäü òî ðåøåíèå

î âûïëàòå äèâèäåíäîâ èëè çàêëþ÷åíèåì äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ïðîèñõîäÿò â êîí-

öå ôèíàíñîâîãî ãîäà, òî åñòü â äåòåðìèíèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîýòîìó èçó÷åíèå

ìîäåëåé ñòðàõîâàíèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì è íåîáõîäèìûì

â ñåãîäíÿøíèå äíè. Dickson and Waters [25] ïðåäúÿâèëè ñïîñîá äèñêðåòèçàöèè ìîäåëè

Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, îáîñíîâàâ ïåðåõîä ê äèñêðåòíîìó âðåìåíè. Gerber [28] ïðåäëîæèë

ðàññìàòðèâàòü ñîñòàâíóþ áèíîìèàëüíóþ ìîäåëü â êà÷åñòâå àíàëîãà ñîñòàâíîé ïóàññîíîâ-

ñêîé ìîäåëè. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè êàïèòàë êîìïàíèè Un â ìîìåíò n óäîâëåòâîðÿåò ñëå-

äóþùåìó óðàâíåíèþ

Un = u+ cn−
n∑
i=1

Xi,

ãäå Xi � ñîâîêóïíûå òðåáîâàíèÿ çà i-ûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïóáëèêàöèè Li et al. [36],

Casta�ner et al. [19], Áóëèíñêàÿ [2, 17] ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ìîäåëåé ñòðàõîâàíèÿ â äèñ-

êðåòíîì âðåìåíè. Ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé äèññåðòàöèè ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
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äèñêðåòíûìè.

Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, ñáîè â ðàáîòå ñòðàõîâîé êîìïàíèè, âûçâàííûå íåõâàòêîé

ñðåäñòâ äëÿ âîçìåùåíèå óáûòêîâ, ìîãóò ïðèâåñòè ê åå áàíêðîòñòâó. ×òîáû èçáåæàòü ïî-

äîáíîé ó÷àñòè ñòðàõîâùèê èñïîëüçóåò ðàçëè÷íûå èíñòðóìåíòû äëÿ ñòàáèëèçàöèè ðàáîòû

êîìïàíèè. Îäíèì èç îñíîâíûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå. Â êíèãå Áóëèíñêîé ( [3], �1.7)

äàíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ïåðåñòðàõîâàíèå � îïåðàöèÿ, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé îäíà ñòîðîíà (ïåðåñòðàõîâàòåëü

èëè öåäåíò), âûïëà÷èâàÿ íåêîòîðóþ ñóììó (ïðåìèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ) äðóãîé ñòîðîíå

(ïåðåñòðàõîâùèêó), ïåðåäàåò åé òåì ñàìûì ÷àñòü ïðèíÿòîãî íà ãàðàíòèþ ðèñêà, òî

åñòü îáåñïå÷èâàåò âûïëàòó åþ îïðåäåëåííîé ÷àñòè âîçíèêàþùåãî óùåðáà.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ òåðìèí ñòðàõîâùèê, áóäåì èìåòü â âèäó ñòðàõîâóþ êîìïàíèþ, âû-

ñòóïàþùóþ â ðîëè öåäåíòà è çàêëþ÷àþùóþ äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Ïåðåñòðàõîâàíèå ìîæåò áûòü ôàêóëüòàòèâíûì è îáÿçàòåëüíûì. Ïîñëåäíåå ïîäðàçóìå-

âàåò, ÷òî öåäåíò è ïåðåñòðàõîâùèê çàêëþ÷àþò äîãîâîð, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè íàñòóï-

ëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ îáå ñòîðîíû îáÿçàíû âûïîëíèòü îáÿçàòåëüñòâà, ïðîïèñàííûå â

ñîãëàøåíèè. Îáÿçàòåëüíîå ïåðåñòðàõîâàíèå äåëèòñÿ íà ïðîïîðöèîíàëüíîå è íåïðîïîðöèî-

íàëüíîå. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ íà ïðàêòèêå ïðèìåð ïðîïîðöèîíàëüíîãî äîãîâîðà

� êâîòíûé, íåïðîïîðöèîíàëüíîãî � ýêñöåäåíòíûé.

Ïóñòü X � âåëè÷èíà ïîñòóïèâøèõ òðåáîâàíèé; R(X) ∈ [0, X] � ñóììà, ïåðåøåäøàÿ

ïîä îòâåòñòâåííîñòü ïåðåñòðàõîâùèêà; I(X,R) = X − R(X) � ðèñê, óäåðæèâàåìûé ñòðà-

õîâùèêîì; πre � ïðåìèè, îòäàâàåìûå â ïåðåñòðàõîâàíèå.

Åñëè çàêëþ÷åí êâîòíûé äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ, òî ïðè ïîñòóïëåíèè ñîâîêóïíûõ

òðåáîâàíèé ðàçìåðà X ñòðàõîâùèê âûïëà÷èâàåò âåëè÷èíó I(X,R) = βX, à ðèñê â ðàçìå-

ðå R(X) = (1 − β)X ïåðåäàåò ïåðåñòðàõîâùèêó, ãäå β ∈ (0, 1). Â ñëó÷àå ýêñöåäåíòíîãî

äîãîâîðà ñòðàõîâùèê ïîêðûâàåò ðèñê â ðàçìåðå I(X,R) = min(X,B) è ïåðåäàåò ïåðåñòðà-

õîâùèêó R(X) = (X−B)+, ïàðàìåòð B > 0 íàçûâàåòñÿ óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ.

Â äàííîé äèññåðòàöèè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ýòè âèäû ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Áîëåå ïî-

äðîáíóþ êëàññèôèêàöèþ ñóùåñòâóþùèõ äîãîâîðîâ ìîæíî íàéòè â êíèãå Áóëèíñêîé ( [4],

ãë.2).

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ àêòóàðíîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ âûáîð íàèëó÷øåé ïðî-

ãðàììû ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Â ñèëó ðàçíîîáðàçèÿ ñòðàõîâûõ ìîäåëåé íå ñóùåñòâóåò óíè-

âåðñàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ïîèñê îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé

çàäà÷åé óæå áîëåå ïÿòèäåñÿòè ëåò. Ê ïåðâûì èññëåäîâàíèÿì â äàííîé îáëàñòè ìîæíî

îòíåñòè ðàáîòó Borch [15]. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïåðåñòðàõîâàíèå � ýôôåêòèâ-

íàÿ ìåðà óïðàâëåíèÿ ðèñêîì, ïîýòîìó ñòðàõîâûå êîìïàíèè çàèíòåðåñîâàíû â èçó÷åíèè

íîâûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîèñê îïòèìàëüíîãî

ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïîäðàçóìåâàåò ïîñòàíîâêó è ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
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Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðè÷èíû ñïîñîáñòâóþò ïîÿâëåíèþ íîâûõ èíòåðåñíûõ ïîäõîäîâ ê

èçó÷åíèþ îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Ìîäåëè ïåðåñòðàõîâàíèÿ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî íåñêîëüêèì ïðèçíàêàì. Âî-ïåðâûõ,

âñå ìîäåëè äåëÿòñÿ íà îäíîøàãîâûå è ìíîãîøàãîâûå. Òî åñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïå-

ðåñòðàõîâàíèå ðèñêîâ, âîçíèêàþùèõ êàê çà åäèíè÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, òàê è çà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîìåæóòêîâ.

Âî-âòîðûõ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèìåíÿåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå ê êàæäîìó îòäåëüíî

âçÿòîìó ðèñêó èëè ñðàçó ê ñîâîêóïíîñòè (ñóììå) ðèñêîâ, âñå ìîäåëè ìîæíî ðàçäåëèòü, ñî-

îòâåòñòâåííî, íà ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå. Òî åñòü â ãëîáàëüíûõ ìîäåëÿõ íàì äîñòàòî÷íî

çíàòü òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå ñîâîêóïíûõ ðèñêîâ, â òî âðåìÿ êàê â ëîêàëüíûõ íåîáõîäèìà

èíôîðìàöèÿ î ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè âñåõ ðèñêîâ. Áîëüøèíñòâî ðàáîò ïî îïòèìàëü-

íîìó ïåðåñòðàõîâàíèþ ðàññìàòðèâàåò ãëîáàëüíûå ìîäåëè.

È â-òðåòüèõ, îïòèìèçàöèÿ ìîæåò ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî â èíòåðåñàõ ñòðàõîâùèêà èëè

æå çàòðàãèâàòü èíòåðåñû îáåèõ ñòîðîí.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïðåä-

ïîëîæåíèå î: 1) êðèòåðèè îïòèìèçàöèè, âûáðàâ òó èëè èíóþ ìåðó ðèñêà, 2) ïðèíöèïå

ïîäñ÷åòà ïåðåñòðàõîâî÷íîé ïðåìèè.

Ïåðå÷èñëèì êðèòåðèè, êîòîðûå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå îïòèìèçàöèîííûõ â

ìîäåëÿõ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùèõ èíòåðåñû ñòðàõîâùèêà. Äëÿ êàæäîãî êðèòåðèÿ

ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå âèä îïòèìàëüíîãî äîãîâîðà â ãëîáàëüíûõ

ìîäåëÿõ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Èòàê, ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè.

1) Ìèíèìèçàöèÿ äèñïåðñèè óäåðæèâàåìîãî ðèñêà ñòðàõîâùèêà, òî åñòü ìèíèìèçàöèÿ

âåëè÷èíû D(I(X,R)). Äëÿ ìîäåëåé ñ äàííûì êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè Borch [15] ïîêàçàë,

÷òî ýêñöåäåíòíûé äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, êîãäà ïðåìèè ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ïî ïðèíöèïó ñðåäíåãî, òî åñòü êîãäà πre = mER(X), ãäå

m > 1 � êîýôôèöèåíò íàãðóçêè íà ïðåìèè. Kaluszka [32] îáîáùèë ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-

íûå Borch, íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ïðåìèé. Beard et al. [13] ïîêàçàëè, ÷òî êâîòíûé äî-

ãîâîð ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ýòî íàèáîëåå ýêîíîìíûé ñïîñîá äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òîáû äèñïåðñèÿ óäåðæèâàåìîãî ðèñêà èìåëà çàäàííûé óðîâåíü, êîãäà êîýôôèöè-

åíò íàãðóçêè íà ïðåìèè óâåëè÷èâàåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ äèñïåðñèåé ðèñêà, ïåðåäàâàåìîãî

â ïåðåñòðàõîâàíèå.

2) Ìàêñèìèçàöèÿ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ñòðàõîâùèêà, òî åñòü ìàêñèìèçàöèÿ âåëè÷èíû

Ew(u− I(X,R)−πre), ãäå w � íåóáûâàþùàÿ âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ (ôóíêöèÿ ïîëåçíî-

ñòè), u � íà÷àëüíûé êàïèòàë. Arrow [11] ïîêàçàë, ÷òî ýêñöåäåíòíûé äîãîâîð ïåðåñòðàõîâà-

íèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, êîãäà ïðåìèè, îòäàâàåìûå â ïåðåñòðàõîâàíèå, ïîäñ÷èòûâàþò-

ñÿ ïî ïðèíöèïó ñðåäíåãî. Young [46] îáîáùèëà ðåçóëüòàò Arrow ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ïðåìèè

ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñîãëàñíî ïðèíöèïó Âàíãà, òî åñòü πre =
∫∞

0
P(R(X) ≥ t)p dt, 0 < p < 1
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(ñì. Wang [44]).

3) Òàêæå â ëèòåðàòóðå øèðîêî èçó÷àþòñÿ ìîäåëè, â êîòîðûõ ñòðàõîâùèê ñòðåìèòñÿ

ìèíèìèçèðîâàòü íåêîòîðûé (âûïóêëûé âíèç) ôóíêöèîíàë îò óäåðæèâàåìîãî ðèñêà. Îòìå-

òèì, ÷òî ìíîæåñòâî ìîäåëåé, ìèíèìèçèðóþùèõ äèñïåðñèþ, åñòü ïîäìíîæåñòâî ìîäåëåé,

ìàêñèìèçèðóþùèõ îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæå-

ñòâîì ìîäåëåé, ìèíèìèçèðóþùèõ ìåðó ðèñêà. Kaluszka and Okolewski [34] ïîêàçàëè, ÷òî

äîãîâîðû, ÿâëÿþùèåñÿ ìîäèôèêàöèåé ýêñöåäåíòíîãî, îïòèìàëüíû ïðè ìíîãèõ êðèòåðèÿõ

îïòèìèçàöèè, âêëþ÷àÿ ìàêñèìèçàöèþ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè è ìèíèìèçàöèþ âåðîÿòíîñòè

ðàçîðåíèÿ öåäåíòà.

4) Ìèíèìèçàöèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâùèêàè, òî åñòü ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè

ψ(u) = P (τ <∞|U0 = u), ãäå τ = min{n > 0|Un < 0} � ìîìåíò ðàçîðåíèÿ êîìïàíèè.

Â ñâÿçè ñ ðîñòîì ðàçíîîáðàçèÿ ñòðàõîâûõ è ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, ïîÿâëÿþòñÿ íî-

âûå êðèòåðèè îïòèìèçàöèè, òðåáóþùèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Â ñòàòüå Áóëèíñêîé [2]

âïåðâûå áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìåðû ðèñêà èçäåðæêè, âîçíèêàþùèå

ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ïðè÷åì áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé äèñêðåòíî-

ãî âðåìåíè. Ñòîèìîñòíîé ïîäõîä òàêæå áûë èñïîëüçîâàí â Bulinskaya [17], è òîæå äëÿ

äèñêðåòíîãî âðåìåíè. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðèìåíÿåòñÿ êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè âëè-

âàíèé êàïèòàëà (äîïîëíèòåëüíûõ èçäåðæåê).

Åùå îäíîé âàæíîé çàäà÷åé àêòóàðíîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îïòèìàëü-

íûõ ïàðàìåòðîâ äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òèï äîãîâîðà èçâåñòåí.

Íàïðèìåð, de Finetti [22] ðàññìîòðåë êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå n íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ â

ãëîáàëüíîé ìîäåëè, ãäå â êà÷åñòâå îïòèìèçàöèîííîãî êðèòåðèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ

äèñïåðñèè óäåðæèâàåìîãî ðèñêà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îæèäàåìàÿ ïðèáûëü öåäåíòà ðàâíà

íåêîòîðîé êîíñòàíòå. Îí ïîëó÷èë îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äîëè óäåðæèâàåìûõ ðèñêîâ äëÿ

êàæäîãî èç n äîãîâîðîâ. B�uhlmann [16] ðàññìîòðåë àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ýêñöåäåíò-

íîãî äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïîëàãàÿ, ÷òî êàæäûé ðèñê èìååò ñîñòàâíîå ïóàññîíîâñêîå

ðàñïðåäåëåíèå.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ìíîãîøàãîâûå ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ â äèñêðåò-

íîì âðåìåíè, ìèíèìèçèðóþùèå âëèâàíèÿ êàïèòàëà ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåò-

ðîâ ýêñöåäåíòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Â ëèòåðàòóðå ìíîãîøàãîâûå ìîäåëè ðàññìàòðèâàëèñü

â îñíîâíîì â ïðåäïîëîæåíèè î íåïðåðûâíîñòè âðåìåíè. Shmidli [41] èññëåäîâàë ñòðàòå-

ãèþ ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè

Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà, ìèíèìèçèðóþùóþ âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâùèêà. Îí íå íàøåë

ÿâíûé âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, íî îïèñàë åå ñâîéñòâà è ñîîòâåòñòâó-

þùèå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ. Îí òàêæå ïîêàçàë, ÷òî åñëè íà÷àëüíûé êàïèòàë

êîìïàíèè äîñòàòî÷íî ìàë, íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò ïå-

ðåñòðàõîâàíèÿ. Shael [43] òàêæå èçó÷àë ñòðàòåãèþ ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ,
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íî â îòëè÷èå îò Shmidli, ðàññìàòðèâàë ìîäåëü â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ

îïòèìèçàöèè îí èñïîëüçîâàë êàê ìàêñèìèçàöèþ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè, òàê è ìèíèìèçà-

öèþ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâùèêà. Åìó íå óäàëîñü âûâåñòè ÿâíûé âèä îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè, íî îí ñìîã íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îòêàç îò ïåðåñòðàõîâàíèÿ åñòü íàèáî-

ëåå âûãîäíîå ïîâåäåíèå ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ïîñëå Shael ïîèñêîì îïòèìàëüíîãî êâîòíîãî

ïåðåñòðàõîâàíèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè, ìèíèìèçèðóþùåãî âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðà-

õîâùèêà, çàíèìàëèñü Irgens and Paulsen [31], Chan and Zang [20], Wei and Hu [45], Diasparra

and Romera [24]. Li and Cong [37] ðåøàëè ïîäîáíóþ çàäà÷ó íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðå-

ìåíè. Èì óäàëîñü âûâåñòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè è äîêàçàòü, ÷òî ïðèíöèï äè-

íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè âåðîÿò-

íîñòè ðàçîðåíèÿ. Eisenberg and Shmidli [27] ðàññìàòðèâàëè ìîäåëü ñ íåïðåðûâíûì âðåìå-

íåì, ãäå ïîìèìî ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ è âëèâàíèå êàïèòàëà.

Êðèòåðèé îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àëñÿ â ìèíèìèçàöèè äîïîëíèòåëüíûõ âëèâàíèé. Èñïîëü-

çóÿ ïðèíöèï äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èì óäàëîñü íàéòè ÿâíûé âèä îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Íàðÿäó ñ ìîäåëÿìè, èñïîëüçóþùèìè ýêñöåäåíòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå, â äàííîé äèññåðòà-

öèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïðè íàëè÷èè êîìáè-

íèðîâàííîãî äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Îïòèìèçèðóþòñÿ ïàðàìåòðû äîãîâîðà, ÿâëÿþùå-

ãîñÿ êîìáèíàöèåé ïðîïîðöèîíàëüíîãî è íåïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ìîòèâà-

öèåé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ åå øèðîêàÿ ïðèìåíèìîñòü íà ïðàêòèêå

è ñóùåñòâîâàíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, äîêàçûâàþùèõ îïòèìàëüíîñòü êîìáèíèðî-

âàííûõ ïðîãðàìì ïåðåñòðàõîâàíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè. Íàïðèìåð,

Kaluszka [32,33] äëÿ äîâîëüíî øèðîêîãî êëàññà ïðåìèé è êðèòåðèÿ ìèíèìèçàöèè äèñïåð-

ñèè ïîëó÷èë, ÷òî îïòèìàëüíûì äîãîâîðîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ ýêñöå-

äåíòíîãî è êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Â îòëè÷èå îò Kaluszka, ìû ðàññìàòðèâàåì êðèòåðèé

ìèíèìèçàöèè îæèäàåìûõ äîïîëíèòåëüíûõ èçäåðæåê è óñòàíàâëèâàåì äëÿ íåãî îïòèìàëü-

íóþ ñòðàòåãèþ êîìáèíèðîâàííîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå îáçîðà ëèòåðàòóðû âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíûé âèä äîãîâîðà ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ ñèëüíî çàâèñèò îò âûáðàííîãî êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè è ïðèíöèïà ïîäñ÷åòà

ïðåìèé. Ïðè ýòîì íàõîæäåíèå ÿâíîãî âèäà ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåòðè-

âèàëüíîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ íå èìååò îáùåãî ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè.

Öåëè ðàáîòû

Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

• Èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ñòðàõîâàíèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè ïðè íàëè÷èè
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íåïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Íàõîæäåíèå ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìè-

íèìèçèðóþùèõ îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå äîïîëíèòåëüíûå èçäåðæêè, èäóùèå

íà ïîääåðæàíèå ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Èçó÷åíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè îïòèìàëü-

íîé ñòðàòåãèè ê ôëóêòóàöèÿì ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

• Îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ìîäåëè îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì

âîçìóùåíèÿì â ðàñïðåäåëåíèÿõ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé. Èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîãî

ïîâåäåíèÿ êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèè îïòèìàëüíîãî âèäà.

• Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî èçäåðæêè

ñòðàõîâùèêà, äëÿ ìîäåëåé ñòðàõîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèõ êîìáèíèðîâàííûå äîãîâîðû

ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

• Äëÿ ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ ñ âëèâàíèåì êàïèòàëà è ýêñöåäåíòíûì ïåðå-

ñòðàõîâàíèåì íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ

îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå âëèâàíèÿ êàïèòàëà. Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ìèíè-

ìàëüíûõ âëèâàíèé ê âîçìóùåíèÿì â ðàñïðåäåëåíèè ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé. Ïîëó-

÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè.

• Óñòàíîâëåíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè ñ áàí-

êîâñêèìè çàéìàìè è ýêñöåäåíòíûì ïåðåñòðàõîâàíèåì. Ïðîâåäåíà îöåíêà ÷óâñòâè-

òåëüíîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ê ôëóêòóàöèÿì êîýôôèöèåíòîâ íàãðóç-

êè íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà. Äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ

ïðîöåññà êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà.

• Äëÿ ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûì ïåðåñòðàõîâàíèåì äîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ ñî-

îòíîøåíèÿõ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè îïòèìàëüíûì ïîâåäåíèåì ñòðàõîâùèêà ÿâëÿåòñÿ

çàêëþ÷åíèå ëèáî ÷èñòî êâîòíîãî, ëèáî ÷èñòî ýêñöåäåíòíîãî äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâà-

íèÿ, ëèáî îòêàç îò óñëóã ïåðåñòðàõîâùèêà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-

ñîâ; àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû; ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; ìîäèôèöèðîâàí-
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íûé ìåòîä àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè Ñîáîëÿ; ìåòîäû òåîðèè îïòèìèçàöèè è âûïóêëîãî

àíàëèçà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèÿ íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü ïîëåçíû ñïåöè-

àëèñòàì, çàíèìàþùèìñÿ èññëåäîâàíèÿìè â ñôåðå àêòóàðíîé ìàòåìàòèêè è òåîðèè ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé, ïåðå÷èñëåííûõ íèæå, ñîâïàäàåò ñ èõ íóìåðàöèåé â ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ãëàâàõ.

Âî ââåäåíèè îïðåäåëåíû îñíîâíûå îáúåêòû èññëåäîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåí êðàòêèé èñòî-

ðè÷åñêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äàííîé äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè â äèñ-

êðåòíîì âðåìåíè â òå÷åíèå n ëåò.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóììû ñîâîêóïíûõ ãîäîâûõ òðåáîâàíèé ïî ñòðàõîâûì ñëó÷àÿì

îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xi}i≥1 ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f è

êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì γ. Â íà÷àëå êàæäîãî ãîäà îò êëèåíòîâ ïîñòóïàþò

ïðåìèè ðàçìåðà c > 0, à êîíöå ãîäà ñòðàõîâùèê ïðîèçâîäèò âûïëàòû ïî òðåáîâàíèÿì,

ïîñòóïèâøèì â òå÷åíèå ýòîãî ãîäà. Äëÿ ñòàáèëèçàöèè ñâîåé ðàáîòû êîìïàíèÿ èñïîëüçóåò

ðàçëè÷íûå ôèíàíñîâûå èíñòðóìåíòû.

Ðàçäåë 1.1 ïîñâÿùåí ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé ïðèìåíÿþòñÿ òàêèå èí-

ñòðóìåíòû, êàê âëèâàíèå êàïèòàëà è ýêñöåäåíòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Âëèâàíèÿ ïðîèçâî-

äÿòñÿ äëÿ ïîääåðæàíèÿ êàïèòàëà êîìïàíèè íå íèæå ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ a è âëåêóò

âîçíèêíîâåíèå äîïîëíèòåëüíûõ èçäåðæåê. Ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà ðàñ-

ñ÷èòûâàþòñÿ ïî ïðèíöèïó ñðåäíåãî ñ íàãðóçêîé áåçîïàñíîñòè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäå-

ëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè îæèäàåìûõ äèñêîíòèðîâàííûõ äîïîëíèòåëüíûõ èçäåð-

æåê ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð

ïåðåñòðàõîâàíèÿ (â ñëó÷àå ýêñöåäåíòíîãî äîãîâîðà � óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ)

ìîæåò êîððåêòèðîâàòüñÿ êàæäûé ãîä.

Ïóñòü u � íà÷àëüíûé êàïèòàë êîìïàíèè, l è m � êîýôôèöèåíòû íàãðóçêè íà ïðåìèè

ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàçäåëå 1.1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîøàãîâàÿ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ n =
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1. Ïóñòü X � ðàçìåð ïîñòóïèâøèõ çà ãîä òðåáîâàíèé, z � óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæà-

íèÿ, òîãäà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà ñ ó÷åòîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ èìåþò âèä

c(z) = lγ −mE(X − z)+,

à îæèäàåìûå èçäåðæêè ðàâíû

H1(u, z) = EJ(u, z),

ãäå J(u, z) = (min(X, z)− e(u, z))+, e(u, z) = u− a+ c(z).

Íèæåñëåäóþùèå òåîðåìû 1.1 - 1.3 ñîäåðæàò â ñåáå óòâåðæäåíèÿ îá îïòèìàëüíîì óðîâíå

ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z1(u) è ìèíèìàëüíûõ èçäåðæêàõ h1(u) = infz>0H1(u, z) äëÿ îä-

íîøàãîâîãî ñëó÷àÿ. Â èõ ôîðìóëèðîâêàõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

g(z) = z − c(z), z∗ = F−1

(
m− 1

m

)
, u∗ = a+ z∗ − lγ, u∗1 = a+ g(z∗),

D1 = {(l,m)|a > u∗1}, D2 = {(l,m)|u∗ < a ≤ u∗1}, D3 = {(l,m)|a ≤ u∗},

zr1(u)− íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ g(z) = u− a.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè (l,m) ∈ D1, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè çà ãîä h1(u)

ðàâíû 0 äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u ≥ a.

Îïòèìàëüíûì óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ z1(u) = zr1(u).

Áîëåå òîãî, z1(u) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé è z′1(u)→ 1 ïðè

u→∞.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè (l,m) ∈ D2, òî

1) h1(u) = 0 ïðè u ≥ u∗1. Îïòèìàëüíûì óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â ýòîì

ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ z1(u) = zr1(u). Áîëåå òîãî, z1(u∗1) = z∗ è z
′
1(u)→∞ ïðè u↘ u∗1.

2) Ïðè u ∈ [a, u∗1) îïòèìàëüíûé óðîâåíü z1(u) = z0(u), ãäå z0(u) � åäèíñòâåííûé êî-

ðåíü óðàâíåíèÿ e(u, z) = z∗. Ôóíêöèÿ z0(u) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé âûïóêëîé âíèç, z0(u)→
z∗ è z

′
0(u)→ −1 ïðè u↗ u∗1.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè (l,m) ∈ D3, òî

1) ïðè u ≥ u∗1 è ïðè u ∈ (u∗, u
∗
1) ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè h1(u) è îïòè-

ìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z1(u) âû÷èñëÿþòñÿ, êàê â ïóíêòàõ 1) è 2)

òåîðåìû 1.2 ñîîòâåòñòâåííî.

2) Åñëè æå u ∈ [a, u∗], îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé áóäåò îòêàç îò óñëóã ïåðåñòðàõîâ-

ùèêà, òî åñòü z1(u) =∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òåîðåì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ëåìì

1.1 - 1.4, ñîäåðæàùèõ óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé c(z), g(z) è ìíîæåñòâ Di, i = 1, 3.

Ñëåäñòâèå 1.1 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î âèäå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê

h1(u).
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Äàëåå â ðàçäåëàõ 1.1.2 - 1.1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîøàãîâàÿ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ñëó÷àþ n > 1. Ïóñòü zk(u) � îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ, äåé-

ñòâóþùèé íà ïåðâîì øàãå k-øàãîâîãî ïðîöåññà ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì u. Ñòðàòåãèåé

ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ðàññ÷èòàííîé íà n ëåò, áóäåì íàçûâàòü íàáîð ôóíêöèé {zk}nk=1. Ðåøàåò-

ñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè îæèäàåìûõ äèñêîíòèðîâàííûõ äîïîëíèòåëüíûõ èçäåðæåê hn(u)

çà n-ëåòíèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè è óñòàíàâëèâàåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõî-

âàíèÿ, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì.

Â ðàçäåëå 1.1.2 äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû 1.5-1.8 î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè

ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê hn(u), êîòîðàÿ ñîãëàñíî ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà óäî-

âëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

hn(u) = inf
z>0

[H1(u, z) + αEhn−1 (max(a, u+ c(z)−min(z,X)))] ,

ãäå α � êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ, 0 < α < 1, X � ðàçìåð ñîâîêóïíûõ òðåáîâàíèé

çà n-ûé ãîä, z � óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â ýòîò ãîä.

Ðàçäåë 1.1.3 âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùèå îïòèìàëüíóþ

ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ â n-øàãîâîé ìîäåëè.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè (l,m) ∈ D1, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè çà n ëåò hn(u)

ðàâíû 0 äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u ≥ a è n ≥ 1.

Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ zn(u) íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðî-

öåññà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè ðàâåí zr1(u) äëÿ ëþáîãî n ≥ 1.

Òåîðåìà 1.5. Åñëè (l,m) ∈ D2 ∪ D3, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè çà n ëåò

hn(u) ðàâíû 0 ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå u ≥ u∗n, ãäå u
∗
n = a+ ng(z∗).

Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà

ðàâåí zn(u) = z1 (u− (n− 1)g(z∗)) äëÿ u ≥ u∗n.

Òåîðåìà 1.6. Åñëè (l,m) ∈ D2 ∪ D3, òî ïðè u ∈ (max(a, u∗), u
∗
1) îïòèìàëüíûé óðîâåíü

ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ zn(u) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç óáûâàþùåé ôóíêöèåé, áîëåå òî-

ãî, zn(u) > z1(u) è z′n(u) = −(c′(zn(u)))−1.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå F (x) = 1− F (x).

Òåîðåìà 1.7. Åñëè (l,m) ∈ D2, òî îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà

ïåðâîì øàãå äâóõøàãîâîãî ïðîöåññà ïðè u ∈ (u∗1, u
∗
2) èìååò âèä

z2(u) = min
(
z0(u− g(z∗)), max(zr1(u), z

(21)
0 (u))

)
,

ãäå z0(u) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ e(u, z) = z∗, à z
(21)
0 � êîðíåì óðàâíåíèÿ

1− (m− α)F (e(u, z))− αF (e(u− g(z∗), z)) = 0.
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Òåîðåìà 1.8. Åñëè (l,m) ∈ D2, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå èçäåðæ-

êè hn(u) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî u ïðè n→∞.

×èñëåííûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ

è ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê, ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 1.1.4

Ðàçäåë 1.2 ïîñâÿùåí ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ ñ áàíêîâñêèìè çàéìàìè è ýêñöåäåíòíûì

ïåðåñòðàõîâàíèåì. Ïîñòóïëåíèå ïðåìèé è òðåáîâàíèé ïî ñòðàõîâûì ñëó÷àÿì ïðîèñõîäèò

ïî òàêîìó æå ïðèíöèïó, êàê è â ìîäåëè èç ðàçäåëà 1.1. Ïðè íåõâàòêå ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ

äëÿ ïîãàøåíèÿ òðåáîâàíèé, ñòðàõîâùèê îáðàùàåòñÿ â áàíê, ÷òîáû âçÿòü çàéì â ðàçìåðå

íåäîñòàþùåé ñóììû ïîä ïðîöåíò r, 0 < r < 1. Ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïàíèÿ ñàìà

âîçâðàùàåò âåëè÷èíó çàéìà, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî áóäóùèå ïðåìèè, à âîò ïðîöåíòû ïî çàé-

ìó ïîãàøàþò àêöèîíåðû. Ïîýòîìó öåëüþ ñòðàõîâùèêà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ îæèäàåìûõ

ïðîöåíòîâ ïî çàéìàì ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ (îïðåäåëå-

íèå ñòðàòåãèè ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì ðàíåå). Êàïèòàë êîìïàíèè â äàííîé ìîäåëè ìîæåò

ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå îòðèöàòåëüíûå.

Òåîðåìû 1.9-1.11 èç ðàçäåëà 1.2.1 óñòàíàâëèâàþò âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ è ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê äëÿ îäíîøàãîâîé è ìíîãîøàãîâîé ìîäåëåé.

Â ðàçäåëå 1.2.2 ââîäèòñÿ ìåòîä àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ôóíêöèè ê ôëóêòóàöèè

ïàðàìåòðîâ, ÿâëÿþùèéñÿ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà Ñîáîëÿ èç [8]. Â ðàçäåëå 1.2.3 â ïðåäïî-

ëîæåíèè, ÷òî íàãðóçî÷íûå êîýôôèöèåíòû l,m íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà

ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, èññëå-

äóåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ôóíêöèè u∗1 = g(z∗), âëèÿþùåé íà âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ê èçìåíåíèþ â çíà÷åíèÿõ l,m. Ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà îöåíêå êà÷åñòâà îïòèìàëüíûõ ìîäåëåé, íàéäåííûõ â ãëàâå 1, è

èññëåäîâàíèþ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ êàïèòàëà ñòðàõîâîé êîìïàíèè.

Â ðàçäåëå 2.1 èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ äèñêîíòèðîâàííûõ

èçäåðæåê ê èçìåíåíèþ â ðàñïðåäåëåíèè ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 2.1.1. Ïóñòü hnX (u) è hnY (u) � ìèíèìàëü-

íûå èçäåðæêè çà n-ëåòíèé ïðîìåæóòîê ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè ñ íà÷àëüíûì êàïè-

òàëîì u â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñòðàõîâûå òðåáîâàíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ

law(X) è law(Y ) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â ðàìêàõ ìîäåëè ñ âëèâàíèåì êàïèòàëà è ïåðåñòðà-

õîâàíèåì çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü

âåëè÷èíó ∆n = supu>a |hnX (u)−hnY (u)| ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàññòîÿíèå Êàíòîðîâè÷à κ(X, Y )

ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Y èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ρ. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ èç [39] κ(X, Y ) =
∫
R |FX(t) − FY (t)|dt, ãäå FX , FY � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y

ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåçóëüòàò îá óñòîé÷èâîñòè ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê â îäíîøàãîâîé ìîäåëè ñôîðìóëè-
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ðîâàí â òåîðåìå 2.1 èç ðàçäåëà 2.1.2.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü X, Y � íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìàòå-

ìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ïðè÷åì κ(X, Y ) = ρ. Òîãäà

∆1 ≤ (1 + l +m)ρ,

ãäå l,m, 1 < l < m � êîýôôèöèåíòû íàãðóçêè íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà

ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûøåïðèâåäåííîé òåîðåìû óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ëåìì

2.1-2.3.

Â ðàçäåëå 2.1.3 ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.4 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 2.2 îá óñòîé÷èâîñòè

ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê â ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè.

Ëåììà 2.4. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 0, ëþáîãî u ≥ a è êîýôôèöèåíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ 0 < α < 1

èìååò ìåñòî îöåíêà

|hn(u+ ∆u)− hn(u)| ≤ 1− αn

1− α
∆u.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü X, Y � íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìàòå-

ìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ïðè÷åì κ(X, Y ) = ρ. Òîãäà

∆n ≤
1

1− α

(
1− αn

1− α
− nαn

)
(1 + l +m)ρ,

ãäå α ∈ (0, 1) � êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ; l,m, 1 < l < m, � íàãðóçî÷íûå ôàêòîðû

íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàçäåëå 2.2 èçó÷àåòñÿ, êàê ñèëüíî çàìåíà òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

òðåáîâàíèé íà ýìïèðè÷åñêóþ ïðè âû÷èñëåíèè îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âëèÿåò íà

èõ çíà÷åíèå.

Â ðàçäåëå 2.2.1 ïðèâîäèòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðè âû÷èñëåíèè ìèíèìàëüíûõ îæè-

äàåìûõ èçäåðæåê. Ïóñòü F � èñòèííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíûõ ãîäîâûõ òðå-

áîâàíèé, à FN � ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî N íàáëþäåíèÿì. Îöåíèâàåòñÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ηN = supu |hF (u)−hFN (u)|, ãäå hF (u) è hFN (u) � ìèíèìàëüíûå îæèäà-

åìûå èçäåðæêè çà n ëåò, ðàññ÷èòàííûå ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñîâîêóïíûå ãîäîâûå òðåáîâàíèÿ

èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F è FN ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè ñóùåñòâóåò q > 2 òàêîå, ÷òî
∫
R |x|

qdF (x) < ∞, òî äëÿ ëþáîãî

N ≥ 1, y ∈ (0,∞) è 0 < θ < 1 âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

P (|ηN | ≤ y) ≥ 1− θ ïðè y = C

√
− ln(θ/c1)

c2N
,

ãäå c1, c2, C - ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò q,N, y.
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Â ðàçäåëå 2.2.2 ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè âû÷èñëåíèè õà-

ðàêòåðèñòèê îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëè-

ðîâàíû â òåîðåìå 2.4.

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ ëþáîãî 0 < θ < 1 àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ

z∗,FN , u∗,FN è u∗1,FN ïðè N →∞ èìåþò âèä

P (z∗,FN ∈ (z∗,F − yz∗,θ, z∗,F + yz∗,θ)) ≥ 1− θ, ãäå yz∗,θ =

√
ln(θ/2)

2f 2 (F−1(p))N
,

P (u∗,FN ∈ (u∗,F − yu∗,θ, u∗,F + yu∗,θ)) ≥ 1− θ, ãäå yu∗,θ = 2l

√
DX1

Nθ
,

P
(
u∗1,FN ∈ (u∗1,F − yu∗1,θ, u

∗
1,F + yu∗1,θ)

)
≥ 1− θ, ãäå yu∗1,θ = 4m

√
DX1 + EX2

1

Nθ
.

Â ïîñëåäíåé ëåììå ñèìâîëû F è FN , ñòîÿùèå â èíäåêñàõ ïîñëå çàïÿòîé, ïîêàçûâàþò,

êàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí.

Çàêëþ÷èòåëüíûé ðàçäåë 2.3 ãëàâû 2 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè

êàïèòàëà â ìîäåëè ñ áàíêîâñêèìè çàéìàìè è ïåðåñòðàõîâàíèåì. Ïóñòü Un � êàïèòàë ñòðà-

õîâùèêà â êîíöå n-ëåòíåãî ïðîìåæóòêà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè.

Â ðàçäåëå 2.3.1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîâåäåíèå êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà ïðè êîíñòàíòíîé

ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ z è òåîðåòè÷åñêè îïðåäåëÿåìîì ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé. Â

òåîðåìå 2.5 ñ îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå X̃n = c(z) −min(Xn, z),

ãäå Xn � ñòðàõîâûå òðåáîâàíèÿ, ïîñòóïèâøèå â òå÷åíèå n-ãî ãîäà.

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ ïðîöåññà êàïèòàëà Un, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ Un = Un−1 +X̃n,

âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè EX1 <∞, òî
Un − u
n

→ EX̃1 ï.í.,

2) Åñëè EX2
1 <∞, òî

Un − u− nEX̃1√
nDX̃1

→d N (0, 1).

3) Åñëè EX2
1 <∞, EX̃2

1 > 0 è âûïîëíÿåòñÿ (l −m)EX1 + (m− 1)Emin(X1, z) = 0, òî

limn→∞
Un − u
ψ(n)

= 1 ï.í.,

ãäå ψ(n) =
√

2EX̃2
1n ln lnn.

Â ðàçäåëå 2.3.2 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà Un ïðè ýì-

ïèðè÷åñêè îïðåäåëÿåìîì ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé. Òî åñòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óðî-

âåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà i-îì øàãå ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê z = F−1
i−1

(
m
m−1

)
, ãäå Fi−1 �
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ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî íàáëþäåíèÿì X1, ..., Xi−1. Ñ ïîìî-

ùüþ óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ëåììå 2.8, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü

An = u+ (c−mEX1)n+m

n∑
i=1

Emin
(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
−

n∑
i=1

Emin(Xi, F
−1(p)),

òîãäà
Un − An√
n ln2 n

→ 0 ï.í., n→∞.

Çàìå÷àíèå . Â òèïè÷íîé ñèòóàöèè ñëàãàåìîå An èìååò ïîðÿäîê n, ïîýòîìó èç òåîðåìû

2.6 áóäåò ñëåäîâàòü

Un = An

(
1 + o

(
ln2 n√
n

))
, n→∞.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðàáîòû ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ íà÷àëüíûì êàïèòà-

ëîì u, èñïîëüçóþùåé êîìáèíàöèþ ïðîïîðöèîíàëüíîãî è íåïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ. Êàê è â ðàçäåëå 1.2, ñòðàõîâùèê ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ïðîöåíòíûå âûïëà-

òû ïî áàíêîâñêèì çàéìàì ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Ðàçäåë 3.1 ñîäåðæèò â ñåáå òðè ïîäðàçäåëà. Îïèñàíèå ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûì

äîãîâîðîì ïåðåñòðàõîâàíèåì ñîäåðæèòñÿ â ðàçäåëå 3.1.1. Ïóñòü X � ñîâîêóïíûé ðàç-

ìåð òðåáîâàíèé çà ãîä, ïðè÷åì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïîëîæèòåëüíà, èìååò àáñîëþòíî

íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F è êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ïóñòü β,

β ∈ (0, 1] � ïàðàìåòð êâîòíîãî äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, B > 0 � ýêñöåäåíòíîãî. Òî-

ãäà ñîãëàñíî êîìáèíèðîâàííîé ïðîãðàììå ïåðåñòðàõîâàíèÿ îòâåòñòâåííîñòü ñòðàõîâùèêà

ðàâíÿåòñÿ min(βX,B). Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðàõîâùèêó âûïëà÷èâàåòñÿ êîìèññèÿ ïî êâîòíîìó

äîãîâîðó ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ðàçìåðå k(1−β)c, ãäå k ∈ (0, 1) � êîýôôèöèåíò êîìèññèè, c >

0 � ïðåìèè êîìïàíèè â íà÷àëå ïåðèîäà. Ïðåìèè ýêñöåäåíòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ðàññ÷è-

òûâàþòñÿ ïî ïðèíöèïó ñðåäíåãî ñ íàãðóçêîé áåçîïàñíîñòè m > 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðåìèè

ñòðàõîâùèêà ñ ó÷åòîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ èìåþò âèä c(β,B) = βc(1−k)+kc−mE[βX−B]+.

Â ðàçäåëå 3.1.2 â ëåììå 3.2 äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ âûïóêëîñòè ôóíê-

öèè ïðåìèé c(β,B) è âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè g(β,B) = B − c(β,B). Äîêàçàòåëüñòâî

îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ëåììå 3.1

Ëåììà 3.2. Íà ìíîæåñòâå Γ = {(β,B) : (β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞]}
à) ôóíêöèÿ ïðåìèé c(β,B) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ;

á) ôóíêöèÿ

g(β,B) := B − c(β,B)

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç.
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Â ðàçäåëå 3.1.3 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû òåîðèè îïòèìèçàöèè, èñïîëü-

çóþùèåñÿ â äàëüíåéøèõ ñåêöèÿõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì.

Ðàçäåë 3.2 ïîñâÿùåí ïîèñêó îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñ öåëüþ ìè-

íèìèçàöèè âûïëàò ïî áàíêîâñêèì çàéìàì, ãäå âûïëàòû îïðåäåëÿþòñÿ êàê H(u, β,B) =

E[min(βX,B)− u− c(β,B)]+.

Â ðàçäåëå 3.2.1 â ëåììå 3.3 ðåøåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè

g(β,B)→ inf
(β,B)

, −c(β,B) ≤ 0, (β,B) ∈ Γ. (∗)

Îáîçíà÷åíèÿ b∗ = F
−1 ( 1

m

)
è Γ0 = {(β,B) | (β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞], c(β,B) ≥ 0} èñïîëüçó-

þòñÿ â íèæåñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå.

Ëåììà 3.3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) > 0, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (∗) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (β,B) = (1, b∗), à ñîîò-

âåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå min
Γ0

g(β,B) ðàâíî

g (1, b∗) = −
(
c−m

∫ ∞
b∗

x dF (x)

)
= − ∂c

∂β
(1, b∗)− kc.

Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) = 0, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (∗) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {(β,B) ∈ Γ|B
β

= b∗},
ïðè ýòîì min

Γ0

g(β,B) = −kc.

Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) < 0, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (∗) ÿâëÿåòñÿ (β,B) = (0, 0), è ïðè ýòîì

min
Γ0

g(β,B) = −kc.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âûïëàò ïî çàéìàì ïóòåì âûáîðà îïòèìàëüíîé êîìáèíèðîâàííîé

ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ,

H(u, β,B)→ inf
(β,B)

, c(β,B) ≥ 0, (β,B) ∈ Γ,

ðåøàåòñÿ â ðàçäåëàõ 3.2.2 - 3.2.3. Ìíîæåñòâî Γ0 ðàçáèâàåòñÿ íà Γru,Γ
m
u ,Γ

l
u òàêèå, ÷òî

Γru := {(β,B) ∈ Γ0, g(β,B) < u} ,

Γmu := {(β,B) ∈ Γ0, −c(β,B) ≤ u ≤ g(β,B)} ,

Γlu := {(β,B) ∈ Γ0, −c(β,B) > u} .

Â ëåììàõ 3.4, 3.6, 3.9 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êàïèòàëà u íàõîäÿòñÿ ìèíèìàëü-

íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H(u, β,B) íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Γru,Γ
m
u ,Γ

l
u. Çàòåì, ïîëüçóÿñü

ðåçóëüòàòàìè ýòèõ ëåìì, íàõîäÿòñÿ îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ñîîòâåò-

ñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà. Îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìàõ 3.3-3.5. Ëåììû 3.5, 3.7, 3.8 íîñÿò âñïîìîãàòåëüíûé

õàðàêòåð.
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Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîãî u ≥ min
Γ0

g(β,B) ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè, min
Γ0

H(u, β,B),

ðàâíû íóëþ è äîñòèãàþòñÿ íà ìíîæåñòâå ïàð {(β,B) ∈ Γ | g(β,B) ≤ u}.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáîãî u < −c âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ìèíèìàëüíûõ îæè-

äàåìûõ èçäåðæêàõ minΓ0 H(u, β,B) è îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

1) Åñëè c(1 − k) < EX, òî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ

â êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

2) Åñëè c(1 − k) = EX, òî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ

â êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå èëè ÷èñòî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå ñ ïàðàìåòðîì β > 0.

Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

3) Åñëè c(1− k) > EX, òî íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà áóäåò îòêàç îò

óñëóã ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = EX − u− c.

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ −c ≤ u < minΓ0 g(β,B) âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ìèíèìàëü-

íûõ îæèäàåìûõ èçäåðæêàõ minΓ0 H(u, β,B) è îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâà-

íèÿ.

1. Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) < 0, òî

(i) Ïðè c(1− k) < EX îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ â

êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

(ii) Ïðè c(1− k) = EX îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ â

êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå èëè ÷èñòî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå ñ ïàðàìåòðîì

β ∈ (0, βu], ãäå βu = −u−kc
c(1−k)

. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

(iii) Ïðè c(1 − k) > EX íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ íà÷àëüíûì êà-

ïèòàëîì u ∈ [−c, um] ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò óñëóã ïåðåñòðàõîâùèêà, ïðè ýòîì

ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = E(X − u− c)+, u ∈ [−c, um],
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à äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ èñõîäíûì êàïèòàëîì u ∈ [um,−kc) � ÷èñòî êâîòíîå ñ

ïàðàìåòðîì β0
u = u+kc

um+kc
è èçäåðæêàìè

min
Γ0

H(u, β,B) = (−u− kc)F (um + c) , u ∈ [um,min
Γ0

g(β,B)],

ãäå um - êîðåíü óðàâíåíèÿ

F (u+ c)c(1− k)−
∫ ∞
u+c

xf(x)dx = 0.

2. Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) ≥ 0, òî c(1− k) ≥ EX è

íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì u ∈ [−c,−c+ b∗]

ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = E (X − u− c)+ .

Äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ èñõîäíûì êàïèòàëîì u ∈ [−c+b∗,−kc] îïòèìàëüíîé ñòðàòåãè-
åé ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ýêñöåäåíòíûé äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñ óðîâíåì ñîáñòâåííîãî

óäåðæàíèÿ B∗, ãäå B∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ

mE(X −B)+ = u+ c− b∗.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) =
1

m
(−u+ g (1, b∗)) .

Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è âîçìîæ-

íûå íàïðàâëåíèÿ äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷íî-

èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ:

• Áîëüøîé ñåìèíàð êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ,

ïðîôåññîðà À.Í.Øèðÿåâà â 2013-2016 ãã., ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, Ìîñ-

êîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

• Ñåìèíàð ¾Ïðîáëåìû òåîðèè çàïàñîâ è ñòðàõîâàíèÿ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì äîêòîðà ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Å.Â. Áóëèíñêîé â 2013-2016 ãã., êàôåäðà òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé

óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• VIII Ìîñêîâñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî Èññëåäîâàíèþ Îïåðàöèé (ORM

2016), Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2016.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì, Àáðàó-Äþðñî, Ðîññèÿ,

2016.

• The Tenth Bachelier Colloquium on Mathematical Finance and Stochastic Calculus,

Metabief, France, 2016.

• The 16th Conference of Applied Stochastic Models and Data Analysis International

Society (ASMDA 2015), Piraeus, Greece, 2015.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíî-

ñîâ¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, 2013-2016 ãã.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [48]- [59], ïðåäñòàâëåííûõ â êîíöå

ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ñðåäè íèõ òðè ñòàòüè â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.
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Ãëàâà 1

Ìíîãîøàãîâûå ìîäåëè ïåðåñòðàõîâàíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ

äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Â îáåèõ ìîäåëÿõ ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè

ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâùèê ïîëüçóåòñÿ óñëóãàìè ïåðåñòðàõîâùèêà. Â ïåðâîé ìîäåëè â êà÷å-

ñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà, ñòàáèëèçèðóþùåãî ðàáîòó êîìïàíèè,

ñòðàõîâùèê èñïîëüçóåò äåíåæíûå âëèâàíèÿ, ïîñòóïàþùèå èçâíå. Âî âòîðîé ìîäåëè ïðè

íåõâàòêå ñðåäñòâ ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ îáðàùàåòñÿ çà çàéìîì â áàíê. Äëÿ êàæäîé ìîäåëè

ïðèâîäèòñÿ îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, à èìåííî ñòðàòåãèÿ, ìèíèìèçèðó-

þùàÿ îæèäàåìûå ñîâîêóïíûå äîïîëíèòåëüíûå ðàñõîäû çà âñå âðåìÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ

êîìïàíèè.

�1.1 Ìîäåëü ñ ïåðåñòðàõîâàíèåì è âëèâàíèåì êàïèòàëà

Ìû ðàññìàòðèâàåì ðàáîòó ñòðàõîâîé êîìïàíèè â äèñêðåòíîì âðåìåíè ñ íà÷àëüíûì êàïè-

òàëîì u. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî åæåãîäíî ïîñòóïàþùèå îò êëèåíòîâ òðåáîâàíèÿ (ñòðàõîâûå

èñêè) îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xi}i≥1 ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ f è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì γ. Ñóììû, ïîêðûâàþùèå ñòðàõîâûå

èñêè, âûïëà÷èâàþòñÿ â êîíöå êàæäîãî ãîäà. Â íà÷àëå êàæäîãî ãîäà â ñòðàõîâóþ êîìïàíèþ

ïîñòóïàþò ïðåìèè ðàçìåðà c, ðàññ÷èòûâàþùèåñÿ ïî ïðèíöèïó ñðåäíåãî ñ êîýôôèöèåíòîì

íàãðóçêè l, òî åñòü

c = lEX1 = lγ, l > 1. (1.1)

Â äàííîé ìîäåëè ìû òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî åñëè ïðè óäîâëåòâîðåíèè ïîñòóïèâøèõ òðå-

áîâàíèé êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè îïóñêàåòñÿ íèæå ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ a, òî â

òîò æå ìîìåíò ïðîèçâîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå äåíåæíûå âëèâàíèÿ, âîññòàíàâëèâàþùèå

êàïèòàë äî óðîâíÿ a.

Êàæäûé ãîä ñòðàõîâùèê èñïîëüçóåò íåïðîïîðöèîíàëüíîå ïåðåñòðàõîâàíèå äëÿ ìèíè-

ìèçàöèè ñîâîêóïíûõ äåíåæíûõ âëèâàíèé çà âñå âðåìÿ ðàáîòû êîìïàíèè. À èìåííî, óðî-

âåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z íà ñëåäóþùèé ãîä ôèêñèðóåòñÿ ñðàçó ïîñëå ïîêðûòèÿ

ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé çà òåêóùèé ãîä è âëèâàíèÿ äåíåæíûõ ñðåäñòâ (åñëè òàêîâûå èìåëè

ìåñòî). Ñîãëàñíî äîãîâîðó ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïðè ïîñòóïëåíèè òðåáîâàíèé ðàçìåðà X ñòðà-

õîâùèê âûïëà÷èâàåò ñóììó min(X, z), â òî âðåìÿ êàê ïåðåñòðàõîâùèê âîçìåùàåò ñóììó

max(0, X − z) = (X − z)+. Ïðåìèè, îòäàâàåìûå â ïåðåñòðàõîâàíèå, òàêæå ðàññ÷èòûâàþòñÿ

ïî ïðèíöèïó ñðåäíåãî, òî åñòü ðàâíÿþòñÿ mE(X − z)+, ãäå m > 1 � ñòðàõîâàÿ íàãðóçêà
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ïåðåñòðàõîâùèêà. Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî m > l, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòðàõîâàÿ

êîìïàíèÿ ìîãëà áû ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíóþ ïðèáûëü ïðè íóëåâîì ðèñêå, ïåðåëîæèâ âñþ

îòâåòñòâåííîñòü ïî âûïëàòàì íà ïåðåñòðàõîâùèêà. Èíûìè ñëîâàìè, íà ðûíêå ôèíàíñîâûõ

óñëóã âîçíèêëà áû àðáèòðàæíàÿ ñòðàòåãèÿ, ìû æå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé áåçàðáèò-

ðàæíîãî ðûíêà. Èç âûøåñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ãîäîâûå ïðåìèè ñòðàõîâùèêà ñ ó÷åòîì

ïåðåñòðàõîâàíèÿ c(z) èìåþò âèä

c(z) = c−mE(X − z)+ = lγ −mE(X − z)+. (1.2)

Ñëåäîâàòåëüíî, êàïèòàë êîìïàíèè â íà÷àëå n-ãî ïåðèîäà, îáîçíà÷àåìûé äàëåå Un, óäîâëå-

òâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

Un = max (Un−1 + c(z)−min(X, z), a) , U0 = u, (1.3)

ãäå X è z îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåð èñêîâ, ïîñòóïèâøèõ â òå÷åíèå n-ãî ãîäà, è

óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â ýòîò ïåðèîä. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íàëè÷èÿ äåíåæíûõ

âëèâàíèé, êàïèòàë ñòðàõîâùèêà â íà÷àëå i-ãî ãîäà, i ≥ 2, íå ìîæåò îïóñòèòüñÿ íèæå

óðîâíÿ a. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîëîæèòü u ≥ a.

1.1.1 Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ â îäíîøàãîâîé ìî-

äåëè

Ïðèñòóïèì ê ïîèñêó îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ â îäíîøàãîâîé ìîäåëè.

Ïóñòü u, z,X � íà÷àëüíûé êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè, óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæà-

íèÿ è òðåáîâàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìûé åäèíè÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåìèè ñòðàõîâùèêà ñ ó÷åòîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.2).

Òîãäà ðàçìåð îæèäàåìûõ âëèâàíèé êàïèòàëà â êîíöå äàííîãî ãîäà áóäåò âûðàæàòüñÿ ñ

ïîìîùüþ ôóíêöèè

H1(u, z) := EJ(u, z),

ãäå

J(u, z) = (min(X, z)− e(u, z))+, e(u, z) = u− a+ c(z). (1.4)

Âåëè÷èíà J(u, z) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñóììà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîääåðæàíèÿ êàïèòàëà

êîìïàíèè íå íèæå çàäàííîãî óðîâíÿ a. Ïåðåïèøåì ôóíêöèþ H1(u, z) â âèäå

H1(u, z) =

∫ z

0

(x− e(u, z))+f(x) dx+ (z − e(u, z))+F (z), (1.5)

ãäå F (x) = 1−F (x). Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ âëè-

âàíèé êàïèòàëà

h1(u) := inf
z>0

H1(u, z) (1.6)
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è óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z, ïðè êîòîðîì îíè äîñòèãàþòñÿ. Òàê êàê ìû èñêëþ÷àåì

ñöåíàðèé ðàçâèòèÿ ñîáûòèé, êîãäà âåñü ðèñê ïåðåäàåòñÿ â ïåðåñòðàõîâàíèå, òî z > 0 â

ïðàâîé ÷àñòè (1.6). Îòìåòèì, ÷òî z = ∞ ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ñòðàõîâùèê íå

ïîëüçóåòñÿ óñëóãàìè ïåðåñòðàõîâùèêà.

Ñíà÷àëà èññëåäóåì ñâîéñòâà ôóíêöèè c(z), êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü ïðåìèé

ñòðàõîâùèêà îò óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.2).

Ëåììà 1.1. c(z) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèåé, òàêîé ÷òî c(0) =

(l −m)γ è c(z)→ lγ ïðè z →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (1.2) c(z) = lγ − mE(X − z)+, ãäå X � ðàçìåð

ñîâîêóïíûõ òðåáîâàíèé çà ãîä, â òå÷åíèå êîòîðîãî óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ ðàâåí

z. Ðàñïèøåì, ÷åìó ðàâíà ôóíêöèÿ E(X − z)+ è åå ïðîèçâîäíàÿ. Íî âíà÷àëå îòìåòèì,

÷òî òàê êàê ïîñòóïàþùèå òðåáîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè âåëè÷èíàìè, ôóíêöèÿ

ïëîòíîñòè f(x) ìîæåò áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ïðè x ≥ 0.

E(X − z)+ =

∞∫
z

(x− z)f(x) dx = −
∞∫
z

(x− z) dF (x) =

= −(x− z)F (x)|∞z +

∞∫
z

F (x) dx =

∞∫
z

F (x) dx,

(E(X − z)+)′z =

 ∞∫
z

F (x) dx

′
z

= −F (z) < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ðîñòîì z ñðåäíåå çíà÷åíèå ñîâîêóïíûõ ãîäîâûõ óáûòêîâ ïåðåñòðàõîâ-

ùèêà óìåíüøàåòñÿ. Ñ ó÷åòîì ïðîäåëàííûõ âûêëàäîê ïîëó÷àåì

c′(z) = mF (z) > 0, c′′(z) = −mf(z) < 0,

÷òî îçíà÷àåò ðîñò ïðåìèé ñòðàõîâùèêà ïðè óâåëè÷åíèè óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ

è âûïóêëîñòü ââåðõ ôóíêöèè c(z). Òàêæå íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî c(z) → c(∞) = lγ > 0

ïðè z →∞ è c(0) = lγ −mEX = (l −m)γ < 0.

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 1.1, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïðåìèé ñòðàõîâùèêà

c(z) îò óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z.
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü ïðåìèé ñòðàõîâùèêà c(z), âû÷èñëåííûõ ñ ó÷åòîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ,

îò óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z.

Èç (1.5) âûòåêàåò, ÷òî H1(u, z) = 0 ïðè z − e(u, z) < 0. Òàê êàê íàøåé çàäà÷åé ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîèñê óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z, ìèíèìèçèðóþùåãî îæèäàåìûå èçäåðæêè

H1(u, z), èññëåäóåì ïîâåäåíèå z− e(u, z) = z− (u− a)− c(z) â çàâèñèìîñòè îò z. Äëÿ ýòîãî

îïèøåì ñâîéñòâà ôóíêöèè

g(z) := z − c(z). (1.7)

Ëåììà 1.2. g(z) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç ôóíêöèåé, ìèíèìóì êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ â

òî÷êå z∗ = F−1
(
m−1
m

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî g(z) = z − c(z) è c′(z) = mF (z), ïîëó÷àåì

g′(z) = 1−mF (z).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ýêñòðåìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå z∗ = F−1
(
m−1
m

)
. È òàê êàê

g′′(z) = mf(z) > 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî g(z) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç ôóíêöèåé è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå z∗.

×òîáû îïðåäåëèòü, ÷åìó ðàâíÿåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè g(z) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

íàãðóçî÷íîãî êîýôôèöèåíòà m íà ïðåìèè ïåðåñòðàõîâùèêà, ðàññìîòðèì g(z∗) êàê ôóíê-

öèþ ïåðåìåííîé m. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

q(m) := z∗ − c(z∗) = z∗ − lγ +mE(X − z∗)+.

Ëåììà 1.3. q(m) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèåé, ïðè ýòîì ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå m0 > 1 òàêîå, ÷òî q(m0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ q(m) è Ëåììû 1.2 âûòåêàåò, ÷òî

q(m) = z∗ − c+mE(X − z∗)+ = F−1

(
m− 1

m

)
− c+m

∞∫
F−1(m−1

m )

F (x) dx.
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Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî m, ïîëó÷èì

q′(m) =

(
F−1

(
m− 1

m

))′
+

∞∫
F−1(m−1

m )

F (x) dx − mF

(
F−1

(
m− 1

m

))(
F−1

(
m− 1

m

))′
=

=

(
F−1

(
m− 1

m

))′
+

∞∫
F−1(m−1

m )

F (x) dx −
(
F−1

(
m− 1

m

))′
=

∞∫
F−1(m−1

m )

F (x) dx > 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî q(m) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé. Äàëåå, â ñèëó âîçðàñòàíèÿ

ôóíêöèè F−1
(
m−1
m

)
ïðè óâåëè÷åíèè m ïîëó÷àåì, ÷òî q′(m) óáûâàåò ïî m, òî åñòü q(m)

åñòü âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî

q(1) = −lγ +

∞∫
0

F (x) dx = −lγ + γ < 0,

è ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå m0 > 1 òàêîå, ÷òî q(m0) = 0.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ k(z) òàêóþ, ÷òî

g(z) = z − c(z) = z +m

∞∫
z

F (x)dx− lγ = k(z)− lγ.

Çàìåòèì, ÷òî k(z) > z äëÿ ëþáîãî z > 0 è k(z) → z ïðè z → +∞. Â ñèëó òîãî, ÷òî

ôóíêöèè g(z) è k(z) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íà êîíñòàíòó, èõ ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå

ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ãðàôèê k(z) èìååò ñëåäóþùèé âèä

Ðèñ. 2: Ãðàôèê ôóíêöèè k(z) = g(z)− lγ.

Èç ãðàôèêà íà ðèñóíêå 2 è òîãî, ÷òî g(z∗) = k(z∗)− lγ, íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ
çàâèñèìîñòü ìèíèìóìà ôóíêöèè g(z) îò çíà÷åíèÿ lγ
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lγ < z∗ g(z∗) > 0

z∗ < lγ ≤ k(z∗) g(z∗) ≥ 0

k(z∗) < lγ < mγ g(z∗) < 0

Çàìå÷àíèå 1. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî k(z∗) > z∗ è lγ âñåãäà

ïîïàäàåò â îäèí èç îòðåçêîâ (−∞, z∗), [z∗, k(z∗)), [k(z∗),mγ). Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü,

÷òî g(0) = −c(0) è g(z) > −c(z) ïðè z > 0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

D3 : = {(l,m) : γ < lγ ≤ z∗},

D2 : = {(l,m) : z∗ < lγ ≤ k(z∗)},

D1 : = {(l,m) : k(z∗) < lγ < mγ}.

(1.8)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äëÿ ïàð (l,m) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî g(z∗) < 0, òî îíè âõîäÿò â

îáëàñòü D1, åñëè âåðíî g(z∗) ≥ 0, òî ñîäåðæàòñÿ â îáúåäèíåíèè D2 ∪D3 è ïðè z∗ − c ≥ 0

ïðèíàäëåæàò îáëàñòè D3. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

u∗ := a+ z∗ − lγ, u∗1 := a+ k(z∗)− lγ = a+ g(z∗), (1.9)

òîãäà âåðíî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 1.4. Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ a > u∗1, u∗ < a ≤ u∗1 è a ≤ u∗ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

(l,m) ∈ D1, (l,m) ∈ D2 è (l,m) ∈ D3, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ

Di, i = 1, 2, 3.

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêàì è äîêàçàòåëüñòâàì òåîðåì, îïèñûâàþùèõ çíà÷åíèå ìèíè-

ìàëüíûõ îæèäàåìûõ èçäåðæåê è óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ ïðè îïòèìàëüíîé ñòðà-

òåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ â îäíîøàãîâîé ìîäåëè.

×åðåç zr1(u) çäåñü è äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ g(z) = u−a.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè (l,m) ∈ D1, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè çà ãîä h1(u)

ðàâíû 0 äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u ≥ a.

Îïòèìàëüíûì óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ z1(u) = zr1(u).

Áîëåå òîãî, z1(u) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé è z′1(u)→ 1 ïðè

u→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè x ∈ [0, z] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

x− e(u, z) ≤ z − (u− a+ c(z)) = a− u+ g(z),
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èç (1.5) âûòåêàåò, ÷òîH1(u, z) = 0 ïðè âûïîëíåíèè g(z) ≤ u−a. Ïðè (l,m) ∈ D1 ñïðàâåäëè-

âà îöåíêà k(z∗) < lγ, êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ g(z∗) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè u ≥ a óðàâíåíèå g(z) = u− a èìååò êîðåíü zr1(u) ≥ z∗.

Áîëåå òîãî, åñëè u < a+ (m− l)γ, òî ñóùåñòâóåò è âòîðîé êîðåíü zl1(u) ≤ z∗. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

H1(u, z) = 0 äëÿ z ∈ [zl1(u), zr1(u)],

H1(u, z) ≥ (a− u+ g(z))F (z) > 0 äëÿ z > zr1(u).

Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z1(u) ìû âûáèðàåì zr1(u),

òàê êàê ïðè òàêîé ñòðàòåãèè ñòðàõîâùèê ïîëó÷èò íàèáîëüøóþ ïðèáûëü (â ñèëó òîãî, ÷òî

ôóíêöèÿ c(z) íå óáûâàåò ñîãëàñíî Ëåììå 1.1). Èñïîëüçóþ ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

íåÿâíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì

z′1(u) = (1−mF (z1(u)))−1 > 0, (1.10)

z′′1 (u) = −mf(z1(u))(1−mF (z1(u)))−3 < 0. (1.11)

Òàêèì îáðàçîì, z1(u) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé è z′1(u) → 1,

òàê êàê z1(u)→∞ ïðè u→∞.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè (l,m) ∈ D2, òî

1) h1(u) = 0 ïðè u ≥ u∗1. Îïòèìàëüíûì óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â ýòîì

ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ z1(u) = zr1(u), îïðåäåëåííàÿ â òåîðåìå 1.1. Áîëåå òîãî, z1(u∗1) =

z∗ è z
′
1(u)→∞ ïðè u↘ u∗1.

2) Ïðè u ∈ [a, u∗1) îïòèìàëüíûé óðîâåíü z1(u) = z0(u), ãäå z0(u) � åäèíñòâåííûé êî-

ðåíü óðàâíåíèÿ e(u, z) = z∗. Ôóíêöèÿ z0(u) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé âûïóêëîé âíèç, z0(u)→
z∗ è z

′
0(u)→ −1 ïðè u↗ u∗1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè (l,m) ∈ D2 â ñèëó ëåììû 1.4 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî u∗ < a ≤ u∗1,

è çíà÷èò, g(z∗) ≥ 0.

1) Äëÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u ≥ u∗1 óðàâíåíèå g(z) = u−a èìååò äâà êîðíÿ zl1(u), zr1(u),

òàêèõ ÷òî 0 ≤ zl1(u) ≤ z∗ ≤ zr1(u), åñëè âåðíû ñîîòíîøåíèÿ g(z∗) ≤ u − a ≤ (m − l)γ, è
åäèíñòâåííûé êîðåíü zr1(u) > z∗, åñëè u− a > (m− l)γ.

Ïîëüçóÿñü òåìè æå ñîîáðàæåíèÿìè, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1, ïîëó÷àåì,

÷òî ïðè u ≥ u∗1 îïòèìàëüíûì óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ ÿâëÿåòñÿ z1(u) = zr1(u).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî zl1(u∗1) = zr1(u∗1) = z∗. Èç (1.10) ñëåäóåò z
′
1(u∗1) = +∞.

2) Ðàññìîòðèì òåïåðü a ≤ u < u∗1, â ýòîì ñëó÷àå èìååì u− a < g(z∗) ≤ g(z) äëÿ ëþáîãî

z > 0. Ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (1.5) â âèäå

H1(u, z) =

∫ z

e(u,z)+
(x− e(u, z))f(x) dx+ (a− u+ g(z))F (z). (1.12)
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Ïîýòîìó, åñëè e(u, z) ≤ 0, ïîëó÷èì

∂H1

∂z
(u, z) = F (z)(1−m),

à ïðè e(u, z) > 0 áóäåì èìåòü

∂H1

∂z
(u, z) = F (z)(1−mF (e(u, z))).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî z > 0 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè H1(u, z)

∂H1

∂z
(u, z) = F (z)G1(u, z), ãäå G1(u, z) = 1−mF (e(u, z)).

Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî G1(u, z) = 0, åñëè

e(u, z) = z∗. (1.13)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî u ∈ [a, u∗1], òàê êàê lγ >

z∗ ïðè (l,m) ∈ D2. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî íåÿâíî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ z0(u). Ïðè u = u∗1

ïîëó÷èì

z∗ = c(z0(u∗1)) + u∗1 − a = c(z0(u∗1)) + g(z∗),

ñëåäîâàòåëüíî

c(z0(u∗1)) = c(z∗) è z0(u∗1) = z∗.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.13) è ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåÿâíîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì

z′0(u) = −(c′(z0(u)))−1 < 0, z′′0 (u) = m−2F
−3

(z0(u))f(z0(u)) > 0.

Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî z0(u) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç óáûâà-

þùåé ôóíêöèåé è z′0(u∗1) = −1. Òàê êàê äëÿ u ∈ [a, u∗1] ìèíèìóì ôóíêöèè H1(u, z) äî-

ñòèãàåòñÿ ïðè z = z0(u), òî äëÿ çíà÷åíèé êàïèòàëà èç äàííîãî ïðîìåæóòêà îïòèìàëüíûì

óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ áóäåò z1(u) = z0(u).

Òåîðåìà 1.3. Åñëè (l,m) ∈ D3, òî

1) ïðè u ≥ u∗1 è ïðè u ∈ (u∗, u
∗
1) ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè h1(u) è îïòè-

ìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z1(u) âû÷èñëÿþòñÿ, êàê â ïóíêòàõ 1) è 2)

òåîðåìû 1.2 ñîîòâåòñòâåííî.

2) Åñëè æå u ∈ [a, u∗], îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé áóäåò îòêàç îò óñëóã ïåðåñòðàõîâ-

ùèêà, òî åñòü z1(u) =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè (l,m) ∈ D3 èìååì u∗ ≥ a. Òî åñòü ïî òåîðåìå 1.2 ïðè êàïèòàëå

u ≥ u∗1 îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z1(u) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

g(z1(u)) = u− a, à ïðè u ∈ (u, u∗1) óðàâíåíèþ e(u, z1(u)) = z∗.
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Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè u = u∗. Îïÿòü æå â ñèëó òåîðåìû 1.2 áóäåò ñïðàâåä-

ëèâî e(u∗, z1(u∗)) = z∗, ÷òî ñ ó÷åòîì (1.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå c(z1(u∗)) = lγ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, èç ñâîéñòâ ôóíêöèè c(z), îïèñàííûõ â ëåììå 1.1, âûòåêàåò z1(u∗) = ∞. Â ñèëó

òîãî, ÷òî c′(z) → 0 ïðè z → ∞, áóäåò èìåòü ìåñòî ïðåäåë z′1(u) = −(c′(z1(u)))−1 → −∞
ïðè u↘ u∗.

Åñëè u ∈ [a, u∗), íåðàâåíñòâî e(u, z) < z∗ ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî z > 0. Ôóíêöèÿ c(z)

ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, ýòî âëå÷åò z1(u) = ∞. Òàêèì îáðàçîì, îòêàç îò ïåðåñòðàõîâàíèÿ

áóäåò íàèáîëåå âûãîäíîé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà ïðè u ∈ [a, u∗).

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè (l,m) ∈ D3, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé

ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ èçäåðæåê

h′1(u) =


−F (lγ + u− a), u ∈ [a, u∗),

−m−1, u ∈ [u∗, u
∗
1),

0, u > u∗1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 1.3 áûë óñòàíîâëåí âèä îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî

óäåðæàíèÿ z1(u). Ñëåäîâàòåëüíî, h1(u) = H1(u, z1(u)) = H1(u,∞) ïðè u ≤ u∗. Â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî γ <∞, ïîëó÷èì zF (z)→ 0 ïðè z →∞, à òàêæå g(z)F (z)→ 0. Òàêèì îáðàçîì,

H1(u,∞) =
∫∞
lγ+u−a(a − u − lγ + x)f(x) dx. Îòêóäà âûòåêàåò h′1(u) = −F (lγ + u − a) ïðè

u ∈ [a, u∗].

Âèäèì, ÷òî äëÿ u ∈ [u∗, u
∗
1) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

h′1(u) =
∂H1

∂u
(u, z1(u)) +

∂H1

∂z
(u, z1(u))z′1(u). (1.14)

Ïî îïðåäåëåíèþ z1(u) âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.14) ðàâíî 0. Áîëåå

òîãî, óðàâíåíèå (1.12) âëå÷åò ðàâåíñòâî h′1(u) = −m−1 ïðè u ∈ [u∗, u
∗
1), òàê êàê

∂H1

∂u
(u, z1(u)) = −F (e(u, z1(u))) = −F (z∗).

È íàêîíåö, h′1(u) = 0 ïðè u > u∗1 â ñèëó òîãî, ÷òî h1(u) = 0 ïðè u ≥ u∗1.

Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íûå ñëåäñòâèÿ äëÿ îáëàñòåé D2 è D1 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòå-

êàþò èç ñëåäñòâèÿ 1.1, ïîýòîìó îòäåëüíûå ôîðìóëèðîâêè äëÿ íèõ íå ïðèâîäÿòñÿ.

1.1.2 Óðàâíåíèå Áåëëìàíà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà êîìïàíèÿ ôóíêöèîíèðóåò â òå÷åíèå n ≥ 2 ëåò. Ñîãëàñ-

íî ïðåäïîëîæåíèÿì, ñäåëàííûì îòíîñèòåëüíî ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ ñ âëèâàíèåì êàïèòàëà è

ïåðåñòðàõîâàíèåì, êàïèòàë ñòðàõîâùèêà â êîíöå n-ëåòíåãî ïðîìåæóòêà Un óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ (1.3):

Un = max (Un−1 + c(z)−min(X, z), a) , U0 = u,
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ãäå z � óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ, äåéñòâóþùèé â ïîñëåäíèé ãîä, c(z) � ïðåìèè

ñòðàõîâùèêà, îïðåäåëåííûå ñ ïîìîùüþ (1.2), X � ðàçìåð ñîâîêóïíûõ òðåáîâàíèé çà n-ûé

ïåðèîä, u � íà÷àëüíûé êàïèòàë.

Ìû õîòèì ìèíèìèçèðîâàòü îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå èçäåðæêè çà n-ëåòíèé ïðî-

ìåæóòîê âðåìåíè è óñòàíîâèòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé

ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ.

Â íàøåé ìîäåëè ñòðàõîâùèê ìîæåò ìåíÿòü óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â íà÷àëå

êàæäîãî ãîäà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç zk(u) îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ, äåé-

ñòâóþùèé íà ïåðâîì øàãå k-øàãîâîãî ïðîöåññà ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì u. Ñòðàòåãèåé

ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ðàññ÷èòàííîé íà n ëåò, áóäåì íàçûâàòü íàáîð ôóíêöèé {zk}nk=1.

Èíòåðåñóþùàÿ íàñ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ðàçìåð äîïîëíèòåëüíûõ âëèâàíèé çà n ëåò,

äèñêîíòèðîâàííûõ ê íà÷àëüíîìó ìîìåíòó, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ln(u, z1, . . . , zn) = E

(
n∑
k=1

αkJ(Uk−1, zn−k+1)

∣∣∣∣ U0 = u

)
,

ãäå zn−k+1 = zn−k+1(Uk−1) � óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â k-ûé ïåðèîä, J(Uk−1, zn−k+1)

� âëèâàíèÿ êàïèòàëà (îïðåäåëÿþùèåñÿ ñîãëàñíî (1.4)) çà k-ûé ïåðèîä. Ïàðàìåòð α ÿâ-

ëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèñêîíòèðîâàíèÿ, 0 < α < 1. Ïîÿñíèì, êàêîé ñìûñë íåñåò èíäåêñ

n − k + 1. Åñëè äåéñòâîâàòü ñîãëàñíî n-ëåòíåé ñòðàòåãèè, òî ê k-ìó ãîäó ó íàñ îñòàíåòñÿ

n− k + 1 ëåò, äëÿ êîòîðûõ íóæíî áóäåò âûáðàòü óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ. Ïîëó-

÷àåòñÿ, ÷òî â k-ûé ãîä ìû îïðåäåëÿåì óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà ïåðâîì øàãå

n− k + 1-øàãîâîãî ïðîöåññà.

Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî, ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå äîïîëíèòåëüíûå âëèâàíèÿ çà n

ëåò áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ êàê

hn(u) = inf
zk>0, k=1,n

Ln(u, z1, . . . , zn). (1.15)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà (Áåëëìàí [1]) ôóíêöèÿ hn(u),

çàäàííàÿ â (1.15), óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

hn(u) = inf
z>0

[H1(u, z) + αEhn−1 (max(a, u+ c(z)−min(z,X)))] . (1.16)

Òàê êàê h0(u) ≡ 0, òî h1(u) = infz>0H1(u, z), è ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè ìû óæå èññëå-

äîâàëè â ïðåäûäóùåé ñåêöèè.

Ïîêàæåì, ÷òî èíôèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (1.16) äîñòèãàåòñÿ, è hn(u) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèåé íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåñêîëüêî

âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ëåììà 1.5. Ôóíóöèÿ hn(u), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1.16), ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòà-

þùåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðîâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 0 èìååì h0(u) =

0. Ïóñòü hn−1(u) � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà u, ïîêàæåì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå

îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðè çàìåíå n− 1 íà n.

Ôóíêöèÿ max(u+ c(z)−min(ξ, z), a) íå óáûâàåò ïî u, ïîýòîìó ôóíêöèÿ hn−1(max(u+

c(z)−min(ξ, z), a)) è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò íåå ÿâëÿþòñÿ íåâîçðàñòàþùèìè.

Äàëåå, J(u, z) = (min(ξ, z)− (u− a)− c(z))+ � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ u, ñëåäîâà-

òåëüíî, òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ è H1(u, z) = EJ(u, z).

Èç âûøåñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ñóììà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì èíôèìóìà â (1.16), ìî-

íîòîííà ïî u ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì z. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî è èíôèìóì ïî z áóäåò

ìîíîòîííî íå âîçðàñòàòü.

Ëåììà 1.6. Ôóíêöèÿ H1(u, z) íåïðåðûâíà ïî ïàðå àðãóìåíòîâ (u, z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (1.4)

H1(u, z) = EJ(u, z) =

∞∫
0

(a− u− c(z) + min(x, z))+dF (x).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Jx(u, z) := (a− u− c(z) + min(x, z))+.

Äëÿ ëþáîãî z ≥ 0 è äëÿ ëþáîãî u ≥ a èìåþò ìåñòî îöåíêè

a− u− c(z) ≤ A, min(x, z) ≤ x,

ãäå A ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, 0 < A < ∞. Çíà÷èò, |Jx(u, z)| ≤ A + x. Òàê êàê Jx(u, z)

íåïðåðûâíà ïî (u, z), òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî z̃ ≥ 0, ũ ≥ a

lim
z→z̃
u→ũ

H1(u, z) = lim
z→z̃
u→ũ

EJ(u, z) = E lim
z→z̃
u→ũ

J(u, z) = EJ(ũ, z̃) = H1(ũ, z̃).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ H1(u, z) íåïðåðûâíà ïî ïàðå àðãóìåíòîâ (u, z).

Ëåììà 1.7. Äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò un òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ≥ un âûïîëíÿåòñÿ

hn(u) = 0. Â êà÷åñòâå un ìîæíî âçÿòü

un = a+ n(z∗ − c(z∗)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Äëÿ ëþáîãî u ≥ a èìååì h0(u) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò un−1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ≥ un−1 âûïîëíÿåòñÿ

hn−1(u) = 0. Äîêàæåì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðè çàìåíå n − 1

íà n. Â ñèëó (1.16) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà
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0 ≤ hn(u) ≤ [EJ(u, z) + αEhn−1(max(u+ c(z)−min(X, z), a))]

∣∣∣∣
z=z∗

=

=

z∗∫
0

(a− u− c(z∗) + x)+f(x)dx+ (a− u− c(z∗) + z∗)
+(1− F (z∗))+

+ α

z∗∫
0

hn−1(max(u+ c(z∗)− x, a))f(x)dx+

+ αhn−1(max(u+ c(z∗)− z∗, a))(1− F (z∗)).

(1.17)

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî

1) Âåðíî ðàâåíñòâî (a− u− c(z∗) + x)+ = 0 ïðè u ≥ a+ z∗ − c(z∗) è x ∈ [0, z∗].

2) hn−1(max(u+ c(z∗)−min(x, z∗), a)) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé

u. Ýòî âûòåêàåò èç ëåììû 1.5 è òîãî, ÷òî (a − u − c(z) + min(x, z))+ íå âîçðàñòàåò ïî u.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

hn−1(max(u+ c(z∗)−min(x, z∗), a)) ≤ hn−1(max(u+ c(z∗)− z∗, a)).

3) Èç ïðåäïîëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè âûòåêàåò, ÷òî

hn−1(max(u+ c(z∗)− z∗, a)) = 0 ïðè max(u+ c(z∗)− z∗, a) ≥ un−1, òî åñòü ïðè u òàêèõ, ÷òî

max(u, a+ z∗ − c(z∗)) ≥ un−1 + z∗ − c(z∗).
Åñëè ïîëîæèòü un = max(a + z∗ − c(z∗), un−1 + z∗ − c(z∗)), òî, ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòà-

ìè ïóíêòîâ 1)-3) è íåðàâåíñòâîì (1.17), íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî hn(u) = 0 ïðè u ≥ un.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî un−1 ≥ a è äëÿ ëþáîãî k = 0, n− 1 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè uk =

a+ k(z∗ − c(z∗)), ïîëó÷èì

un = un−1 + z∗ − c(z∗) = un−2 + 2(z∗ − c(z∗)) = u0 + n(z∗ − c(z∗)) = a+ n(z∗ − c(z∗)).

Äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u <∞, òàê êàê â ñèëó ëåììû 1.7 äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò

un òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ u ≥ un âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî hn(u) = 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåì äëÿ ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè.

Hn(u, z) = H1(u, z) + αdn−1(u, z), ãäå (1.18)

dn−1(u, z) = Ehn−1(max(a, u+ c(z)−min(z,X))). (1.19)

Ëåììà 1.8. 1) Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 ôóíêöèÿ Hn(u, z), îïðåäåëåííàÿ â (1.18), äîñòèãàåò

èíôèìóìà ïî z.

2) Ôóíêöèÿ hn(u) = infz>0Hn(u, z) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè n = 0 èìååì

h0(u) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî hn−1(u) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé è äîêàæåì, ÷òî

ôóíêöèÿ Hn(u, z) äîñòèãàåò èíôèìóìà ïî z, è hn(u) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.

1) Â ñèëó òîãî, ÷òî hn−1(u) íåïðåðûâíà íà ëþáîì îòðåçêå, îíà îãðàíè÷åíà íà íåì,

ñëåäîâàòåëüíî, hn−1(u) îãðàíè÷åíà íà èíòåðâàëå [0, un−1]. È òàê êàê ñîãëàñíî ëåììå 1.7

ïðè u ≥ un−1 èìååò ìåñòî hn−1(u) = 0, ïîëó÷èì

hn−1(max(u+ c(z)−min(x, z), a)) ≤ A <∞,

ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ôóíêöèÿ Hn−1(u, z) íåïðåðûâíà ïî (u, z), êàê êîìïîçèöèÿ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîýòîìó èç òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ëþáûõ z̃ ≥ 0, ũ ≥ a

lim
z→z̃
u→ũ

dn−1(u, z) = lim
z→z̃
u→ũ

∞∫
0

hn−1(max(u+ c(z)−min(x, z), a))dF (x) =

=

∞∫
0

lim
z→z̃
u→ũ

hn−1(max(u+ c(z)−min(x, z), a))dF (x) =

=

∞∫
0

hn−1(max(ũ+ c(z̃)−min(x, z̃), a))dF (x).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ dn−1(u, z) íåïðåðûâíà ïî ïàðå ïåðåìåííûõ (u, z), ãäå (u, z) ∈
[a, un] × [0,+∞]. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé H1(u, z) è dn−1(u, z) íà [a, un] × [0,+∞] ñëå-

äóåò, ÷òî èíôèìóì ôóíêöèè Hn(u, z) äîñòèãàåòñÿ.

2) Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ hn(u) íåïðåðûâíà. Êàê ìû ïîêàçàëè ðàíåå, ôóíê-

öèÿ Hn(u, z) íåïðåðûâíà ïî ïàðå (u, z). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lim
u→ũ

Hn(u, z) = Hn(ũ, z) äëÿ

ëþáîãî ũ ≥ a. Ïóñòü hn(ũ) = Hn(ũ, z̃), òî åñòü z̃ = arg min
z≥0

Hn(ũ, z), òîãäà

a) Âûïîëíåíèå lim
u→ũ

Hn(u, z̃) = Hn(ũ, z̃) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-

ñòâóåò δ òàêîå, ÷òî |u− ũ| < δ âëå÷åò |Hn(u, z̃)−Hn(ũ, z̃)| < ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

hn(u) = min
z≥0

Hn(u, z) ≤ Hn(u, z̃) ≤ Hn(ũ, z̃) + ε = hn(ũ) + ε,

òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ òàêîå, ÷òî èç |u− ũ| < δ âûòåêàåò

hn(u) ≤ hn(ũ) + ε,

à çíà÷èò, lim
u→ũ

hn(u) ≤ hn(ũ).

á) Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî lim
u→ũ

hn(u) ≥ hn(ũ). Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî.
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Ïóñòü ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî lim
u→ũ

hn(u) ≤ hn(ũ) − ε. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóþò ũm, z̃m òàêèå, ÷òî èç |ũm− ũ| ≤
1
m
âûòåêàåò Hn(ũm, z̃m) ≤ hn(ũ)− ε.
Òàê êàê z̃m ∈ [0,+∞], òî ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü z̃mk , limk→∞ z̃mk =

ẑ, ãäå ẑ ∈ [0,∞]. Ó÷èòûâàÿ ýòî è òî, ÷òî lim
m→∞

ũm = ũ, ïîëó÷àåì lim
k→∞

Hn(ũmk , z̃mk) =

Hn(ũ, ẑ).

Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Hn(u, z) âûòåêàåò, ÷òî

Hn(ũ, ẑ) = lim
k→∞

Hn(ũmk , z̃mk) ≤ hn(ũ)− ε = min
z≥0

Hn(ũ, z)− ε ≤ Hn(ũ, ẑ)− ε.

Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
u→ũ

hn(u) ≥ hn(ũ).

Èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïóíêòàõ à) è á) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ hn(u) íåïðåðûâíà.

1.1.3 Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìíîãîøàãîâîé ìî-

äåëè

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ

èçäåðæåê è âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ìíîãîøàãîâîé ìîäåëè.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî e(u, z) = u+ c(z)− a, ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (1.19) äëÿ dk(u, z) ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

dk(u, z) =



hk(a), e(u, z) < 0∫ e(u,z)

0

hk(u+ c(z)− x)f(x) dx+ hk(a)F (e(u, z)), e(u, z) ∈ [0, z],∫ z

0

hk(u+ c(z)− x)f(x) dx+ hk(u− g(z))F (z), e(u, z) > z.

(1.20)

Îòñþäà è èç (1.18) âûòåêàåò, ÷òî

∂Hk+1

∂z
(u, z) = F (z)Gk+1(u, z), (1.21)

ãäå

Gk+1(u, z) =


1−mF (e(u, z)) +mα

∫ e(u,z)

0

h′k(u+ c(z)− x)f(x) dx, e(u, z) ≤ z,

α[m

∫ z

0

h′k(u+ c(z)− x)f(x) dx− h′k(u− g(z))g′(z)], e(u, z) > z.

(1.22)

Â ÷àñòíîñòè, Gk+1(u, z) = 1−m, åñëè e(u, z) < 0.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè (l,m) ∈ D1, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè çà n ëåò hn(u)

ðàâíû 0 äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u ≥ a è n ≥ 1.

Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ zn(u) íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðî-

öåññà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè ðàâåí zr1(u) äëÿ ëþáîãî n ≥ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.4 ïðè (l,m) ∈ D1 èìååì a ≥ u∗1. Â òåîðåìå 1.1 óñòà-

íîâèëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå h1(u) = 0 äëÿ ëþáîãî u ≥ a. Îòñþäà è èç (1.18) âûòåêàåò

H2(u, z) = H1(u, z), òàê êàê d1(u, z) = 0 äëÿ âñåõ u ≥ a è z > 0. Áîëåå òîãî, èç (1.5) ñëåäóåò

H1(u, z) = 0 ïðè g(z) ≤ u − a. Ðóêîâîäñòâóÿñü, êàê è ðàíåå, ñîîáðàæåíèÿìè î òîì, ÷òî

ñòðàõîâùèê ñòðåìèòüñÿ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûå ïî âîçìîæíîñòè ïðåìèè, âûáèðàåì â êà-

÷åñòâå îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íàèáîëüøåå z, ÿâëÿþùååñÿ êîðíåì

óðàâíåíèÿ H1(u, z) = 0, à èìåííî, ïîëàãàåì z2(u) = zr1(u).

Äàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü ïî èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî hk(u) = 0 äëÿ u ≥ a è

k ≤ n− 1. Òîãäà èç (1.19) âûòåêàåò, ÷òî dn−1(u, z) = 0 äëÿ âñåõ u ≥ a è z > 0. Ýòî âëå÷åò

Hn(u, z) = H1(u, z). Ïîëó÷àåì, ÷òî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ âûáîð â êà÷åñòâå

óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ zn(u) = z1(u), ïðè êîòîðîì hn(u) = 0.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ íàãðóçêè (l,m), íå ëåæàùèõ â îáëàñòè D1, ïîèñê îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé.

Òåîðåìà 1.5. Åñëè (l,m) ∈ D2 ∪ D3, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè çà n ëåò

hn(u) ðàâíû 0 ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå u ≥ u∗n, ãäå u
∗
n = a+ ng(z∗).

Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà

ðàâåí zn(u) = z1 (u− (n− 1)g(z∗)) äëÿ u ≥ u∗n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â òåîðåìå 1.4, ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Äîïóñòèì,

÷òî æåëàåìîå óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ k ≤ n− 1, ïîêàæåì, ÷òî îíî îñòàåòñÿ ñïðà-

âåäëèâûì ïðè k = n.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ íàãðóçêè (l,m) ∈ D2∪D3 èç òåîðåì 1.2 è 1.3 ñëåäóåò, ÷òî h1(u) = 0

ïðè u ≥ u∗1. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè hn−1 = 0 ïðè u ≥ u∗n−1, òî åñòü, ó÷èòûâàÿ

(1.20), dn−1(u, z) = 0 äëÿ u − g(z) ≥ u∗n−1 = a + (n − 1)g(z∗). Ïðåäñòàâëåíèå ïîñëåäíåãî

íåðàâåíñòâà â âèäå

u− (n− 1)g(z∗)− a ≥ g(z)

ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, ÷òî dn−1(u, z) = 0, êîãäà

z ∈ [zl1(u− (n− 1)g(z∗)), zr1(u− (n− 1)g(z∗))].

Çäåñü, êàê è ðàíåå, zl1(u), zr1(u) îáîçíà÷àþò êîðíè óðàâíåíèÿ u − a = g(z). Òàê êàê

H1(u, z) = 0 ïðè z ∈ [zl1(u), zr1(u)] è ôóíêöèÿ zr1(u) âîçðàñòàåò ïî u, ìîæåì âçÿòü

zn(u) = zr1(u− (n− 1)g(z∗)) è ïîëó÷èòü hn(u) = 0 ïðè u ≥ u∗n.

Òåîðåìà 1.6. Åñëè (l,m) ∈ D2 ∪D3, òî îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ

zn(u) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç óáûâàþùåé ôóíêöèåé ïðè u ∈ (max(a, u∗), u
∗
1), áîëåå òîãî,

zn(u) > z1(u) è z′n(u) = −(c′(zn(u)))−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.4, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (l,m) ∈ D2 âåðíî íåðàâåíñòâî

u∗ < a ≤ u∗1, â òî âðåìÿ êàê äëÿ (l,m) ∈ D3 èìååò ìåñòî a ≤ u∗. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà

ñëó÷àé n = 2. Òàê êàê ïî óñëîâèþ u < u∗1, òî

e(u, z)− z = u− a− g(z) < u∗1 − a− g(z) = g(z∗)− g(z) ≤ 0,

è â ñèëó (1.21), (1.22) áóäåò âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

∂H2

∂z
(u, z) = F (z)G2(u, z),

ãäå

G2(u, z) = 1−mF (e(u, z)) + αm

∫ e(u,z)

0

h′1(a+ e(u, z)− x)f(x) dx.

Ó÷èòûâàÿ e′z(u, z) = −c′(z), e′u(u, z) = 1, íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî

∂G2

∂z
(u, z) = c′(z)

∂G2

∂u
(u, z).

Áîëåå òîãî, îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z2(u) = z
(21)
0 (u) çàäàåòñÿ íåÿâíî

ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ G2(u, z
(21)
0 (u)) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

z′2(u) = −
(
∂G2

∂u
/
∂G2

∂z

)
(u, z2(u)) = −(c′(z2(u)))−1 < 0,

îòêóäà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò

z′′2 (u) = f(z2(u))m−2F
−3

(u, z2(u)) > 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî e(u, z1(u)) = z∗ äëÿ u < u∗1, ïîëó÷èì

G2(u, z1(u)) = αm

∫ z∗

0

h′1(a+ z∗ − x)f(x) dx < 0.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî z1(u) < z2(u) ïðè u < u∗1. Èòàê, ìû óñòàíîâèëè ñïðàâåäëèâîñòü

óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ n = 2. Ðåçóëüòàò äëÿ n > 2 äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí äëÿ ñëó÷àÿ n = 2.

Òåîðåìà 1.7. Åñëè (l,m) ∈ D2, òî îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà

ïåðâîì øàãå äâóõøàãîâîãî ïðîöåññà ïðè u ∈ (u∗1, u
∗
2) èìååò âèä

z2(u) = min
(
z0(u− g(z∗)), max(zr1(u), z

(21)
0 (u))

)
,

ãäå z0(u) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ e(u, z) = z∗, à z
(21)
0 � êîðíåì óðàâíåíèÿ

1− (m− α)F (e(u, z))− αF (e(u− g(z∗), z)) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1 èìååò ìåñòî h′1(u) = −m−1 ïðè u ∈ (max(a, u∗), u
∗
1)

è h′1(u) = 0 ïðè u > u∗1.

Äëÿ z ∈ A(u) = (zl1(u), zr1(u)) âûïîëíÿåòñÿ e(u, z) − z = u − a − g(z) > 0, ïîýòîìó

ñîãëàñíî (1.22) âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

G2(u, z) = α[m

∫ z

0

h′1(a+ e(u, z)− x)f(x) dx− g′(z)h′1(u− g(z))]. (1.23)

Ïîëüçóÿñü ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íåðàâåíñòâ

a+ e(u, z)− x > u∗1 ⇔ x < a+ e(u, z)− u∗1 = e(u, z)− g(z∗) = e(u− g(z∗), z)

è âèäîì ôóíêöèè h′1(u), ìîæåì ïåðåïèñàòü (1.23) â âèäå

G2(u, z) = αm−1[1−mF (e(u− g(z∗), z))].

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ F
−1 ( 1

m

)
= z∗, ðåøåíèå z

(22)
0 (u) óðàâíåíèÿ G2(u, z) = 0 ïðè

ôèêñèðîâàííîì u ìîæíî çàäàâàòü íåÿâíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

e
(
u− g(z∗), z

(22)
0 (u)

)
= z∗.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

z
(22)
0 (u) = z0 (u− g(z∗)) ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, z
(22)
0 (u∗2) = z0(u∗1) = z∗ è z

(22)
0 (u)→∞ ïðè u↘ u∗ + g(z∗) > u∗1 .

Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî êðèâûå z
(22)
0 (u) è zr1(u) áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ â íåêîòîðîé

òî÷êå ū ∈ (u∗ + g(z∗), u
∗
2). Ïîýòîìó, íåâîçìîæíî âûáðàòü z

(22)
0 (u) â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî

óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z2(u) äëÿ u < ū. Áîëåå òîãî, G2(u, zr1(u)) < 0 äëÿ u < ū,

íî ïîëîæèòåëüíî äëÿ u > ū. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçóìíî âçÿòü z2(u) = min
(
z

(22)
0 (u), zr1(u)

)
.

Îäíàêî òðåáóåòñÿ åùå îäíî óòî÷íåíèå äëÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè u∗1. Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ

z /∈ A(u) âûïîëíÿåòñÿ e(u, z) ≤ z, ïîýòîìó ñîãëàñíî (1.22)

G2(u, z) = g′(e(u, z)) + αm

∫ e(u,z)

0

h′1(a+ e(u, z)− x)f(x) dx.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

G2(u, z) = 1− (m− α)F (e(u, z))− αF (e(u− g(z∗), z)),

îòêóäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò, ÷òî îíî âîçðàñòàåò ïî z. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû 1.6 ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç z
(21)
0 (u) êîðåíü óðàâíåíèÿ G2(u, z) = 0 â ñëó÷àå e(u, z) ≤ z.

Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèÿ z
(21)
0 (u) óáûâàåò è z

(21)
0 (u∗1) > z∗ = zr1(u∗1). Ïîëàãàÿ

z2(u) = min
(
z

(22)
0 (u), max(z

(21)
0 (u), zr1(u))

)
,

ïîëó÷èì æåëàåìûé âèä äëÿ z2(u).
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Ñôîðìóëèðóåì ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ìîäåëè ñ âëèâàíèåì êàïèòàëà è ïå-

ðåñòðàõîâàíèåì.

Òåîðåìà 1.8. Åñëè (l,m) ∈ D2, òî ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå èçäåðæ-

êè hn(u) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî u ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ zn(u)

ìîæåì ïðåäñòàâèòü ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè â âèäå hn(u) = Hn(u, zn(u)), n ≥ 1. Ïîñëåäíåå

âëå÷åò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

|hn+1(u)− hn(u)| ≤ max
z=zn(u),zn+1(u)

|Hn+1(u, z)−Hn(u, z)|.

Ââîäÿ δn = maxu≥a |hn+1(u)− hn(u)|, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî δn ≤ Cαn, ãäå C = h1(a). Ñëåäî-

âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò h(u) = limn→∞ hn(u), è ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî u.

1.1.4 ×èñëåííûå ïðèìåðû

Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ, êàê âûãëÿäèò îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà ñîâîêóïíûå ãîäîâûå òðåáîâàíèÿ èìåþò ðàñïðåäå-

ëåíèå ñ ëåãêèìè õâîñòàìè (ýêñïîíåíöèàëüíîå è ðàâíîìåðíîå) è ñ òÿæåëûìè (ðàñïðåäåëå-

íèå Ïàðåòî). ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíÿëîñü â ïðîãðàììå Wolfram Mathematica.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóñòü f(x) = b exp{−bx}I[0,∞)(x), b > 0, òîãäà

F (x) = exp{−bx} ïðè x ≥ 0 è F (x) = 1 ïðè x < 0.

Íåñëîæíî âû÷èñëèòü, ÷òî γ = b−1, z∗ = b−1 lnm è
∫∞
z∗
F (x) dx = (mb)−1. Ïîýòîìó,

îáëàñòè Di, i = 1, 2, 3, çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé íà íàãðóçî÷íûå

êîýôôèöèåíòû l,m

D1 = {m > l > 1 + lnm}, D2 = {1 + lnm ≥ l > lnm}, D3 = {lnm ≥ l > 1}.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Di, i = 1, 2, 3, íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ

b, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.
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Ðèñ. 3: Îáëàñòè Di â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé

Äëÿ èëëþñòðàöèè òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ñåêöèÿõ, ðàñ-

ñìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿì íà-

ãðóçî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ (l,m).

1. Ïîëîæèì l = 2, m = 2.1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (l,m) ∈ D1, è ñëåäîâàòåëüíî, g(z∗) < 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè hn(u) ðàâíû 0 äëÿ ëþáîãî n ≥ 1

è u ≥ a, â òî âðåìÿ êàê îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ zn(u) ðàâåí zr1(u).

Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ôóíêöèè g(z) = z−b−1(l−me−bz), íàõîäèì ìàêñèìàëüíûé êîðåíü

óðàâíåíèÿ g(z) = u − a ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû FindRoot â Wolfram Mathematica. Òàê

êàê g(z) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç è äîñòèãàåò ñâîåãî åäèíñòâåííîãî ìèíèìóìà â òî÷êå

z∗, òî âûáèðàÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ çíà÷åíèå áîëüøåå z∗, ïîëó÷èì, ÷òî

ïðîöåäóðà FindRoot, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå Íüþòîíà, ñîéäåòñÿ ê zr1(u) äëÿ ëþáîãî u ≥ a.

Ãðàôèê ôóíêöèè zn(u), n ≥ 1, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4(a). Óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåð-

æàíèÿ èçîáðàæåí äëÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ b = 0.5, b = 1 è b = 4. Äëÿ óäîáñòâà

ïîëàãàåì a = 1. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå b, òåì âûøå ðàñïîëîæåí

ãðàôèê îïòèìàëüíîãî óðîâíþ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ.

2. Òåïåðü çàôèêñèðóåì l = 2, m = 5. Äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé ñïðàâåäëèâî (l,m) ∈ D2.

Ñëåäîâàòåëüíî, g(z∗) ≥ 0 è z∗ − c(∞) < 0. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2

äëÿ n = 1 è zn(u), hn(u) íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü n = 1. Äëÿ u ≥ u∗1 = a + g(z∗) ïîëó÷èì h1(u) = 0 è z1(u) = zr1(u), óðîâåíü

ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Äëÿ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà a ≤ u < u∗1 ìîæåì ëåãêî âûâåñòè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ z1(u) =

z0(u) è h1(u). À èìåííî, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

z0(u) = c−1(z∗ + a− u) = b−1[lnm− ln(l − lnm− ba+ bu)],
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h1(u) = b−1(e−bz∗ − e−bz0(u)) =
1− l + lnm+ ba− bu

bm
.

Äëÿ òàêèõ æå, êàê è ðàíåå, çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ b ãðàôèê îïòèìàëüíîãî

óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z1(u) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4(b).

(a) (l,m) ∈ D1 (b) (l,m) ∈ D2

Ðèñ. 4: Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé n > 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5 ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èç-

äåðæêè hn(u) ðàâíû 0 ïðè u ≥ u∗n = a+ng(z∗). Êðîìå òîãî, zn(u) = z1(u− (n− 1)g(z∗)), òî

åñòü îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà

íàõîäèòñÿ êàê ìàêñèìàëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ u− a = g(z) + (n− 1)g(z∗) è ìîæåò áûòü

÷èñëåííî âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû FindRoot.

Åñëè a ≤ u < u∗n, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ hn(u) ìû âû÷èñëÿåì hn(uk) = minzHn(uk, z) â

òî÷êàõ uk = a + kg(z∗)/20, k ≥ 0 è çàòåì ñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííóþ ôóíêöèþ äëÿ hn(u),

êîòîðóþ èñïîëüçóåì íà ñëåäóþùåì n + 1-îì øàãå. Äëÿ ïîäñ÷åòà Hn(u, z) ïðèìåíÿåòñÿ

÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå. Ôóíêöèÿ FindMinimum âîçâðàùàåò íå òîëüêî æåëàåìûé ìè-

íèìóì, íî è çíà÷åíèå àðãóìåíòà zn(u), íà êîòîðîì ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè b = 1 ãðàôèêè ôóíêöèé hn(u), 1 ≤ n ≤ 7, èìåþò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 5(a).

Âåçäå ïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ α = 0.5.
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(a) Ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå

èçäåðæêè hn(u) çà n ëåò

(b) Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæà-

íèÿ zn(u) íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà

Ðèñ. 5: Ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì b = 1

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê hn(u)

âîçðàñòàåò ïî u. Íà ïðèâåäåííîì ðèñóíêå ìîæíî ëåãêî ðàñïîçíàòü ëèøü òðè ãðàôèêà,

òàê êàê ïðè n = 4, 5, 6, 7 ôóíêöèè hn(u) ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþòñÿ ñ h3(u). Èíòåðåñíî òàê-

æå îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ zn(u) èìååò n ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ïîñëåäíèé èç êîòîðûõ

äîñòèãàåòñÿ ïðè u = u∗n (ñì. ðèñ. 5(b)).

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Â äàííîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

f(x) = b−1I[0,b](x), b > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, F (x) = 1 ïðè x ≤ 0, F (x) = 1− xb−1 ïðè x ∈ [0, b]

è F (x) = 0 ïðè x ≥ b.

Ìîæåì âû÷èñëèòü γ = b/2, z∗ = b(1−m−1) è
∫ b
z∗
F (x) dx = γm−2. Òîãäà íåñëîæíî ïîëó-

÷èòü, ÷òîD1 = {m > l > 2−m−1},D2 = {2−m−1 ≥ l > 2−2m−1},D3 = {2− 2m−1 ≥ l > 1}.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà Di, i = 1, 3 èìåþò ôîðìó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 6.
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Ðèñ. 6: Îáëàñòè Di â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé

Êàê è â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé ôîðìà ìíîæåñòâ Di,

i = 1, 2, 3, íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ b.

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé zn(u) è hn(u) àíàëîãè÷íà òîé, ÷òî áûëà ïðîäåëàíà äëÿ

ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ.

1. Âîçüìåì l = 1.7 è m = 3. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ íàãðóçêè âûïîëíÿåòñÿ

g(z∗) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, hn(u) = 0 äëÿ ëþáûõ n ≥ 1 è u ≥ a. Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì

a = 1. Ãðàôèêè îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z1(u) äëÿ çíà÷åíèé b = 2,

b = 3, b = 4, b = 5 è b = 6 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7(a). ×åì âûøå ðàñïîëîæåí ãðàôèê, òåì

áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå b.

2. Òåïåðü ïîëîæèì l = 1.5, m = 3, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî g(z∗) ≥ 0 è z∗ − c(∞) < 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 1. Åñëè u ≥ u∗1, òî h1(u) = 0 è îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåí-

íîãî óäåðæàíèÿ z1(u) = zr1(u), òî åñòü ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ u−a = g(z).

Åñëè æå a ≤ u < u∗1, òî z1(u) = z0(u) è ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû ñëåäóþ-

ùåãî âèäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ è ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ

èçäåðæåê h1(u)

z0(u) = c−1(z∗ + a− u) = b− b

√(
l

2
− 1 +

1

m
+
u− a
b

)
2

m
,

h1(u) =

z0(u)∫
e(u,z0(u))

(x− e(u, z0(u)))f(x) dx+ (a− u+ g(z0(u)))F (z0(u)).

Íà ðèñ. 7(b) ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèè z1(u) äëÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ b =

2, b = 3, b = 4, b = 5 è b = 6.
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(a) (l,m) ∈ D1 (b) (l,m) ∈ D2

Ðèñ. 7: Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ òðåáîâàíèé

Â ñëó÷àå n > 1 âû÷èñëÿåì hn(u) è zn(u) ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû Wolfram Mathematica.

Äëÿ 1 ≤ n ≤ 7 è ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ b = 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, èçîá-

ðàæåííûå íà ðèñ. 8(a).

(a) Ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå

èçäåðæêè hn(u) çà n ëåò

(b) Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæà-

íèÿ zn(u) íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà

Ðèñ. 8: Ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, 2]

Çäåñü ìû íå ìîæåì ðàçëè÷èòü ãðàôèêè ôóíêöèé hn(u), n ≥ 5, òàê êàê îíè ïðàêòè÷åñêè

ñëèâàþòñÿ ñ h4(u). Ãðàôèêè îïòèìàëüíûõ óðîâíåé ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ èçîáðàæåíû

íà ðèñ. 8(b).

Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ d è b ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: f(x) = bdbx−b−1I[d,∞)(x). Èìåþò ìåñòî îãðàíè÷åíèÿ d > 0 è b > 1, òàê

êàê ìû ïîëàãàåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå γ <∞. Âûïîëíÿåòñÿ F (x) = 1 ïðè x ≤ d

è F (x) = dbx−b ïðè x ≥ d.
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Íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî γ = bd(b − 1)−1, z∗ = dm1/b è m
∫∞
z∗
F (x) dx = dm1/b(b −

1)−1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D1 = {m > l > m1/b}, D2 = {m1/b ≥ l > (1 − b−1)m1/b},
D3 = {(1− b−1)m1/b ≥ l > 1}. Âèäèì, ÷òî ìíîæåñòâà Di ñèëüíî çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ïà-

ðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ b. Ïðè÷åì ïðè b → ∞ ìíîæåñòâî D1 óâåëè÷èâàåòñÿ, â òî âðåìÿ

êàê D2 è D3 óìåíüøàþòñÿ. Ýòî ìîæíî íàáëþäàòü íà ðèñ. 9(a) è ðèñ. 9(b).

(a) b = 2 (b) b = 5

Ðèñ. 9: Îáëàñòè Di â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî

Ìû òàêæå âû÷èñëèëè ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè è îïòèìàëüíûå óðîâíè ñîá-

ñòâåííîãî óäåðæàíèÿ.

(a) Ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå

èçäåðæêè hn(u) çà n ëåò

(b) Îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæà-

íèÿ zn(u) íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà

Ðèñ. 10: Ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñ ïàðàìåòðàìè b = 5, d = 2
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�1.2 Ìîäåëü ñ áàíêîâñêèìè çàéìàìè è ïåðåñòðàõîâà-

íèåì

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè â äèñêðåòíîì âðå-

ìåíè. Òàê æå, êàê è â ìîäåëè èç ðàçäåëà 1.1, â íà÷àëå êàæäîãî ãîäà ñòðàõîâùèê ïîëó÷àåò

ïðåìèè, à â êîíöå êàæäîãî ãîäà ïîãàøàåò òðåáîâàíèÿ, ïîñòóïèâøèå â òå÷åíèå ãîäà. Åæå-

ãîäíûå ñîâîêóïíûå èñêè {Xi}i≥1 îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F , ïëîòíîñòüþ f è ìà-

òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì γ < ∞. Åñëè â êîíöå ãîäà êîìïàíèè íå õâàòàåò ñîáñòâåííûõ

ñðåäñòâ äëÿ ïîãàøåíèÿ òðåáîâàíèé, ñòðàõîâùèê îáðàùàåòñÿ â áàíê, ÷òîáû âçÿòü çàéì ïîä

ïðîöåíò r, 0 < r < 1, â ðàçìåðå íåäîñòàþùåé ñóììû. Ïðè÷åì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

êîìïàíèÿ ñàìà âîçâðàùàåò âåëè÷èíó çàéìà, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî áóäóùèå ïðåìèè, à âîò

ïðîöåíòû ïî çàéìó ïîãàøàþò àêöèîíåðû. Ïîýòîìó öåëüþ ñòðàõîâùèêà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìè-

çàöèÿ îæèäàåìûõ ïðîöåíòîâ ïî çàéìàì.

Îòëè÷èå îò ìîäåëè èç ðàçäåëà 1.1 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èñòî÷íèê äîïîëíèòåëüíûõ

âëèâàíèé ÿâíî óêàçàí. Òàêæå êàïèòàë êîìïàíèè ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, â òîì

÷èñëå îòðèöàòåëüíûå. Òî åñòü íå ñóùåñòâóåò ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ, êàê â ìîäåëè 1.1,

âûøå êîòîðîãî òðåáóåòñÿ ïîääåðæèâàòü êàïèòàë. Äëÿ óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ

è ñòàáèëèçàöèè ðàáîòû êîìïàíèè ñòðàõîâùèê çàêëþ÷àåò äîãîâîð íåïðîïîðöèîíàëüíîãî

ïåðåñòðàõîâàíèÿ, à èìåííî äîãîâîð ýêñöåäåíòà óáûòî÷íîñòè, êàê â ðàññìîòðåííîé ðàíåå

ìîäåëè. Ïðåìèè c, èçíà÷àëüíî ïîñòóïàþùèå â êîìïàíèþ, è ïðåìèè ñòðàõîâùèêà ñ ó÷åòîì

ïåðåñòðàõîâàíèÿ c(z) ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñðåäíåãî ïî ôîðìóëàì (1.1) è

(1.2) ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ïîëó÷èì, ÷òî êàïèòàë êîìïà-

íèè â íà÷àëå n-ãî ïåðèîäà, îáîçíà÷àåìûé äàëåå Un, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ, ñõîæåìó ñ

óðàâíåíèåì (1.3) äëÿ êàïèòàëà èç ïðåäûäóùåé ìîäåëè,

Un = Un−1 + c(z)−min(X, z), U0 = u, (1.24)

ãäå X è z îçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåð èñêîâ, ïîñòóïèâøèõ â òå÷åíèå n-ãî ãîäà, è

óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ â ýòîò ïåðèîä. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â äàííîé ìîäåëè êàïèòàë

Un, n ≥ 0, ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ.

1.2.1 Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ â îäíîøàãîâîé è

ìíîãîøàãîâîé ìîäåëÿõ

Ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèé, ñäåëàííûõ îòíîñèòåëüíî ìîäåëè ñ áàíêîâñêèìè çàéìàìè, ïî-

ëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ îæèäàåìûõ èçäåðæåê (ïðîöåíòíûõ âûïëàò ïî çàéìàì), êîòîðóþ ìû
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áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü â îäíîøàãîâîé ìîäåëè, èìååò âèä

H1(u, z) := EJ(u, z),

ãäå

J(u, z) = r(min(X, z)− e(u, z))+, e(u, z) = u+ c(z). (1.25)

Ïåðåìåííûå u, z,X ïðåäñòàâëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, íà÷àëüíûé êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïà-

íèè, óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ è òðåáîâàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìûé åäèíè÷íûé ïðî-

ìåæóòîê. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

H1(u, z) = r

[∫ z

0

(x− e(u, z))+f(x) dx+ (z − e(u, z))+F̄ (z)

]
. (1.26)

Âåëè÷èíà J(u, z) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàçìåð ïðîöåíòíûõ âûïëàò, ïîãàøàåìûõ àêöèîíå-

ðàìè. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ôóíêöèè

h1(u) := inf
z>0

H1(u, z), (1.27)

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñóììó ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ âûïëàò, è óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî

óäåðæàíèÿ z, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ H1(u, z) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Äîêàæåì

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.9. Ìèíèìóì H1(u, z) ïðè ôèêñèðîâàííîì u äîñòèãàåòñÿ, êîãäà z èìååò ñëå-

äóþùèé âèä

z1(u) =


∞ ïðè u ≤ u∗,

c−1(z∗ − u) ïðè u ∈ [u∗, u
∗
1],

z∗ ïðè u ≥ u∗1,

(1.28)

ãäå u∗ = z∗ − lγ, u∗1 = g(z∗).

Äëÿ u ∈ (u∗, u
∗
1) ôóíêöèÿ z1(u) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé âûïóêëîé âíèç, z′1(u) ↗ −1 ïðè

u↗ u∗1, z
′
1(u)↘ −∞ ïðè u↘ u∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñîîáðàæåíèÿìè, ñõîæèìè ñ òåìè, êîòîðûå áû-

ëè ïðèâåäåíû â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 1.1 - 1.3. Çàìåòèì, ÷òî èç (1.26) âûòåêàåò

H1(u, z) = 0 ïðè z − e(u, z) ≤ 0. (1.29)

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ g(z), îïðåäåëåííóþ â (1.7), íåðàâåíñòâî èç (1.29) ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå g(z)− u ≤ 0. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî H1(u, z) = 0 â îáëàñòè A = {(u, z) : g(z) ≤ u}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç zl(u) è zr(u), ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûé è ïðàâûé êîðíè óðàâíåíèÿ g(z) =

u. Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè g(z), ñôîðìóëèðîâàííûõ â ëåììå 1.2, âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî

A(u) = [zl(u), zr(u)] ⊂ A íåïóñòî òîëüêî ïðè u ≥ u∗1 . Î÷åâèäíî, ÷òî zl(u) = 0 ïðè u ≥
(m− l)γ, zr(u)→∞ ïðè u→∞ è z∗ ∈ A(u).
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî u ≥ u∗1 ðàâåíñòâî H1(u, z) = 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè

z ∈ A(u). Ïðè âûáîðå îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ èç ìíîæåñòâà A(u)

ìû äåéñòâóåì íå òàê, êàê ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â ìîäåëè èç ðàçäåëà

1.1. À èìåííî, èç ìíîæåñòâà A(u) ìû âûáèðàåì íå zr1(u), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìàêñè-

ìàëüíûì ïðåìèÿì ñòðàõîâùèêà c(z) è çàâèñèò îò u, à êîíñòàíòíîå çíà÷åíèå z∗. Âî-ïåðâûõ,

ýòî ñèëüíî óïðîùàåò ðàñ÷åò îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè íà ïðàêòèêå, âî-âòîðûõ, çíà÷åíèå ìè-

íèìàëüíûõ îæèäàåìûõ èçäåðæåê ïðè ýòîì îñòàåòñÿ ðàâíûì 0, è â-òðåòüèõ, èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî zl(u
∗
1) = z∗r = z∗.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé u < u∗1. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ (u, z) ∈ B = {(u, z) :

g(z) > u} ñïðàâåäëèâî
∂H1

∂u
(u, z) = −rF̄ (e(u, z)) (1.30)

è
∂H1

∂z
(u, z) = rF̄ (z)(1−mF̄ (e(u, z))). (1.31)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.30) è (1.31) âëåêóò âûïîëíåíèå

∂H1

∂z
(u, z) = F̄ (z)

[
r +m

∂H1

∂u
(u, z)

]
. (1.32)

Èç (1.31) âûòåêàåò, ÷òî ∂H1

∂z
(u, z) = 0 ïðè

1−mF̄ (e(u, z)) = 0. (1.33)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ e(u, z) = z∗, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

z1(u) = c−1(z∗ − u). Â ñèëó òîãî, ÷òî u∗1 = g(z∗) = z∗ − c(z∗), ïîëó÷àåì z1(u∗1) = z∗. Áîëåå

òîãî,

z′1(u) = −(mF̄ (z1(u)))−1 < 0 è z′′1 (u) = m−2f(z1(u))(F̄ (z1(u)))−3 > 0. (1.34)

Èòàê, äîêàçàëè, ÷òî z1(u) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç óáûâàþùåé ôóíêöèåé ïðè u < u1∗.
Òàêæå çàìåòèì, ÷òî z′1(u∗1) = −(mF̄ (z∗))

−1 = −1.

Äàëåå, óðàâíåíèå (1.33) èìååò êîíå÷íîå ðåøåíèå òîëüêî ïðè u > u∗ = z∗ − lγ, òàê êàê

ïðè u < u∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî e(u, z) < z∗, êîòîðîå âëå÷åò 1 − mF̄ (e(u, z)) < 0.

Òàêèì îáðàçîì, H1(u, z) óáûâàåò ïî z äëÿ ëþáîãî u < u∗. Ëîãè÷íî ïîëîæèòü z1(u) = ∞
äëÿ òàêèõ u, äðóãèìè ñëîâàìè, îòêàçàòüñÿ îò óñëóã ïåðåñòðàõîâùèêà. Òàêæå íåñëîæíî

ïîëó÷èòü, ÷òî z1(u) ↗ ∞ ïðè u ↘ u∗, à çíà÷èò, z′1(u) ↘ −∞ ïðè (1.34). Âñå ñâîéñòâà

îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ äîêàçàíû.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ôóíêöèÿ h1(u) èìååò ïðîèçâîäíóþ ñëåäóþùåãî âèäà

h′1(u) =


−rF̄ (u+ lγ) ïðè u ≤ u∗,

−rm−1 ïðè u ∈ [u∗, u
∗
1),

0 ïðè u > u∗1.

(1.35)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1.9 âûòåêàåò h1(u) = H1(u, z1(u)), ãäå z1(u) çàäàåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ (1.28). Ñëåäîâàòåëüíî,

h′1(u) =
∂H1

∂u
(u, z1(u)) +

∂H1

∂z
(u, z1(u))z′1(u). (1.36)

Ñîãëàñíî (1.29), (1.31) è (1.33), âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.36) ðàâíî íóëþ. Ïîýòî-

ìó h′1(u) = ∂H1

∂u
(u, z1(u)), îòêóäà â ñâîþ î÷åðåäü âûòåêàåò h′1(u) = 0 ïðè u > u∗1. Ó÷èòûâàÿ

(1.32), çàêëþ÷àåì, ÷òî h′1(u) = −rm−1 ïðè u ∈ (u∗, u
∗
1). È íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ (1.30)

íàõîäèì, ÷òî h′1(u) = −rF̄ (u+ lγ) ïðè u < u∗.

Çàìå÷àíèå 3. . Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî h′1(u) íåïðåðûâíà â òî÷êå u = u∗, è h
′
1(u) = −r

ïðè u ≤ −lγ. Â îòëè÷èå îò ìîäåëè èç ðàçäåëà 1.1, ìû èùåì h1(u) è z1(u) íå òîëüêî äëÿ

u, ïðåâûøàþùèõ çàäàííûé ïîëîæèòåëüíûé óðîâåíü, íî è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé

u. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ íà ïîñëåäíåì èíòåðâàëå ìíîãî-

øàãîâîãî ïðîöåññà ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîìó ïîâåäåíèþ â îäíîãîøàãîâîé ìîäåëè, è

êàïèòàë â íà÷àëå ýòîãî èíòåðâàëà ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî u∗1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò êîýôôèöèåíòîâ íàãðóçêè

l è m. È ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 1.4, ââåäåì ìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå (1.8), à èìåííî

D1 = {(l,m) : u∗1 < 0}, D2 = {(l,m) : u∗1 ≥ 0, u∗ < 0}, D3 = {(l,m) : u∗ ≥ 0}.

Ðàññóæäàÿ, êàê â ñòàòüå (Bulinskaya et al [18]), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî îæèäàåìûå

ìèíèìàëüíûå äèñêîíòèðîâàííûå èçäåðæêè çà n ïåðèîäîâ hn(u), n > 1, óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ Áåëëìàíà

hn(u) = inf
z>0

Hn(u, z), Hn(u, z) = H1(u, z) + αdn−1(u, z), (1.37)

ãäå H1(u, z) çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (1.26) è dk(u, z) = Ehk(e(u, z) −min(z,X)). Ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1.10. Åñëè (l,m) òàêèå, ÷òî u∗1 = 0, òî

ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè hn(u) ðàâíû 0 äëÿ ëþáûõ n ≥ 1, u ≥ 0, îïòè-

ìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà ïðè ýòîì

ðàâåí zn(u) = z∗.

Åñëè u < 0, òî â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ âûáèðàåòñÿ

zn(u) = min(ẑn(u),∞),

ãäå ẑn(u) åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Gn(u, z) = 0 è

Gn(u, z) = r[1−mF̄ (e(u, z))] + αm

∫ z

e(u,z)

h′n−1(e(u, z)− x)f(x) dx

−αg′(z)h′n−1(e(u, z)− z). (1.38)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n = 1 óæå óñòàíîâèëè âèä îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåð-

æàíèÿ (ñì. òåîðåìó 1.9). Äàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü ïî èíäóêöèè. Èòàê,

H2(u, z) = H1(u, z) + αd1(u, z), ãäå

d1(u, z) =

∫ z

0

h1(e(u, z)− x)f(x) du+ h1(e(u, z)− z)F̄ (z). (1.39)

Î÷åâèäíî, d1(u, z) = H1(u, z) = 0 íà ìíîæåñòâå A = {(u, z) : g(z) ≤ u}. Çíà÷èò, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü H2(u, z) = 0, äîñòàòî÷íî âûáðàòü ëþáîå z ∈ [zl(u), zr(u)]. Êàê è â ñëó÷àå

n = 1, ïîëàãàåì z2(u) = z∗ è ïîëó÷àåì h2(u) = 0 äëÿ u ≥ 0.

Ïðè u < 0 èç (1.2.1) âûòåêàåò

∂H2

∂z
(u, z) =

∂H1

∂z
(u, z) + α

∂d1

∂z
(u, z), ãäå

∂H1

∂z
(u, z) = rF̄ [1−mF̄ (e(u, z))]

è
∂d1

∂z
(u, z) = F̄ (z)[m

∫ z

e(u,z)

h′1(e(u, z)− x)f(x) dx− g′(z)h′1(e(u, z)− z)]. (1.40)

Âèäèì, ÷òî ∂H2

∂z
(u, z) = F̄ (z)G2(u, z) è ôóíêöèÿ G2(u, z), îïðåäåëåííàÿ â (1.38) ïðè n = 2,

âîçðàñòàåò ïî z (ïðè ôèêñèðîâàííîì u). Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âåðíî â ñèëó ðàâåíñòâà

∂G2

∂z
(u, z) = −m2h′1(0)f(e(u, z))F̄ (z)+

+m2F̄ (z)

∫ z

e(u,z)

h′′1(e(u, z)− x)f(x) dx+ (g′(z))2h′′1(u− g(z)), (1.41)

âûòåêàþùåãî èç (1.35). Áîëåå òîãî, G2(u, 0) < 0 ïðè u < 0, ñëåäîâàòåëüíî, èëè G2(u, z) < 0

ïðè âñåõ êîíå÷íûõ z, èëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ẑ2(u) óðàâíåíèÿ G2(u, z) = 0.

Â ïåðâîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé áóäåò îòêàç îò ïåðåñòðàõîâàíèÿ, òî åñòü, z2(u) =

∞. Âî âòîðîì, ẑ2(u) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì óðîâíåì ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà ïåðâîì

øàãå äâóõøàãîâîãî ïðîöåññà ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì u.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.10 âåðíû äëÿ k ≤ n−1. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

óðàâíåíèÿ (1.40) è (1.41), â êîòîðûõ èíäåêñ 1 çàìåíåí íà n − 1, à èíäåêñ 2 íà n. Èç

ïîñëåäíåãî ñðàçó âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ïðè k = n.

Ïîõîæèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1.11. Åñëè (l,m) ∈ D1, òî hn(u) = 0 äëÿ ëþáîãî n ≥ 1, è ëþáîãî u ≥ u∗1 ïðè

zn(u) = z∗.

Åñëè (l,m) ∈ D2 ∪D3, òî hn(u) = 0 äëÿ u ≥ u∗n = nu∗1 ïðè zn(u) = z∗, n ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n = 1 ðåçóëüòàòû áûëè äîêàçàíû ðàíåå. Èç (1.2.1) âûòåêàåò d1(u, z) =

0, åñëè e(u, z)− z ≥ u∗1, òî åñòü g(z) ≤ u− u∗1.
Î÷åâèäíî, ïðè u∗ < 0 (ìíîæåñòâî D1) èìååò ìåñòî d1(u, z) = 0, åñëè H1(u, z) = 0.
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Äëÿ ñëó÷àÿ u∗ > 0 (ìíîæåñòâî D3) ñèòóàöèÿ ñëåäóþùàÿ. Âûïîëíÿåòñÿ H1(u, z) = 0,

åñëè d1(u, z) = 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî H2(u, z) = H1(u, z) + αd1(u, z), âûòåêàåò H2(u, z) = 0,

åñëè îáà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíû íóëþ. Çíà÷èò, h2(u) = 0 ïðè u ≥ u2, åñëè u∗ > 0.

Àíàëîãè÷íî, åñëè u∗ < 0, òî h2(u) ïðè u ≥ u∗. Äàííûé óðîâåíü èçäåðæåê äîñòèãàåòñÿ,

åñëè ïîëîæèòü ẑ2(u) = z∗ äëÿ çàäàííîãî êàïèòàëà u. Æåëàåìûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëþáîãî

n ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ñèëüíî çàâèñèò îò âåëè÷èíû u∗1. Ïî-

ýòîìó â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäåò ïðîâåäåí àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè u∗1 ê èçìåíåíèþ â

ïàðàìåòðàõ ìîäåëè. Íî ïåðåä òåì, êàê ê íåìó ïðèñòóïèòü, ïðèâåäåì ãðàôèêè ôóíêöèé

zn(u), n = 1, 2 íà ðèñ. 11, ãäå áîëåå æèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ ñîáñòâåííîãî

óäåðæàíèÿ z1(u).

(a) u1∗ = −0.3 (b) u1∗ = 0.3

Ðèñ. 11: Îïòèìàëüíûå óðîâíè ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ, ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ òðåáîâàíèé íà îòðåçêå [0, 2], α = 0.5, n ∈ {1, 2}

1.2.2 Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Äëÿ àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ôóíêöèè ê ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü

ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà, îïèñàííîãî â ñòàòüå Ñîáîëÿ [8]. Ñíà÷àëà ìû ïðèâåäåì îáùóþ ïî-

ñòàíîâêó ìåòîäà, à çàòåì óæå ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåçóëüòàòû åãî ïðèìåíåíèÿ ê íàøåé

ìîäåëè.

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ R = R(a), a = (a1, . . . , an), îöåíèì åå ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïî

îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðàì ai, i = 1, n. Ïîëàãàåì, ÷òî íàáëþäàåìûå ïàðàìåòðû ai, i =

1, n, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè â
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èíòåðâàëàõ (a0
i (1 − δ), a0

i (1 + δ)), i = 1, n, ñîîòâåòñòâåííî, ãäå a0
i � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå

i-ãî ïàðàìåòðà, δ ∈ [0, 1]. Âåëè÷èíó δ ìîæíî ïîíèìàòü, êàê îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó ïðè

èçìåðåíèè ïàðàìåòðà ai.

Ââåäåì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè

R0 = ER, Ri(ai) = ci

∫
Kn\i

R(a) Πl 6=idal −R0. (1.42)

Çàïèñü Kn\i îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì çà èñêëþ-

÷åíèåì i-îé. Êîýôôèöèåíò ci â ñâîþ î÷åðåäü ðàññ÷èòûâàåòñÿ, êàê âåëè÷èíà îáðàòíàÿ ê

ïðîèçâåäåíèþ äëèí âñåõ èíòåðâàëîâ ïîìèìî i-ãî. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ôóíêöèè îò äâóõ

è áîëåå ïåðåìåííûõ

Rij(ai, aj) =

∫
Kn\ij

R(a) Πl 6=i,jdal − (R0 +Ri(ai) +Rj(aj)).

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû V [R], Vi1,...,is òàêèå, ÷òî

V [R] =

∫
Kn

R2(a) da−R2
0 =

n∑
i=1

Vi +
∑
i<j

Vij +
∑
i<j<k

Vijk + . . .+ V1,2,...,n,

Vi1,...,is = ci1,...,is

∫
Ki1,...,is

R2
i1,...,is

Πl=i1,...,is dal,

(1.43)

ãäå

Kn = {(a0
1(1− δ), a0

1(1 + δ))× . . .× (a0
n(1− δ), a0

n(1 + δ))},

Ki1,...,is = [(a0
i1

(1− δ), a0
i1

(1 + δ))× . . .× (a0
is(1− δ), a

0
is(1 + δ))],

ci1,...,is = [Πl=i1,...,is(2δa
0
l )]
−1.

Òàê êàê R(a), Ri1,...,is � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî V [R], Vi1,...,is ÿâëÿþòñÿ èõ äèñïåðñèÿìè.

Ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1.1. 1) Âåëè÷èíà Si1,...,is = Vi1,...,is/V [R] íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ÷óâñòâè-

òåëüíîñòè ãðóïïû ïàðàìåòðîâ {ai1 , . . . , ais}.
2) Èíäåêñîì ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîðÿäêà s íàçûâàåòñÿ ñóììà

∑
1≤i1<...<is≤n Si1,...,is.

3) Ãëîáàëüíûé èíäåêñ ÷óâñòâèòåëüíîñòè GI(ai) ïåðåìåííîé ai åñòü ñóììà èíäåêñîâ

÷óâñòâèòåëüíîñòè ïî âñåì ãðóïïàì ïàðàìåòðîâ, ñîäåðæàùèì ai,

GI(ai) =
Vi +

∑
i<j Vij + . . .+ V1,2,...,n

V [R]
. (1.44)

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ GI(ai) ïîêàçûâàåò, êàêàÿ äîëÿ îò îáùåé èçìåí÷èâîñòè ôóíêöèè

R(a) âûçâàíà èçìåí÷èâîñòüþ â ïàðàìåòðå ai. ×åì áëèæå çíà÷åíèå GI(ai) ê 0, òåì ìåíåå

÷óâñòâèòåëüíà ôóíêöèÿ R(a) ê ôëóêòóàöèÿì ïàðàìåòðà ai, ÷åì áëèæå ê 1 � òåì áîëåå

÷óâñòâèòåëüíà.
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Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ãëîáàëüíûõ èíäåêñîâ ÷óâñòâè-

òåëüíîñòè GI(λ) è GI(µ) äëÿ ôóíêöèè R(λ, µ) = u∗1, ãäå

λ := l − 1, µ := m− 1.

1.2.3 ×èñëåííûå ïðèìåðû

Èòàê, ïóñòü X ∼ U [0, A], òî åñòü ðàçìåð ñîâîêóïíûõ ãîäîâûõ òðåáîâàíèé ðàñïðåäåëåí

ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, A], A > 0. Òîãäà ïëîòíîñòü è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò

âèä

f(x) =

A−1, x ∈ [0, A]

0, èíà÷å,
F (x) =


0, x < 0

xA−1, x ∈ [0, A]

1, x > A.

Âûïèøåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé c(z), g(z). Ó÷èòûâàÿ EX = A
2
, ïîëó÷èì

c(z) =

 lA
2
, z ≥ A

lA
2
− m(A−z)2

2A
, z < A,

g(z) =

z − lA
2
, z ≥ A

z − lA
2

+ m(A−z)2
2a

, z < A.

Â ñèëó òîãî, ÷òî F−1(y) = yA, 0 ≤ y ≤ 1, íàõîäèì

z∗ = F−1

(
m− 1

m

)
=
m− 1

m
A, u∗1 = g(z∗) =

(
1− 1

2m
− l

2

)
A, u∗ = z∗ − c(∞)

Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò

u∗1 ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà
1

m
+ l ≤ 2. (1.45)

u∗ ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà
1

m
+
l

2
≤ 1. (1.46)

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïàð (l,m), óäîâëåòâîðÿþùèõ (1.45), ñîäåðæèò ïàðû

(l,m), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1.46). Îòìåòèì, ÷òî çíàê u∗1 è u1 íå çà-

âèñèò îò ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ A.

Ïîëîæèì A = 2 è λ = l − 1, µ = m− 1.

Äîïóñòèì, ÷òî λ, µ ÿâëÿþòñÿ íå ôèêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè, à ðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè íà îòðåçêàõ [λ0(1− δ), λ0(1 + δ)] è [µ0(1− δ), µ0(1 + δ)]

ñîîòâåòñòâåííî, áîëåå òîãî, 0 < λ0 < µ0. Òàê êàê äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî λ < µ

äëÿ ëþáûõ λ ∈ [λ0(1− δ), λ0(1 + δ)] è µ ∈ [µ0(1− δ), µ0(1 + δ)], âîçíèêàåò ñëåäóþùåå îãðà-

íè÷åíèå íà δ: δ < µ0−λ0
µ0+λ0

. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî 0 < δ < 1, äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé

ïàðû λ0, µ0 ïîëó÷àåì δ ∈ [0, µ0−λ0
µ0+λ0

].

Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð u∗1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ λ, µ ñëåäóþùåãî âèäà

u∗1(λ, µ) =

(
1− 1

2(1 + µ)
− (1 + λ)

2

)
A.
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Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îöåíêà âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ λ, µ íà ôóíêöèþ u∗1(λ, µ) äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ 0 < δ < 1. Äëÿ ýòîãî ìû èññëåäóåì èíäåêñû ÷óâñòâèòåëüíîñòè GI(λ), GI(µ), êàê

ôóíêöèþ îò δ.

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.43), äèñïåðñèè V [u∗1], Vλ, Vµ âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

V [u∗1] =
1

4δ2λ0µ0

λ0(1+δ)∫
λ0(1−δ)

µ0(1+δ)∫
µ0(1−δ)

(u∗1(λ, µ))2 dµ dλ− u2
0,

Vλ =
1

2δλ0

λ0(1+δ)∫
λ0(1−δ)

(uλ(λ))2 dλ, Vµ =
1

2δµ0

µ0(1+δ)∫
µ0(1−δ)

(uµ(µ))2 dµ,

(1.47)

ãäå u0, uλ(λ), uµ(µ) íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1.42)

u0 =
1

4δ2λ0µ0

λ0(1+δ)∫
λ0(1−δ)

µ0(1+δ)∫
µ0(1−δ)

u∗1(λ, µ) dµ dλ =
β
(
−δ (λ0 − 1)µ0 − tanh−1

(
δµ0
µ0+1

))
2δµ0

,

uλ(λ) =
1

2δµ0

µ0(1+δ)∫
µ0(1−δ)

u∗1(λ, µ) dµ− u0 =
β(λ0 − λ)

2
,

uµ(µ) =
1

2δµ0

µ0(1+δ)∫
µ0(1−δ)

u∗1(λ, µ) dµ− u0 =
β
(
−δµ0
1+µ

+ tanh−1
(

δµ0
µ0+1

))
2δµ0

.

Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûå âûðàæåíèå äëÿ u0, uλ(λ), uµ(µ) â (1.47) è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

Vλ =
1

12
β2δ2λ2

0,

Vµ =
1

4
β2

 1

(µ0 + 1) 2 − δ2µ2
0

−

(
tanh−1

(
δµ0
µ0+1

))2

δ2µ2
0

 ,

V [u∗1] = Vλ + Vµ.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ (1.44), ìîæåì íàéòè ãëîáàëüíûå èíäåêñû ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïî ôîðìóëå

GI(λ) = 1− Vµ
V [u∗1]

, GI(µ) = 1− Vλ
V [u∗1]

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé δ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èíäåêñû ÷óâñòâèòåëüíîñòè íå çàâèñÿò îò

ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé, A.

Çàôèêñèðóåì îäèí èç ïàðàìåòðîâ λ0, µ0. Òîãäà ìåíÿÿ äðóãîé ïàðàìåòð, ìîæåì íàáëþ-

äàòü èçìåíåíèÿ èíäåêñîâ GI(λ), GI(µ).

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàññìîòðåíèå òàêèõ ïàð λ0, µ0, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå è (l,m)

ëåæàò âíóòðè îáëàñòåé D1, D2, D3 èëè íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé D1 è D2, D2 è D3.
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Íà ðèñ. 12(a) èçîáðàæåíû ãðàôèêè GI(λ) (óáûâàþùèå êðèâûå) è GI(µ) (âîçðàñòàþùèå

êðèâûå) ïðè λ0 = 0.5 è ðàçëè÷íûõ µ0 ∈ {2, 4, 6, 8} (÷åì áîëüøå µ0, òåì æèðíåå ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ êðèâàÿ). Íà ðèñ. 12(b) � ãðàôèêè èíäåêñîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ïîñòðîåííûå ïðè

λ0 = 0.24 è òàêèõ æå çíà÷åíèÿõ µ0, êàê è ðàíåå.

(a) λ0 = 0.5 (b) λ0 = 0.24

Ðèñ. 12: Èíäåêñû ÷óâñòâèòåëüíîñòè, λ0 = const

Ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì δ çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ðàññ÷èòàí-

íûå äëÿ êàæäîé ïàðû λ0, µ0, ïðè ðîñòå µ0 è íåèçìåííîì λ0 âåäóò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: GI(λ) óâåëè÷èâàåòñÿ (ò.å. âëèÿíèå ïàðàìåòðà λ íà u∗1 âîçðàñòàåò), à GI(µ) íàîáîðîò

óìåíüøàåòñÿ (ò.å. âëèÿíèå ïàðàìåòðà µ íà u∗1 óáûâàåò). Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ òåì, ÷òî

(GI(λ))′µ0 > 0, (GI(µ))′µ0 < 0 ïðè ôèêñèðîâàííûõ δ ∈ (0, 1).

Èíäåêñû ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ ôèêñèðîâàííîãî µ0 = const è ìåíÿþùåãîñÿ λ0

èìåþò àíàëîãè÷íóþ ôîðìó, ïîýòîìó çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.

Âàæíî òàêæå èçîáðàçèòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî δ íà ïëîñêîñòè (λ0, µ0) êðèâûå, âäîëü

êîòîðûõ èíäåêñû ÷óâñòâèòåëüíîñòè GI(λ) èëè GI(µ) íå èçìåíÿþòñÿ.
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Ðèñ. 13: GI(λ) = const

Íà ðèñ. 13 èçîáðàæåíû äåâÿòü êðèâûõ GI(λ) = C äëÿ C ∈ {0.99, 0.9, 0.5} è δ = 0.1, δ =

0.5, δ = 0.9. Îíè îáðàçóþò òðè ãðóïïû. Êðèâûå îäèíàêîâîé òîëùèíû ñîîòâåòñòâóþò îäíî-

ìó çíà÷åíèþ C. ×åì òîëùå êðèâàÿ, òåì áîëüøå C. Áîëåå òîãî, ñðåäè êðèâûõ îäèíàêîâîé

òîëùèíû, êðèâàÿ ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì δ ëåæèò âûøå. Ïóíêòèðíàÿ ïðÿìàÿ ñîîòâåòñòâóåò

ñëó÷àþ λ0 = µ0, ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ
1

1+µ0
+ 1 + λ0 = 2 � óðàâíåíèþ u∗1(λ0, µ0) = 0. Ñòîèò

çàìåòèòü, ÷òî êðèâàÿ GI(λ) = C ñîâïàäàåò ñ GI(µ) = 1− C, òàê êàê GI(λ) +GI(µ) = 1.
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Ãëàâà 2

Óñòîé÷èâîñòü, âåðîÿòíîñòíûå îöåíêè

ïîãðåøíîñòè è ïðåäåëüíûå òåîðåìû

Â äàííîé ãëàâå îöåíèâàåòñÿ êà÷åñòâî îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ïîëó÷åí-

íûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, è èññëåäóåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå êàïèòàëà ñòðàõîâîé

êîìïàíèè â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàç-

ëè÷íûõ ïîäõîäîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êà÷åñòâà íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, ìû ñêîíöåíòðèðóåìñÿ

íà ñëåäóþùèõ. Íà ïðîâåðêå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ê èçìåíåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðàõî-

âûõ òðåáîâàíèé è âåðîÿòíîñòíîé îöåíêå ïîãðåøíîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè èñïîëüçîâàíèè

òåîðåòè÷åñêè íàéäåííîé ñòðàòåãèè íà ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ

ïðîöåññà êàïèòàëà ïîëó÷åíû ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ ìåòîäàõ âû÷èñëåíèÿ óðîâíÿ ñîáñòâåí-

íîãî óäåðæàíèÿ, à èìåííî, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåòè÷åñêîãî è ýìïèðè÷åñêîãî çíàíèÿ î

ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé.

�2.1 Óñòîé÷èâîñòü ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê â ìîäåëè ñ

ïåðåñòðàõîâàíèåì è âëèâàíèåì êàïèòàëà

2.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü èç ãëàâû 1, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ðàáîòó ñòðàõîâîé êîìïàíèè â

äèñêðåòíîì âðåìåíè â òå÷åíèå n ≥ 1 ëåò. Ñîâîêóïíûå ãîäîâûå èñêè, ïîñòóïàþùèå â êîì-

ïàíèþ, îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn}n≥1, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíà êàê ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ξ ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì γ, ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F è ïëîò-

íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f . ×òîáû îáåñïå÷èòü áåñïåðåáîéíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå êîìïàíèè,

ïðèìåíÿåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå ýêñöåäåíòà óáûòî÷íîñòè è ïðîèçâîäÿòñÿ âëèâàíèÿ êàïèòàëà.

Äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ íà òåêóùèé

ãîä îïðåäåëÿåòñÿ â íà÷àëå ãîäà. À äîïîëíèòåëüíûå âëèâàíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â êîíöå ãîäà â

ñëó÷àå ïàäåíèÿ êàïèòàëà êîìïàíèè íèæå ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ a. Â òåîðåìàõ ãëàâû 1

íàõîäÿòñÿ ïàðàìåòðû ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùèå îæèäàåìûå ñîâîêóïíûå âëèâà-

íèÿ çà n ëåò ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåìèè ñòðàõîâàíèÿ è ïåðåñòðàõîâàíèÿ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî

ïðèíöèïó ñðåäíåãî ñ íàãðóçêîé áåçîïàñíîñòè. Ðàçìåð ìèíèìàëüíûõ âëèâàíèé hn(u) ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíêöèåé îò íà÷àëüíîãî êàïèòàëà êîìïàíèè u ≥ a è óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó

óðàâíåíèþ (1.16).
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Äîïóñòèì, èçíà÷àëüíî ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ξ ∼ law(X). Íî îêàçàëîñü, ÷òî òðåáîâàíèÿ

ïîä÷èíÿþòñÿ íå çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ law(X), à îòëè÷íîìó îò íåãî çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ

law(Y )? Äàëåå áóäåì êî âñåì ôóíêöèÿì, çàâèñÿùèì îò ξ, ïðèïèñûâàòü èíäåêñ X (èíäåêñ

Y ), åñëè ξ ∼ law(X) (ñîîòâåòñòâåííî ξ ∼ law(Y )).

Â äàííîì ðàçäåëå ìû îöåíèâàåì, êàê ñèëüíî ðàçìåð âëèâàåìûõ ñðåäñòâ hnY (u) îòëè-

÷àåòñÿ îò hnX (u), åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Y , âû÷èñëÿåìîå ñ

ïîìîùüþ ìåòðèêè Êàíòîðîâè÷à è îáîçíà÷àåìîå κ(X, Y ), ðàâíî íåêîòîðîìó ïîëîæèòåëü-

íîìó ÷èñëó ρ.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè èìåþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y , îáëàäàþùèå êîíå÷íûìè

ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èç Rachev et al. [39] ðàññòîÿíèå

ìåæäó íèìè, âû÷èñëåííîå ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíîé ìåòðèêè Êàíòîðîâè÷à, ðàâíî

κ(X, Y ) =

∫
R
|FX(t)− FY (t)|dt,

ãäå FX , FY � ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî X è Y .

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó â íàøåé çàäà÷å ìû ñ÷èòàåì ìåòðèêó Êàíòîðîâè÷à åñòåñòâåííîé äëÿ

èçìåðåíèÿ áëèçîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Çíà÷åíèÿ FX(x) è FY (x) åñòü âåðîÿòíîñòè òîãî,

÷òî ïîòåðè îò âûïëàòû òðåáîâàíèéX è Y ñîîòâåòñòâåííî íå ïðåâûñÿò óðîâåíü x. Âåëè÷èíà

|FX(x)−FY (x)| õàðàêòåðèçóåò àáñîëþòíîå îòêëîíåíèå ýòèõ âåðîÿòíîñòåé äðóã îò äðóãà ïðè
ôèêñèðîâàííîì x. Ìåòðèêà Êàíòîðîâè÷à ñóììèðóåò îòêëîíåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ âñåõ

óðîâíåé x, òî åñòü äàåò ñîâîêóïíóþ, "ïîëíóþ" èíôîðìàöèþ î ðàçëè÷èè â ðàñïðåäåëåíèè

òðåáîâàíèé, ÷òî, íàïðèìåð, íå ñêàæåøü î ìåòðèêå Êîëìîãîðîâà. Ïîäðîáíîå ðàññóæäåíèå

î ñóòè ìåòðèêè Êàíòîðîâè÷à, åå àêòóàëüíîñòè äëÿ ôèíàíñîâîé è ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêè

ìîæíî íàéòè â êíèãå Rachev et al. [40].

2.1.2 Óñòîé÷èâîñòü ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê â îäíîøàãîâîé ìîäå-

ëè

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

∆n := sup
u>a
|hnX (u)− hnY (u)|

äëÿ ëþáîãî n ≥ 1. ×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ∆1, íàì ïîòðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ñïðàâåä-

ëèâîñòü ñëåäóþùèõ ëåìì.

Ëåììà 2.1. Ôóíêöèÿ h : R → C � ëèïøèöåâà (òî åñòü ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C ≥ 0

òàêàÿ, ÷òî |h(x)−h(y)| ≤ C|x− y| äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h �

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è |h′| ≤ C ï.í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h � ëèïøèöåâà. Çàôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì òàêîå δ > 0, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî Cδ < ε. Ïóñòü {(ai, bi)}nj=1 � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà íåïåðåñåêàþùèõ-
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ñÿ èíòåðâàëîâ òàêàÿ, ÷òî
∑n

i=1(bi − ai) < δ, òîãäà

n∑
i=1

|h(bi)− h(ai)| ≤
n∑
i=1

C|bi − ai| = C

n∑
i=1

|bi − ai| < Cδ < ε,

÷òî è îçíà÷àåò àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè h (åñëè ïîíèìàòü îïðåäåëåíèå àáñî-

ëþòíîé íåïðåðûâíîñòè, êàê â êíèãå Êîëìîãîðîâ, Ôîìèí [7]).

Äàëåå, ïóñòü p� òî÷êà, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ h, òîãäà h′(p) = limx→p
h(x)−h(p)

x−p .

Íî òàê êàê
∣∣∣h(x)−h(p)

x−p

∣∣∣ ≤ C|x−p|
|x−p| = C, ïîëó÷èì |h′(p)| ≤ C.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè

h èìååì h(y)− h(x) =
∫ y
x
h′(t)dt, è ñëåäîâàòåëüíî,

|h(y)− h(x)| =
∣∣∣∣∫ y

x

h′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ y

x

|h′(t)|dt ≤
∫ y

x

Cdt = C|y − x|.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü X, Y � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæè-

äàíèÿìè, ïðè÷åì κ(X, Y ) = ρ. È ïóñòü h : R+ → R+ - íåóáûâàþùàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ.

Òîãäà äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí h(X), h(Y ) èìååì κ(h(X), h(Y )) ≤ Cρ, ãäå C � êîíñòàí-

òà Ëèïøèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû h(X) âû÷èñëÿåòñÿ êàê

Fh(X)(t) = FX
(
hinv(t)

)
, ãäå hinv(t) = sup{s|h(s) = t}. Àíàëîãè÷íî Fh(Y )(t) = FY

(
hinv(t)

)
.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
∫
R\U |Fh(X)(t) − Fh(Y )(t)|dt = 0, ãäå U = h(R+). Â ñèëó íåóáûâàíèÿ

ôóíêöèÿ h ïîðîæäàåò ìåðó è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ëåáåãà � Ñòèëòüå-

ñà ïî ýòîé ìåðå. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 èç ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè h âûòåêàåò àáñîëþòíàÿ

íåïðåðûâíîñòü h è îãðàíè÷åííîñòü åå ïðîèçâîäíîé ïî÷òè âñþäó. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

èíòåãðàë
∫∞

0
f(s)dh(s) ïî ìåðå h â âèäå èíòåãðàëà

∫∞
0
f(s)h′(s)ds ïî îáû÷íîé ìåðå Ëåáåãà

(ñì. Êîëìîãîðîâ, Ôîìèí [7], ãë.6) è ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

κ(h(X), h(Y )) =

∫
R
|Fh(X)(t)− Fh(Y )(t)|dt =

∫
U
|Fh(X)(t)− Fh(Y )(t)|dt =

=

∫
U

∣∣FX(hinv(t))− FY (hinv(t))
∣∣ dt =

∫
hinv(U)

|FX(s)− FY (s)|dh(s) =

=

∫
hinv(U)

|FX(s)− FY (s)|h′(s)ds ≤ C

∫
hinv(U)

|FX(s)− FY (s)|ds ≤

≤ C

∫
R
|FX(s)− FY (s)|ds = Cρ.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü f(z), g(z) � òàêèå ôóíêöèè, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 è ëþáîãî z > 0

âåðíî íåðàâåíñòâî |f(z)− g(z)| < δ. Òîãäà | infz>0 f(z)− infz>0 g(z)| < δ.

59



Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Mf = infz>0 f(z), Mg = infz>0 g(z). Ïî îïðåäåëå-

íèþ èíôèìóìà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò z1(ε) òàêîå, ÷òî f(z1(ε)) < Mf + ε. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

g(z1(ε)) ≤ f(z1(ε)) + δ < Mf + ε+ δ ⇒ Mg ≤ g(z1(ε)) < Mf + ε+ δ,

îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ñðàçó âûòåêàåò Mg ≤Mf + δ.

Íåðàâåíñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíóMf ≤Mg+δ ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî |Mf −Mg| < δ.

Íàïîìíèì, ÷òî â îäíîøàãîâîé ìîäåëè, ãäå ξ � ðàçìåð ñîâîêóïíûõ òðåáîâàíèé, z > 0 �

óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ, à c(z) � ïðåìèè ñòðàõîâùèêà ñ ó÷åòîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ

(ðàññ÷èòûâàþùèåñÿ ñîãëàñíî (1.2)), ìèíèìàëüíûå äîïîëíèòåëüíûå âëèâàíèÿ îïðåäåëÿþò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ (1.6) è ðàâíû h1(u) = infz>0 EJ(u, z), ãäå J(u, z) = (min(ξ, z)− (u− a)− c(z))+.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü X, Y � íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìàòå-

ìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ïðè÷åì κ(X, Y ) = ρ. Òîãäà

∆1 ≤ (1 + l +m)ρ,

ãäå l,m, 1 < l < m � êîýôôèöèåíòû íàãðóçêè íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà

ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå îöåíèì âåëè÷èíó |EJX(u, z)− EJY (u, z)|. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

CX := −(u− a)− lEX +mE(X − z)+, CY := −(u− a)− lEY +mE(Y − z)+

è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì

|EJX(u, z)− EJY (u, z)| = |E (min(X, z) + CX)+ − E (min(Y, z) + CY )+ | ≤

≤ |E (min(X, z) + CX)+ − E (min(X, z) + CY )+ |︸ ︷︷ ︸
δ1(u,z)

+ |E (min(X, z) + CY )+ − E (min(Y, z) + CY )+ |︸ ︷︷ ︸
δ2(u,z)

.

Çàìå÷àåì, ÷òî

δ1(u, z) ≤ E| (min(X, z) + CX)+ − (min(X, z) + CY )+ | ≤ |CX − CY | ≤ (l +m)ρ.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2 ê âåëè÷èíàì X, Y è ôóíêöèè h(x) = (min(x, z) + CY )+, ïîëó-

÷àåì

δ2(u, z) = |Eh(X)− Eh(Y )| =
∣∣∣∣∫

R
F h(X)(t)dt−

∫
R
F h(Y )(t)dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫
R
|Fh(X)(t)− Fh(Y )(t)|dt = κ(h(X), h(Y )) ≤ 1ρ = ρ,

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ëåììû 2.3 âûòåêàåò îöåíêà

∆1 ≤ sup
u
|EJX(u, z)− EJY (u, z)| ≤ (1 + l +m)ρ.
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2.1.3 Óñòîé÷èâîñòü ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê â ìíîãîøàãîâîé ìî-

äåëè

Íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà 2.2 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î òîì, íàñêîëüêî âåëèêà ðàçíèöà ìåæ-

äó ñîâîêóïíûìè äîïîëíèòåëüíûìè âëîæåíèÿìè çà n ëåò, âû÷èñëåííûìè äëÿ ðàçëè÷íûõ

ðàñïðåäåëåíèé èñêîâ (áëèçêèõ ïî ìåòðèêå Êàíòîðîâè÷à). Ïðè åå äîêàçàòåëüñòâå íàì ïî-

òðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.4. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 0, ëþáîãî u ≥ a è êîýôôèöèåíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ 0 < α < 1

èìååò ìåñòî îöåíêà

|hn(u+ ∆u)− hn(u)| ≤ 1− αn

1− α
∆u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïðè n = 0 â ñèëó òîãî, ÷òî h0(u) òîæäåñòâåííî ðàâíà 0, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîå íåðà-

âåíñòâî |h0(u+ ∆u)−h0(u)| = 0 ≤ 0. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ hn−1, òî îíî áóäåò âåðíî è äëÿ hn. Âî-ïåðâûõ,

|EJ(u+ ∆u)− EJ(u, z)| ≤ ∆u. (2.1)

Ýòî ñðàçó âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

|J(u+ ∆u, z)− J(u, z)| =

=
∣∣(min(X, z)− (u+ ∆u− a)− c(z))+ − (min(X, z)− (u− a)− c(z))+

∣∣ ≤ ∆u.

Âî-âòîðûõ, òàê êàê

|max (u+ ∆u+ c(z)−min(X, z), a)−max(u+ c(z)−min(X, z), a)| ≤ ∆u,

è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè |hn−1(u+ ∆u)− hn−1(u)| ≤ 1−αn−1

1−α ∆u, ïîëó÷àåì

|Ehn−1 (max(u+ ∆u+ c(z)−min(X, z), a))−

−Ehn−1 (max(u+ c(z)−min(X, z), a))| ≤ 1− αn−1

1− α
∆u. (2.2)

Èç îöåíîê (2.1), (2.2) âûòåêàåò ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà èçìåíåíèå îïðåäåëåííîé â (1.18)

ôóíêöèè Hn(u, z) ïðè èçìåíåíèå àðãóìåíòà u íà âåëè÷èíó ∆u:

|Hn(u+ ∆u, z)−Hn(u, z)| ≤
(

1 + α
1− αn−1

1− α

)
∆u =

1− αn

1− α
∆u.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ îöåíêà áóäåò âåðíà, åñëè âìåñòî ôóíêöèè Hn(u, z) âçÿòü

hn(u) = infzHn(u, z). Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 2.3, åñëè ïîëîæèòü â íåé f(z) = Hn(u+

∆u, z) è g(z) = Hn(u, z).
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü X, Y � íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûìè ìàòå-

ìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ïðè÷åì κ(X, Y ) = ρ. Òîãäà

∆n ≤
1

1− α

(
1− αn

1− α
− nαn

)
(1 + l +m)ρ,

ãäå α ∈ (0, 1) � êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ; l,m, 1 < l < m, � íàãðóçî÷íûå ôàêòîðû

íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ðàçíîñòü |hnX (u, z)− hnY (u, z)|. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

(u− a) + lEX −mE(X − z)+ = −CX , (u− a) + lEY −mE(Y − z)+ = −CY ,

ïîëó÷àåì

max(u+ c(z)−min(X, z), a) = a− (CX + min(X, z))−,

max(u+ c(z)−min(Y, z), a) = a− (CY + min(Y, z))−,

ãäå (CX + min(X, z))− = min{0, CX + min(X, z)}. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì âûïèñàòü ñëåäó-

þùóþ îöåíêó

|hnX (u, z)− hnY (u, z)| ≤ |EJX(u, z)− EJY (u, z)|︸ ︷︷ ︸
δ1n (u,z)

+

+ α
∣∣Ehn−1X

(
a− (CX + min(X, z))−

)
− Ehn−1Y

(
a− (CY + min(Y, z))−

)∣∣ .
Ïåðâîå ñëàãàåìîå èç ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà îöåíèâàåòñÿ, êàê â îäíîøàãîâîé

ìîäåëè, ïîýòîìó δ1n(u, z) ≤ (1 + l + m)ρ. Ïðèìåíÿÿ êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó íåðàâåíñòâî

òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷èâàåì åãî ñâåðõó ñóììîé òðåõ ñëàãàåìûõ:∣∣Ehn−1X

(
a− (CX + min(X, z))−

)
− Ehn−1Y

(
a− (CY + min(Y, z))−

)∣∣ ≤
≤
∣∣Ehn−1X

(
a− (CX + min(X, z))−

)
− Ehn−1Y

(
a− (CX + min(X, z))−

)∣∣︸ ︷︷ ︸
δ2n (u,z)

+

+
∣∣Ehn−1Y

(
a− (CX + min(X, z))−

)
− Ehn−1Y

(
a− (CX + min(Y, z))−

)∣∣︸ ︷︷ ︸
δ3n (u,z)

+

+
∣∣Ehn−1Y

(
a− (CX + min(Y, z))−

)
− Ehn−1Y

(
a− (CY + min(Y, z))−

)∣∣︸ ︷︷ ︸
δ4n (u,z)

.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ∆n−1 äëÿ ëþáîãî u ≥ a âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |hn−1X (u)− hn−1Y (u)| ≤
∆n−1, ïîýòîìó

δ2n(u, z) ≤ ∆n−1

∫
R
dFX(t) = ∆n−1.

Ñîãëàñíî ëåììå 2.4 äëÿ ëþáîãî u ≥ a èìååò ìåñòî îöåíêà

|hn−1Y (u+ ∆u)− hn−1Y (u)| ≤ 1− αn−1

1− α
∆u.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

δ4n(u, z) ≤ 1− αn−1

1− α
|CX − CY | ≤

1− αn−1

1− α
(l +m)ρ,

è, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.2 ê ôóíêöèè h(x) = hn−1Y (a− (CX + min(x, z))−), íàõîäèì

δ3n(u, z) ≤ 1− αn−1

1− α
ρ.

Ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè hn−1Y (u), íåîáõîäèìàÿ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ëåììû 2.2, äîêàçàíà â

ëåììå 1.5. Èç ïîëó÷åííûõ âûøå îöåíîê âûòåêàåò, ÷òî

∆n = sup
u
|hnX (u, z)− hnY (u, z)| ≤ (1 + l +m)ρ+ α

(
∆n−1 +

1− αn−1

1− α
(1 + l +m)ρ

)
=

=
1− αn

1− α
(1 + l +m)ρ+ α∆n−1 ≤

(
n−1∑
i=0

αi
1− αn−i

1− α

)
(1 + l +m)ρ =

=
1

1− α

(
1− αn

1− α
− nαn

)
(1 + l +m)ρ.

Çàìå÷àíèå 4. Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ ñâåðõó ∆n, ñòðå-

ìèòñÿ ê 1
(1−α)2

(1 + l +m)ρ ïðè n→∞ è 0 < α < 1.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×åì áîëüøå ðàñ-

õîäÿòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èñêîâ (ò.å. ÷åì áîëüøå κ(X, Y )), òåì ñèëüíåå áóäóò îòëè÷àòüñÿ äî-

ïîëíèòåëüíûå èçäåðæêè, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè èñêàìè. Êîýôôèöèåíò α ÿâëÿåòñÿ ñòàâêîé

äèñêîíòèðîâàíèÿ, ò.å. ñ åãî ïîìîùüþ âû÷èñëÿåòñÿ ïðèâåäåííàÿ ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó

ñòîèìîñòü áóäóùèõ äåíåæíûõ ïîòîêîâ. Íà ïðàêòèêå ÷åì áîëüøå íåîïðåäåëåííîñòè â ïî-

âåäåíèè êàïèòàëà â áóäóùåì, òåì âûøå êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ. Ïîëó÷åííîå â

òåîðåìå íåðàâåíñòâî ïîäòâåðæäàåò ýòó çàâèñèìîñòü, òàê êàê óâåëè÷åíèå α âëå÷åò ðîñò

çíà÷åíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïðè n→∞, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò óâåëè÷åíèå

ðàçáðîñà îæèäàåìûõ äîïîëíèòåëüíûõ âûïëàò (çà âðåìÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè).

Ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé â ðåàëüíîé æèçíè. Äåéñòâèòåëü-

íî, íà ïðàêòèêå ìû îáû÷íî íå çíàåì èñòèííóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ èñêîâ, ïîýòîìó

ïðè ðàñ÷åòàõ ëèáî àïïðîêñèìèðóåì åå ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, ëèáî çàìåíÿåì íà ýìïèðè÷åñêóþ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå î ïîãðåøíî-

ñòè, êîòîðóþ ìû ìîæåì äîïóñòèòü ïðè îöåíêå ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ èçäåðæåê, äàåò

òåîðåìà 2.2. Âåðîÿòíîñòíàÿ îöåíêà îøèáêè âû÷èñëåíèé, âîçíèêàþùåé âî âòîðîì ñëó÷àå,

ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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�2.2 Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðè ýìïèðè÷åñêîì âû÷èñëå-

íèè îïòèìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì, êàê ìîãóò ìåíÿòüñÿ õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíîé

ìîäåëè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, åñëè ïðè èõ âû÷èñëåíèè çàìåíèòü òåîðåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíûõ òðåáîâàíèé íà ýìïèðè÷åñêóþ.

2.2.1 Ïîãðåøíîñòü ïðè âû÷èñëåíèè ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ èç-

äåðæåê

Ïóñòü F � èñòèííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâîêóïíûõ ãîäîâûõ òðåáîâàíèé, à FN �

ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî N íàáëþäåíèÿì Xj, j = 1−N, 0.
Îöåíèì âåëè÷èíó

ηN := sup
u
|hF (u)− hFN (u)|,

ãäå hF (u) è hFN (u) � ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè çà n ëåò, ðàññ÷èòàííûå ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî ñîâîêóïíûå ãîäîâûå òðåáîâàíèÿ Xi, i = 1, n èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F

è FN ñîîòâåòñòâåííî. Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè

îïèñàííîé ìîäåëè ïåðåñòðàõîâàíèÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ïîçâîëÿåò â íåêîòîðîì ñìûñëå îöå-

íèòü âîçìîæíûå óáûòêè, âûçâàííûå íåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé.

Òàê êàê FN(t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ïðè ôèêñèðîâàííîì t, òî è ηN áóäåò ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò çàäà÷à î íàõîæäåíèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåð-

âàëà äëÿ ηN ïðè N →∞, åñëè áûòü òî÷íåå, òî çàäà÷à î ïîñòðîåíèè îöåíêè àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ξN :=
√
N

∫ ∞
−∞
|F (t)− FN(t)|dt.

Ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 2.2 ðåçóëüòàò âëå÷åò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà |ηN | ≤ C ξN√
N
ï.í.,

ãäå C = 1
1−α

(
1−αn
1−α − nα

n
)

(1 + l +m)ρ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî y ≥ 0 èìååò ìåñòî

P (|ηN | ≤ y) ≥ P

(
ξN√
N
≤ y/C

)
= P

(
ξN ≤

√
Ny/C

)
.

Äëÿ îöåíêè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà íàì íóæíî çíàòü ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ ξN ê ïðå-

äåëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Â ñòàòüå Fournier et al. [30] ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.
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Ëåììà 2.5. (Fournier, [30]) Åñëè ñóùåñòâóåò q > 2 òàêîå, ÷òî
∫
R |x|

qF (dx) < ∞, òî

äëÿ ëþáîãî N ≥ 1 è x ∈ (0,∞) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

P (κ(F, FN) ≥ x) ≤ a(N, x)I{x ≤ 1}+ b(N, x),

ãäå a(N, x) = c1 exp(−c2Nx
2) è b(N, x) = c1N(Nx)−(q−ε) äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, q). Êîíñòàíòû

c1, c2 ïîëîæèòåëüíû è íå çàâèñÿò îò q,N, x.

Òàê êàê ξN åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
√
Nκ(F, FN), òî ïðèâåäåííàÿ âûøå ëåììà 2.5 ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè ñóùåñòâóåò q > 2 òàêîå, ÷òî
∫
R |x|

q dF (x) < ∞, òî äëÿ ëþáîãî

N ≥ 1, y ∈ (0,∞) è 0 < θ < 1 âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

P (|ηN | ≤ y) ≥ 1− θ ïðè y = C

√
− ln(θ/c1)

c2N
,

ãäå c1, c2, C - ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò q,N, y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2.5, ïîëîæèâ x = y/(C
√
N). Òî åñòü â íàøåì

ñëó÷àå x èìååò ïîðÿäîê 1/
√
N è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P

(
ξN√
N
≥ x

)
≤ c1

(
exp(−c2Nx

2)I{x ≤ 1}+N(Nx)−(q−ε))
äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ c1, c2.

Âûáèðàÿ ε ∈ (0, q) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî q − ε > 2,

ïîëó÷èì, ÷òî ñëàãàåìîå N(Nx)−(q−ε) èìååò ïîðÿäîê (
√
N)2−(q−ε), òî åñòü ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè

N →∞ è ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì, ïîýòîìó íèì ìîæíî áóäåò ïðåíåáðå÷ü.

Ó÷èòûâàÿ ïðîäåëàííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, íàéäåì îöåíêó äëÿ ãðàíèö àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà óðîâíÿ 1− θ èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

P (|ηN | ≤ y) ≥ P

(
ξN√
N
≤ y/C

)
= 1− P

(
ξN√
N
≥ y/C

)
≥

≥ 1− c1 exp(−c2N(y/C)2) ≥ 1− θ.

Ïîëó÷èì, ÷òî ïðè N →∞ äëÿ âûïîëíåíèÿ P (|ηN | ≤ y) ≥ 1− θ äîñòàòî÷íî âçÿòü

y = C

√
− ln(θ/c1)

c2N
.
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2.2.2 Ïîãðåøíîñòü ïðè âû÷èñëåíèè îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïå-

ðåñòðàõîâàíèÿ

Ðàíåå ïîëó÷èëè, ÷òî âûáîð îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ çàâèñèò îò íà-

÷àëüíîãî êàïèòàëà êîìïàíèè. Ñîãëàñíî òåîðåìàì èç ãëàâû 1 ìîæíî óêàçàòü çíà÷åíèÿ

êàïèòàëà u∗, u
∗
1, îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ (1.9), êîòîðûå çàäàþò ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè

ðàçíûõ âèäîâ ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Òàê êàê íåòî÷íîå îïðåäåëåíèå ãðàíèö ìîæåò ïî-

âëå÷ü çà ñîáîé èñïîëüçîâàíèå íåîïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, âàæíî óìåòü îöåíèâàòü îøèáêó,

âîçíèêàþùóþ ïðè ðàñ÷åòå u∗, u
∗
1.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå òðåáîâàíèé íåèçâåñòíî, ìû çàìåíÿåì òåîðåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íà ýìïèðè÷åñêóþ, ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îöåíêè ñëó÷àéíûõ îøè-

áîê âèäà |u∗,F−u∗,FN |, |u∗1,F−u∗1,FN |, ãäå ñèìâîëû F è FN , ñòîÿùèå â èíäåêñàõ ïîñëå çàïÿòîé,

ïîêàçûâàþò, êàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ âåëè÷èí. Ñ ó÷åòîì (1.9) è z∗ = F−1
(
m−1
m

)
ïîëó÷àåì

|z∗,F − z∗,FN | =
∣∣∣∣F−1

(
m− 1

m

)
− F−1

N

(
m− 1

m

)∣∣∣∣ =
∣∣F−1(p)− F−1

N (p)
∣∣ ,

|u∗,F − u∗,FN | = |(z∗,F − z∗,FN )− l(EX − EempX)| =

∣∣∣∣∣F−1(p)− F−1
N (p)− l

(
EX − 1

N

N∑
i=1

Xi

)∣∣∣∣∣ ,
|u∗1,F − u∗1,FN | = |g(z∗,F )− g(z∗,FN )| = |z∗,F − z∗,FN − c(z∗,F ) + c (z∗,FN )| =

=
∣∣F−1(p)− F−1

N (p)− (c−mE(X − F−1(p))+) + (c−mEemp(X − F−1
N (p))+)

∣∣ =

=

∣∣∣∣∣F−1(p)− F−1
N (p) +m

(
E(X − F−1(p))+ − 1

N

N∑
i=1

(Xi − F−1
N (p))+

)∣∣∣∣∣ ,
(2.3)

ãäå F−1
N (p) = inf{t : FN(t) ≥ p} � ýìïèðè÷åñêèé êâàíòèëü óðîâíÿ p, p = m−1

m
. Cèìâîë

Eemp îçíà÷àåò âçÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïî ýìïèðè÷åñêîé ìåðå, òî åñòü

EempX =
1

N

N∑
i=1

Xi, Eemp min(X,F−1
N (p)) =

1

N

N∑
i=1

min(Xi, F
−1
N (p)).

Îöåíèì ðàçìåð àñèìïòîòè÷åñêèõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

èç (2.3). Èñïîëüçóÿ íèæåñëåäóþùóþ ëåììó, áóäåì îïðåäåëÿòü ãðàíèöû äîâåðèòåëüíûõ

èíòåðâàëîâ çàäàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè.

Ëåììà 2.6 (Ser�ing [42], �2.3.2, ëåììà(Hoe�ding)). Ïóñòü Y1, ..., Yi - íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû òàêèå, ÷òî P (a ≤ Yk ≤ b) = 1 äëÿ ëþáîãî k, ãäå a < b. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

t > 0

P

(
i∑

k=1

Yk −
i∑

k=1

EYk ≥ it

)
≤ exp

{
−2

it2

(b− a)2

}
.
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Òåîðåìà 2.4. Äëÿ ëþáîãî 0 < θ < 1 àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ

z∗,FN , u∗,FN è u∗1,FN ïðè N →∞ èìåþò âèä

P (z∗,FN ∈ (z∗,F − yz∗,θ, z∗,F + yz∗,θ)) ≥ 1− θ, ãäå yz∗,θ =

√
ln(θ/2)

2f 2 (F−1(p))N
,

P (u∗,FN ∈ (u∗,F − yu∗,θ, u∗,F + yu∗,θ)) ≥ 1− θ, ãäå yu∗,θ = 2l

√
DX1

Nθ
,

P
(
u∗1,FN ∈ (u∗1,F − yu∗1,θ, u

∗
1,F + yu∗1,θ)

)
≥ 1− θ, ãäå yu∗1,θ = 4m

√
DX1 + EX2

1

Nθ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïîëó÷èì

P (|z∗,F − z∗,FN | > ε) = P
(
|F−1(p)− F−1

N (p)| > ε
)
≤ 2 exp{−2Nf 2

(
F−1(p)

)
ε2}. (2.4)

Ïóñòü ôèêñèðîâàíî 0 < θ < 1, ìû õîòèì íàéòè ãðàíèöó yz∗,θ òàêóþ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

P (|z∗,F − z∗,FN | < yz∗,θ) = 1− P (|z∗,F − z∗,FN | > yz∗,θ) ≥

≥ 1− 2 exp{−2Nf 2
(
F−1(p)

)
y2
z∗,θ} ≥ 1− θ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ÷òîáû âûïîëíÿëîñü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

ìîæåì âçÿòü yz∗,θ =
√

ln(θ/2)
2f2(F−1(p))N

.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè N →∞

P (|u∗,F − u∗,FN | > ε) ≤ P
(
|F−1(p)− F−1

N (p)| > ε/2
)

+ P

(
l

∣∣∣∣∣EX − 1

N

N∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣ > ε/2

)
≤

≤ 2 exp{−2Nf 2
(
F−1(p)

)
(ε/2)2}+

DX1

N(ε/(2l))2
=

= 2 exp{−8f 2
(
F−1(p)

)
Nε2}+

4l2DX1

Nε2
,

(2.5)

Åñëè â (2.5) ε2 èìååò ïîðÿäîê lnN
N
, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê 0 ñî ñêîðîñòüþ

N−8f2(F−1(p)), à âòîðîå ñî ñêîðîñòüþ 1
lnN

. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè N → ∞ ìîæåì ïðåíåáðå÷ü

ïåðâûì ñëàãàåìûì è âçÿâ yu∗,θ = 2l
√

DX1

Nθ
ïîëó÷èòü

P (|u∗,F − u∗,FN | < yu∗,θ) = 1− P (|u∗,F − u∗,FN | < yu∗,θ) ≥ 1− θ.

Îñòàëîñü èññëåäîâàòü âåëè÷èíó |u∗1,F − u∗1,FN |. Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó-
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÷àåì, ïîëó÷èì

P (|u∗1,F − u∗1,FN | > ε) =

= P
(
|F−1(p)− F−1

N (p)| > ε/2
)

+ P

(
m

∣∣∣∣∣E(X − F−1(p))+ − 1

N

N∑
i=1

(Xi − F−1
N (p))

∣∣∣∣∣ > ε/2

)
=

= P
(
|F−1(p)− F−1

N (p)| > ε/2
)

+

+ P

(∣∣∣∣∣E(X)− Emin(X,F−1(p))− 1

N

N∑
i=1

(Xi −min(Xi, F
−1
N (p)))

∣∣∣∣∣ > ε/(2m)

)
≤

≤ 2 exp{−2Nf 2
(
F−1(p)

)
(ε/2)2}+ P

(∣∣∣∣∣EX − 1

N

N∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣ > ε/(4m)

)
+

+ P

(∣∣∣∣∣Emin(X,F−1(p))− 1

N

N∑
i=1

min(Xi, F
−1
N (p))

∣∣∣∣∣ > ε/(4m)

)
≤

≤ 2 exp{−8Nf 2
(
F−1(p)

)
ε2}+

DX1

N(ε/(4m))2
+
Dmin(X1, F

−1
N (p))

N(ε/(4m))2
≤

≤ 2 exp{−8Nf 2
(
F−1(p)

)
ε2}+

DX1

N(ε/(4m))2
+

EX2
1

N(ε/(4m))2
=

= 2 exp{−8f 2
(
F−1(p)

)
Nε2}+

(DX1 + EX2
1 )16m2

Nε2
.

(2.6)

È ïîëàãàÿ yu∗1,θ = 4m

√
DX1+EX2

1

Nθ
, ïðèäåì ê òîìó, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P (|u∗1,F − u∗1,FN | < yu∗1,θ) = 1− P (|u∗1,F − u∗1,FN | < yu∗1,θ) ≥ 1− θ.

Çàìå÷àíèå 5. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè N →∞ èíòåðâàëû (−yz∗,θ, yz∗,θ), (−yu∗,θ, yu∗,θ), (−yu∗1,θ, yu∗1,θ)
ñóæàþòñÿ, òî åñòü ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè ìîæåì ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ óòâåð-

æäàòü áëèçîñòü çíà÷åíèé z∗,F è z∗,FN , u∗,F è u∗,FN , u
∗
1,F è u∗1,FN ñîîòâåòñòâåííî.

�2.3 Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êàïèòàëà â ìîäåëè ñ

áàíêîâñêèìè çàéìàìè

2.3.1 Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êàïèòàëà ïðè êîíñòàíòíîé ñòðà-

òåãèè è òåîðåòè÷åñêè îïðåäåëÿåìîì ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâà-

íèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè èç ðàçäåëà 1.2. Ñîãëàñíî (1.24) êà-

ïèòàë ñòðàõîâùèêà Un â ìîìåíò âðåìåíè n ≥ 1 îïèñûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì óðàâíåíèåì

Un = Un−1 + c(z)−min(Xn, z), U0 = u,
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ãäå Xn � ñîâîêóïíûå òðåáîâàíèÿ, ïîñòóïèâøèå â òå÷åíèå n - ãî ãîäà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî {Xn}n≥1 îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F . Ïðåìèè ñòðàõîâùèêà ñ ó÷å-

òîì ïåðåñòðàõîâàíèÿ c(z) çà n-ûé ãîä ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñîãëàñíî (1.2) ïî ôîðìóëå c(z) =

c−mE(Xn − z)+, ãäå m > 1 � íàãðóçî÷íûé êîýôôèöèåíò íà ïðåìèè ïåðåñòðàõîâùèêà.

Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòð ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ z, òîãäà çíà÷åíèå c(z) áóäåò ïîñòîÿí-

íûì íà ïðîòÿæåíèå âñåãî âðåìåíè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîìïàíèè (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç cz),

à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

X̃n := cz −min(Xn, z)

� íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ FX̃ òàêîé, ÷òî

FX̃(t) =

0, t < cz − z,

1− F (cz − t), t ≥ cz − z.
.

Çàìåòèì, ïðè âûáîðå z òàêèì îáðàçîì, ÷òî cz − z < 0, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX̃(t)

áóäåò íåïðåðûâíîé. Âûáîð òàêîãî z âîçìîæåí òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû

íàãðóçêè íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà (l,m) ëåæàò â îáëàñòèD1 (Di, i = 1, 3

áûëè îïðåäåëåíû â (1.8)). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà (l,m) ∈ D2∪D3, ôóíêöèÿ FX̃(t) áóäåò èìåòü

ðàçðûâ â òî÷êå t = cz − z íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ z.
Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ êàïèòàëà êîìïàíèè Un ÷åðåç âåëè÷èíû X̃i ïðè i = 1, n. Èìååì

Un = Un−1 + X̃n = U0 +
n∑
i=1

X̃i = u+
n∑
i=1

X̃i, (2.7)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëà â ìîìåíò n îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

FUn(t) = FX̃∗n(t− u),

ãäå FX̃∗n � n-êðàòíàÿ ñâåðòêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X̃1. Òî åñòü

ïðè ôèêñèðîâàííîì n çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Un ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó n-êðàòíîé

ñâåðòêè. Õî÷åòñÿ óïîìÿíóòü çäåñü ñòàòüþ Ãîëóáåâà è äð. [6], â êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ ýô-

ôåêòèâíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ âðåìåííûõ çàòðàò àëãîðèòì ÷èñëåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè.

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû äëÿ ïðîöåññà êàïèòàëà Un.

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ ïðîöåññà êàïèòàëà Un, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ (2.7), âåðíû ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Åñëè EX1 <∞, òî
Un − u
n

→ EX̃1 ï.í.,
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2) Åñëè EX2
1 <∞, òî

Un − u− nEX̃1√
nDX̃1

→d N (0, 1).

3) Åñëè EX2
1 <∞, EX̃2

1 > 0 è âûïîëíÿåòñÿ (l −m)EX1 + (m− 1)Emin(X1, z) = 0, òî

limn→∞
Un − u
ψ(n)

= 1 ï.í.,

ãäå ψ(n) =
√

2EX̃2
1n ln lnn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

E|X̃1| = E|c(z)−min(X1, z)| ≤ E|c(z)|+ Emin(X1, z) ≤ max(c, |l −m|EX1) + EX1 =

= (max(l, |l −m|) + 1)EX1,

EX̃2
1 = E(c(z)−min(X1, z))

2 ≤ 2E(c2(z) + min(X1, z)
2) ≤ 2 (max(c, |l −m|EX1))2 + 2EX2

1 =

= 2 (max(l, |l −m|))2 (EX1)2 + 2EX2
1 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî {X̃i}i≥1 ÿâëÿþòñÿ í.î.ð. ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïîëó÷èì

1) Èç EX1 <∞ âûòåêàåò E|X̃1| <∞, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ {X̃i}i≥1 âûïîëíÿåòñÿ óñèëåí-

íûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë Êîëìîãîðîâà( [10], ãë.4, �3.3, òåîðåìà 3), òî åñòü (Un − u)/n =∑n
i=1 X̃i/n→ EX̃1 ï.í. ïðè n→∞.

2) Òàê êàê EX2
1 < ∞ âëå÷åò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà EX̃2

1 < ∞, òî äëÿ {X̃i}i≥1 èìå-

åò ìåñòî öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ í.î.ð. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ( [9], ãë.3, �3.3,

òåîðåìà 3), è ïóíêò 2) òåîðåìû äîêàçàí.

3) Â ñèëó òîãî, ÷òî

c(z) = c−m(EX1 − Emin(X1, z)) = (l −m)EX1 −mEmin(X1, z),

âûïîëíÿåòñÿ

EX̃1 = E(c(z)−min(X1, z)) = (l −m)EX1 + (m− 1)Emin(X1, z),

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäíèé ïóíêò òåîðåìû åñòü íå ÷òî èíîå, êàê çàêîí ïîâòîðíîãî

ëîãàðèôìà äëÿ âåëè÷èí {X̃i}i≥1 ( [10], ãë.4, �4.2, òåîðåìà 3). Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå â

óñëîâèè ïóíêòà 3) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ Emin(X1, z) = m−l
m−1

EX1 è ìîæåò èìåòü ðåøåíèå

â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ m−l
m−1

< 1 äëÿ êîýôôèöèåíòîâ íàãðóçêè l,m.

2.3.2 Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êàïèòàëà ïðè ýìïèðè÷åñêè îïðå-

äåëÿåìîì ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé

Ñîãëàñíî òåîðåìàì èç ðàçäåëà 1.2 îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ çàâèñèò

îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé. Ïîýòîìó, åñëè òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
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ðàñïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíà, ïàðàìåòð ïåðåñòðàõîâàíèÿ z íà i-îì èíòåðâàëå áóäåò âû÷èñ-

ëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

z = z(i) = F−1
i−1

(
m

m− 1

)
,

òî åñòü áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðêèX1, ...., Xi−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {c (z(i))−
min (Xi, z(i))}ni=1 îêàæóòñÿ çàâèñèìûìè è ïðèìåíèòü âûøåïåðå÷èñëåííûå òåîðåìû î ñõî-

äèìîñòè ìû íå ñìîæåì.

Äàëåå äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïðîöåññà

êàïèòàëà Un â ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå èñêîâ îöåíèâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå p := m−1
m

, òîãäà

c(z(i)) = c−mE(Xi − F−1
i−1(p))+,

ãäå F−1
i−1(p) åñòü êâàíòèëü óðîâíÿ p, ïîñòðîåííûé ïî âûáîðêå X1, ..., Xi−1. Ïðè ýòîì

F−1
i−1(p) = inf {x : Fi−1(x) ≥ p} =

Xp(i−1):i−1, åñëè p(i− 1)− öåëîå,

X[p(i−1)]+1:i−1, èíà÷å,

ãäå Xk:i−1 è Fi−1 îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî k-óþ ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó è ýìïèðè÷åñêóþ

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñòðîÿùèåñÿ ïî âûáîðêå äëèíîé i− 1.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i, i = 1, n, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi è F
−1
i−1(p) ÿâëÿþòñÿ íåçà-

âèñèìûìè â ñèëó íåçàâèñèìîñòè Xi, i = 1, n. Ñëåäîâàòåëüíî,

Un = Un−1 + c(z(n))−min(Xn, z(n)) =

= Un−1 + c−m
(
EXn − Emin

(
Xn, F

−1
n−1(p)

))
−min

(
Xn, F

−1
n−1(p)

)
= ...

= u+ (c−mEX1)n+m
n∑
i=1

Emin
(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
−

n∑
i=1

min
(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
=

= u+ (c−mEX1)n+m
n∑
i=1

Emin
(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
−

n∑
i=1

min(Xi, F
−1
i−1(p))±

±
n∑
i=1

min(Xi, F
−1(p))±

n∑
i=1

Emin(Xi, F
−1(p)) =

= u+ (c−mEX1)n+m
n∑
i=1

Emin
(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
−

n∑
i=1

Emin
(
Xi, F

−1(p)
)

︸ ︷︷ ︸
An:=

+

+
n∑
i=1

(
min(Xi, F

−1(p))−min
(
Xi, F

−1
i−1(p)

))︸ ︷︷ ︸
ξni:=

−
n∑
i=1

(
min(Xi, F

−1(p))− Emin(Xi, F
−1(p))

)︸ ︷︷ ︸
ηi:=

.

Òî åñòü ìîæåì ïðåäñòàâèòü Un â âèäå

Un = An +
n∑
i=1

ξni −
n∑
i=1

ηi, (2.8)
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ãäå {ηi}i≥1 � í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, An �

êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò n, è ξni = min(Xi, F
−1(p))−min

(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè
∑n

i=1 ξni íàì ïîòðåáóåòñÿ ðåçóëüòàò

ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.7 (Øèðÿåâ [9], ãë.2, �10.3, ñëåäñòâèå 2). Ïóñòü {ϑn}n≥1 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî ϑn ↓ 0, n→∞.

Òîãäà, åñëè äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Sn}n≥1, S âûïîëíÿåòñÿ

∞∑
n=1

P (|Sn − S| ≥ ϑn) <∞,

òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ï.í. Sn → S.

Òåïåðü äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü ξni = min(Xi, F
−1(p))−min

(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
, òîãäà∑n

i=1 ξni√
n ln2 n

→ 0 ï.í., n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ξni

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
min

(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
−min

(
Xi, F

−1(p)
))∣∣∣∣∣ ≤

≤
n∑
i=1

|min
(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
−min

(
Xi, F

−1(p)
)
| ≤

n∑
i=1

|F−1
i−1(p)− F−1(p)|. (2.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîêàæåì ñõîäèìîñòü ï.í. ê íóëþ ñóììû
∑n

i=1 |F
−1
i−1(p) − F−1(p)|, äî-

êàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.1 èç Ser�ing [42], åñëè 0 < p < 1, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F äâà-

æäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå F−1(p) è ïëîòíîñòü f(F−1(p)) > 0, òî èìååò ìåñòî ïðåä-

ñòàâëåíèå

F−1
i (p) = F−1(p) +

p− Fi(F−1(p))

f(F−1(p))
+Ri, (2.10)

ãäå Ri = O
((

log i
i

)3/4
)
ï.í. ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ îò i ôóíêöèÿ r(w) òàêàÿ, ÷òî |Ri| ≤ r(w)
(

ln i
i

)3/4
ï.í.

Ðàçîáüåì ñóììó
∑n

i=1 |F
−1
i−1(p)−F−1(p)| íà äâå ÷àñòè, â ïåðâîé èç êîòîðûõ èíäåêñ ñóì-

ìèðîâàíèÿ i áóäåò ïðîáåãàòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî [lnσ n], à âî âòîðîé îò [lnσn] äî n (ïî-

ëàãàåì σ > 0). Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ lnσ n âîçðàñòàåò ïðè n → ∞, â ñëàãàåìûõ

|F−1
i (p) − F−1(p)| âòîðîé ñóììû ìîæåì çàìåíèòü âåëè÷èíó F−1

i (p) åå àñèìïòîòè÷åñêèì
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ïðåäñòàâëåíèåì, íàéäåííûì â òåîðåìå 2.5.1, Ser�ing [42]. Ïîëó÷èì, ÷òî ñëåäóþùèå íåðà-

âåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ï.í.

n∑
i=1

|F−1
i−1(p)− F−1(p)| =

[lnσ n]∑
i=1

|F−1
i−1(p)− F−1(p)|+

n∑
i=[lnσn]

|F−1
i−1(p)− F−1(p)| =

=

[lnσ n]∑
i=1

|F−1
i−1(p)− F−1(p)|+

n∑
i=[lnσ n]

∣∣∣∣p− Fi(F−1(p))

f(F−1(p))
+Ri(w)

∣∣∣∣ ≤
≤

[lnσ n]∑
i=1

|F−1
i−1(p)− F−1(p)|︸ ︷︷ ︸

=:SIn

+
n∑

i=[lnσ n]

∣∣∣∣p− Fi(F−1(p))

f(F−1(p))

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=:SIIn

+ r(w)
n∑

i=[lnσ n]

(
ln i

i

)3/4

︸ ︷︷ ︸
=:SIIIn

. (2.11)

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ èç ñóìì SIn, S
II
n , S

III
n , äåëåííàÿ íà (

√
n ln2 n), ñõîäèòñÿ ï.í. ê íóëþ

ïðè n→∞.

1) Äîêàæåì, ÷òî SIIIn /(
√
n ln2 n) → 0 ïðè n → ∞ è ôèêñèðîâàííîì ω, äëÿ êîòîðîãî

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (2.10). Òàê êàê ñóùåñòâóåò i0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i > i0

âûïîëíÿåòñÿ ln i < i1/3, ïîëó÷èì

n∑
i=lnσ n

(
ln i

i

)3/4

<
n∑

i=lnσ n

1

i1/2
= O(

√
n)

äëÿ ëþáîãî n > exp{i1/σ0 }. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

SIIIn /(
√
n ln2 n)→ 0, n→∞

äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ω, äëÿ êîòîðûõ Ri = O
((

log i
i

)3/4
)
ï.í., à çíà÷èò, äëÿ ïî÷òè

âñåõ ω.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå SIn/(
√
n ln2 n)→ 0 è

SIIn /(
√
n ln2 n)→ 0. Ïîëîæèì

ϑn :=
1

lnβ n
, 0 < β < 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ϑn ↓ 0 ñ ðîñòîì n. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïàðàìåòðû β, σ óäîâëåòâîðÿëè íåðà-

âåíñòâó

β + σ <
1

2
.

Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ áóäåò ïîíÿòíà èç äîêàçàòåëüñòâà.

2) Äîêàæåì, ÷òî SIn/(
√
n ln2 n)→ 0 ï.í. ïðè n→∞. Òàê êàê

[lnσ n]∑
i=1

1

i
∼ ln lnσ n = O(lnn)
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ïðè n → ∞, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K1 > 0 òàêàÿ, ÷òî
∑[lnσ n]

i=1
1
i
≤ K1 lnn äëÿ n > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
[lnσ n]∑
i=1

1

K1

(lnn)1−β

i
≤ (lnn)2−β,

è áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

P

[lnσ n]∑
i=1

|F−1
i−1(p)− F−1(p)| >

√
n(lnn)2−β

 ≤
≤ P

[lnσ n]∑
i=1

|F−1
i−1(p)− F−1(p)| >

√
n

[lnσ n]∑
i=1

1

K1

(lnn)1−β

i

 ≤
≤

[lnσ n]∑
i=1

P

(
|F−1
i−1(p)− F−1(p)| >

√
n

(lnn)1−β

K1i

)
. (2.12)

Èçâåñòíî, ÷òî ýìïèðè÷åñêèé êâàíòèëü F−1
i (p) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå N
(
F−1(p), p(1−p)

if2(F−1(p))

)
(ñì. Ser�ing [42], �2.3.3, òåîðåìà A), òî åñòü ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà F−1
i−1(p) − F−1(p) èìååò äèñïåðñèþ O

(
1
i

)
, òî åñòü ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K2 òàêàÿ,

÷òî

D(F−1
i−1(p)− F−1(p)) ≤ K2

i
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, ïîëó÷èì

[lnσ n]∑
i=1

P

(
|F−1
i−1(p)− F−1(p)| >

√
n

(lnn)1−β

K1i

)
≤

[lnσ n]∑
i=1

K2
1 i

2

n(lnn)2−2β

(
K2

i

)
=

= O

(
(lnn)2σ

n(lnn)2−2β

)
= O

(
1

n(lnn)2−2β−2σ

)
,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (2.12) è îïðåäåëåíèÿ (2.11) äëÿ SIn âûòåêàåò, ÷òî ïðè β + σ < 1
2

∞∑
n=1

P

(
SIn√
n ln2 n

> ϑn

)
=
∞∑
n=1

P

[lnσ n]∑
i=1

|F−1
i−1(p)− F−1(p)| >

√
n(lnn)2−β

 ≤
≤

∞∑
n=1

O

(
1

n(lnn)2−2β−2σ

)
<∞. (2.13)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2.7 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü SIn/(
√
n ln2 n)→ 0 ï.í.

3) Äîêàæåì, ÷òî SIIn /(
√
n ln2 n)→ 0 ï.í. ïðè n→∞. Òàê êàê

∑n
i=[lnσ n]

1
i

= O(lnn) ïðè

n→∞, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K3 > 0 òàêàÿ, ÷òî

n∑
i=[lnσ n]

1

i
≤ K3 lnn
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äëÿ n > 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

n∑
i=[lnσ n]

1

K3

(lnn)1−β

i
≤ (lnn)2−β

è áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îöåíêà

P

 n∑
i=[lnσ n]

∣∣∣∣p− Fi(F−1(p))

f(F−1(p))

∣∣∣∣ > √n(lnn)2−β

 ≤ n∑
i=[lnσ n]

P

(∣∣∣∣p− Fi(F−1(p))

f(F−1(p))

∣∣∣∣ > √n(lnn)1−β

K3i

)
=

=
n∑

i=[lnσ n]

P

(∣∣pi− iFi(F−1(p))
∣∣ > i
√
n

(lnn)1−β

K3i
f(F−1(p))

)
=

=
n∑

i=[lnσ n]

P

(∣∣pi− iFi(F−1(p))
∣∣ > 1

K3

√
n(lnn)1−βf(F−1(p))

)
. (2.14)

Çàìåòèì, ÷òî

iFi(F
−1(p)) =

i∑
k=1

I{Xk ≤ F−1(p)},

ïðè÷åì âåëè÷èíû {I{Xk ≤ F−1(p)}}k≥1 îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü í.î.ð. áåðíóëèåâñêèõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïàðàìåòðîì p. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òîãî, ÷òî

P
(
0 ≤ I{Xk ≤ F−1(p)} ≤ 1

)
= 1

äëÿ ëþáîãî k, èç ëåììû 2.6 âûòåêàåò

P

(∣∣pi− iFi(F−1(p))
∣∣ > i
√
n

(lnn)1−β

K3i
f(F−1(p))

)
≤

≤ 2 exp

−2
i
(√

n (lnn)1−β

K3i
f(F−1(p))

)2

(1− 0)2

 = 2 exp

{
−2n

(lnn)2−2β

K2
3 i

f 2(F−1(p))

}
. (2.15)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî i ≤ n, ïðèäåì ê ñëåäóþùåé îöåíêå

2 exp

{
−2n

(lnn)2−2β

K2
3 i

f 2(F−1(p))

}
≤

≤ 2 exp

{
−2f 2(F−1(p))(lnn)1−2β

K2
3

lnn

}
= 2

1

n(lnn)1−2βK
, (2.16)

ãäå K = 2f2(F−1(p))

K2
3

> 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî 0 < β < 1
2
, à òàêæå îïðåäåëåíèå

(2.11) äëÿ SIIn , èç (2.14), (2.16), (2.15) ïîëó÷èì

∞∑
n=1

P

(
SIIn√
n ln2 n

> ϑn

)
=
∞∑
n=1

P

 n∑
i=[lnσ n]

∣∣∣∣p− Fi(F−1(p))

f(F−1(p))

∣∣∣∣ > √n(lnn)2−β

 ≤
≤

∞∑
n=1

O

(
1

n(lnn)1−2βK−1

)
<∞. (2.17)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2.7 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü SIIn /(
√
n ln2 n)→ 0 ï.í.

Îáúåäèíÿÿ ïóíêòû 1)-3), ïîëó÷àåì (SIn+SIIn +SIIIn )/(
√
n ln2 n)→ 0 ï.í., ÷òî â ñîâîêóï-

íîñòè ñ (2.9), (2.11) âëå÷åò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü

An = u+ (c−mEX1)n+m
n∑
i=1

Emin
(
Xi, F

−1
i−1(p)

)
−

n∑
i=1

Emin(Xi, F
−1(p)),

òîãäà
Un − An√
n ln2 n

→ 0 ï.í., n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (2.8) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Un − An =
n∑
i=1

ξni −
n∑
i=1

ηi.

Â ëåììå 2.8 áûëà óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü
∑n
i=1 ξni√
n ln2 n

→ 0 ï.í. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû

ηi = min(Xi, F
−1(p))− Emin(Xi, F

−1(p)) ÿâëÿþòñÿ í.î.ð. ñî âòîðûì ìîìåíòîì

Eη2
i = Emin(Xi, F

−1(p))2 < EX2
i ,

è â ñëó÷àå EX2
i < ∞ ðÿä

∑n
i=1

Dηi
n ln4 n

ñõîäèòñÿ. Îòñþäà ïî òåîðåìå Êîëìîãîðîâà (Øèðÿåâ

[10], ãë.4, �3.2, òåîðåìà 2) âûòåêàåò ñõîäèìîñòü
∑n
i=1 ηi√
nln2n

→ 0 ï.í. Ñëåäîâàòåëüíî,∑n
i=1 ξni −

∑n
i=1 ηi√

n ln2 n
→ 0 ï.í., n→∞.

Çàìå÷àíèå 6. Â òèïè÷íîé ñèòóàöèè ñëàãàåìîå An èìååò ïîðÿäîê n, ïîýòîìó èç òåî-

ðåìû 2.6 áóäåò ñëåäîâàòü

Un = An

(
1 + o

(
ln2 n√
n

))
, n→∞.
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Ãëàâà 3

Ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûì äîãîâîðîì

ïåðåñòðàõîâàíèÿ

Â äàííîé ñåêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, èñ-

ïîëüçóþùåé êîìáèíèðîâàííîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Êàê è â ðàçäåëå 1.2, ñòðàõîâùèê ñòðå-

ìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ïðîöåíòíûå âûïëàòû ïî áàíêîâñêèì çàéìàì ïóòåì âûáîðà îïòè-

ìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Â îòëè÷èå îò çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùèõ

ãëàâàõ, êîìïàíèÿ çàêëþ÷àåò äîãîâîð ñðàçó ñ íåñêîëüêèìè ïåðåñòðàõîâùèêàìè, ïîýòîìó

ìèíèìèçàöèÿ èçäåðæåê ïîäðàçóìåâàåò âûáîð îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ îäíîâðåìåííî äëÿ

íåñêîëüêèõ äîãîâîðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ .

�3.1 Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëè

3.1.1 Îïèñàíèå ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûì äîãîâîðîì ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ

Ïîëàãàåì, ÷òî ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì u èñïîëüçóåò êîìáèíàöèþ ïðî-

ïîðöèîíàëüíîãî è íåïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü å¼ ðàáîòó

â òå÷åíèå ôèêñèðîâàííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, íàïðèìåð, îäíîãî ãîäà. Ñ÷èòàåì, ÷òî â

íà÷àëå ãîäà êîìïàíèÿ ïîëó÷àåò ïðåìèè ðàçìåðà c > 0. Âûïëàòû ïî òðåáîâàíèÿì, ïîñòó-

ïèâøèì â òå÷åíèå ãîäà, ïðîèçâîäÿòñÿ â êîíöå ýòîãî ïåðèîäà. Åñëè ó êîìïàíèè íå õâàòàåò

ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèé ïî ñòðàõîâûì ñëó÷àÿì, íåäîñòàþ-

ùàÿ ñóììà áåðåòñÿ â áàíêå ïîä ïðîöåíò r, 0 < r < 1. Êàê è â ðàçäåëå 1.2, íàøåé öåëüþ

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ïðîöåíòîâ ïî çàéìó â ñèëó òîãî, ÷òî îòâåòñòâåííîñòü çà ïîãàøåíèå

ýòîé ñóììû íåñóò àêöèîíåðû êîìïàíèè.

Ïóñòü X � ñîâîêóïíûé ðàçìåð òðåáîâàíèé çà ãîä. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

X ïîëîæèòåëüíà, èìååò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F , ïëîòíîñòü f è êîíå÷-

íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïðîãðàììà ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñîñòîèò èç

êâîòíîãî äîãîâîðà è äîãîâîðà ýêñöåäåíòà óáûòî÷íîñòè è ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âî-ïåðâûõ, ñòðàõîâùèê âûáèðàåò ïàðàìåòð êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ β, β ∈ (0, 1].

Îòâåòñòâåííîñòü ïåðåñòðàõîâùèêà ïðè òàêîì äîãîâîðå ðàâíà (1 − β)X. È òàê êàê ïåðå-

ñòðàõîâùèê íå òðàòèò ñâîè ñðåäñòâà íà ïðèîáðåòåíèå ïîëèñîâ è èíûå ðàñõîäû, ñâÿçàííûå

ñ íèìè, ìû ïîëàãàåì, ÷òî îí ïëàòèò êîìèññèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåò-

ñÿ, êàê íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ïðîöåíò îò óñòóïëåííûõ åìó ïðåìèé. Òî åñòü ïðåìèè
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êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ðàâíû

cq(β) := (1− β)c− k(1− β)c, k ∈ (0, 1),

ãäå k(1 − β)c � êîìèññèîííûå âûïëàòû. Ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé k = 0, òàê

êàê îí òðèâèàëåí è íå ïîäðàçóìåâàåò âûïëàòû êîìèññèîííûõ ñòðàõîâùèêó. Ñëó÷àé æå

k = 1 ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ïåðåñòðàõîâùèê âñþ ñâîþ ïðåìèþ òðàòèò íà âûïëàòó

êîìèññèè, òî åñòü áåñïëàòíî ïðèíèìàåò íà ñåáÿ ÷àñòü ðèñêà ñòðàõîâùèêà. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

ïåðåñòðàõîâùèê íå çàíèìàåòñÿ áëàãîòâîðèòåëüíîñòüþ â ðàìêàõ äàííîãî äîãîâîðà, ïîýòîìó

ñëó÷àé k = 1 òîæå íå ðàññìàòðèâàåì. ×òî êàñàåòñÿ ñòðàõîâùèêà, òî åãî îòâåòñòâåííîñòü

è ïðåìèè ñ ó÷åòîì äàííîãî äîãîâîðà áóäóò ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî βX è

βc+ k(1− β)c = βc(1− k) + kc.

Âî-âòîðûõ, ñòðàõîâùèê âûáèðàåò óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ B > 0 òàêîé, ÷òî ñî-

âîêóïíûå óáûòêè ñòðàõîâùèêà ñ ó÷åòîì äâóõ äîãîâîðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ðàâíû min(βX,B).

Ïîëàãàåì, ÷òî ïðåìèè çà ýêñöåäåíòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå ce(β,B) ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ïðèí-

öèïó ñðåäíåãî, òî åñòü

ce(β,B) := mE[βX −min(βX,B)]+,

ãäå m > 1 ÿâëÿåòñÿ íàãðóçî÷íûì êîýôôèöèåíòîì. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà ïðåìèé ñòðà-

õîâùèêà ñ ó÷åòîì äâóõ äîãîâîðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ c(β,B) âû÷èñëÿåòñÿ êàê

c(β,B) := c− cq(β)− ce(β,B), (3.1)

òî åñòü

c(β,B) = βc + k(1 − β)c − mE[βX − min(βX,B)]+ = βc(1 − k) + kc − mE[βX − B]+.

(3.2)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êàïèòàë êîìïàíèè ïîñëå âîçìåùåíèÿ òðåáîâàíèé áóäåò ðàâåí

u+ c(β,B)−min(βX,B) = a(u, β,B) + min(βX,B),

ãäå

a(u, β,B) := u+ c(β,B). (3.3)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó ñòðàõîâùèêà íå áûëî âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü áåçðèñêîâóþ ïðèáûëü

ïðè ïåðåäà÷å âñåõ ðèñêîâ ïî ýêñöåäåíòíîìó äîãîâîðó ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìû íàêëàäûâàåì

óñëîâèå

βc(1− k) + kc < mE[βX],
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îòêóäà âûòåêàåò β(c(1 − k) −mEX) < −kc < 0. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò êîìèññèè k è íà-

ãðóçî÷íûé êîýôôèöèåíò m èçíà÷àëüíî ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðà-

âåíñòâî

c(1− k)−mEX < 0, (3.4)

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óñëîâèå íàëè÷èÿ àðáèòðàæà ó ñòðàõîâùèêà áóäåò âûïîëíåíî

âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà êâîòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ β .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J = J(u, β,B,X) âåëè÷èíó äîïîëíèòåëüíûõ âûïëàò çà ãîä, òî åñòü

J(u, β,B,X) := [min(βX,B)− a(u, β,B)]+.

Òîãäà ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè

H(u, β,B) := EJ(u, β,B,X) (3.5)

íà ìíîæåñòâå Γ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ,

Γ := {(β,B) : (β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞]},

è Γ � âûïóêëî. Ó÷èòûâàÿ ââåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷èì

H(u, β,B) =

∫ ∞
0

(min(βu,B)− a(u, β,B))+ f(u) du =

=

∫ B
β

0

(βu− a(u, β,B))+ f(u) du+ (B − a(u, β,B))+

(
1− F

(
B

β

))
=

=

∫ B
β

0

(βu− a(u, β,B))+ f(u) du+ (B − a(u, β,B))+ F

(
B

β

)
.

(3.6)

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé β = 1, B > 0 ñîîòâåòñòâóåò ÷èñòî ýêñöåäåíòíîìó ïåðåñòðàõîâàíèþ è,

êàê ìîæíî âèäåòü, ïðåìèè ñòðàõîâùèêà ïðè ýòîì ðàâíû c(1, B) = c−mE[X − B]+. Åñëè

æå β ∈ (0, 1], B = ∞, ìû ïîëó÷àåì ÷èñòî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå, ñ ó÷åòîì êîòîðîãî

ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ïîëó÷èò ïðåìèè â ðàçìåðå c(β,∞) = βc+ k(1− β)c.

Èòàê, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ êàïèòàëà u íàì íàäî ðåøèòü

ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó: ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ H(u, β,B) íà ìíîæåñòâå

Γ ïðè îãðàíè÷åíèè c(β,B) ≥ 0,

H(u, β,B)→ inf
(β,B)

, c(β,B) ≥ 0, (β,B) ∈ Γ. (3.7)

Ìû íå âêëþ÷àåì â ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé íåðàâåíñòâî c(β,B) ≤ c, õîòÿ è ïîäðàçóìåâàåì åãî

âûïîëíåíèå, òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè c(β,B) îíî âåðíî äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé

ïàðû (β,B).
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3.1.2 Ñâîéñòâà âûïóêëîñòè ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ìîäåëü

ïåðåñòðàõîâàíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé c(β, b) è B− c(β,B),

êîòîðûå ïðèãîäÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì. Íî âíà÷àëå íàì ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùóþ

âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíî-

æåñòâå Ω ⊆ R2. Ïðè ýòîì â ëþáîé òî÷êå x = (x1, x2) ∈ Ω âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

f(x) îòðèöàòåëüíû,
∂2f

∂x2
1

< 0,
∂2f

∂x2
2

< 0,

à îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ðàâåí íóëþ,

∂2f

∂x2
1

∂2f

∂x2
2

−
(

∂2f

∂x1∂x2

)2

= 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) � âûïóêëà ââåðõ íà Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f � âûïóêëà ââåðõ, òî ïî îïðåäåëåíèþ âûïóêëîñòè äëÿ ëþáûõ

òî÷åê x, y ∈ Ω è êîýôôèöèåíòà α ∈ [0, 1] òî÷êà zα := (1− α)x+ αy ïðèíàäëåæèò îòðåçêó,

ñîåäèíÿþùåìó x è y, è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

f(zα) ≥ (1− α)f(x) + αf(y).

Çàôèêñèðóåì x, y è ðàññìîòðèì f(zα), êàê ôóíêöèþ îò α, ââåäÿ ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

îäíîé ïåðåìåííîé

g(α) := f(zα).

Çàìåòèì, ÷òî âûïóêëîñòü ââåðõ ôóíêöèè f íà îòðåçêå ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè â òî÷-

êàõ x, y ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî g(α) � âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ α, òî åñòü g′′(α) ≤ 0, α ∈
[0, 1].

×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëåììû, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî, ïóñòü f íå

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ, òîãäà ñóùåñòâóåò α0 ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî g′′(α0) > 0. Ïðîèçâîäíûå

ôóíêöèè g(α) ðàâíû

g′(α) = f ′(zα)((1− α)x+ αy)′α = f ′(zα)(y − x),

g′′(α) = (y − x)Tf ′′(zα)(y − x),

ãäå f ′(zα) � âåêòîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, f ′′(zα) � ìàòðèöà âòîðûõ ïðî-

èçâîäíûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïðåäïîëîæåíèÿ g′′(α0) > 0 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè, â

êîòîðîé ìàòðèöà f ′′(zα) íå ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Íî ïî óñëîâèþ òàêèõ

òî÷åê ó ôóíêöèè f íåò, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå

íåâåðíî è f � âûïóêëà ââåðõ íà Ω. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ôóíêöèé èç íàøåé ìîäåëè.

Ëåììà 3.2. Íà ìíîæåñòâå Γ = {(β,B) : (β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞]}
à) ôóíêöèÿ ïðåìèé c(β,B) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ, −c(β,B) � âûïóêëîé âíèç;

á) ôóíêöèÿ

g(β,B) := B − c(β,B) (3.8)

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ c(β,B), îïðåäåëåííóþ â (3.2), â âèäå

c(β,B) = βc(1− k) + kc−m
∫ ∞
B
β

(βx−B)f(x)dx

è íàéäåì åå ïðîèçâîäíûå. Ïîëó÷èì

∂c

∂β
(β,B) = c(1− k)−m

∫ ∞
B
β

xf(x)dx,

∂2c

∂β2
(β,B) = m

B

β
f

(
B

β

)(
−B
β2

)
= −mB2

β3
f

(
B

β

)
< 0,

∂c

∂B
(β,B) = m

∫ ∞
B
β

f(x)dx = mF

(
B

β

)
≥ 0,

∂2c

∂B2
(β,B) = −mf

(
B

β

)
1

β
< 0,

∂2c

∂B∂β
(β,B) =

∂2c

∂β∂B
(β,B) = m

B

β2
f

(
B

β

)
> 0.

(3.9)

Íàïîìíèì, ÷òî èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé îá îòñóòñòâèè àðáèòðàæà ìû ïîëó÷èëè óñëîâèå

(3.4) íà êîýôôèöèåíòû, ó÷àñòâóþùèå â ðàñ÷åòå ïðåìèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ, à èìåííî

c(1− k)−m
∫ ∞

0

xf(x)dx < 0.

Ó÷èòûâàÿ äàííîå íåðàâåíñòâî è òî, ÷òî îòíîøåíèå B
β
ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå

îò 0 äî ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü êàê ïàðà (β,B), äëÿ êîòîðîé ∂c
∂β
> 0, òàê è

ïàðà, äëÿ êîòîðîé ∂c
∂β
< 0.

Åñëè ∂c
∂β

(β,B) = 0 ïðè B
β

= θ, òî íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñ îñÿìè (β,B) ìíîæåñòâî

òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ ∂c
∂β
< 0, áóäåò îáðàçîâàíî ïåðåñå÷åíèåì îáëàñòè ïîä ïðÿìîé B =

θβ è ïîëîñû (0, 1] × (0,∞]. Ïðè óâåëè÷åíèè k èëè m, à òàêæå ïðè óìåíüøåíèè c ïðÿìàÿ

B = θβ ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (θ âîçðàñòàåò), òåì ñàìûì óâåëè÷èâàÿ

ïëîùàäü îáëàñòè {(β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞]| ∂c
∂β
< 0}.

Çàìåòèì, ÷òî

c(β,B) = kc+ β
∂c

∂β
+B

∂c

∂B
. (3.10)
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Îòñþäà â ñèëó òîãî, ÷òî kc > 0 è ∂c
∂B
≥ 0, âûòåêàåò, ÷òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà ∂c

∂β
≥ 0

âëå÷åò c(β,B) ≥ 0 (íàîáîðîò íåâåðíî). Ïîýòîìó,{
(β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞]

∣∣∣∣∣ ∂c∂β ≥ 0

}
⊆ {(β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞] | c(β,B) ≥ 0} .

Èç ïîëó÷åííûõ âûøå ôîðìóë (3.9) âûòåêàåò

∂2c

∂β2
< 0,

∂2c

∂B2
< 0,

∂2c

∂β2

∂2c

∂B2
−
(

∂2c

∂B∂β

)2

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1, ïîëó÷àåì, ÷òî c(β,B) � âûïóêëàÿ ââåðõ ôóíêöèÿ íà

ìíîæåñòâå Γ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ −c(β,B) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç

íà Γ.

á) Ôóíêöèÿ g(β,B) = B − c(β,B) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà ìíîæåñòâå Γ, êàê ñóììà

âûïóêëîé âíèç è ëèíåéíîé ôóíêöèé.

3.1.3 Âñïîìîãàòåëüíûå òåîðåìû òåîðèè îïòèìèçàöèèè

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè òåîðåì èç òåîðèè

îïòèìèçàöèè, êîòîðûìè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ.

Äîïóñòèì, ÷òî ìû õîòèì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ h0(b) íà ìíîæåñòâå Ω ïðè k îãðàíè-

÷åíèÿõ òèïà íåðàâåíñòâ, òîãäà çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ôóíêöèè h0(b) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

â ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h0(b)→ inf
b
, hi(b) ≤ 0, i = 1, k, b ∈ Ω. (3.11)

Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè èç êíèãè Ãàëååâ [5] (ãë.1, �4.5), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

Îïðåäåëåíèå 3.1. çàäà÷à (3.11) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, åñëè

h0(b)→ inf
b
, hi(b) ≤ 0, i = 1, k, b ∈ Ω, (3.12)

hi(b) ≤ 0, i = 1, k − âûïóêëûå ôóíêöèè, Ω− âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Òî÷êà b íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (3.12), åñëè b ∈ Ω è âûïîë-

íÿþòñÿ âñå çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâ.

Ïîñòðîèì ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷ (3.11) è (3.12). Îíè ñîâïàäàþò è èìåþò âèä

L(b, λ) =
k∑
i=0

λihi(b). (3.13)

Äàëåå äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Òåîðåìà 3.1 (Ãàëååâ [5], ãë.1, �3.2.1, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà � ïðèí-

öèï Ëàãðàíæà). Åñëè b̂ � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (3.11), è hi, i = 0, k íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè b̂, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð ìíîæèòå-

ëåé Ëàãðàíæà (λ0, ..., λk) òàêîé, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà çàäà÷è (3.11) âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ

(i) min
b∈Ω

L(b, λ) = L(b̂, λ)⇔
k∑
i=0

λi
∂hi
∂bt

= 0, t = 1, |Ω|, b = (b1, ..., b|Ω|),

(ii) λihi(b) = 0, i = 1, k (óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè),

(iii) λi ≥ 0, i = 0, k (óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè).

(3.14)

Îïðåäåëåíèå 3.3. Òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ëîêàëüíîãî ýêñòðå-

ìóìà, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñôîðìó-

ëèðîâàíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.2 (Ãàëååâ [5], ãë.1, �4.5, òåîðåìà Êóíà-Òàêêåðà). Åñëè äëÿ äîïóñòèìîé òî÷êè

b̂ âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i)− (iii) èç (3.14) è λ0 6= 0, òî b̂ � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å

(3.12).

�3.2 Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ

3.2.1 Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ìîäåëü ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ

Ïåðåéäåì ê ïîèñêó ìèíèìóìà ôóíêöèè g(β,B) íà ìíîæåñòâå

Γ0 := {(β,B) | (β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞], c(β,B) ≥ 0} , (3.15)

èëè ÷òî òîæå ñàìîå, ê ðåøåíèþ çàäà÷è

g(β,B)→ inf
(β,B)

, −c(β,B) ≤ 0, (β,B) ∈ Γ. (3.16)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

b∗ = F
−1
(

1

m

)
.

Ëåììà 3.3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) > 0, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (3.16) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (β,B) = (1, b∗), à

ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå min
Γ0

g(β,B) ðàâíî

g (1, b∗) = −
(
c−m

∫ ∞
b∗

xf(x)dx

)
= − ∂c

∂β
(1, b∗)− kc.
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Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) = 0, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (3.16) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {(β,B) ∈ Γ|B
β

=

b∗}, ïðè ýòîì min
Γ0

g(β,B) = −kc.

Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) < 0, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (3.16) ÿâëÿåòñÿ (β,B) = (0, 0), è ïðè ýòîì

min
Γ0

g(β,B) = −kc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.2, ôóíêöèè g(β,B) è −c(β,B) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè

âíèç íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (3.16) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

g(β,B)→ inf
(β,B)

,



−c(β,B) ≤ 0,

β − 1 ≤ 0,

−β < 0,

−B < 0,

(3.17)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (3.13) äëÿ äàííîé çàäà÷è èìååò âèä

L(β,B, λ) = λ0g(β,B)− λ1c(β,B) + λ2(β − 1)− λ3β − λ4B.

Ïîëîæèì λ0 = 1. Â ñèëó òîãî, ÷òî λ0 6= 0, èç òåîðåìû 3.2 âûòåêàåò, ÷òî åñëè óñëîâèÿ (3.14)

âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè b̂ (òî åñòü b̂ � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà), òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì. Óñëîâèÿ (3.14) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(i) − ∂c

∂β
− λ1

∂c

∂β
+ λ2 − λ3 = 0,(

1− ∂c

∂B

)
− λ1

∂c

∂B
− λ4 = 0,

(ii) λ1c(β,B) = 0,

λ2(β − 1) = 0,

λ3β = 0,

λ4B = 0,

(iii) λi ≥ 0, i = 0, 4.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, ÷òîáû íàéòè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè.

à) Ïóñòü λ3 6= 0, òîãäà β = 0 è

g(0, B) = B − c(0, B) = B − kc.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè g(β,B) áóäåò ïðèíèìàòüñÿ ïðè (β,B) =

(0, 0) è ðàâíÿòüñÿ −kc.
á) Ïóñòü λ4 6= 0, òîãäà B = 0 è

g(β, 0) = −c(β, 0) = −kc− β
(
c(1− k)−m

∫ ∞
0

xf(x)dx

)
.
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Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (3.4) âûðàæåíèå â ñêîáêàõ îòðèöàòåëüíî, ïîýòîìó ìèíèìóì g(β, 0)

áóäåò äîñòèãàòüñÿ â òî÷êå (β,B) = (0, 0) è ðàâíÿòüñÿ −kc.
Òåïåðü ïîëîæèì λ3 = λ4 = 0. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî λ0 = 1, ñèñòåìà, äàþùàÿ ðåøåíèå äëÿ

ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (3.17), ïðèìåò âèä

∂c

∂β
=

λ2

1 + λ1

,

∂c

∂B
=

1

1 + λ1

,

λ1c(β,B) = 0,

λ2(β − 1) = 0,

λi ≥ 0, i = 1, 2.

(3.18)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

â) Ïóñòü λ3 = λ4 = 0, λ1 = λ2 = 0 (òî åñòü åñëè ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ, òî âíóòðè îáëà-

ñòè), òîãäà ∂c
∂B

= 1, ∂c
∂β

= 0. Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â ñîîòâåòñòâóþùèå

ðàâåíñòâà èç (3.9), ïîëó÷èì

B

β
= b∗,

∂c

∂β
(β, βb∗) = c(1− k)−m

∫ ∞
b∗

xf(x)dx = 0. (3.19)

Òî åñòü åñëè ïàðàìåòðû c, k,m è ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ (3.19), òî ìèíèìóì ôóíêöèè g(β,B) äîñòèãàåòñÿ íà âñåõ ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà

{(β,B) ∈ Γ
∣∣ B
β

= b∗} è, ó÷èòûâàÿ (3.8), (3.10), ðàâåí

g (β, βb∗) = βb∗ − (kc+ 0 + βb∗) = −kc.

ã) Ïóñòü λ3 = λ4 = 0, λ1 6= 0, òîãäà c(β,B) = 0 (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìèíèìóì

äîñòèãàåòñÿ, òî íà ãðàíèöå c(β,B) = 0). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî k > 0, c > 0, ∂c
∂B

> 0, è ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå, ÷òî ñèñòåìà (3.18) ðàçðåøèìà òîëüêî ïðè ∂c
∂β
≥ 0, èç (3.10) ïîëó÷èì c(β,B) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î λ1 çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ.

ä) Ïóñòü òåïåðü λ1 = 0 è λ2 6= 0 (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ, òî íà

ãðàíèöå β = 1). Ðåøàÿ ñèñòåìó (3.18), ïîëó÷èì

λ1 = 0 =⇒ ∂c

∂B
= 1 =⇒ mF

(
B

β

)
= 1 =⇒ B

β
= b∗,

λ2 6= 0 =⇒β = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) > 0, òî ñèñòåìà (3.18) ðàçðåøèìà è èíôèìóì ôóíêöèè

g(β,B) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (β,B) = (1, b∗), è ó÷èòûâàÿ (3.9), ðàâåí

g (1, b∗) = b∗ −
(
kc+

∂c

∂β
+ b∗

∂c

∂B

)
= −

(
c−m

∫ ∞
b∗

xf(x)dx

)
. (3.20)
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Åñëè B =∞, òî g(β,B) =∞ è ìèíèìóì ïðè äàííîì çíà÷åíèè B ÿâíî íå äîñòèãàåòñÿ.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó (3.9), (3.20) èìååò ìåñòî

∂c

∂β
(1, b∗) = −g (1, b∗)− kc, (3.21)

òî åñòü â ñëó÷àÿõ à) è á), êîãäà ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè g(β,B) ðàâíÿåòñÿ −kc,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ∂c

∂β
(1, b∗) < 0.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

min
Γ0

g(β,B) ≤ −kc < 0,

ãäå ìíîæåñòâî Γ0 îïðåäåëåíî â (3.15).

3.2.2 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè îæèäàåìûõ äîïîëíèòåëü-

íûõ èçäåðæåê

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3.7. Îíà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â ñëåäóþùåì âèäå

H(u, β,B)→ inf,



−c(β,B) ≤ 0,

β − 1 ≤ 0,

−β < 0,

−B < 0,

(3.22)

Çàìå÷àíèå 7. Âñå îãðàíè÷åíèÿ èç çàäà÷è (3.22) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè âíèç ôóíêöèÿìè.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (3.22) èìååì âèä

L = λ0H(u, β,B)− λ1c(β,B) + λ2(β − 1) + λ3β + λ4B.

Âûïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (i)− (iii) èç (3.14). Ïîëó÷èì

(i) λ0
∂H

∂β
− λ1

∂c

∂β
+ λ2 − λ3 = 0,

λ0
∂H

∂B
− λ1

∂c

∂B
− λ4 = 0,

(ii) λ1c(β,B) = 0,

λ2(β − 1) = 0,

λ3β = 0,

λ4B = 0,

(iii) λi ≥ 0, i = 0, 4.

(3.23)
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Γ0 = {(β,B) | (β,B) ∈ (0, 1]× (0,∞], c(β,B) ≥ 0}, îïðåäåëåí-
íîå â (3.15). Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íà÷àëüíîãî êàïèòàëà u ââåäåì ìíîæåñòâà

Γru,Γ
m
u ,Γ

l
u òàêèå, ÷òî

Γru := {(β,B) ∈ Γ0, a(u, β,B) > B} = {(β,B) ∈ Γ0, g(β,B) < u} ,

Γmu := {(β,B) ∈ Γ0, 0 ≤ a(u, β,B) ≤ B} = {(β,B) ∈ Γ0, −c(β,B) ≤ u ≤ g(β,B)} ,

Γlu := {(β,B) ∈ Γ0, a(u, β,B) < 0} = {(β,B) ∈ Γ0, −c(β,B) > u} .
(3.24)

Ýòè ìíîæåñòâà ñîäåðæàò äîïóñòèìûå ïàðû (β,B), äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå îïðåäåëåííîé â

(3.3) ôóíêöèè a(u, β,B) ëåæèò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ñîîòâåòñòâåííî ñïðàâà îò B, ìåæäó

0 è B, ñëåâà îò 0. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî u äàííûå ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Çàìå÷àíèå 8. Ñîãëàñíî èçâåñòíûì ñâîéñòâàì (Ãàëååâ [5], ãë.1, �4) äëÿ ëþáîé âûïóêëîé

âíèç ôóíêöèè f(u) è âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèè g(u), îïðåäåëåííûõ íà âûïóêëîì ìíîæå-

ñòâå M ⊆ Rn, ìíîæåñòâà {u ∈ M |f(u) ≤ ζ, ζ = const} è {u ∈ M |g(u) ≥ ζ, ζ = const}
ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà Γru, Γmu ∪ Γru, è Γlu ∪ Γmu ∪ Γru = Γ0 ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè.

Çàìå÷àíèå 9. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (3.8) ôóíêöèè g(β,B) è ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ

c(β,B) ≤ c äëÿ ëþáûõ ïàð (β,B), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî min
Γ0

g(β,B) ≥ −c. Ïîýòîìó
ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû ñëåäñòâèÿ 3.1, ïîëó÷èì

Γlu = ∅, Γmu ∪ Γru = Γ0, ïðè u > 0,

Γlu ∪ Γmu ∪ Γru = Γ0, ïðè min
Γ0

g(β,B) < u < 0,

Γlu ∪ Γmu = Γ0, Γru = ∅, ïðè − c < u < min
Γ0

g(β,B),

Γlu = Γ0, Γmu ∪ Γru = ∅, ïðè u < −c.

(3.25)

3.2.3 Ïîèñê îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ

Çàôèêñèðóåì íà÷àëüíûé êàïèòàë u è ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè îæèäàåìûõ èçäåð-

æåê H(u, β,B) â êàæäîé èç îáëàñòåé Γlu,Γ
m
u ,Γ

r
u. Ðàíåå â (3.6) áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî

H1(u, β,B) =

∫ B
β

0

(βx− a(u, β,B))+ f(x) dx+ (B − a(u, β,B))+ F

(
B

β

)
.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè

H(u, β,B) :=

∫ B
β

0

(βx− a(u, β,B))+ f(x) dx,

H2(u, β,B) := (B − a(u, β,B))+ F

(
B

β

)
,

(3.26)
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òîãäà

H(u, β,B) = H1(u, β,B) +H2(u, β,B). (3.27)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè H(u, β,B) ïî ïåðåìåííûì

(β,B), äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü ñîîòâåòñâóþùèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèéH1(u, β,B), H2(u, β,B).

Ïîèñê ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ èçäåðæåê íà ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ Γru.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü íà÷àëüíûé êàïèòàë u ôèêñèðîâàí, òîãäà äëÿ ëþáûõ (β,B) ∈ Γru

âûïîëíÿåòñÿ

H(u, β,B) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ (3.24) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî(β,B) ∈ Γru ñïðàâåäëèâî

H1(u, β,B) = H2(u, β,B) = 0. Ïîýòîìó â ñèëó ðàçëîæåíèÿ (3.27) èìååì H(u, β,B) = 0.

Ñëó÷àé îïòèìàëüíîãî êîìáèíèðîâàííîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïðè íà÷àëüíîì

êàïèòàëå u ≥ min
Γ0

g(β,B).

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîãî u ≥ min
Γ0

g(β,B) ìèíèìàëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè, min
Γ0

H(u, β,B),

ðàâíû íóëþ è äîñòèãàþòñÿ íà ìíîæåñòâå ïàð {(β,B) ∈ Γ | g(β,B) ≤ u}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî u ≥ min
Γ0

g(β,B) ìíîæåñòâî Γru

íåïóñòî, òî ñîãëàñíî ëåììå 3.4 íàéäåòñÿ ïàðà (β,B) ∈ Γru òàêàÿ, ÷òî H(u, β,B) = 0.

Ïîèñê ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ èçäåðæåê íà ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ Γlu.

Åñëè (β,B) ∈ Γlu ∪ Γmu , òî äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â (3.26), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå

H1(u, β,B) =

∫ B
β

(a(u,β,B))+
(βx− a(u, β,B)) f(x)dx,

H2(u, β,B) = (B − a(u, β,B))F

(
B

β

)
.

(3.28)

Ëåììà 3.5. Ïóñòü u ôèêñèðîâàíî, òîãäà íà ìíîæåñòâå Γlu ôóíêöèÿ H(u, β,B) ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëîé âíèç ïî ïàðå àðãóìåíòîâ (β,B) è èìååò ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùåãî âèäà

∂H

∂β
=

∫ B
β

0

xf(x)dx− c(1− k) +m

∫ ∞
B
β

xf(x)dx =

= EX − c(1− k) + (m− 1)

∫ ∞
B
β

xf(x)dx,

∂H

∂B
= (1−m)F

(
B

β

)
≤ 0.

(3.29)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (3.28), ïîëó÷èì

∂H1

∂B
=

∫ B
β

0

− ∂c

∂B
f(x)dx+ (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
1

β
=

= − ∂c

∂B
F

(
B

β

)
+ (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
1

β
,

∂H1

∂β
=

∫ B
β

0

(
x− ∂c

∂β

)
f(x)dx− (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
B

β2
=

=

∫ B
β

0

xf(x)dx− ∂c

∂β
F

(
B

β

)
− (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
B

β2
,

∂H2

∂B
=

(
1− ∂c

∂B

)
F

(
B

β

)
− (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
1

β
,

∂H2

∂β
= − ∂c

∂β
F

(
B

β

)
+ (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
B

β2
.

Â èòîãå èìååì 
∂H

∂β
=

∫ B
β

0

xf(x)dx− ∂c

∂β
,

∂H

∂B
= − ∂c

∂B
+ F

(
B

β

)
.

(3.30)

Ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ â (3.9) âûðàæåíèé äëÿ ∂c
∂B
, ∂c
∂β

äàåò èñêîìûå ôîðìóëû (3.29) äëÿ
∂H
∂β
, ∂H
∂B
.

Âûïèøåì òåïåðü, ÷åìó ðàâíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà è ñìåøàííàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ ôóíêöèè H(u, β,B).

∂2H

∂β2
= −f

(
B

β

)
B2

β3
− ∂2c

∂β2
= (m− 1)f

(
B

β

)
B2

β3
> 0,

∂2H

∂B2
= − ∂2c

∂B2
− f

(
B

β

)
1

β
= (m− 1)f

(
B

β

)
1

β
> 0,

∂2H

∂B∂β
= − ∂2c

∂B∂β
+ f

(
B

β

)
B

β2
= −(m− 1)f

(
B

β

)
B

β2
< 0.

Çàìåòèì, ÷òî
∂2H

∂β2
> 0,

∂2H

∂β2

∂2H

∂B2
−
(
∂2H

∂B∂β

)2

= 0.

Ðàññóæäàÿ êàê â ëåììå 3.1, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî H(u, β,B) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç

ôóíêöèåé ïàðû ïåðåìåííûõ (β,B) íà ìíîæåñòâå Γlu.

Ëåììà 3.6. Ïóñòü íà÷àëüíûé êàïèòàë u < −kc ôèêñèðîâàí è ïàðàìåòðû (β,B) ∈ Γlu.

1) Ïðè u < −c ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè H(u, β,B) íà ìíîæåñòâå Γlu äîñòèãàåòñÿ

i) íà ìíîæåñòâå ïàð {(0, B), B > 0}, åñëè c(1− k) < EX, è ðàâíî

H(u, 0, B) = −u− kc,
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ii) íà ìíîæåñòâå ïàð {(β,B) ∈ Γ | β = 0, B > 0 èëè B =∞, β > 0}, åñëè c(1−k) = EX,

è ðàâíî

H(u, β,B) = −u− kc,

iii) ïðè β = 1, B =∞, åñëè c(1− k) > EX, è ðàâíî

H(u, 1,∞) = EX − u− c.

2) Ïðè −c ≤ u < −kc ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè H(u, β,B) íà ìíîæåñòâå Γlu äî-

ñòèãàåòñÿ

i) íà ìíîæåñòâå ïàð {(0, B), B > 0}, åñëè c(1− k) < EX, è ðàâíî

H(u, 0, B) = −u− kc,

ii) íà ìíîæåñòâå ïàð
{

(β,B) ∈ Γ | β = 0, B > 0 èëè B =∞, β ∈
(

0, −u−kc
c(1−k)

]}
, åñëè c(1−

k) = EX, è ðàâíî

H(u, β,B) = −u− kc,

iii) ïðè β = −u−kc
c(1−k)

, B =∞, åñëè c(1− k) > EX, è ðàâíî

H

(
u,
−u− kc
c(1− k)

, B

)
=
−u− kc
c(1− k)

EX.

Çàìå÷àíèå 10. Òàê êàê β îïðåäåëåíî íà ïîëîæèòåëüíîì èíòåðâàëå (0, 1], òî ðàâåíñòâî

β = 0 ïîíèìàåì, êàê β = lim
β→0+

β, à îòíîøåíèå B
β
ñ÷èòàåì ðàâíûì +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.6. Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè

H(u, β,B)→ inf
(β,B)

, (β,B) ∈ Γlu (3.31)

ðàâíîñèëüíî ðåøåíèþ çàäà÷è (3.22) ïðè óñëîâèè u+ c(β,B) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è 3.31 ðàâíà

L(β,B) = λ0H(u, β,B)− λ1c(β,B) + λ2(β − 1)− λ3β − λ4B + λ5(c(β,B)− u).

Ó÷èòûâàÿ íîâîå îãðàíè÷åíèå è (3.23), ïóíêòû (i) − (iii) èç (3.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå 

λ0
∂H

∂β
− λ1

∂c

∂β
+ λ2 − λ3 + λ5

∂c

∂β
= 0,

λ0
∂H

∂B
− λ1

∂c

∂B
− λ4 + λ5

∂c

∂B
= 0,

λ1c(β,B) = 0,

λ2(β − 1) = 0,

λ3β = 0, λ4B = 0,

λ5(u+ c(β,B)) = 0

λi ≥ 0, i = 0, 5.

(3.32)
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Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó (3.32) ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ∂H
∂β
, ∂H
∂B

èç (3.30) è (3.29)

ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå íåáîëüøîé ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïðèäåì ê

(λ0 + λ1 − λ5)
∂c

∂β
= λ0

∫ B
β

0

xf(x)dx+ λ2 − λ3,

((m− 1)λ0 + λ1m− λ5m)F

(
B

β

)
= −λ4,

λ1c(β,B) = 0,

λ2(β − 1) = 0,

λ3β = 0, λ4B = 0,

λ5(u+ c(β,B)) = 0

λi ≥ 0, i = 1, 5.

(3.33)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè u < −c óðàâíåíèå c(β,B)+u = 0 íå èìååò êîðíåé, ïîýòîìó äëÿ òàêèõ

çíà÷åíèé u ñèñòåìà ðàçðåøèìà òîëüêî ïðè λ5 = 0. Äëÿ −c ≤ u < −kc íàëè÷èå ðåøåíèÿ
âîçìîæíî â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ðåøåíèå ñèñòåìû (3.33) ïðè λ5 = 0 è λ5 6= 0, ïîëîæèâ λ0 = 1.

I) Ñëó÷àé λ5 = 0.

a) Ïóñòü λ5 = 0, λ4 6= 0, òîãäà B = 0. Â ñèëó âûïîëíåíèÿ m > 1 èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî

m− 1 + λ1m > 0, (3.34)

è âòîðîå óðàâíåíèå èç (3.33) íå èìååò êîðíåé, òàê êàê −λ4 < 0. Òî åñòü ïðè äàííîì

ïðåäïîëîæåíèè î λ4 ñèñòåìà íåðàçðåøèìà.

á) Ïóñòü λ5 = 0, λ4 = 0, òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.33) ïðèìåò âèä

(m− 1 + λ1m)F

(
B

β

)
= 0.

Â ñèëó (3.34) ïîëó÷èì F
(
B
β

)
= 0, òî åñòü

B

β
= F

−1
(0).

Åñëè F
−1

(0) =∞, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî B =∞, β > 0, ëèáî β = 0, B > 0.

Çíà÷åíèå F
−1

(0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðõíþþ ãðàíèöó íîñèòåëÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X, ïîýòîìó ∫ F
−1

(0)

0

xf(x)dx = EX,
∫ ∞
F
−1

(0)

xf(x)dx = 0.

91



Ó÷èòûâàÿ (3.9) è ïðåäñòàâëåíèÿ (3.10), ïîëó÷èì

∂c

∂β
= c(1− k), c(β,B) = kc+ βc(1− k) > 0. (3.35)

Ñëåäîâàòåëüíî, λ1 = 0 è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.33) çàïèøåòñÿ â âèäå

c(1− k)− EX = λ2 − λ3.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî

i) Ïðè c(1− k) < EX ìíîæèòåëü λ3 6= 0, ïîýòîìó β = 0. Òàê êàê ñîãëàñíî (3.2)

c(0, B) = kc, (3.36)

òî íåðàâåíñòâî u < −c(0, B) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ B > 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî

ôèêñèðîâàííîãî u

{(0, B) ∈ Γ | B > 0} ⊂ Γlu.

Îæèäàåìûå èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

H(u, 0, B) = E (min(0, B)− u− kc)+ = (−u− kc)+ = −u− kc. (3.37)

iii) Ïðè c(1− k) > EX ìíîæèòåëü λ2 6= 0, òî åñòü β = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

c(1, B) = c(1− k) + kc−mE(X −B)+ = c−mE(X −B)+.

Ïðè u < −c ïàðà (1, B) ïðèíàäëåæèò Γlu ïðè ëþáîì B > 0. Åñëè −c ≤ u < −kc, òî
îáîçíà÷èâ ÷åðåç Bu êîðåíü c(1, B) = u, òî åñòü óðàâíåíèÿ

mE(X −B)+ = u+ c, (3.38)

ïîëó÷èì

{(1, B) ∈ Γ | B ∈ (0, Bu]} ⊂ Γlu, {(1, B) ∈ Γ | B ∈ (Bu,∞)} ⊂ Γmu .

Ñëåäîâàòåëüíî, èçäåðæêè çàïèøóòñÿ â âèäå

H(u, 1, B) = E
(
min(X,B)− u− c−mE(X −B)+

)+
.

Ó÷èòûâàÿ (3.30), íàõîäèì, ÷òî ∂H
∂B

= (1 − m)F (B) < 0, òî åñòü H óáûâàåò ïî B. Òîãäà

íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè íà ìíîæåñòâå Γlu äîñòèãàþòñÿ ïðè íàèáîëü-

øåì äîïóñòèìîì çíà÷åíèè B, òî åñòü ïðè B = ∞, åñëè u < −c è ïðè B = Bu, åñëè

−c ≤ u < −kc. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê ðàâíû

H(u, 1,∞) = E(X − u− c)+ = EX − u− c,

H(u, 1, Bu) = E
(
min(X,Bu)− u− c+mE(X −Bu)

+
)+

=

= Emin(X,Bu) = E(X − (X −Bu)
+) = EX − u+ c

m
. (3.39)
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ii) Ïðè c(1− k) = EX èìååì λ2 = λ3 = 0. Òî åñòü β ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 0 è òîãäà, êàê è

â ïóíêòå i), íàì áóäóò ïîäõîäèòü ëþáûå çíà÷åíèÿ B > 0. Èëè æå B =∞, β > 0 è òîãäà

c(β,∞) = βc(1− k) + kc,

{
(β,∞) ∈ Γ | β ∈

(
0,
−u− kc
c(1− k)

]}
⊂ Γlu,

{
(β,∞) ⊂ Γ | β ∈

(
−u− kc
c(1− k)

, 1

)}
⊂ Γmu .

Èçäåðæêè ðàâíû −u− kc â ñëó÷àå β = 0 è ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì â ñëó÷àå

B =∞

H(u, β,∞) = E (min(βX,∞)− u− kc− βc(1− k))+ = E (βX − u− kc− βc(1− k))+ .

Îïðåäåëèì çíàê âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî ïîä ñèìâîëîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ïî-

ñëåäíåé ôîðìóëå. Åñëè u < −c, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

βX − u− kc− βc(1− k) > βX + c(1− k)− βc(1− k) = βX + (1− β)c(1− k) ≥ 0.

Åñëè æå −c ≤ u < −kc, òî òî÷êè (β,∞) èç ìíîæåñòâà Γlu óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

0 < β ≤ −u−kc
c(1−k)

è èìååò ìåñòî 0 ≤ −u− kc− βc(1− k) < −u− kc. Ïîýòîìó

βX − u− kc− βc(1− k) ≥ 0 ïðè (β,∞) ∈ Γlu.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óñëîâèÿ EX = c(1− k) ïîëó÷èì, ÷òî íà ìíîæåñòâå Γlu

H(u, β,∞) = E (βX − u− kc− βc(1− k))+ = β (EX − c(1− k))− u− kc = −u− kc ≥ 0.

(3.40)

Èç ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ à), á) âûòåêàåò, ÷òî ïðè λ5 = 0 ñèñòåìà (3.33) èìååò ñëåäó-

þùèå ðåøåíèÿ

{(β,B) ∈ Γ | β = 0} , åñëè c(1− k) < EX, (3.41){
(β,B) ∈ Γ | β = 0, B > 0 èëè B =∞, β ∈

(
0,min

(
−u− kc
c(1− k)

, 1

)]}
, åñëè c(1− k) = EX,

(3.42)

{(β,B) ∈ Γ | β = 1, B ∈ (0,min(Bu,∞)]} , åñëè c(1− k) > EX. (3.43)

Ïîêà ìû íàøëè ëèøü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.33), ñîîòâåòñòâóþùèå λ5 = 0. Òåïåðü ðàñ-

ñìîòðèì

II) Ñëó÷àé λ5 6= 0. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî c(β,B) = −u,
λ1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (3.5)

H(u, β,B) = E (min(βX,B)− u− c(β,B))+ = E (min(βX,B)) . (3.44)
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a) Ïóñòü λ5 6= 0, λ4 6= 0, òîãäà B = 0. Ïðè β > 0 èìååì B
β

= 0,
∫∞
B/β

xf(x)dx = EX è

c(β,B) = kc+ β(c(1− k)−mEX).

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèå äëÿ c(β,B) ê −u, ïîëó÷àåì

β =
−u− kc

c(1− k)−mEX
.

Íî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ, òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, à

äðîáü â ïðàâîé ÷àñòè íåïîëîæèòåëüíà. Ýòî âûòåêàåò èç óñëîâèÿ (3.4), ñîãëàñíî êîòîðîìó

c(1− k)−mEX < 0 , è òîãî, ÷òî ïî óñëîâèþ äàííîé ëåììû u ≤ −kc. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
B = 0 è β > 0 ñèñòåìà (3.33) áóäåò íåðàçðåøèìà.

á) Ïóñòü λ5 6= 0, λ4 = 0, òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.33) âûòåêàåò, ÷òî

m− 1− λ5m = 0 èëè F

(
B

β

)
= 0. (3.45)

Åñëè â (3.45) âåðíî ïåðâîå ñîîòíîøåíèå è λ5 = m−1
m

, òî ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.33)

ïðåâðàòèòñÿ â

1

m

(
c(1− k)−m

∫ ∞
B/β

xf(x)dx

)
=

∫ B/β

0

xf(x)dx+ λ2 − λ3,

÷òî ðàâíîñèëüíî
1

m
(c(1− k)−mEX) = λ2 − λ3.

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà îòðèöàòåëüíà, òî λ3 6= 0 è β = 0. Ïóñòü B > 0,

òîãäà B
β

=∞, F
(
B
β

)
= 0, è ñëåäîâàòåëüíî, −u = c(β,B) = kc. Òî åñòü ïðè β = 0 è B > 0

ñèñòåìà (3.33) áóäåò íåðàçðåøèìà äëÿ u < −kc.
Ïîñìîòðèì, áóäóò ëè ðåøåíèÿ, åñëè â (3.45) âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå. Ïîëó÷èì

F
(
B
β

)
= 0, îòêóäà ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî ïðè β > 0 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ B

β
= F

−1
(0),

∂c
∂β

= c(1− k) è

−u = c(β,B) = kc+ βc(1− k).

Ñëåäîâàòåëüíî,

β =
−u− kc
c(1− k)

,
B

β
= F

−1
(0) (3.46)

åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (3.33) äëÿ −c ≤ u < −kc (ïðè òàêèõ u âûïîëíÿåòñÿ 0 < β ≤ 1).

Ó÷èòûâàÿ (3.44), íàõîäèì

H(u, β,B) = βEmin

(
X,

B

β

)
=
−u− kc
c(1− k)

Emin(X,F
−1

(0)) =
−u− kc
c(1− k)

EX. (3.47)
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III) Äëÿ −c ≤ u < −kc ñðàâíèì çíà÷åíèÿ H(u, β,B), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì

ñèñòåìû (3.33) ïðè λ5 = 0 (à èìåííî (3.39), (3.40), (3.37)), ñî çíà÷åíèåì (3.47), ïîëó÷åííûì

ïðè λ5 6= 0.

i) Ïóñòü c(1 − k) < EX, òîãäà ñîãëàñíî (3.37) è (3.47) ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ðàâíû

−u− kc èëè (−u− kc) EX
c(1−k)

. Òàê êàê EX
c(1−k)

> 1, òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå H(u, β,B) áóäåò

ðàâíî −u− kc è áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïàðàìåòðàì (β,B) èç (3.41).

ii) Ïóñòü c(1− k) = EX, òîãäà èç (3.40) è (3.47) âûòåêàåò, ÷òî ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè

ðàâíû −u− kc.
iii) Ïóñòü c(1− k) > EX, òîãäà ñîãëàñíî (3.39) è (3.47) ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ðàâíû

EX − u+c
m

èëè (−u− kc) EX
c(1−k)

. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (3.4), ïîëó÷èì

EX − u+ c

m
− (−u− kc) EX

c(1− k)
=

1

m

(
mEX − c(1− k)− u− kc+ (u+ kc)

mEX
c(1− k)

)
=

=
1

m

(
mEX − c(1− k) + (u+ kc)

mEX − c(1− k)

c(1− k)

)
=

=
1

m
(mEX − c(1− k))(u+ c) ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå c(1 − k) > EX íàèìåíüøåå çíà÷åíèå H(u, β,B) ðàâíî (−u −
kc) EX

c(1−k)
è äîñòèãàåòñÿ ïðè (β,B) èç (3.46).

Ñëó÷àé îïòèìàëüíîãî êîìáèíèðîâàííîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïðè íà÷àëüíîì

êàïèòàëå u < −c.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ëþáîãî u < −c âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ìèíèìàëüíûõ îæè-

äàåìûõ èçäåðæêàõ minΓ0 H(u, β,B) è îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

1) Åñëè c(1 − k) < EX, òî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ

â êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

2) Åñëè c(1 − k) = EX, òî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ

â êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå èëè ÷èñòî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå ñ ïàðàìåòðîì β > 0.

Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

3) Åñëè c(1− k) > EX, òî íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà áóäåò îòêàç îò

óñëóã ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = EX − u− c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå u < −c óñëîâèå u+ c(β,B) < 0 áóäåò âûïîëíåíî

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ (β,B) ∈ Γ0. Ïîýòîìó (3.31) âûðîäèòñÿ â çàäà÷ó (3.22), è ó÷èòûâàÿ
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óòâåðæäåíèå ëåììû 3.5, áóäåò ÿâëÿòüñÿ âûïóêëîé çàäà÷åé îïòèìèçàöèè. Ïîýòîìó ëîêàëü-

íûå ìèíèìóìû, íàéäåííûå â ëåììå 3.6, áóäóò ãëîáàëüíûìè.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî óñëîâèå β = 0 îçíà÷àåò ïåðåäà÷ó âñåõ ðèñêîâ â ïåðå-

ñòðàõîâàíèå, à óñëîâèå B = F
−1

(0) � îòñóòñòâèå ýêñöåäåíòíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ (òàê êàê

âñå ðèñêè áóäóò ìåíüøå óðîâíÿ ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ), èç ïóíêòà 1) ëåììû 3.6 âûòåêàåò

óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïîèñê ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ èçäåðæåê íà ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ ïåðå-

ñòðàõîâàíèÿ Γmu . Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåì-

ìà.

Ëåììà 3.7. Äëÿ ôóíêöèè

e = e(u, β,B) :=
a(u, β,B)

β
(3.48)

âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

1)
∂e

∂B
=
m

β
F

(
B

β

)
≥ 0,

∂e

∂β
= −u+ kc

β2
− mB

β2
F

(
B

β

)
.

2)
∂e

∂β
= −u+ kc

β2
− B

β

∂e

∂B
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (3.3), a(u, β,B) = u+ c(β,B), ïîýòîìó

e =
u+ c(β,B)

β
=

1

β

(
u+ cβ(1− k) + kc−m

∫ ∞
B
β

(βx−B)f(x)dx

)
=

=
u+ kc

β
+ c(1− k)−m

∫ ∞
B
β

xf(x)dx+
mB

β
F

(
B

β

)
,

ñëåäîâàòåëüíî,

∂e

∂B
=

1

β

∂c

∂B
=
m

β
F

(
B

β

)
≥ 0,

∂e

∂β
=

∂c
∂β
β − a
β2

=
1

β

(
∂c

∂β
− e
)

=
1

β

(
−u+ kc

β
− mB

β
F

(
B

β

))
= −u+ kc

β2
− mB

β2
F

(
B

β

)
.

Âòîðîé ïóíêò ëåììû î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ïåðâîãî.

Ëåììà 3.8. Ïóñòü íà÷àëüíûé êàïèòàë u ôèêñèðîâàí, òîãäà íà ìíîæåñòâå Γmu ôóíêöèÿ

H(u, β,B) èìååò ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùåãî âèäà
∂H

∂B
=

(
1−mF

(
a(u, β,B)

β

))
F

(
B

β

)
,

∂H

∂β
=

∫ B
β

a(u,β,B)
β

xf(x)dx−

(
c(1− k)−m

∫ ∞
B
β

xf(x)dx

)
F

(
a(u, β,B)

β

)
.

(3.49)

96



Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèé H1(u, β,B), H2(u, β,B), îïðåäåëåííûõ â (3.26), íàéäåì

ïðîèçâîäíûå ïî β,B.

∂H1

∂B
=

∫ B
β

a(u,β,B)
β

− ∂c

∂B
f(x)dx+ (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
1

β
=

= − ∂c

∂B

(
F

(
a(u, β,B)

β

)
− F

(
B

β

))
+ (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
1

β
,

∂H1

∂β
=

∫ B
β

a(u,β,B)
β

(
x− ∂c

∂β

)
f(x)dx− (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
B

β2
=

=

∫ B
β

a(u,β,B)
β

xf(x)dx− ∂c

∂β

(
F

(
a(u, β,B)

β

)
− F

(
B

β

))
− (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
B

β2
,

∂H2

∂B
=

(
1− ∂c

∂B

)
F

(
B

β

)
− (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
1

β
,

∂H2

∂β
= − ∂c

∂β
F

(
B

β

)
+ (B − a(u, β,B))f

(
B

β

)
B

β2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (3.27), íàõîäèì
∂H

∂B
= − ∂c

∂B
F

(
a(u, β,B)

β

)
+ F

(
B

β

)
,

∂H

∂β
=

∫ B
β

a(u,β,B)
β

xf(x)dx− ∂c

∂β
F

(
a(u, β,B)

β

)
.

(3.50)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ∂c
∂β
, ∂c
∂B

èç (3.9), ïîëó÷èì èñêîìûå ôîðìóëû äëÿ ∂H
∂β
, ∂H
∂B
.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü −c < u < min
Γ0

g(β,B), òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H(u, β,B) íà ìíîæåñòâå Γmu .

Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) < 0, òî

i), ii) ïðè c(1− k) ≤ EX ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå H(u, β,B) äîñòèãàåòñÿ ïðè (β,B) =

(βu,∞) è ðàâíî βuEX, ãäå βu = −u−kc
c(1−k)

.

iii) ïðè c(1− k) > EX ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå H(u, β,B) äîñòèãàåòñÿ ïðè

(β,B) =


(1,∞) , u ∈ [−c, um],

(β0
u,∞), u ∈ [um,min

Γ0

g(β,B)]

è ðàâíî

min
Γmu

H(u, β,B) =


E(X − u− c)+, u ∈ [−c, um],

(−u− kc)F (um + c) , u ∈ [um,min
Γ0

g(β,B)],

ãäå β0
u = u+kc

um+kc
è um � êîðåíü óðàâíåíèÿ

F (u+ c)c(1− k)−
∫ ∞
u+c

xf(x)dx = 0.
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Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) ≥ 0,

òî c(1− k) ≥ EX è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå H(u, β,B) äîñòèãàåòñÿ ïðè

(β,B) =


(1,∞) , u ∈ [−c,−c+ b∗],

(1, B∗), u ∈ [−c+ b∗,min
Γ0

g(β,B)]

è ðàâíî

min
Γmu

H(u, β,B) =


E(X − u− c)+, u ∈ [−c,−c+ b∗],

1
m

(−u+ g (1, b∗)) , u ∈ [−c+ b∗,min
Γ0

g(β,B)],

ãäå B∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ mE(X −B)+ = u+ c− b∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

H(u, β,B)→ inf
(β,B)

, (β,B) ∈ Γmu , (3.51)

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (3.22) ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ

u+ c(β,B) ≥ 0, u− g(β,B) ≤ 0. (3.52)

Ïðè ñîñòàâëåíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà íå áóäåì âêëþ÷àòü ñëàãàåìîå λ1c(β,B), òàê êàê óñëî-

âèå c(β,B) ≥ 0, êîòîðîìó îíî ñîîòâåòñòâóåò, âûòåêàåò èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (3.52). Çà-

ìåòèì, ÷òî ïðè u < min
Γ0

g(β,B) âòîðîå íåðàâåíñòâî â (3.52) ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ (β,B),

ïîýòîìó åãî ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü, êàê äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñ ó÷åòîì íîâîãî îãðàíè÷åíèÿ è (3.23) ïóíêòû (i) − (iii) èç (3.14) (ïðè λ0 = 1) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

∂H

∂β
+ λ2 − λ3 − λ5

∂c

∂β
= 0,

∂H

∂B
− λ4 − λ5

∂c

∂B
= 0,

λ2(β − 1) = 0,

λ3β = 0, λ4B = 0,

λ5(u+ c(β,B)) = 0

λi ≥ 0, i = 2, 5.

(3.53)

Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó (3.53) ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ∂H
∂β
, ∂H
∂B

èç (3.50) è (3.49)
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ñîîòâåòñòâåííî, ïðèäåì ê

(λ5 + F (e))
∂c

∂β
=

∫ B
β

e

xf(x)dx+ λ2 − λ3(
1−mF (e)− λ5m

)
F

(
B

β

)
= λ4,

λ2(β − 1) = 0,

λ3β = 0, λ4B = 0,

λ5(u+ c(β,B)) = 0

λi ≥ 0, i = 2, 5.

(3.54)

Â ñèëó òîãî, ÷òî (0, B) /∈ Γum ïðè B > 0 è (β, 0) /∈ Γmu ïðè β > 0, ñèñòåìà ìîæåò áûòü

ðàçðåøèìà òîëüêî ïðè λ3 = λ4 = 0.

I) Ïóñòü λ5 6= 0. Òîãäà c(β,B) = −u, è ñëåäîâàòåëüíî, e = 0. Ïîýòîìó F (e) = 1 è

âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.54) ïðèìåò âèä

(1−m− λ5m)F

(
B

β

)
= 0.

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ íàãðóçî÷íûé êîýôôèöèåíò m > 1, òî (1−m− λ5m) < 0 è

F

(
B

β

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, B
β

= F
−1

(0) (òî åñòü B = ∞, β > 0 èëè β = 0, B > 0). Íàì íàäî ðàññìîò-

ðåòü òîëüêî ñëó÷àé B =∞, β > 0, òàê êàê ïðè ëþáîì B òî÷êà (0, B) /∈ Γmu . Ñîãëàñíî (3.9)

âûïîëíÿåòñÿ ∂c
∂β

= c(1− k), è (3.54) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (1 + λ5)c(1− k) = EX + λ2,

λ2(β − 1) = 0.
(3.55)

Ïåðåïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå èç (3.55) â âèäå

c(1− k)− EX = λ2 − λ5c(1− k).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó (3.10)

c(β,B) = kc+ βc(1− k),

ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

Åñëè c(1− k)− EX < 0, òîãäà (3.54) ðàçðåøèìà ïðè ðàâåíñòâå íóëþ ìíîæèòåëÿ λ2.

Ïðèðàâíèâàÿ c(β,B) ê −u, ïîëó÷èì

β =
−u− kc
c(1− k)

, H(u, β,B) =
−u− kc
c(1− k)

EX,
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ãäå èçäåðæêè H ïîäñ÷èòûâàëèñü òàê æå, êàê è â (3.40).

Åñëè c(1− k)− EX ≥ 0, òî ñèñòåìà (3.55) áóäåò ðàçðåøèìà òîëüêî ïðè λ2 > 0, òî åñòü

ïðè β = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, c(β,B) = c, òî åñòü òîëüêî ïðè u = −c ïàðà (β,B) = (1, F
−1

(0))

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì (3.55), ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå H(u, β,B) áóäåò ðàâíî

EX.

II) Ïóñòü òåïåðü λ5 = 0, òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.54) áóäåò èìåòü âèä

(1−mF (e))F

(
B

β

)
= 0, (3.56)

òî åñòü íàäî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ

1−mF (e) = 0 èëè F

(
B

β

)
= 0. (3.57)

II.1) Ïóñòü 1−mF(e) = 0, òîãäà e = b∗, òî åñòü ïàðàìåòðû (β,B) óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ

u+ c(β,B) = βb∗. (3.58)

Ñëåäîâàòåëüíî, (3.54) ñâåäåòñÿ ê ñèñòåìå
1

m

(
c(1− k)−m

∫ ∞
b∗

xf(x)dx

)
= λ2,

λ2(β − 1) = 0.

(3.59)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (3.59) åñòü íå ÷òî èíîå,

êàê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ∂c
∂β

(1, b∗). Òàê êàê λ2 ≥ 0, òî ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè
∂c
∂β

(1, b∗) ≥ 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ∂c
∂β

(1, b∗) ≥ 0 âëå÷åò c(1− k) > EX. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

s(t) := c(1− k)− 1

F (t)

∫ ∞
t

xf(x)dx,

åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

s′(t) = −

(
1

F
2
(t)
f(t)

∫ ∞
t

xf(x)dx− 1

F (t)
tf(t)

)
= − f(t)

F (t)
E(X − t)+ ≤ 0,

òî åñòü s(t) íå âîçðàñòàåò ïî t è èìååò ìåñòî òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå

c(1− k)− EX = s(0) ≥ s (b∗) =
∂c

∂β
(1, b∗) ≥ 0.

Äàëåå, ñîãëàñíî (3.5)

H(u, β,B) = E (min(βX,B)− βb∗)+ . (3.60)
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Îòìåòèì, ÷òî äîïóñòèìûå ïàðû (β,B) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó b∗ ≤ B
β
, òàê

êàê c ó÷åòîì ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà u ≤ g(β,B) äëÿ âñåõ (β,B) ∈ Γmu èìååì

b∗ = e =
u+ c(β,B)

β
≤ g(β,B) + c(β,B)

β
=
B

β
.

Ðàñïèøåì ïîäðîáíåå âûðàæåíèå (3.60).

H(u, β,B) =

∫ ∞
0

(min(βx,B)− βb∗)+ f(x)dx =

= β

∫ B
β

0

(x− b∗)+ f(x)dx+

∫ ∞
B
β

(B − βb∗) f(x)dx =

= β

[∫ B
β

b∗

(x− b∗) f(x)dx+

(
B

β
− b∗

)
F

(
B

β

)]
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà t âåðíî ïðåäñòàâëåíèå E(X − t)+ =∫∞
t
xf(x)dx− tF (t), ïîëó÷èì

1

β
H(u, β,B) =

∫ ∞
b∗

xf(x)dx−
∫ ∞
B
β

xf(x)dx− b∗
(

1

m
− F

(
B

β

))
+

(
B

β
− b∗

)
F

(
B

β

)
=

=

[∫ ∞
b∗

xf(x)dx− b∗
1

m

]
−

[∫ ∞
B
β

xf(x)dx− B

β
F

(
B

β

)]
=

= E (X − b∗)+ − E
(
X − B

β

)+

. (3.61)

Òî åñòü îæèäàåìûå èçäåðæêè èìåþò âèä

H(u, β,B) = β

[
E (X − b∗)+ − E

(
X − B

β

)+
]
. (3.62)

Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäñòàâëåíèå (3.2) äëÿ c(β,B) è ïðåîáðàçîâûâàÿ óðàâíåíèå

(3.58), íàõîäèì

u+ kc+ βc(1− k)−mβE
(
X − B

β

)+

= βb∗,

E
(
X − B

β

)+

=
1

m

(
u+ kc

β
+ c(1− k)− b∗

)
. (3.63)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ E
(
X − B

β

)+

â (3.61), ïîëó÷èì

1

β
H(u, β,B) =

∫ ∞
b∗

xf(x)dx−b∗
1

m
− 1

m

(
u+ kc

β
+ c(1− k)− b∗

)
= − 1

m

(
u+ kc

β
+
∂c

∂β
(1, b∗)

)
,

òî åñòü

H(u, β,B) =
1

m

(
−u− kc− β ∂c

∂β
(1, b∗)

)
. (3.64)
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Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå (3.59).

Ñëó÷àé λ2 6= 0 è β = 1 ñîîòâåòñòâóåò ∂c
∂β

(1, b∗) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (3.64) ñ ó÷åòîì

(3.21) âûòåêàåò

H(u, 1, B) =
1

m

(
−u− kc− ∂c

∂β
(1, b∗)

)
=

1

m
(−u+ g (1, b∗)) . (3.65)

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñîãëàñíî ëåììå 3.3 g (1, b∗) = min
Γ0

g(β,B). Ïîýòîìó, ïðè

u = min
Γ0

g(β,B) ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ðàâíû 0 è èç (3.62) ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî ýòî çíà-

÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè B = b∗.

Íåñëîæíî âèäåòü èç (3.64) è (3.62), ÷òî H(u, β.B) óáûâàåò ïðè óâåëè÷åíèè u è âîçðàñ-

òàåò ïðè óâåëè÷åíèè B. Ïîýòîìó, ïðè u < min
Γ0

g(β,B) èçäåðæêè ñòðîãî áîëüøå 0 è B > b∗.

À èìåííî, B íàõîäèòñÿ êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ e = b∗ ïðè β = 1, òî åñòü B óäîâëåòâîðÿåò

mE(X −B)+ = u+ c− b∗. (3.66)

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà (1, B∗), ãäå B∗ � ðåøåíèå (3.66), ëåæèò â îáëàñòè Γmu , òàê êàê B∗ > Bu,

ãäå Bu äîñòàâëÿåò ðåøåíèå (3.38).

Ñëó÷àé λ2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ∂c
∂β

(1, b∗) = 0. Ïðè ýòîì Èç (3.64) âûòåêàåò

H(u, β,B) =
−u− kc

m
.

Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò ëåììû 3.3, ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè u = min
Γ0

g(β,B) èçäåðæêè ðàâíû

0.

Îïðåäåëèì, äëÿ êàêèõ u óðàâíåíèå (3.63) èìååò ðåøåíèå. Òàê êàê

0 ≤ E
(
X − B

β

)+

≤ E (X − b∗)+ ,

ïîëó÷èì

0 ≤ u+ kc

β
+ c(1− k)− b∗ ≤ m

∫ ∞
b∗

xf(x)dx− b∗,

÷òî ðàâíîñèëüíî

−kc− β (c(1− k)− b∗) ≤ u ≤ −kc− β
(
∂c

∂β
(1, b∗)

)
.

Òî åñòü ïðè β = 1 è ∂c
∂β

(1, b∗) > 0

−c+ b∗ ≤ u ≤ g (1, b∗) ,

à ïðè ∂c
∂β

(1, b∗) = 0 ,

−kc− βmE (X − b∗)+ ≤ u ≤ −kc,
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òàê êàê

c(1− k)− b∗ = m

∫ ∞
b∗

xf(x)dx− b∗ = mE (X − b∗)+ .

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå u = −c+ b∗ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E (X − u− c)+ = E (X − b∗)+ =
1

m

(
m

∫ ∞
b∗

xf(x)dx− b∗ ± c
)

=

=
1

m
(c− b∗ + g (1, b∗)) =

−u+ g (1, b∗)

m
,

è ñîãëàñíî (3.66) îïòèìàëüíûé óðîâåíü ñîáñòâåííîãî óäåðæàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

E(X −B)+ = 0, òî åñòü ðàâåí ∞.

II.2) Ïóñòü òåïåðü F
(

B
β

)
= 0, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå èç (3.57). Òîãäà

B =∞, ∂c
∂β

= c(1−k), e = u+kc
β

+ c(1−k) è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.54) çàïèøåòñÿ êàê

F (e)c(1− k)−
∫ ∞
e

xf(x)dx︸ ︷︷ ︸
:=w(u,β)

= λ2 (3.67)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè w(u, β) ïî β. Ïîëó÷èì

(w(u, β))′β = −f(e)e′βc(1− k) + ef(e)e′β = f(e)

(
−u− kc
β2

)(
u+ kc

β

)
< 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ôèêñèðîâàííîì u ôóíêöèÿ w(u, β) óáûâàåò ïî β.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå βu := −u−kc
c(1−k)

. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ïðè ïîäñòàíîâêå

β = βu ïîëó÷èì e = 0 è

w(u, βu) = c(1− k)− EX.

Â ñèëó òîãî, ÷òî w(u, β) óáûâàåò ïî β è äëÿ ïàð (β,B), ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Γmu ,

èìååò ìåñòî β ≥ βu, âåðíî ñëåäóþùåå.

Åñëè c(1− k)− EX < 0, òî ñèñòåìà (3.54) íåðàçðåøèìà, òàê êàê ïðè λ2 ≥ 0 óðàâíåíèå

(3.67) íå èìååò êîðíåé.

Åñëè c(1− k)− EX = 0, òî (3.54) èìååò ðåøåíèå β = βu, B =∞ è èçäåðæêè ðàâíû

H(u, βu,∞) =
−u− kc
c(1− k)

EX.

Åñëè c(1− k)− EX > 0, òî ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.

à) Ïóñòü w(u, 1) > 0, ãäå

w(u, 1) = F (u+ c)c(1− k)−
∫ ∞
u+c

xf(x)dx, (3.68)

òîãäà èç óðàâíåíèÿ (3.54) âûòåêàåò λ2 > 0, è èç óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè λ2(β−
1) = 0 ïîëó÷àåì β = 1.
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á) Ïóñòü w(u, 1) = 0, òîãäà ïðè λ2 6= 0 ó ñèñòåìû (3.54) íåò ðåøåíèé, à ïðè λ2 = 0

ïîëó÷èì β = 1, B =∞.

Â ñëó÷àÿõ à),á) èçäåðæêè ðàâíû

H(u, 1,∞) = E(X − u− c)+.

Çàìåòèì, ÷òî

E(X − u− c)+ = (−u− kc) EX
c(1− k)

= EX, ïðè u = −c,

E(X − u− c)+ ≥ (−u− kc) EX
c(1− k)

= 0, ïðè u = −kc.

Áîëåå òîãî, E(X − u− c)+ =
∫∞
u+c

(x− (u + c))f(x) dx ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé âûïóêëîé

âíèç ôóíêöèåé ïåðåìåííîé u, òàê êàê(∫ ∞
u+c

(x− (u+ c))f(x) dx

)′
u

= −
∫ ∞
u+c

f(x) dx = −F (u+ c) ≤ 0,(∫ ∞
u+c

(x− (u+ c))f(x) dx

)′′
u

= f(u+ c) ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëèíåéíîñòü ïî u óáûâàþùåé ôóíêöèè (−u−kc) EX
c(1−k)

,

ïîëó÷èì

E(X − u− c)+ ≤ (−u− kc) EX
c(1− k)

äëÿ ëþáîãî u > −c, ëåæàùåãî ëåâåå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðàññìîòðåííûõ ôóíêöèé.
â) Ïóñòü w(u, 1) < 0, òîãäà ñóùåñòâóåò β0

u, βu < β0
u < 1 òàêîå, ÷òî w(u, β0

u) = 0, òî åñòü

β0
u � êîðåíü óðàâíåíèÿ

F

(
u+ kc

β
+ c(1− k)

)
c(1− k)−

∫ ∞
u+kc
β

+c(1−k)

xf(x)dx = 0 (3.69)

ïðè ôèêñèðîâàííîì u. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (β0
u,∞) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (3.54) ïðè λ2 = 0

(ïðè λ2 6= 0 íåò ðåøåíèé). Èçäåðæêè â äàííîì ñëó÷àå ðàâíû

H(u, β0
u,∞) = E(β0

uX − u− kc− β0
uc(1− k))+ =

= β0
u

∫ ∞
u+kc

β0u
+c(1−k)

xf(x)dx− (u+ kc+ β0
uc(1− k))F

(
u+ kc

β0
u

+ c(1− k)

)
=

= β0
uc(1− k)F

(
u+ kc

β0
u

+ c(1− k)

)
− (u+ kc+ β0

uc(1− k))F

(
u+ kc

β0
u

+ c(1− k)

)
=

= (−u− kc)F
(
u+ kc

β0
u

+ c(1− k)

)
.

(3.70)

Çàìåòèì, ÷òî w(u, 1) óáûâàåò ïî u,

w(u, 1)′u = −f(u+ c)c(1− k) + (u+ c)f(u+ c) = −f(u+ c)(−u− kc) < 0,
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è ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà [−c,−kc)

w(−c, 1) = c(1− k)− EX > 0,

w(−kc, 1) = F (c(1− k))c(1− k)−
∫ ∞
c(1−k)

xf(x)dx = −E(X − c(1− k))+ ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå um, −c < um ≤ −kc, ÷òî w(um, 1) = 0, òî åñòü

ñîãëàñíî (3.68) um � êîðåíü óðàâíåíèÿ

F (u+ c)c(1− k)−
∫ ∞
u+c

xf(x)dx = 0. (3.71)

Òîãäà ïðè u ∈ [−c, um] âûïîëíÿåòñÿ w(u, 1) ≥ 0 è ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ðàâíû E(X −
u − c)+, à ïðè u ∈ (um,−kc) âåðíî w(u, 1) < 0 è âûðàæåíèå äëÿ íàèìåíüøèõ èçäåðæåê

H(u, β0
u,∞) íàéäåíî â (3.70).

Çàìåòèì, ÷òî èç (3.71) è óðàâíåíèÿ íà β0
u (3.69) âûòåêàåò

um + c =
u+ kc

β0
u

+ c(1− k).

Âûðàæàÿ β0
u è ïîäñòàâëÿÿ åãî â (3.70), ïîëó÷èì

β0
u =

u+ kc

um + kc
, H(1, β0

u,∞) = (−u− kc)F (um + c) , (3.72)

Èç ïîñëåäíèõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî

β0
um = 1, H(1, β0

um ,∞) = E(X − um − c)+.

Îòìåòèì, ÷òî um ≥ −c+ b∗, òàê êàê ôóíêöèÿ w(u, 1) óáûâàåò è âûïîëíÿåòñÿ

w (−c+ b∗, 1) =
1

m
c(1− k)−

∫ ∞
b∗

xf(x)dx = E (X − b∗)+ ≥ 0 = w(um, 1).

Â ñëó÷àå ∂c
∂β

(1, b∗) ≥ 0 äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ íàäî ñðàâ-

íèòü çíà÷åíèÿ èçäåðæåê ïðè (β,B) = (1, B∗) è (β,B) = (β0
u,∞) äëÿ âñåõ u ∈ [um,min

Γ0

g(β,B)].

Ñîãëàñíî (3.65) è (3.72) ôóíêöèè H(u, 1, B∗) è H(u, β0
u,∞) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïî u ñ

óãëàìè íàêëîíà − 1
m

è −F (um + c) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì − 1
m
≤ −F (um + c), òàê

êàê um ≥ −c + b∗. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãðàôèêîâ ëåæèò ïðàâå

min
Γ0

g(β,B) = g (1, b∗), òî áóäåò âûïîëíåíî

H(u, 1, B∗) ≤ H(u, β0
u,∞), u ∈ [um,min

Γ0

g(β,B)].

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Ïðèðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ èç (3.65) è (3.72), ïîëó÷àåì

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ

u =
kcF (um + c) + 1

m
g (1, b∗)

1
m
− F (um + c)

,
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êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ áîëüøå g (1, b∗) â ñèëó ñëåäóþùåé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ.

kcF (um + c) + 1
m
g (1, b∗)

1
m
− F (um + c)

− g (1, b∗) =
(kc+ g (1, b∗))F (um + c)

1
m
− F (um + c)

> 0,

òàê êàê ñîãëàñíî (3.21) g (1, b∗) = −kc− ∂c
∂β

(1, b∗) è
∂c
∂β

(1, b∗) ≥ 0.

Ñðàâíèâàÿ ðåøåíèÿ (β,B), íàéäåííûå â ïóíêòàõ I), II.1), II.2) è âûáèðàÿ òå, êîòîðûå

äàþò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå H(u, β,B), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñëó÷àé îïòèìàëüíîãî êîìáèíèðîâàííîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïðè íà÷àëüíîì

êàïèòàëå −c ≤ u < minΓ0 g(β,B).

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ −c ≤ u < minΓ0 g(β,B) âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ìèíèìàëü-

íûõ îæèäàåìûõ èçäåðæêàõ minΓ0 H(u, β,B) è îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâà-

íèÿ.

1. Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) < 0, òî

(i) Ïðè c(1− k) < EX îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ â

êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

(ii) Ïðè c(1− k) = EX îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à âñåõ ðèñêîâ â

êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå èëè ÷èñòî êâîòíîå ïåðåñòðàõîâàíèå ñ ïàðàìåòðîì

β ∈ (0, βu], ãäå βu = −u−kc
c(1−k)

. Èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = −u− kc.

(iii) Ïðè c(1 − k) > EX íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ íà÷àëüíûì êà-

ïèòàëîì u ∈ [−c, um] ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò óñëóã ïåðåñòðàõîâùèêà, ïðè ýòîì

ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = E(X − u− c)+, u ∈ [−c, um],

à äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ èñõîäíûì êàïèòàëîì u ∈ [um,−kc) � ÷èñòî êâîòíîå ñ

ïàðàìåòðîì β0
u = u+kc

um+kc
è èçäåðæêàìè

min
Γ0

H(u, β,B) = (−u− kc)F (um + c) , u ∈ [um,min
Γ0

g(β,B)],

ãäå um - êîðåíü óðàâíåíèÿ

F (u+ c)c(1− k)−
∫ ∞
u+c

xf(x)dx = 0.
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2. Åñëè ∂c
∂β

(1, b∗) ≥ 0, òî c(1− k) ≥ EX è

íàèëó÷øåé ñòðàòåãèåé äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì u ∈ [−c,−c+ b∗]

ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ïðè ýòîì ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) = E (X − u− c)+ .

Äëÿ ñòðàõîâùèêà ñ èñõîäíûì êàïèòàëîì u ∈ [−c+b∗,−kc] îïòèìàëüíîé ñòðàòåãè-
åé ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ýêñöåäåíòíûé äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñ óðîâíåì ñîáñòâåííîãî

óäåðæàíèÿ B∗, ãäå B∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ

mE(X −B)+ = u+ c− b∗.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ðàâíû

min
Γ0

H(u, β,B) =
1

m
(−u+ g (1, b∗)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíèâàÿ ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H(u, β,B) äëÿ îáëàñòåé Γlu

è Γmu , íàéäåííûå â ëåììàõ 3.6 è 3.9 , ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 11. Òåîðåìû 3.3 � 3.5 äàþò îïèñàíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè êîìáèíè-

ðîâàííîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ è çíà÷åíèå ìèíèìàëüíûõ îæèäàåìûõ èçäåðæåê äëÿ ëþáîãî

íà÷àëüíîãî êàïèòàëà êîìïàíèè. Ïðèìå÷àòåëüíî òî, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà êî-

ýôôèöèåíòû íàãðóçêè è ðàñïðåäåëåíèå òðåáîâàíèé îïòèìàëüíûì ïîâåäåíèåì ñòðàõîâ-

ùèêà ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå ëèáî ÷èñòî ýêñöåäåíòíîãî äîãîâîðà, ëèáî ÷èñòî êâîòíîãî,

ëèáî âîâñå îòêàç îò ïåðåñòðàõîâàíèÿ, íî íèêîãäà êîìáèíàöèÿ äâóõ äîãîâîðîâ.
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Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ äâóõ ìîäåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè â äèñêðåòíîì âðåìåíè íàéäå-

íû ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùèå îæèäàåìûå äèñêîíòèðîâàííûå äîïîë-

íèòåëüíûå èçäåðæêè. Êàê äëÿ ìîäåëè ñ âëèâàíèåì êàïèòàëà è ïåðåñòðàõîâàíèåì, òàê è

äëÿ ìîäåëè ñ áàíêîâñêèìè çàéìàìè è ïåðåñòðàõîâàíèåì îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïîëó÷å-

íû äëÿ îäíîøàãîâîãî è ìíîãîøàãîâîãî ïðîöåññîâ. Îïòèìàëüíîå ïîâåäåíèå óñòàíîâëåíî

äëÿ ñòðàõîâûõ êîìïàíèé ñ ëþáûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì êàïèòàëà. Ïîëó÷åíû ñâîéñòâà

îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìàëüíûõ èçäåðæåê. Ïðîâåäåíà îöåíêà

÷óâñòâèòåëüíîñòè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ê ôëóêòóàöèÿì êîýôôèöèåíòîâ íà-

ãðóçêè íà ïðåìèè ñòðàõîâùèêà è ïåðåñòðàõîâùèêà.

Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè îïòèìàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì

âîçìóùåíèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðàõîâûõ òðåáîâàíèé. Ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå

èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðàñ÷åòàõ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé âìåñòî

òåîðåòè÷åñêîé. Äîêàçàíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ïðîöåññà êàïèòàëà ñòðàõîâùèêà ïðè

êîíñòàíòíîé ñòðàòåãèè ïåðåñòðàõîâàíèÿ è òåîðåòè÷åñêè îïðåäåëÿåìîì ðàñïðåäåëåíèè òðå-

áîâàíèé, à òàêæå ïðè ýìïèðè÷åñêè îïðåäåëÿåìîì ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé.

Èññëåäîâàíà ìîäåëü ñòðàõîâàíèÿ, â êîòîðîé ïîìèìî âëèâàíèé êàïèòàëà èñïîëüçóåòñÿ

êîìáèíàöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîãî è íåïðîïîðöèîíàëüíîãî äîãîâîðîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Äî-

êàçàíû óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ âûïóêëîñòè è ýêñòðåìóìàõ ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ

ìîäåëü ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ, ìèíèìèçè-

ðóþùàÿ îæèäàåìûå äîïîëíèòåëüíûå èçäåðæêè. Äîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíî-

øåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé, ïðåìèé ñòðàõîâàíèÿ, íàãðóçî÷íûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ íà ïðåìèè è âåëè÷èíû êîìèññèîííûõ îïòèìàëüíûì ïîâåäåíèåì ñòðàõîâùèêà

ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå ëèáî ÷èñòî êâîòíîãî, ëèáî ÷èñòî ýêñöåäåíòíîãî äîãîâîðà ïåðåñòðà-

õîâàíèÿ, ëèáî îòêàç îò óñëóã ïåðåñòðàõîâùèêà.

Îäíî èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé � ïîèñê îïòèìàëüíûõ

ñ òî÷êè çðåíèÿ è ñòðàõîâùèêà, è ïåðåñòðàõîâùèêà ñòðàòåãèé ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Òàêæå

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñòðàòåãèé ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ,

çàâèñÿùèõ îò ñèòóàöèè íà ðûíêå ñòðàõîâûõ óñëóã.
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