
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

èìåíè Ì.Â. ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

ÌÅÕÀÍÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÔÀÊÓËÜÒÅÒ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Äóëèíà Êñåíèÿ Ìèõàéëîâíà

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ

ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà

01.01.02 � äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,

äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà � 2017



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà¿

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð

Àñòàøîâà Èðèíà Âèêòîðîâíà

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû:

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð

Ìîðîçîâ Àëüáåðò Äìèòðèåâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà ÔÃÀÎÓ ÂÎ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé

Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî¿,

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð

Ùåïàêèíà Åëåíà Àíàòîëüåâíà, ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÔÃÀÎÓ ÂÎ ¾Ñàìàðñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé

óíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêà Ñ.Ï. Êîðîëåâà¿.

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ:

ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ ¾16¿ èþíÿ 2017 ã. â 1500 íà çàñåäàíèè

äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 501.001.85 íà áàçå ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó:

119234, Ìîñêâà, ÃÑÏ�1, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16�24.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Ôóíäàìåíòàëüíîé áèáëèîòåêå

ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà¿

(Ìîñêâà, Ëîìîíîñîâñêèé ïðîñïåêò, ä. 27, ñåêòîð À, 8é ýòàæ)

è íà ñàéòå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà:

http://mech.math.msu.ru/∼snark/index.cgi.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ ìàÿ 2017 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî

ñîâåòà Ä 501.001.85 íà áàçå ÌÃÓ,

äîêòîð ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, Âëàñîâ

ïðîôåññîð Âèêòîð Âàëåíòèíîâè÷



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòîé â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âñåõ ìàê-

ñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè

ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ïîòåíöèàë, çàâèñÿùèé îò íåçàâèñèìîé è âñåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà

y(n) + p(x, y, y′, . . . , y(n−1)) |y|k sgn y = 0, k > 0, k 6= 1. (1)

Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ Ýìäåíà�Ôàóëåðà

y′′ + xσ |y|k−1 y = 0, (2)

èìåþùåãî ðÿä ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Â àñòðîôèçèêå îíî âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòå

Ð. Ýìäåíà1 â âèäå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â ïîëèòðîïíîé ìîäåëè

çâåçäû ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò åå öåíòðà ìàññû. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ

Ýìäåíà è åãî îáîáùåíèÿ âíåñ Ð. Ôàóëåð2. Â àòîìíîé ôèçèêå óðàâíåíèå (2) ïîÿâèëîñü â âèäå

óðàâíåíèÿ Òîìàñà�Ôåðìè3,4, îïèñûâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ â òÿæåëîì àòîìå.

Óðàâíåíèþ Ýìäåíà�Ôàóëåðà è åãî îáîáùåíèÿì ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò,

îñíîâíîé öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé è èññëåäîâàíèå

èõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Âîïðîñû ïðîäîëæàåìîñòè èëè íåïðîäîëæàåìîñòè, êîëåáëå-

ìîñòü, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðîâ σ, k ïîäðîáíî îïèñàíû â ìîíîãðàôèÿõ Ð. Áåëëìàíà5, Äæ. Ñàíñîíå6, Ô. Õàðòìàíà7.

Âàæíûì âîïðîñîì êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ

êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé. Îñíîâîïîëàãàþùèìè èññëåäîâàíèÿìè â òåîðèè êîëåáëåìîñòè ÿâëÿ-

þòñÿ èññëåäîâàíèÿ À. Êíåçåðà8, Ô. Àòêèíñîíà9. Ñâîéñòâà êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé óðàâíå-

íèÿ (2) è óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà áîëåå îáùåãî âèäà èçó÷àëè S. Belohorec, È.Ò. Êèãóðàä-

çå, M. Jasny, J. Kurzweil, Z. Nehari, J. S.W. Wang, P. Waltman è äðóãèå.

Êà÷åñòâåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âû-

ñîêîãî ïîðÿäêà (1) èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ È.Ò. Êèãóðàäçå, Ò.À. ×àíòóðèè, Â.À. Êîíäðàòüåâà,

1Emden R. Gaskugeln. Anwendungen der mechanischen Warmtheorie auf Kosmologie und meteorologische
Probleme. Leipzig�Berlin: Teubner, 1907.

2Fowler R.H. Further studies of Emden's and similar di�erential equations // Quart. Journ. Math. 1931. V. 2.
� 2. P. 259�288.

3Thomas L.H. The calculation of atomic �elds // Proc. Cambridge Philos. Soc. 1927. V. 23. P. 542�548.
4Fermi E. Un metodo statistico per la determinazione di alcune proprieta dell'atomo // Rend. R. Ace. Naz. dei

Lincei. 1927. V. 6. P. 602�607.
5Áåëëìàí Ð. Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì.: ÈË, 1954.
6Ñàíñîíå Äæ. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ì.: ÈË, 1954. Ò. 1, 2.
7Õàðòìàí Ô. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ì.: Ìèð, 1970.
8Kneser A. J. Untersuchung und asymptotische Darstellung der Integrale gewisser Di�erentialgleichungen

beigrosser reden // Wethen der Arguments, I. J. Reine und angew. Math. 1898. V. 116. P. 173�212.
9Atkinson F.V. On second order nonlinear oscillations // Pacif. J. Math. 1955. V. 5. � 1. P. 643�647.
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Í.À. Èçîáîâà, À.Â. Êîñòèíà, Â.Ì. Åâòóõîâà, È.Â. Àñòàøîâîé, À.À. Êîíüêîâà, Â.À. Êîçëî-

âà, T. Kusano, M. Naito, M. Bartušek è ìíîãèõ äðóãèõ.

È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèåé10 ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ìàê-

ñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ + p(x) |y|k sgn y = 0, k > 0, k 6= 1. (3)

Â ÷àñòíîñòè, È.Ò. Êèãóðàäçå äëÿ íåïðåðûâíîé îòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè p(x) äîêàçàíî, ÷òî

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé, è âñå ðåøåíèÿ ñ

âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó.

Èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà òàêæå

ïîñâÿùåíà ðàáîòà11 Â.À. Êîíäðàòüåâà è Â.À. Íèêèøêèíà. Àâòîðàìè ïîëó÷åíà ïîëíàÿ àñèìï-

òîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëè-

íåéíîñòè k > 1 è p(x) < 0. Ôóíêöèÿ p(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, ÷òî ïîçâîëÿåò

àâòîðàì ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè.

M. Naito èññëåäîâàëîñü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) ñ èíòåãðèðó-

åìûì êîýôôèöèåíòîì p(x) > 0. Â ðàáîòå12 àâòîðîì ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ëèíåéíîé ôóíêöèè íà áåñ-

êîíå÷íîñòè. Â ðàáîòå13 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) n-ãî ÷åòíîãî ïîðÿäêà èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâî-

âàíèÿ ðåøåíèé ñ çàäàííûì ÷èñëîì íóëåé íà îòðåçêå â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ïîëîæèòåëüíîé

íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå ôóíêöèè p = p(x).

T. Kusano, M. Naito, J. Manojlović14 ïðè k > 1 â òåðìèíàõ ðåãóëÿðíîé âàðèàöèè è ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî p(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé èíòåãðèðóåìîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé, ïîëó-

÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3). Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåãó-

ëÿðíîé âàðèàöèè ïîçâîëÿåò àâòîðàì îïðåäåëÿòü òî÷íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé,

òàêæå èìåþùèõ ðåãóëÿðíóþ âàðèàöèþ. T. Kusano, J. Manojlović15 ðàññìîòðåíî ñëåäóþùåå

îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ (3):

y′′(x) + q(x)ϕ(y(x)) = 0,

ãäå q(x), ϕ(t) � íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè ðåãóëÿðíîé âàðèàöèè, êðîìå òîãî,

ôóíêöèÿ ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ

è àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ.

10Êèãóðàäçå È.Ò., ×àíòóðèÿ Ò.À. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé íåàâòîíîìíûõ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà, 1990.

11Êîíäðàòüåâ Â.À., Íèêèøêèí Â.À. Î ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ y′′ = p(x) yk // Â ñá.: Íåêîòî-
ðûå âîïðîñû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèè óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Ñàðàíñê.
1980. Ñ. 131�141.

12Naito M. Integral averages and the asymptotic behavior of solutions of second order ordinary di�erential
equations // J. Math. Anal. Appl. 1992. V. 164(2). P. 370�380.

13Naito M. On the number of bounded nonoscillatory solutions to higher-order nonlinear ordinary di�erential
equations // Archivum Mathematicum. 2007. V. 43. P. 39�53.

14Kusano T., Naito M., Manojlović J. Asymptotic analysis of Emden�Fowler di�erential equations in the
framework of regular variation // Annali di Matematica. 2011. V. 190. P. 619�644.

15Kusano T., Manojlović J. Asymptotic behavior of positive solutions of sublinear di�erential equations of
Emden�Fowler type // Computers and Mathematics with Applications. 2011. V. 62. P. 551�565.
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À.Â. Êîñòèíûì, Â.Ì. Åâòóõîâûì òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ áîëåå îáùèé âèä óðàâíåíèÿ (3):

y′′ = p(x)|y′|λyk,

ãäå ôóíêöèÿ p(x) íåïðåðûâíà. Â.Ì. Åâòóõîâûì16 óñòàíîâëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïðè λ 6= 1 è k+λ 6= 1. Ñëó÷àé k+λ = 1, λ 6= 1, λ 6= 2 ðàññìîòðåí îòäåëü-

íî â ðàáîòå17. Â ðàáîòå18 àâòîðîì èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ, ñíèìàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ãëàäêîñòü ôóíêöèè p(x), îíà ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé. Â.Ì. Åâòóõîâûì19 ïðè p(x) < 0 è k > −1, λ < 1 óñòàíîâëåíû

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîëåáëåìîñòè âñåõ ïðàâèëüíûõ ðåøåíèé, äîïîëíÿþùèå êëàññè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû ïðè λ = 0. Â.Ì. Åâòóõîâûì áûëè òàêæå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå êëàññû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîäåðæàò íåëèíåéíîñòè

áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà, íàïðèìåð,

y′′ = α p(x)ϕ0(y)ϕ1(y
′), α = ±1,

ãäå p(x) > 0 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à ϕ0, ϕ1 � ðåãóëÿðíî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè â ñìûñëå

Êàðàìàòû. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ óðàâíåíèé óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

íåêîòîðûõ òèïîâ ðåøåíèé óðàâíåíèé, ïîëó÷åíî èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.

È.Ò. Êèãóðàäçå20 ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�

Ôàóëåðà âûñîêîãî ïîðÿäêà (1), ó êîòîðûõ lim
x→a−0

|y′(x)| = +∞, a ∈ R. Îñòàâàëñÿ îòêðûòûì

âîïðîñ, áóäåò ëè ïðè ýòîì ðåøåíèå òàêæå ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè èëè ìîæåò ñòðåìèòüñÿ

ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó ïðè x→ a− 0, òî åñòü âîïðîñ ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ñëó÷àåâ:

lim
x→a−0

|y′(x)| = +∞, lim
x→a−0

|y(x)| = +∞, (4)

lim
x→a−0

|y′(x)| = +∞, lim
x→a−0

|y(x)| < +∞. (5)

Â ðàáîòå16 Â.Ì. Åâòóõîâûì ïîëó÷åí îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì (5), òàêæå âîçíèêàþò â óðàâíåíèÿõ âèäà:

(|y′|−α)′ + q(x) |y|β = 0, α > 0, β ∈ R. (6)

Èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé òàêîãî âèäà â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé è ïîëîæèòåëüíîé

16Åâòóõîâ Â.Ì. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé îäíîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà // Math. Nachr. 1984. Ò. 115. Ñ. 215�236.

17Åâòóõîâ Â.Ì. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé îäíîãî ïîëóëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1990. Ò. 26. � 5. Ñ. 776�787.

18Åâòóõîâ Â.Ì. Îá àñèìïòîòèêå ìîíîòîííûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà
Ýìäåíà�Ôàóëåðà // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1992. Ò. 28. � 6. Ñ. 1076�1078.

19Åâòóõîâ Â.Ì. Îá óñëîâèÿõ íåêîëåáëåìîñòè ðåøåíèé îäíîãî íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 2000. Ò. 67. � 2. Ñ. 201�210.

20Êèãóðàäçå È.Ò. Íåêîòîðûå ñèíãóëÿðíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Èçä-âî Òáèëèññêîãî óíèâåðñèòåòà, 1975.
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ôóíêöèè q(x) çàíèìàëèñü J. Jaroš, T. Kusano21. Àâòîðàìè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé,

îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (5), è òàêèå ðåøåíèÿ áûëè íàçâàíû black hole ðåøåíèÿìè.

M. Kitano è T. Kusano22 ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì (6):

(|y′|α sgn y′)′ + q(x)|y|β sgn y = 0, α, β > 0,

ãäå ôóíêöèÿ q(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è êîëåáëþùåéñÿ. Àâòîðàìè èññëåäîâàíû âîïðîñû

ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè êîëåáëþùèõñÿ è íåêîëåá-

ëþùèõñÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ. Áîëåå îáùåå êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå

(p(x)|y′|α sgn y′)′ + q(x)|y|β sgn y = 0 (7)

ïðè α, β > 0 äëÿ íåïðåðûâíûõ è ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé p(x), q(x) ðàññìîòðåíî M. Naito23.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìåäëåííî ðàñ-

òóùèõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé, èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìåäëåííî ðàñòóùèõ

è ìåäëåííî óáûâàþùèõ ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè α, β > 1 äëÿ íåïðåðûâíîé ïîëî-

æèòåëüíîé ôóíêöèè p(x) è íåïðåðûâíîé îòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè q(x) Z. Došl�a, M. Cecchi,

M. Marini24 èçó÷àëè âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7), ñòðåì-

ëåíèÿ ðåøåíèé ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè íåêîòîðûõ òèïîâ

ðåøåíèé. Óðàâíåíèå (7) â ñëó÷àå α < β ðàññìîòðåíî Z. Došl�a è M. Marini â ðàáîòàõ25,26, â êî-

òîðûõ àâòîðû èññëåäîâàëè âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ è èçó÷àëè ïðîáëåìó

îäíîâðåìåííîãî ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ òèïîâ ðåøåíèé. Óðàâíåíèå (7) â ñëó÷àå α > β > 0

ðàññìîòðåíî J. Jaroš, T. Kusano, J. Manojlović â ðàáîòå27 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî p(x), q(x) ÿâ-

ëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè ðåãóëÿðíîé âàðèàöèè. Àâòîðàìè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñëåäóþùåãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýìäåíà�Ôàóëåðà:

(p(x)y′(x))′ = p(x) f(y(x)),

ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) ëèïøèöåâà è èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà íóëÿ, ôóíêöèÿ p(x)

íåïðåðûâíà íà [0, +∞), èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ íà (0, +∞) è p(0) = 0, èçó÷àëè

21Jaroš J., Kusano T. On black hole solutions of second order di�erential equations with a singular nonlinearity
in the di�erential operator // Funkcialaj Ekvacioj. 2000. V. 43. � 5. P. 491�509.

22Kitano M., Kusano T. On a class of second order quasilinear ordinary di�erential equations // Hiroshima
Math. J. 1995. V. 25. P. 321�355.

23Naito M. On the asymptotic behavior of nonoscillatory solutions of second order quasilinear ordinary di�erential
equations // J. Math. Anal. Appl. 2011. V. 381. P. 315�327.

24Došl�a Z., Cecchi M., Marini M. On the dynamics of the generalized Emden�Fowler equation // Georgian
Mathematical Journal. 2000. V. 7. � 2. P. 269�282.

25Došl�a Z., Marini M. On super-linear Emden�Fowler type di�erential equations // J. Math. Anal. Appl. 2014.
V. 416. P. 497�510.

26Došl�a Z., Marini M. A coexistence problem for nonoscillatory solutions to Emden�Fowler type di�erential
equations // EPAM. 2016. V. 2. � 1. P. 87�104.

27Jaroš J., Kusano T., Manojlović J. Asymptotic analysis of positive solutions of generalized Emden�Fowler
di�erential equations in the framework of regular variation // Cent. Eur. J. Math. 2013. � 11(12). P. 2215�2233.
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I. Rach
◦
unkov�a, L. Rach

◦
unek, J. Tomeček28. Àâòîðàìè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ôóíêöèè f(t), p(x),

îáåñïå÷èâàþøèå ñòðåìëåíèå êîëåáëþùèõñÿ ðåøåíèé ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â ðàáîòå29 J. Burkotov�a, M. Hubner, I. Rach
◦
unkov�a, E.B. Weinm�uller ðàññìîòðåí áîëåå

îáùèé âèä óðàâíåíèÿ:

(p(x)y′(x))′ + q(x) f(y(x)) = 0,

ãäå f, p�ôóíêöèè ðåãóëÿðíîé âàðèàöèè, è f èìååò ïî êðàéíåé ìåðå òðè íóëÿ f(L0) = f(0) =

= f(L) = 0, L0 < 0 < L. Èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ êíåçåðîâñêèõ ðåøåíèé (îïðåäå-

ëåíèå âïåðâûå ââåäåíî È.Ò. Êèãóðàäçå30) ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ è èçó÷åíî àñèìïòî-

òè÷åñêîå ïîâåäåíèå êíåçåðîâñêèõ ðåøåíèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Èçó÷åíèå âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ è èõ ñâîéñòâ

òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè êà÷åñòâåííûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé

íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, íî îíî âûõîäèò çà ðàìêè ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé â äèññåðòàöèè çàäà÷è. Ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ è èññëåäî-

âàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ È.Ò. Êèãóðàäçå, Á.Ë. Øåõòåðà, À. Ã. Ëîì-

òàòèäçå, L. Malaguti, N. Partsvania, F. Sadyrbaev, I. Rach
◦
unkov�a è äðóãèõ.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âûñîêîãî ïîðÿäêà. Â ïðîäîëæåíèå èññëå-

äîâàíèé È.Ò. Êèãóðàäçå è Ò.À. ×àíòóðèè, â ðàáîòàõ È.Â. Àñòàøîâîé (ñì. îáçîð â ìîíî-

ãðàôèè31) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå çíàêîïåðåìåííûõ ðåøåíèé, ðåøåíèé ñ

âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé, èìåþùèõ ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó, à äëÿ óðàâíåíèé ÷åòíîãî ïî-

ðÿäêà � êíåçåðîâñêèõ ðåøåíèé, èìåþùèõ ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó; äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî

è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîäòâåðæäåíà ãèïîòåçà È.Ò. Êèãóðàäçå î òîì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñ âåð-

òèêàëüíîé àñèìïòîòîé èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó; äëÿ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

� ÷òî âñå êíåçåðîâñêèå ðåøåíèÿ èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó; äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî

ïîðÿäêà äîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ àñèìïòîò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðå-

øåíèé, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé ñ çàäàííîé îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ; äëÿ óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîëó÷åíû ðàâíîìåðíûå îöåíêè ðåøåíèé. Äëÿ

êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà (n ≥ 2) äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíûõ îöåíîê

ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ñ îáùåé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, çàâèñÿùèõ îò îöåíîê êîýôôèöè-

åíòîâ óðàâíåíèé è íå çàâèñÿùèõ îò ñàìèõ êîýôôèöèåíòîâ; ïîëó÷åí êðèòåðèé êîëåáëåìîñòè

âñåõ ðåøåíèé; îïèñàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âñåõ íåïðîäîëæàåìûõ ðåøåíèé êâàçèëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

28Rach
◦
unkov�a I., Rach

◦
unek L., Tomeček J. Existence of oscillatory solutions of singular nonlinear di�erential

equations // Abstract and Applied Analysis. 2011. Article ID 408525. 20 pages.
29Burkotov�a J., Hubner M., Rach

◦
unkov�a I., Weinm�uller E. B. Asymptotic properties of Kneser solutions to

nonlinear second order ODEs with regularly varying coe�cients // Applied Mathematics and Computation. 2016.
V. 274. P. 65�82.

30Kiguradze I. T. On the oscilattory and monotone solutions of ordinary di�erential equations // Arch. Math.
1978. V. 14. � 1. P. 21�44.

31Àñòàøîâà È.Â. Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé // Â ñá.: Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñìåæíûå âîïðîñû
ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà: íàó÷íîå èçäàíèå ïî ðåä. È.Â. Àñòàøîâîé. Ì.: ÞÍÈÒÈ-ÄÀÍÀ, 2012. Ñ. 22�288.
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Êðîìå òîãî, â ðàáîòàõ È.Â. Àñòàøîâîé31,32,33,34 äëÿ n = 3, p = p(x) è n = 4, p ≡ p0 ïîëó-

÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé (k > 1)

è ñèíãóëÿðíîé (0 < k < 1) íåëèíåéíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå 0 < k < 1 óñëîâèÿ êëàññè-

÷åñêîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1)

íå âûïîëíÿþòñÿ. Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà.31 Ïóñòü ôóíêöèÿ p (x, y0, . . . , yn−1) íåïðåðûâíà ïî x è ëèïøèöåâà ïî y0, . . . , yn−1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë x0, y0, . . . , y
0
n−1, ó êîòîðîãî íå âñå y0i ðàâíû íóëþ, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ìîãóò èìåòü îñîáîå ïîâå-

äåíèå íå òîëüêî âáëèçè ãðàíèö, íî è âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó

ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå µ�ðåøåíèÿ, ââåäåííûå È.Â. Àñòàøîâîé33,35.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y : (a, b) → R,
−∞ ≤ a < b ≤ +∞, íàçûâàåòñÿ µ�ðåøåíèåì, åñëè:

1) óðàâíåíèå íå èìååò äðóãèõ ðåøåíèé, ðàâíûõ y íà íåêîòîðîì ïîäûíòåðâàëå (a, b) è íå

ðàâíûõ y â íåêîòîðîé òî÷êå èç (a, b);

2) óðàâíåíèå ëèáî íå èìååò ðåøåíèé, îïðåäåëåííûõ íà äðóãîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì

(a, b), è ðàâíûõ y íà (a, b), ëèáî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà òàêèõ ðåøåíèÿ, íå ðàâíûõ äðóã

äðóãó â òî÷êàõ, ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê ãðàíèöå (a, b).

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ: ïîëó÷åíèå ïîëíîé àñèìïòîòè÷åñêîé êëàññèôè-

êàöèè ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà

y′′ + p(x, y, y′) |y|k sgn y = 0 (8)

â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè è µ-ðåøåíèé â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ñ îãðà-

íè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ ïîòåíöèàëîì p(x, u, v); èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî-

âåäåíèÿ ðåøåíèé â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîãî è íåîòäåëåííîãî îò íóëÿ ïîòåíöèàëà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû

Çàäà÷à àñèìïòîòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè, â êîòîðîé ïîòåíöèàë ìîæåò çàâèñåòü îò íåçà-

âèñèìîé è âñåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà

ñòàâèòñÿ âïåðâûå. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

32Àñòàøîâà È.Â. Îá àñèìïòîòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî è ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêîâ ñî ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ // Âåñòíèê ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà. Åñòåñòâåííûå íàóêè. 2015.
� 2(59). Ñ. 3�25.

33Astashova I. V. On asymptotic classi�cation of solutions to fourth-order di�erential equations with singular
power nonlinearity // Mathematical Modelling and Analysis. 2016. V. 21. � 4. P. 502�521.

34Astashova I. V. On asymptotic classi�cation of solutions to nonlinear regular and singular third- and fourth-
order di�erential equations with power nonlinearity // Di�erential and Di�erence Equations with Applications.
Springer Proceedings in Mathematics and Statistics. United States: New York. 2016. P. 185�197.

35Àñòàøîâà È.Â. Îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòüþ // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2014. Ò. 50. � 11. Ñ. 1551�1552.
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1. Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ

ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿä-

êà ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì. Â ÷àñòíîñòè,

äîêàçàíî: âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû èëè íà ïîëóïðÿìîé, èëè íà êîíå÷-

íîì èíòåðâàëå, èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ ãðàíèöó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ âåðòè-

êàëüíîé àñèìïòîòîé ðåøåíèÿ, à íà áåñêîíå÷íîñòè âñå ðåøåíèÿ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû; ïîêàçàíà

íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

2. Â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ µ�

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåí-

íûì îò íóëÿ îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ

èëè îïðåäåëåíû íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, èëè íà ïîëóïðÿìîé, èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòî-

òèêó âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ

èìåþò ëèáî ðîâíî îäèí íóëü, ëèáî ðîâíî îäèí ýêñòðåìóì, ëèáî âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèç-

âîäíîé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñî ñòåïåí-

íîé àñèìïòîòèêîé; ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà è ãðàíè÷-

íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; ïîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ íóëÿ,

òî÷êè ýêñòðåìóìà, ãðàíè÷íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

3. Â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ìàêñèìàëüíî

ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè-

÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ

âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, ïðè÷åì íóëè ðåøåíèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîä-

íûõ ÷åðåäóþòñÿ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû íà

âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé â ñëó÷àå âû-

ïîëíåíèÿ èëè íåâûïîëíåíèÿ ýòèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

4. Â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-

äåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëî-

âèÿõ íà íåîãðàíè÷åííûé îòðèöàòåëüíûé ïîòåíöèàë: ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë,

ïðè êîòîðûõ âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ èìåþò âåðòè-

êàëüíóþ àñèìïòîòó, óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë, ïðè êîòîðûõ ðå-

øåíèÿ ÿâëÿþòñÿ black hole ðåøåíèÿìè, è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ

ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â äîïîëíåíèå ê êëàññè÷åñêèõ ìåòîäàì â ðà-
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áîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå È.Â. Àñòàøîâîé31,36,37.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ñïåöèà-

ëèñòîâ â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Àâòîð âûñòóïàë ñ äîêëàäàìè ïî òåìå äèññåðòàöèè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

• ìåæâóçîâñêèé íàó÷íûé ñåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ÌÝÑÈ, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà ïîä ðóêîâîäñòâîì

ïðîô., ä.ô.ì.í. È.Â. Àñòàøîâîé, ïðîô., ä.ô.ì.í. À.Â. Ôèëèíîâñêîãî, ïðîô., ê.ô.ì.í.

Â.À. Íèêèøêèíà (2013, 2014 ãã.);

• íàó÷íûé ñåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êàôåäðû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-

ìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô., ä.ô.ì.í. È.Â. Àñòàøîâîé, ïðîô., ä.ô.ì.í. À.Â. Áî-

ðîâñêèõ, ïðîô., ä.ô.ì.í. Í.Õ. Ðîçîâà, ïðîô., ä.ô.ì.í. È.Í. Ñåðãååâà (2015, 2016 ãã.);

• ìåæâóçîâñêèé íàó÷íûé ñåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ÐÝÓ èì. Ã.Â. Ïëåõàíîâà (ôàêóëüòåò ÌÝÑÈ), ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ÌÃÒÓ

èì. Í.Ý. Áàóìàíà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô., ä.ô.ì.í. È.Â. Àñòàøîâîé, ïðîô., ä.ô.ì.í.

À.Â. Ôèëèíîâñêîãî (2016 ã.).

Ñîäåðæàùèåñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• Ìåæäóíàðîäíàÿ ìèíèêîíôåðåíöèÿ �Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé è ïðèëîæåíèÿ� Ìîñêâà, ÌÝÑÈ, 22 èþíÿ è 19 äåêàáðÿ 2013 ã., 24 ìàÿ 2014 ã.

• Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ� â ðàìêàõ Âîðîíåæñêîé

âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû �Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷�, Âîðî-

íåæ, ÂÃÓ, 5�8 ìàÿ 2014 ã., 3�9 ìàÿ 2015 ã., 3�9 ìàÿ 2016 ã.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Êðàåâûå çàäà÷è, òåîðèÿ ôóíêöèé è èõ

ïðèìåíåíèå�, Óêðàèíà, Ñëàâÿíñê, ÄÃÏÓ, 21�24 ìàÿ 2014 ã.

• International Conference on Di�erential and Di�erence Equations and Applications, Jasn�a,

Slovak Republic, June 23�27, 2014.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Òåîðåòè÷åñêèå è ïðèêëàäíûå àñïåêòû ìàòåìà-

òèêè, èíôîðìàòèêè è îáðàçîâàíèÿ�, Àðõàíãåëüñê, ÑÀÔÓ, 16�21 íîÿáðÿ 2014 ã.

36Àñòàøîâà È.Â. Ðàâíîìåðíûå îöåíêè ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. 2008. Ò. 72. � 6. Ñ. 103�124.

37Àñòàøîâà È.Â. Ïðèìåíåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ // Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ.
2003. Ò. 8, Ñ. 3�33.
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• Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ

ó÷åíûõ �Ëîìîíîñîâ�, Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 13�17 àïðåëÿ 2015 ã., 11�

15 àïðåëÿ 2016 ã.

• Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ

� ÑàìÄèô 2015�, Ñàìàðà, ÑàìÃÓ, 1�3 èþëÿ 2015 ã.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ è ìîëîäåæíàÿ øêîëà �Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è

íàíîòåõíîëîãèè� (ÈÒÍÒ-2015), Ñàìàðà, ÑÃÀÓ, 29 èþíÿ � 1 èþëÿ 2015 ã.

• Ìåæäóíàðîäíàÿ ìèíèêîíôåðåíöèÿ �Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé è ïðèëîæåíèÿ� Ìîñêâà, ÐÝÓ èì. Ã.Â. Ïëåõàíîâà (ôàêóëüòåò ÌÝÑÈ), 14, 28 ìàÿ

2016 ã.

• V Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð �Íåëèíåéíûé àíàëèç è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è�, Èð-

êóòñê, ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ, 20�25 èþíÿ 2016 ã.

• International Workshop on the Qualitative Theory of Di�erential Equations �QUALITDE �

2016�, Tbilisi, Georgia, December 24�26, 2016.

• Czech-Georgian Workshop on Boundary Value Problems, Brno, Czech Republic, January 10�

13, 2017.

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [1] � [20]. Ñðåäè íèõ 3 ñòàòüè

â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ: ñòàòüè [1], [2] âõîäÿò â æóðíàëû èç ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàííî-

ãî ÂÀÊ, ñòàòüÿ [3] âõîäèò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ñîãëàñíî ïðèêàçó Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè � 793

îò 25 èþëÿ 2014 ã., êàê ñòàòüÿ â æóðíàëå, âõîäÿùåì â ìåæäóíàðîäíóþ ðåôåðàòèâíóþ áàçó

äàííûõ è ñèñòåì öèòèðîâàíèÿ zbMATH. Ðàáîòû [4] � [6] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëå ¾Äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ (Õðîíèêà ¾Î ñåìèíàðå ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå¿). Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåð-

æàùåãî 110 íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 116 ñòðà-

íèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýìäåíà�Ôàóëåðà è åãî îáîáùåíèé. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà ïîäêðåïëÿåòñÿ

ññûëêàìè íà íàó÷íûå ðàáîòû, ïðèâåäåííûå â ñïèñêå ëèòåðàòóðû. Îáúÿñíÿåòñÿ àêòóàëüíîñòü

òåìû èññëåäîâàíèé àâòîðà è íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, âî ââåäå-

íèè ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, èõ íóìåðàöèÿ ñîâïàäàåò ñ íóìåðàöèåé

â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâàõ.
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Â ïåðâîé è âòîðîé ãëàâàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî

ïîðÿäêà (8) ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì p(x, u, v).

Â ïåðâîé ãëàâå â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññè-

ôèêàöèÿ âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8) ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ

p(x, u, v) îòðèöàòåëüíà, îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óäîáñòâà ïåðåïè-

øåì óðàâíåíèå (8) â âèäå

y′′ = p(x, y, y′) |y|k sgn y (9)

è áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ p(x, u, v) ïîëîæèòåëüíà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ, èçëîæåííûõ â ðàáî-

òàõ31,36 È.Â. Àñòàøîâîé, óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) îïðåäåëåíû èëè íà ïîëóïðÿìîé, èëè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Ïðè

ýòîì ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ ãðàíèöó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ âåðòè-

êàëüíîé àñèìïòîòîé ðåøåíèÿ, à íà áåñêîíå÷íîñòè âñå ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ

ïðîèçâîäíîé. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû; ïîêàçàíà íåïðåðûâ-

íàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v è

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

0 < m ≤ p(x, u, v) ≤M < +∞. (10)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x0, x̃0, y0, z0, y1, z1 òàêèõ,

÷òî |x̃0 − x0| < δ, |z0 − y0| < δ, |z1 − y1| < δ, y0 è y1 íåîòðèöàòåëüíû è íå ðàâíû íóëþ

îäíîâðåìåííî, z0 è z1 íåîòðèöàòåëüíû è íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, ðåøåíèÿ y(x) è z(x)

óðàâíåíèÿ (9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè{
y(x0) = y0,

y′(x0) = y1,

{
z(x̃0) = z0,

z′(x̃0) = z1,

ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû x = x∗1 > x0 è x = x∗2 > x̃0 ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïðè÷åì |x∗2 − x∗1| < ε.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ

âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9). Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðå-

çóëüòàòà ãëàâû ïîíàäîáèòñÿ ðÿä îïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì êíåçåðîâñêèì íà

èíòåðâàëå (x0, +∞), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì y(x) > 0, y′(x) < 0 ïðè x > x0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì êíåçåðîâñêèì íà

èíòåðâàëå (−∞, x0), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì y(x) > 0, y′(x) > 0 ïðè x < x0.

Îïðåäåëåíèå 4. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì êíåçåðîâñêèì íà

èíòåðâàëå (x0, +∞), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì y(x) < 0, y′(x) > 0 ïðè x > x0.

Îïðåäåëåíèå 5. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì êíåçåðîâñêèì íà

èíòåðâàëå (−∞, x0), åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì y(x) < 0, y′(x) < 0 ïðè x < x0.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

α =
2

k − 1
, C(p̃) =

(
α(α + 1)

p̃

) 1
k−1

=

(
p̃(k − 1)2

2(k + 1)

) 1
1−k

.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (10) è èìååò ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

1) P+ ïðè x→ +∞, u→ 0, v → 0;

2) P− ïðè x→ −∞, u→ 0, v → 0;

à òàêæå, ïðè ëþáîì c ∈ R,
3) P+

c ïðè x→ c, u→ +∞, v → ±∞;

4) P−c ïðè x→ c, u→ −∞, v → ±∞.
Òîãäà âñå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì

àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå äåâÿòü òèïîâ:

0. Çàäàííîå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y0(x) ≡ 0.

1-2. Çàäàííûå íà (b, +∞) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå êíåçåðîâñêèå ðåøåíèÿ ñî

ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y1(x) = C(P+
b ) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0, y1(x) = C(P+)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

è

y2(x) = −C(P−b ) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0, y2(x) = −C(P+)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞.

3-4. Çàäàííûå íà (−∞, a) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå êíåçåðîâñêèå ðåøåíèÿ ñî

ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y3(x) = C(P+
a ) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0, y3(x) = C(P−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y4(x) = −C(P−a ) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0, y4(x) = −C(P−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

5-6. Çàäàííûå íà (a, b) çíàêîïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé âáëèçè

îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y5(x) = C(P+
a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+0, y5(x) = C(P+

b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b−0,

è

y6(x) = −C(P−a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+0, y6(x) = −C(P−b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b−0.

7-8. Çàäàííûå íà (a, b) ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé è ðàçíûìè çíàêàìè âáëèçè
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îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y7(x) = C(P+
a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+0, y7(x) = −C(P−b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b−0,

è

y8(x) = −C(P−a ) (x− a)−α (1 + o(1)) , x→ a+0, y8(x) = C(P+
b ) (b− x)−α (1 + o(1)) , x→ b−0.

Âî âòîðîé ãëàâå â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññè-

ôèêàöèÿ âñåõ µ�ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9) ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ p(x, u, v) ïîëîæèòåëüíà,

îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû óñòàíîâëåíî,

÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ èìåþò ëèáî ðîâíî îäèí íóëü, ëèáî ðîâíî îäèí ýêñòðåìóì, ëèáî âìåñòå ñî

ñâîåé ïðîèçâîäíîé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïîëó-

÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà è ãðàíè÷íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

ñîîòâåòñòâåííî, ïîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà, ãðà-

íè÷íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v

è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (10). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

äëÿ ëþáûõ y0, z0, y1, z1 òàêèõ, ÷òî |z0−y0| < δ, |z1−y1| < δ, y0 > 0 è y1 < 0, z0 > 0 è z1 < 0,

äëÿ ðåøåíèé y(x) è z(x) óðàâíåíèÿ (9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè{
y(x0) = y0,

y′(x0) = y1,

{
z(x0) = z0,

z′(x0) = z1,

ñîîòâåòñòâåííî, ó êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóþò lim
x→x∗1−0

y(i)(x) = 0 è

lim
x→x∗2−0

z(i)(x) = 0, i ∈ {0, 1}, x0 < x∗1 < +∞, x0 < x∗2 < +∞, ñïðàâåäëèâî |x∗2 − x∗1| < ε.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ

µ�ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v,

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (10) è èìååò ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

1) P++ ïðè x→ +∞, u→ +∞, v → +∞;

2) P+− ïðè x→ +∞, u→ −∞, v → −∞;

3) P−+ ïðè x→ −∞, u→ +∞, v → −∞;

4) P−− ïðè x→ −∞, u→ −∞, v → +∞;

à òàêæå, ïðè ëþáîì c ∈ R, îáîçíà÷èì Pc = p(c, 0, 0).

Òîãäà âñå µ�ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâå-

äåíèåì äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå âîñåìü òèïîâ:

1-2. Çàäàííûå íà ïîëóïðÿìîé (b, +∞) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ñòðåìÿùèåñÿ

ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè x→ b+ 0 ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòî-
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òèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y1(x) = C(Pb) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0, y1(x) = C(P++)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞,

è

y2(x) = −C(Pb) (x− b)−α (1 + o(1)) , x→ b+ 0, y2(x) = −C(P+−)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞.

3-4. Çàäàííûå íà ïîëóïðÿìîé (−∞, a) ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ñòðåìÿùèåñÿ

ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðè x→ a− 0 ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòî-

òèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y3(x) = C(Pa) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0, y3(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y4(x) = −C(Pa) (a− x)−α (1 + o(1)) , x→ a− 0, y4(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

5-6. Çàäàííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé çíàêîïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìï-

òîòèêîé âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y5(x) = C(P++)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞, y5(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y6(x) = −C(P+−)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞, y6(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

7-8. Çàäàííûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé è ðàçíûìè

çíàêàìè âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:

y7(x) = C(P++)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞, y7(x) = −C(P−−)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞,

è

y8(x) = −C(P+−)x−α (1 + o(1)) , x→ +∞, y8(x) = C(P−+)|x|−α (1 + o(1)) , x→ −∞.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà (8)

ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì p(x, u, v).

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ïîêàçàíî, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî

ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (10)

ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ, ïðè÷åì íóëè ðåøåíèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åðåäóþòñÿ; ïî-

ëó÷åíû îöåíêè îòíîøåíèÿ çíà÷åíèé ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ â ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëÿõ, îöåíêè
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îòíîøåíèÿ çíà÷åíèé ðåøåíèé â ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî÷êàõ ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèï-

øèöåâà ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (10). Òîãäà âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî

ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (8), êàê è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, ÿâëÿþòñÿ êîëåá-

ëþùèìèñÿ ïðè âîçðàñòàíèè è ïðè óáûâàíèè àðãóìåíòà, ïðè÷åì íóëè xj ðåøåíèÿ è íóëè x′j
åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ÷åðåäóþòñÿ, òî åñòü

. . . < xj−1 < x′j < xj < x′j+1 < . . . , j ∈ Z.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî j ∈ Z ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

−
√
M

m
≤ y′ (xj+1)

y′ (xj)
≤ −

√
m

M
, −

(
M

m

) 1
k+1

≤
y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
) ≤ −(m

M

) 1
k+1

.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàêñè-

ìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü k ∈ (0, 1)∪(1, +∞), ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà

ïî u, v, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (10), êðîìå òîãî, ðàâíîìåðíî ïî u, v ñòðåìèòñÿ ê

p+ > 0 ïðè x→ +∞ è ê p− > 0 ïðè x→ −∞.
Ïóñòü y(x) � íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8), ó êî-

òîðîãî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïðåäåëû lim
j→±∞

|y′(xj)|. Òîãäà y(x) îïðåäåëåíî

íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ïðè j → ±∞ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

1)
y′(xj+1)

y′(xj)
→ −1;

2)
y(x′j+1)

y(x′j)
→ −1;

3)
xj+1−xj
xj+2−xj+1

→ 1.

Èçâåñòíî10, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ p = p(x) > 0 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé è ôóíêöèåé

ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, òî â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ëþ-

áîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, òî åñòü

îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè +∞. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïîñòðîåí ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

p = p(x) > 0, äëÿ êîòîðîé â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, èìåþùåå

ðåçîíàíñíóþ àñèìïòîòó x = x∗
(

lim
x→x∗

|y(x)| = +∞
)
, òî åñòü íå ÿâëÿþùååñÿ ïðàâèëüíûì.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà p = p(x), ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ îïðåäåëå-

íû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, èññëåäîâàíî èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå â ñëó÷àå âûïîëíå-

íèÿ èëè íåâûïîëíåíèÿ ýòèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p = p(x) íåïðåðûâíà, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ãëîáàëüíî

îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (10). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî

ïðîäîëæåííîãî ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (8) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïðåäåëû

lim
j→±∞

|y′(xj)|, lim
j→±∞

|y(x′j)| è lim
j→±∞

(xj+1 − xj).
Òàêæå ïîñòðîåí ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè p = p(x) > 0, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò

íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8), îïðåäåëåííîå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ïðèìåð
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íåïðåðûâíîé ôóíêöèè p = p(x) > 0, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ïðàâèëüíîå

êîëåáëþùååñÿ ðåøåíèå, ñòðåìÿùååñÿ âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè èçó÷àåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9) ñ íåîãðàíè÷åííîé ñâåðõó è íåîòäåëåííîé ñíèçó

îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé p(x, u, v). Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåðòèêàëü-

íîé àñèìïòîòû ó âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî,

ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåí-

íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) îáëàäàþò ñâîéñòâîì (5), òî åñòü ÿâëÿþòñÿ black hole ðåøåíèÿìè,

è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü k > 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v è

îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ, à íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå y(x) óðàâ-

íåíèÿ (9) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y(x0) y
′(x0) ≥ 0 èëè y(x0) y

′(x0) ≤ 0.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî x∗ ∈ (x0, +∞) èëè, ñîîòâåòñòâåííî, x∗ ∈ (−∞, x0) âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî

lim
x→x∗−0

|y′(x)| = +∞ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, lim
x→x∗+0

|y′(x)| = +∞. (11)

Ëåììà 4.2. Ïóñòü 0 < k < 1, ôóíêöèÿ p(x, u, v) íåïðåðûâíà ïî x, ëèïøèöåâà ïî u, v,

êðîìå òîãî, p(x, u, v)/|v| ïðè v 6= 0 îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ, à íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëü-

íî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (9) â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ y(x0) y
′(x0) ≥ 0 èëè y(x0) y

′(x0) ≤ 0, íî íå y(x0) = y′(x0) = 0. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî

x∗ ∈ (x0, +∞) èëè, ñîîòâåòñòâåííî, x∗ ∈ (−∞, x0) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (11).

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü k ∈ (0, 1) ∪ (1, +∞), äëÿ íåêîòîðûõ u0, v0 > 0 ôóíêöèÿ p(x, u, v)

ïðè u > u0, v > v0 ïðåäñòàâèìà â âèäå h(u)g(v), ãäå ôóíêöèè h(u), g(v) íåïðåðûâíû è

îòäåëåíû ñíèçó îò íóëÿ, à â ñëó÷àå 0 < k < 1 ôóíêöèÿ p(x, u, v) åùå è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì ëåììû 4.2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî âïðàâî ðåøåíèÿ y(x)

óðàâíåíèÿ (9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0, y
′(x0) ≥ v0 è ïåðâûì èç óñëîâèé (11)

ïðÿìàÿ x = x∗ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

+∞∫
v0

v dv

g(v)
= +∞. (12)

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü â ñëó÷àå k > 1 èëè 0 < k < 1 ôóíêöèÿ p(x, u, v) óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèÿì ëåììû 4.1 èëè 4.2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðûõ u0, v0 > 0 ïðè

u > u0, v > v0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî p(x, u, v) ≤ f(x, u) g(v), ãäå ôóíêöèÿ f(x, u) íåïðå-

ðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à ôóíêöèÿ g(v) íåïðåðûâíà, îòäåëåíà ñíèçó îò íóëÿ

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî âïðàâî ðå-

øåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0, y
′(x0) ≥ v0 è ïåðâûì èç

óñëîâèé (11) ïðÿìàÿ x = x∗ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü â ñëó÷àå k > 1 èëè 0 < k < 1 ôóíêöèÿ p(x, u, v) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì ëåììû 4.1 èëè 4.2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðûõ u0, v0 > 0 ïðè u > u0,

v > v0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî p(x, u, v) ≥ g(v), ãäå ôóíêöèÿ g(v) íåïðåðûâíà, îòäåëåíà
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ñíèçó îò íóëÿ, è óñëîâèå (12) íå âûïîëíåíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîãî

âïðàâî ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (9) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0, y
′(x0) ≥ v0 è ïåðâûì

èç óñëîâèé (11) âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

0 < lim
x→x∗−0

y(x) < +∞, x∗ − x0 <
1

yk(x0)

+∞∫
y′(x0)

dv

g(v)
.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü k ∈ (0, 1)∪(1, +∞), ôóíêöèÿ p(x, u, v) ïîëîæèòåëüíà, íåïðåðûâíà

ïî x è ëèïøèöåâà ïî u, v, è äëÿ íåêîòîðûõ u0, v0, C > 0, α > k−1 ïðè u > u0, v > v0 ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî p(x, u, v) ≤ C|v|−α. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (9) ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè y(x0) ≥ u0 è y
′(x0) ≥ v0 íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåòñÿ âïðàâî è

lim
x→+∞

y(x) = lim
x→+∞

y′(x) = +∞.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé

òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ïîòåíöèàë, çàâèñÿùèé

îò íåçàâèñèìîé è âñåõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ.

Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïîëó÷åíà ïîëíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ

âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî,

÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû èëè íà ïîëóïðÿìîé, èëè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå

è èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ, ïðî-

õîäÿùàÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ ãðàíèöó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé

ðåøåíèÿ, à íà áåñêîíå÷íîñòè âñå ðåøåíèÿ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîëó-

÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû; ïîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü

ïîëîæåíèÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî

ïîðÿäêà ìîãóò èìåòü îñîáîå ïîâåäåíèå íå òîëüêî âáëèçè ãðàíèö, íî è âî âíóòðåííåé òî÷êå îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ µ�ðåøåíèÿ. Â òåðìèíàõ µ�ðåøåíèé ïîëó÷åíà

ïîëíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì: â ÷àñòíîñòè,

äîêàçàíî, ÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ èëè îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, èëè íà ïîëóïðÿìîé è

èìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì óñòàíîâëåíî,

÷òî âñå µ�ðåøåíèÿ èìåþò ëèáî ðîâíî îäèí íóëü, ëèáî ðîâíî îäèí ýêñòðåìóì, ëèáî âìåñòå ñî

ñâîåé ïðîèçâîäíîé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñî

ñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé; ïîëó÷åíû îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî íóëÿ, òî÷êè ýêñòðåìóìà è ãðàíè÷-

íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ; ïîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ íóëÿ, òî÷êè

ýêñòðåìóìà, ãðàíè÷íîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�
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Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííûì è îòäåëåííûì îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèà-

ëîì óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è èõ ïåðâûå ïðîèç-

âîäíûå ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ, ïðè÷åì íóëè ðåøåíèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åðåäó-

þòñÿ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû íà âñåé ÷èñëîâîé

ïðÿìîé, èññëåäîâàíî èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ èëè íåâûïîëíå-

íèÿ ýòèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîòåíöè-

àëîâ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, èìåþùåå ðåçîíàíñíóþ àñèìïòîòó,

ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ñóùåñòâóåò

íåòðèâèàëüíîå êîëåáëþùååñÿ ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñòðåìÿùååñÿ

âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Êðîìå òîãî, â ñëó÷àÿõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè èññëåäîâàíî àñèìïòîòè-

÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ðàçëè÷íûõ

óñëîâèÿõ íà íåîãðàíè÷åííûé îòðèöàòåëüíûé ïîòåíöèàë. Ðàçãðàíè÷åíû ñëó÷àè ïîâåäåíèÿ ðå-

øåíèé óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèé ñòðåìèòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè â êîíå÷íîé ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ: ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà

ïîòåíöèàë, ïðè êîòîðûõ âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ èìåþò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó, óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàë, ïðè

êîòîðûõ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ black hole ðåøåíèÿìè (ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-

íå÷íîñòè íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, à ðåøåíèå â ýòîé òî÷êå èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë).

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå òåìû äèññåðòàöèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì àñèìïòî-

òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà c íåîãðà-

íè÷åííûì è íåîòäåëåííûì îò íóëÿ ïîòåíöèàëîì. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå

ñâîéñòâ ðåøåíèé ïðè îòðèöàòåëüíîì ïîêàçàòåëå íåëèíåéíîñòè.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôè-

çèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àñòàøîâîé Èðèíå Âèêòîðîâíå çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è,

åå îáñóæäåíèå, ïîëåçíûå ñîâåòû, êîíñòðóêòèâíóþ êðèòèêó è ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó. Àâòîð

âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó ñîàâòîðó, ñòóäåíòêå 6-ãî êóðñà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî

ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Êîð÷åìêèíîé Òàòüÿíå Àëåêñàíäðîâíå è ñîòðóäíè-

êàì êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ

èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà çà âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå çàìå÷àíèÿ.

Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè
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