
ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè - ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-

ñòèêè, íå ïðåäïîëàãàþùèå çíàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà ãåíåðàëüíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé.

Îäíà èç çàäà÷ ìíîãîìåðíîãî íåïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà - çàäà÷à ìíîãî-

ìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè:

yi = BT
0 xi + εi, i = 1, 2, . . . , n, (1)

ãäå yi = (yi1, yi2, . . . , yiq)
T è xi = (xi1, xi2, . . . , xip)

T , i = 1, 2, . . . , n - çíà÷åíèÿ

îòêëèêà è ôàêòîðà, ñëó÷àéíûå îøèáêè ε1, ε2, . . . , εn - íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûå (q×1)-âåêòîðû; çàäà÷à - îöåíèòü íåèçâåñòíóþ (p×q)-ìàòðèöó
ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ B0.

Êëàññè÷åñêèì ïðåäïîëîæåíèåì î ñëó÷àéíûõ îøèáêàõ εi, ε2, . . . , εn ÿâëÿ-

åòñÿ îòñóòñòâèå â íèõ ñèñòåìàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé, ò.å. Eεi = 0. Â äèñ-

ñåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäïîëîæåíèå îá îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê

ïðèíÿòî â ôîðìå

εi
d
= −εi. (2)

Óñëîâèå (2) î ñèììåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê îòíîñèòåëüíî íóëÿ

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îñëàáëåíèå äðóãîãî êëàññè÷åñêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

î íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ îøèáêàõ.

Íàèáîëåå èçâåñòíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Eεi = 0, ýòîò ìåòîä äàåò äëÿ

èñêîìîé ìàòðèöû B0 íåñìåùåííóþ îöåíêó. Åñëè ñëó÷àéíûå îøèáêè èìåþò

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ñ íóëåâûì ñðåäíèì), ÌÍÊ-îöåíêà â îïðåäåëåí-

íîì ñìûñëå îïòèìàëüíà (îáëàäàåò íàèìåíüøåé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé). Äðó-

ãèì âàæíûì ñâîéñòâîì ÌÍÊ-îöåíêè ÿâëÿåòñÿ åå àôôèííàÿ ýêâèâàðèàíò-

íîñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïåðåìåííûõ (êàê

ôàêòîðîâ x, òàê è îòêëèêîâ y) îöåíêà ìàòðèöû B0 èçìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì îáðàçîì. Ýêâèâàðèàíòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ïðàâèëà íóæíû òîãäà, êîãäà
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ñòàòèñòè÷åñêîå ðåøåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, à íå

íà êàæäîì ïðèçíàêå â îòäåëüíîñòè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îöåíêè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ êðàéíå ÷óâñòâèòåëü-

íû ê âûáðîñàì � åäèíñòâåííîå ïîñòîðîííåå íàáëþäåíèå ìîæåò ïðîèçâåñòè

íà îöåíêó íåîãðàíè÷åííîå âëèÿíèå. Ðîáàñòíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-

òèñòèêè â òðóäàõ Õüþáåðà1 è Õàìïåëÿ2 âîçíèêëè êàê ïîïûòêà ïðåîäîëåòü

ýòîò íåäîñòàòîê ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ðàçðàáîòêà ðîáàñòíûõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ äëÿ ìíîãîìåðíûõ è ìíîãî-

ôàêòîðíûõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ìíîãèõ àâòîðîâ. Ïóðè

è Ñåí3 ïðåäëîæèëè ïîêîîðäèíàòíûå ðàíãîâûå îöåíêè. Ðàî4 ïðåäëîæèë èñ-

ïîëüçîâàòü îäíîìåðíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäóëåé îòäåëüíî äëÿ êàæäîé

êîîðäèíàòû îòêëèêà. Êîíêåð è Ïîðòíîé5 îáîáùèëè ìåòîä Ðàî è ïðåäëîæè-

ëè ðîáàñòíûå M-îöåíêè, çàìåíèâ ìîäóëü íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ. Îöåí-

êà, ïðåäëîæåííàÿ Áàè è äð6. ìèíèìèçèðóåò ñðåäíåå åâêëèäîâûõ íîðì îñòàò-

êîâ. Âñå ýòè ìåòîäû, îäíàêî, íå ÿâëÿþòñÿ àôôèííî-ýêâèâàðèàíòíûìè. Ðóñ-

ñèó è äð7. â ñëó÷àå ñëó÷àéíîãî ôàêòîðà ïðåäëîæèëè ðîáàñòíóþ àôôèííî-

ýêâèâàðèàíòíóþ îöåíêó ìàòðèöû ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ, îñíîâàí-

íóþ íà ðîáàñòíîé îöåíêå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåêòîðà z1 = (xT
1 ,y

T
1 )T

(íî íå èññëåäîâàëè åå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà). Îëëèëà è äð8. ïðåäëîæè-

ëè àíàëîãè÷íûé ïîäõîä, èñïîëüçîâàâ âìåñòî îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-

öû Ðóññèó âûáîðî÷íóþ çíàêîâóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó âåêòîðà z1. Èõ

îöåíêà àôôèííî-ýêâèâàðèàíòíà, îäíàêî íå ðîáàñòíà, õîòÿ è áîëåå óñòîé÷èâà

1Õüþáåð Ï. (1984) Ðîáàñòíîñòü â ñòàòèñòèêå. Ìèð, Ìîñêâà.
2Hampel F.R., Ronchetti E.M., Rousseeuw P.J. and Stahel W.A. (1986) Robust Statistics: The Approach

Based on In�uence Functions, Wiley, New York.
3Puri M.L. and Sen P.K. (1985) Nonparametric methods in general linear models. New York: Wiley.
4Rao C.R. (1988) Methodology based on L1-norm in statistical inference. Sankhya A, 50, 289 - 313.
5Koenker R. and Portnoy S. (1990) M-estimation of multivariate regressions. J. Am. Statist. Ass., 85, 1060

- 1068.
6Bai Z.D., Chen N.R., Miao B.Q. and Rao C.R. (1990) Asymptotic theory of least distances estimate in

multivariate linear models. Statistics, 21, 503 - 519.
7Rousseeuw P.J., Van Driessen K., Van Aelst S. and Agullo J. (2004) Robust multivariate regression.

Technometrics, 46, 293 - 305.
8Ollila E., Oja, H. and Hettmansperger T.P. (2002) Estimates of regression coe�cients based on the sign

covariance matrix. J. R. Statist. Soc. Ser. B, 64, part 3, 447 - 466.

2



ê âûáðîñàì, ÷åì ÌÍÊ-îöåíêà.

Öåëü ðàáîòû.

Ïîñòðîåíèå ðîáàñòíûõ àôôèííî-ýêâèâàðèàíòíûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ îöå-

íîê è ïðîâåðêà ãèïîòåç äëÿ çàäà÷è ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Èññëå-

äîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäëîæåííûõ îöåíîê è ñòàòèñòè÷åñêèõ

êðèòåðèåâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Ïðåäëîæåíû ÷åòûðå íîâûå ðîáàñòíûå àôôèííî-ýêâèâàðèàíòíûå îöåí-

êè B̂n, B̃n, B̂
′
n, B̃

′
n ìàòðèöû ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ çàäà÷è

ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Äëÿ ýòèõ îöåíîê ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñî-

ñòîÿòåëüíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè, íàéäåíû ôóíêöèè âëè-

ÿíèÿ.

2. Äëÿ ïðîâåðêè ïðîcòûõ ãèïîòåç î òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìàòðèöû ðåãðåññè-

îííûõ êîýôôèöèåíòîâ (â ÷àñòíîñòè, î ðàâåíñòâå ýòîé ìàòðèöû íóëþ,

÷òî îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü îòêëèêà îò çíà÷åíèÿ ôàêòîðà) äëÿ çàäà÷è

ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïðåäëîæåíû äâå íîâûå òåñòîâûå ñòàòè-

ñòèêè T n è T ′
n, èçó÷åíû èõ ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ïðè íóëåâîé

ãèïîòåçå, òàê è ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áëèçêèõ àëüòåðíàòèâ. Ïîñòðîå-

íû ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö ýòèõ òåñòîâûõ ñòàòè-

ñòèê ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå.

3. Äëÿ çàäà÷è íåïàðàìåòðè÷åñêîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå íóëþ

ìàòðèöû ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ â ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ðå-

ãðåññèîííîé ìîäåëè ðàññìîòðåíû äâå íîâûå àôôèííî-èíâàðèàíòíûå

àñèìïòîòè÷åñêè ñâîáîäíûå îò èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé äàííûõ òåñòîâûå

ñòàòèñòèêè ψn è ψ
′
n, íàéäåíû èõ ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íóëåâîé

ãèïîòåçå è áëèçêèõ àëüòåðíàòèâàõ, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâ-

íîñòü ïî Ïèòìàíó ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòåðèåâ.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíà íà îáùèõ ìåòîäàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Øèðîêî èñïîëüçó-

åòñÿ òåîðèÿ U-ñòàòèñòèê.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå êðèòåðèè

è îöåíêè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ðåãðåññè-

îííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ðåêîìåíäóåòñÿ èõ èñïîëüçîâàíèå â çàäà÷àõ, ãäå âàæíî

ñâîéñòâî àôôèííîé èíâàðèàíòíîñòè è ãäå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ îøèáîê

ìîæåò èìåòü "òÿæåëûå õâîñòû". Îöåíêè B̂n, B̃n è òåñòîâûå ñòàòèñòèêè T n, ψn

ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü â óñëîâèÿõ àêòèâíîãî ýêñïåðèìåíòà (êîãäà ýêñ-

ïåðèìåíòàòîð ñàì âûáèðàåò ïëàí ýêñïåðèìåíòà); îöåíêè B̂′
n, B̃

′
n è òåñòîâûå

ñòàòèñòèêè T ′
n, ψ

′
n ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû òàêæå è â ïàññèâíîì ýêñïåðè-

ìåíòå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Áîëüøîì ñåìèíàðå êàôåäðû

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ, ïðîô. À.Í.

Øèðÿåâà (2006 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "International Conference

on Robust Statistics (ICORS) - 2005", Þâÿñêþëÿ, Ôèíëÿíäèÿ (2005 ã.), íà

ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÌÃÓ "Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñòàòèñòè-

êà è âðåìåííûå ðÿäû"ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Þ.Í. Òþðèíà, ïðîô. Â.Í.

Òóòóáàëèíà, äîö. Ì.Â. Áîëäèíà (2005 ã.), íà ñåìèíàðå "Ìíîãîìåðíûé ñòàòè-

ñòè÷åñêèé àíàëèç è âåðîÿòíîñòíîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ"ïîä

ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ñ.À. Àéâàçÿíà â ÖÝÌÈ ÐÀÍ (2006 ã.), íà ñåìèíàðå ïîä

ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Õ. Îÿ â óíèâåðñèòåòå Òàìïåðå, Ôèíëÿíäèÿ (2004

ã.).

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 4 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðè-

âåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ (ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû) è ñïèñ-
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êà ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 35 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòà-

öèè � 119 ñòðàíèö.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ïî òåìàòèêå ðàáîòû, èçëîæåíû öåëè,

ìåòîäû è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ðîáàñòíîãî íåïàðàìåòðè÷åñêîãî îöå-

íèâàíèÿ äëÿ ìîäåëè ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Îáùèì äëÿ ïðåäëî-

æåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå îíè îñíîâàíû íà

ïîíÿòèè âûáîðî÷íîé ìåäèàíû Îÿ9, àôôèííî-ýêâèâàðèàíòíû è, ïðè íåêîòî-

ðûõ óñëîâèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ, îáëàäàþò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷å-

ñêîé íîðìàëüíîñòè.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ξ1, . . . , ξk - îäèíàêîâî ðàñ-

ïðåäåëåííûå k-ìåðíûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)

è ïóñòü θ ∈ IRk. Îáîçíà÷èì V (θ, ξ1, . . . , ξk) - îáúåì k-ìåðíîãî ñèìïëåê-

ñà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè θ, ξ1, . . . , ξk. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ θ ∈ IRk îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

EV (θ, ξ1, . . . , ξk) è îáîçíà÷èì U(θ) = EV (θ, ξ1, . . . , ξk). Òîãäà ìåäèàíà Îÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) - ìíîæåñòâî òî÷åê Θ0, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ U(θ) äîñòè-

ãàåò ñâîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ âñåõ θ0 ∈ Θ0 è θ ∈ IRk

U(θ0) ≤ U(θ).

Â ñëó÷àå, êîãäà ξi − θ∗
d
= −(ξi − θ∗) ìåäèàíà Îÿ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì

ñèììåòðèè θ∗.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå U(θ) = E|ξ1− θ| è ìåäèàíà Îÿ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé
ìåäèàíîé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).

Ïóñòü òåïåðü ξ1, . . . , ξn - ïðîèçâîëüíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).

Âûáîðî÷íîé ìåäèàíîé Îÿ θ̂n íàçûâàåòñÿ ìåäèàíà Îÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðå-

9Oja H. (1983), Descriptive Statistics for Multivariate Distributions. Stat. Probab. Lett., 1, 327-332.
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äåëåíèÿ Fn(x) âûáîðêè ξ1, . . . , ξn. Äðóãèìè ñëîâàìè,

θ̂n = arg min
θ∈IRk

Un(θ), ãäå Un(θ) =
(
Ck

n

)−1 ∑
i1<...<ik

V (θ, ξi1, . . . , ξik).

×åòûðå îöåíêè, ïðåäñòàâëåííûå â ãëàâå 1, ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûìè îáîá-

ùåíèÿìè ìåäèàííîé îöåíêè Òýéëà10 ïàðàìåòðà íàêëîíà äëÿ ìîäåëè ïðîñòîé

ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Ïóñòü yi = a+ bxi + εi, i = 1, . . . , n. Ìåäèàííàÿ îöåíêà

Òýéëà åñòü

β̂n = med

{
yi2 − yi1

xi2 − xi1

, 1 ≤ i1 < i2 ≤ n, xi1 6= xi2

}
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè xi1 6= xi2 âåëè÷èíà
yi2 − yi1
xi2 − xi1

åñòü âòîðàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà

b(i1, i2) =

(
1 xi1

1 xi2

)−1(
yi1

yi2

)
=

 xi2yi1 − xi1yi2
xi2 − xi1
yi2 − yi1
xi2 − xi1

 .

Îáîáùàÿ ïîäõîä Òýéëà, äëÿ îäíîâðåìåííîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b

ìîæíî ðàññìîòðåòü ìåäèàíó Îÿ âåêòîðîâ b(i1, i2):

β̂n = medOja {b(i1, i2), 1 ≤ i1 < i2 ≤ n, xi1 6= xi2} = arg min
β∈IR2

Dn(β), ãäå

Dn(β) =
1

C2
C2

n

∑
V (β, b(i1, i2), b(i3, i4)).

Çäåñü V (b1, b2, b3) - ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ

b1, b2, b3, è ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ïàðàì âåêòîðîâ {b(i1, i2),

b(i3, i4)}, 1 ≤ i1 < i2 ≤ n, 1 ≤ i3 < i4 ≤ n.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ìíîãîìåðíîé ìíîãîôàêòîðíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

(1). Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîé ðåãðåññèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü I = {i1, i2, . . . , ip} � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæå-

ñòâî ðàçìåðà p èñõîäíûõ íàáëþäåíèé. Ïóñòü, äàëåå, Y (I) åñòü (p × q)-

ìàòðèöà (yi1,yi2, . . . ,yip)
T è X(I) - (p× p)-ìàòðèöà (xi1,xi2, . . . ,xip)

T . Åñ-

ëè rank(X(I)) = p, òî (p × q)−ìàòðèöó B(I) = X(I)−1Y (I) áóäåì íàçû-

âàòü ýëåìåíòàðíîé ðåãðåññèåé. Åñëè æå rank(X(I)) < p, òî ýëåìåíòàðíàÿ

ðåãðåññèÿ íå îïðåäåëåíà è ìû áóäåì íàçûâàòü åå âûðîæäåííîé.
10Theil H. (1950) A rank-invariant method of linear and polynomial regression analysis (Parts 1 - 3). Ned.

Akad. Wetensch. Proc. Ser. A, 53, 386 - 392, 521 - 525, 1397 - 1412.
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Ñëåäóåò óïîìÿíóòü, ÷òî ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíûõ ðåãðåññèé áûëî ââåäåíî è

ïðèìåíÿëîñü ðàíåå (ïîä ðàçíûìè èìåíàìè) äëÿ ìîäåëè ìíîæåñòâåííîé ëè-

íåéíîé ðåãðåññèè ñ îäíîìåðíûì îòêëèêîì (q = 1). Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ

íåâûðîæäåííàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ðåãðåññèÿ åñòü (p × 1)-âåêòîð. Áûëî ïîêàçà-

íî11, ÷òî îöåíêà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ åñòü âçâåøåííîå ñðåäíåå

ýëåìåíòàðíûõ ðåãðåññèé:

B̂ÌÍÊ =
∑

I

ω(I)B(I), ãäå âåñà ðàâíû ω(I) =
det
(
X(I)TX(I)

)
det(XTX)

,

è X = (x1, ...,xn)
T îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ôàêòîðîâ. Áàññåò12 ïîêàçàë, ÷òî L1-

îöåíêà, ìèíèìèçèðóþùàÿ ñóììó ìîäóëåé îñòàòêîâ ei(B) = yi − BTxi, i =

1, ..., n, ëèáî ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ýëåìåíòàðíûõ ðåãðåññèé B(I), ëèáî ïðè-

íàäëåæèò âûïóêëîé îáîëî÷êå íå áîëåå ÷åì p + 1 âåêòîðîâ B(I). Õîóêèíñ13

ïðåäëîæèë îñíîâàííûé íà ýëåìåíòàðíûõ ðåãðåññèÿõ àëãîðèòì äëÿ îöåíîê,

ìèíèìèçèðóþùèõ êðèòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ îò îñòàòêîâ ei(B), i = 1, ..., n.

Åãî àëãîðèòì ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ñîâîêóïíîñòè {ei(B(I)), i = 1, . . . , n} äëÿ
êàæäîãî âîçìîæíîãî p-ïîäìíîæåñòâà I è âûáîðå â êà÷åñòâå èñêîìîé îöåíêè

òîé ýëåìåíòàðíîé ðåãðåññèè B∗(I), äëÿ êîòîðîé ñîâîêóïíîñòü {ei(B
∗(I)), i =

1, . . . , n} ìèíèìèçèðóåò êðèòåðèé. Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ýëåìåíòàðíûõ ðå-

ãðåññèÿõ èññëåäóþòñÿ òàêæå â ðàáîòàõ Êîíêåðà è Áàññåòà14, Ñèãåëÿ15, Õî-

óêèíñà è äð16., à òàêæå Ðóññèó è Ëåðîÿ17.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ìîäèôèêàöèé îöåíêè Òýéëà â ìîäåëè (1)

ïðåâðàòèì ñíà÷àëà êàæäóþ íåâûðîæäåííóþ ýëåìåíòàðíóþ ðåãðåññèþ â îä-

íîñòîëáöîâûé âåêòîð. Îïðåäåëèì äëÿ ýòîãî îïåðàöèþ vec.

Îïðåäåëåíèå 2. Îïåðàöèÿ vec ïðåîáðàçóåò (p×q)-ìàòðèöó â (pq)-âåêòîð,
11Sheynin O.B. (1973) R.J. Boscovich's work on probability. Arch. Hist. Exact Sci., 9, 306�324.
12Bassett G.W. (1988) A p-Subset property of L1 and regression quantile estimates. Computational Statistics

and Data Analysis, 6, 297 - 304.
13Hawkins D.M. (1993) The accuracy of elemental set approximations for regression. J. Am. Stat. Assoc., 88,

580 - 589.
14Koenker R. and Bassett G.W. (1978) Regression quantiles. Econometrica, 46, 33 - 50.
15Siegel A.F. (1982) Robust regression using repeated medians. Biometrica, 69, 242 - 244.
16Hawkins D.M., Bradu D. and Kass G.V. (1984) Location of several outliers in multiple regression data using

elemental sets. Technometrics, 26, 197 - 208.
17Rousseeuw P.J. and Leroy A. (1987) Robust Regression and Outlier Detection. New York: Wiley.
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ïîìåùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñòîëáöû ìàòðèöû äðóã ïîä äðóãîì:

vec(B) = vec ((b1, b2, . . . , bq)) =
(
bT

1 bT
2 . . . b

T
q

)T
.

Èç ñâîéñòâ îïåðàöèè vec óïîìÿíåì ñëåäóþùåå:

vec(ABC) =
(
CT ⊗ A

)
vec(B),

ãäå ⊗ - êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîðèçîâàííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ðåãðåñ-

ñèÿ åñòü b(I) = vec(B(I)) = (Iq×q ⊗X(I)−1) vec(Y (I)), ãäå Iq×q - åäèíè÷íàÿ

(q × q)-ìàòðèöà.

Îáîçíà÷èì äàëåå β0 = vec(B0). Çàìåòèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðèçîâàí-

íûõ íåâûðîæäåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ðåãðåññèé ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò çàäà÷è

ðåãðåññèè ê ìíîãîìåðíîé çàäà÷å ïîëîæåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, âåêòîð β0 ìîæåò

áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê öåíòð ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ b(I). Ïîýòîìó äëÿ

àôôèííî-ýêâèâàðèàíòíîãî îöåíèâàíèÿ âåêòîðà β0 (à çíà÷èò, è ìàòðèöû B0)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ àôôèííî-ýêâèâàðèàíòíóþ ìíîãîìåðíóþ îöåíêó

ïîëîæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ b(I) â IRpq.

Îáîáùàÿ ïîäõîä Òýéëà, â ðàçäåëå 1.1 ðàññìîòðèì äâå îöåíêè B̂n =

vec−1(β̂n) è B̃n = vec−1(β̃n) (çäåñü vec−1 îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ, îáðàòíóþ

ê îïåðàöèè vec). Âåêòîð β̃n åñòü âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà Îÿ ñîâîêóïíîñòè âåê-

òîðèçîâàííûõ íåâûðîæäåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ðåãðåññèé {b(I)}. Âåêòîð β̂n -

íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàííàÿ âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà Îÿ (äëÿ îñëàáëåíèÿ óñëî-

âèé ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà) ñîâîêóïíîñòè âåêòî-

ðèçîâàííûõ íåâûðîæäåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ðåãðåññèé {b(I)}.
Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ îöåíîê, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, I, I1, I2, ... îáîçíà÷àþò ðàçëè÷íûå ïîäìíîæåñòâà ðàçìåðà

p (p-ïîäìíîæåñòâà) ìíîæåñòâà 1, 2, ..., n. Îáîçíà÷èì I = {{I1, . . . , Ipq}} , è
ïóñòü

Ip =
{
{I1, . . . , Ipq} ∈ I : |I1 ∪ ... ∪ Ipq| = p2q

}
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åñòü ìíîæåñòâî èç íàáîðîâ pq p-ïîäìíîæåñòâ, òàêèõ, ÷òî âñå p2q èíäåêñîâ

ðàçëè÷íû. Î÷åâèäíî, ÷òî |I| = Cpq

Cp
n
, |Ip| = n!

(pq)!(p!)pq(n− p2q)!
.

Íàçîâåì ýëåìåíò {I1, . . . , Ipq} âûðîæäåííûì, åñëè õîòÿ áû îäíî èç

âõîäÿùèõ â íåãî ýëåìåíòàðíûõ ïîäìíîæåñòâ âûðîæäåíî. Ïóñòü ôóíê-

öèÿ τ(I1, ..., Ipq) ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì ýòîãî; îíà ðàâíà 0, åñëè ýëåìåíò

{I1, . . . , Ipq} âûðîæäåí, è 1 èíà÷å. Ïðè÷åì â âûðîæäåííîì ñëó÷àå äëÿ ëþ-

áîé ôóíêöèè f(I1, . . . , Ipq), ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ èç IR ∪ {+∞} ∪ {−∞},
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(I1, . . . , Ipq)τ(I1, ..., Ipq) = 0.

Ïóñòü, äàëåå, V (ε1, . . . , εk+1) îáîçíà÷àåò îáúåì k-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ñ âåð-

øèíàìè ε1, . . . , εk+1 ∈ IRk.

Ðàññìîòðèì äâå öåëåâûå ôóíêöèè:

Dn(β) = aveI
{
V (β, b(I1), . . . , b(Ipq))τ(I1, ..., Ipq)

}
è

Un(β) = aveIp

{
V (β, b(I1), . . . , b(Ipq))τ(I1, ..., Ipq)

}
,

ãäå ñðåäíèå áåðóòñÿ ïî âñåì ýëåìåíòàì {I1, . . . , Ipq} èç I è Ip, ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 4. Îöåíêà B̃n ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ B0 îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

B̃n = vec
−1(β̃n), ãäå β̃n = arg min

β∈IRpq
Dn(β).

Îïðåäåëåíèå 5. Îöåíêó B̂n ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ B0 îïðåäåëèì ñëåäó-

þùåé ôîðìóëîé:

B̂n = vec
−1(β̂n), ãäå β̂n = arg min

β∈IRpq
Un(β).

Îöåíêè B̂n è B̃n X-àôôèííî, Y -àôôèííî è ðåãðåññèîííî ýêâèâàðèàíòíû

â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü B̂(X, Y ) îáîçíà÷àåò îöåíêó ìàòðèöû ðåãðåññèîí-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ, âû÷èñëåííóþ ïî ìàòðèöå ôàêòîðîâ X = (x1, ...,xn)
T

è ìàòðèöå îòêëèêîâ Y = (y1, ...,yn)
T , óäîâëåòâîðÿþùèõ ìîäåëè (1). Îöåí-

êà B̂(X, Y ) X-àôôèííî ýêâèâàðèàíòíà, åñëè B̂(XA, Y ) = A−1B̂(X, Y ), Y -

àôôèííî ýêâèâàðèàíòíà, åñëè B̂(X, Y C) = B̂(X, Y )C è ðåãðåññèîííî ýêâè-

âàðèàíòíà, åñëè B̂(X, Y +XD) = B̂(X,Y ) +D äëÿ ëþáûõ íåâûðîæäåííûõ
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(p×p)-ìàòðèöû A, (q×q)-ìàòðèöû C è (p×q)-ìàòðèöû D, ñîîòâåòñòâåí-

íî.

Ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé íà ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ (ñì. òåî-

ðåìû 1, 2, 3) èññëåäóåìûå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíû, àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíû

è èìåþò îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè âëèÿíèÿ. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ýòè

óñëîâèÿ, ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü Ik = {(k − 1)p + 1, . . . , kp}, k = 1, . . . , pq. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî äëÿ âñåõ β ∈ IRpq ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

E
(
V (β, b(I1), . . . , b(Ipq))τ(I1, ..., Ipq)

)
è îáîçíà÷èì çà

U(β) = E
(
V (β, b(I1), . . . , b(Ipq))τ(I1, ..., Ipq)

)
òåîðåòè÷åñêóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ.

Çàìåòèì, ÷òî U(β) - íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü ìíîæåñòâî, ãäå ôóíêöèÿ U(β) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íåïóñòî, è

β∗ ∈ IRpq - îäíà èç òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà.

Äàëåå, ïóñòü âåêòîð d(I1, . . . , Ipq) = (d1(I1, . . . , Ipq), . . . , dpq(I1, . . . , Ipq))
T è

ñêàëÿð d0(I1, . . . , Ipq) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåãî ðàçëîæåíèÿ:

V (β, b(I1), . . . , b(Ipq))τ(I1, ..., Ipq) =

=
1

(pq)!

∣∣∣∣∣det

(
1 1 ... 1

β b(I1) ... b(Ipq)

)∣∣∣∣∣ τ(I1, ..., Ipq) =

= |d0(I1, . . . , Ipq) + dT (I1, . . . , Ipq)β|.

Èëè, áîëåå ïîäðîáíî,

d0(I1, . . . , Ipq) =
1

(pq)!
det
(
b(I1)...b(Ipq)

)
τ(I1, ..., Ipq),

ds(I1, . . . , Ipq) =
1

(pq)!
cs(I1, . . . , Ipq)τ(I1, ..., Ipq),

ãäå cs(I1, . . . , Ipq) - àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê βs â âûøåïðèâåäåííîé ìàò-

ðèöå, s = 1, ..., pq. Ïóñòü òåïåðü z1 = (xT
1 ,y

T
1 )T è îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé

âåêòîð

Λ(z1) = E
(
sgn
(
d0(I1, . . . , Ipq) + dT (I1, . . . , Ipq)β

∗)d(I1, . . . , Ipq)
z1

)
,
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âåêòîðíóþ ôóíêöèþ

a(T , z) = E
(
sgn
(
d0(I1, . . . , Ipq) + dT (I1, . . . , Ipq)T

)
d(I1, . . . , Ipq)

z1 = z
)
,

ãäå T ∈ IRpq è z ∈ IRp+q, è ìàòðèöó Γ = cov(Λ(z1),Λ(z1)).

Òåîðåìû î ñîñòîÿòåëüíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè è î ôóíêöèè

âëèÿíèÿ îöåíêè B̂n ñôîðìóëèðóåì â òåðìèíàõ âåêòîðîâ β̂n = vec(B̂n) è

β0 = vec(B0).

Òåîðåìà 1 (î ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè B̂n). Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

(a) ε1, ε2, . . . , εn - í.î.ð.ñ.â., ε1
d
= −ε1; x1,x2, . . . ,xn - í.î.ð.ñ.â.; ñîâîêóïíî-

ñòè {xi}n
i=1 è {εi}n

i=1 íåçàâèñèìû,

(b) E‖ε1‖ <∞,

(c) E

(∥∥X(I)−1
∥∥ I( detX(I) 6= 0

))
< ∞, ãäå ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó

ìàòðè÷íóþ íîðìó,

(d) ôóíêöèÿ U(β) äîñòèãàåò ìèíèìóì â åäèíñòâåííîé òî÷êå β = β∗.

Òîãäà β∗ = β0 è ïðè n→∞ β̂n ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê β0.

Òåîðåìà 2 (îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíêè B̂n). Ïóñòü

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (a), (d) òåîðåìû 1, à òàêæå

(b′) E‖ε1‖2 <∞,

(c′) E

(
‖X(I)−1‖2I

(
detX(I) 6= 0

))
<∞,

(e) îïðåäåëåíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè U(β) â òî÷êå β = β∗ è âîç-

ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

∇U(β)


β=β∗
= E

(
∇|d0(I1, . . . , Ipq) + dT (I1, . . . , Ipq)β|


β=β∗

)
,

(f) â îêðåñòíîñòè òî÷êè β∗ âåðíî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

U(β) = U(β∗) +
1

2
(β − β∗)TW (β − β∗) + o(‖β − β∗‖2),

ãäå W - íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,
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(g) ïðè {I1, . . . , Ipq} ∈ Ip

P
({

det
(
b(I1)− β∗ . . . b(Ipq)− β∗) = 0

}
∩
{
τ(I1, ..., Ipq) = 1

})
= 0.

Òîãäà ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
√
n(β̂n − β0) ñëàáî

ñõîäèòñÿ ê pq-ìåðíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ 0

è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé p4q2W−1ΓW−1.

Ðîáàñòíîñòü îöåíîê, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå áóäåì èññëåäîâàòü ñ òî÷êè

çðåíèÿ èõ ôóíêöèé âëèÿíèÿ.

Òåîðåìà 3 (î ôóíêöèè âëèÿíèÿ îöåíêè B̂n). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(a), (b), (c), (d), (f) òåîðåì 1, 2, à òàêæå

(e′) ∀β′ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè β∗ âûïîëíåíî

∇U(β)


β′
= E

(
∇|d0(I1, . . . , Ipq) + dT (I1, . . . , Ipq)β|


β′

)
,

(h) ôóíêöèÿ a(T , z) íåïðåðûâíà ïî T â îêðåñòíîñòè òî÷êè T = β∗.

Òîãäà ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ IF (z, Fβ0
, B̂n) îöåíêè B̂n îãðàíè÷åíà ïî z ∈ IRp+q è

ðàâíà

IF (z, Fβ0
, B̂n) = −p2qW−1a(β0, z),

ãäå Fβ0
îáîçíà÷àåò ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ x1, y1 â

íàøåé ìîäåëè.

Ñîñòîÿòåëüíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ôóíê-

öèè âëèÿíèÿ îöåíêè B̃n äîêàçàíû â áîëåå ñèëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Êàê èçâåñòíî18, â óñëîâèÿõ àêòèâíîãî ýêñïåðèìåíòà îïòèìàëüíûìè ÿâëÿ-

þòñÿ ïëàíû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé. Òàêèå ïëàíû (ò. å. ðàñïðåäåëåíèÿ

x1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (ñ), (ñ′) òåîðåì 1−3. Â òî æå âðåìÿ ýòè óñëîâèÿ

ñèëüíî îãðàíè÷èâàþò ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿþùèõ èì çàêîíîâ ðàñïðåäåëå-

íèÿ, ÷òî ñòàâèò ïîä âîïðîñ öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ îöåíîê B̂n è B̃n,

18Åðìàêîâ Ñ. Ì., Æèãëÿâñêèé À. À. (1982), Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
Íàóêà, Ìîñêâà.
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íàïðèìåð, â óñëîâèÿõ ïàññèâíîãî ýêñïåðèìåíòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàçäåëå

1.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ åùå äâå îöåíêè ìàòðèöû ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåí-

òîâ âèäà B̂′
n = vec−1(β̂′

n) è B̃
′
n = vec−1(β̃′

n). Çäåñü âåêòîð β̃′
n åñòü îñîáûì

îáðàçîì "âçâåøåííàÿ"âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà Îÿ ñîâîêóïíîñòè âåêòîðèçîâàí-

íûõ íåâûðîæäåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ðåãðåññèé {b(I)}, è âåêòîð β̂′
n, êàê è â

ðàçäåëå 1.1, ìîäèôèöèðîâàí äëÿ îñëàáëåíèÿ óñëîâèé ïðè êîòîðûõ âûïîëíåíû

àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèÿ îöåíîê:

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü

D′
n(β) = aveI

{
V ′(β, b(I1), . . . , b(Ipq))τ(I1, ..., Ipq)

}
,

ãäå V ′(β, b(I1), . . . , b(Ipq)) = V (β, b(I1), . . . , b(Ipq))| detX(I1) . . . detX(Ipq)|
îáîçíà÷àåò "âçâåøåííûé"îáúåì.

Òîãäà îöåíêà B̃′
n ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ B0 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

B̃′
n = vec

−1(β̃′
n), ãäå β̃′

n = arg min
β∈IRpq

D′
n(β).

Îïðåäåëåíèå 8. Îöåíêó B̂′
n ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ B0 îïðåäåëèì ñëåäó-

þùåé ôîðìóëîé:

B̂′
n = vec

−1(β̂′
n), ãäå β̂′

n = arg min
β∈IRpq

U ′
n(β),

U ′
n(β) = aveIp

{
V ′(β, b(I1), . . . , b(Ipq))τ(I1, ..., Ipq)

}
.

Îöåíêè B̂′
n è B̃′

n X-àôôèííî, Y -àôôèííî è ðåãðåññèîííî ýêâèâàðèàíòíû

è, ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé íà ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ (ñì. òåî-

ðåìû 4, 5, 6), ðîáàñòíû, ñîñòîÿòåëüíû è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíû. Äëÿ

ôîðìóëèðîâêè ýòèõ óñëîâèé ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü Ik = {(k − 1)p+ 1, . . . , kp}, k = 1, . . . , pq.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ β ∈ IRpq ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

E
(
V ′(β, b(I1), . . . , b(Ipq))τ(I1, ..., Ipq)

)
è îáîçíà÷èì çà

U ′(β) = E
(
V ′(β, b(I1), . . . , b(Ipq))τ(I1, ..., Ipq)

)
13



òåîðåòè÷åñêóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ. U ′(β) - íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñíè-

çó âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü β∗ ∈ IRpq - îäíà èç òî÷åê ìíîæåñòâà,

íà êîòîðîì îíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà. Ïóñòü âåêòîð d′(I1, . . . , Ipq) =(
d′1(I1, . . . , Ipq), . . . , d

′
pq(I1, . . . , Ipq)

)T
è ñêàëÿð d′0(I1, . . . , Ipq) îïðåäåëÿþòñÿ èç

ðàçëîæåíèÿ:

V ′(β, b(I1), . . . , b(Ipq))τ(I1, ..., Ipq) = |d′0(I1, . . . , Ipq) + d′T (I1, . . . , Ipq)β|.

Òàêèì îáðàçîì,

d′s(I1, . . . , Ipq) = ds(I1, . . . , Ipq) detX(I1) . . . detX(Ipq), s = 0, ..., pq.

Ïóñòü z1 = (xT
1 ,y

T
1 )T è, àíàëîãè÷íî ðàçäåëó 1.1, îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé âåêòîð

Λ′(z1) = E
(
sgn
(
d′0(I1, . . . , Ipq) + d′T (I1, . . . , Ipq)β∗

)
d′(I1, . . . , Ipq

z1

)
,

âåêòîðíóþ ôóíêöèþ

a′(T , z) = E
(
sgn
(
d′0(I1, . . . , Ipq) + d′T (I1, . . . , Ipq)T

)
d′(I1, . . . , Ipq)

z1 = z
)
,

ãäå T ∈ IRpq è z ∈ IRp+q, è ìàòðèöó Γ′ = cov(Λ′(z1),Λ
′(z1)).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü òåîðåìû î ñîñòîÿòåëüíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé íîð-

ìàëüíîñòè è î ôóíêöèè âëèÿíèÿ îöåíêè B̂′
n (â òåðìèíàõ âåêòîðîâ β̂′

n =

vec(B̂′
n) è β0 = vec(B0)).

Òåîðåìà 4 (î ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè B̂′
n). Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

(a) ε1, ε2, . . . , εn - í.î.ð.ñ.â., ε1
d
= −ε1; x1,x2, . . . ,xn - í.î.ð.ñ.â.; ñîâîêóïíî-

ñòè {xi}n
i=1 è {εi}n

i=1 íåçàâèñèìû,

(b) E‖ε1‖ <∞,

(c) E‖x1‖ <∞,

(d) ôóíêöèÿ U ′(β) äîñòèãàåò ìèíèìóì â åäèíñòâåííîé òî÷êå β = β∗.

Òîãäà β∗ = β0 è ïðè n→∞ β̂′
n ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê β0.
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Òåîðåìà 5 (îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíêè B̂′
n). Ïóñòü

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (a), (d) òåîðåìû 4, à òàêæå

(b′) E‖ε1‖2 <∞,

(c′) E‖x1‖2 <∞,

(e) îïðåäåëåíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè U ′(β) â òî÷êå β = β∗ è

âîçìîæíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

∇U ′(β)


β=β∗

= E

(
∇|d′0(I1, . . . , Ipq) + d′T (I1, . . . , Ipq)β|


β=β∗

)
,

(f) â îêðåñòíîñòè òî÷êè β∗ âåðíî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

U ′(β) = U ′(β∗) +
1

2
(β − β∗)

TW ′(β − β∗) + o(‖β − β∗‖2),

ãäå W ′ - íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,

(g) ïðè {I1, . . . , Ipq} ∈ Ip

P
({

det
(
b(I1)− β∗ . . . b(Ipq)− β∗

)
= 0
}
∩
{
τ(I1, ..., Ipq) = 1

})
= 0.

Òîãäà ïðè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
√
n(β̂′

n − β0) ñëàáî

ñõîäèòñÿ ê pq-ìåðíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ âåêòîðîì ñðåäíèõ 0

è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé p4q2W ′−1Γ′W ′−1.

Òåîðåìà 6 (î ôóíêöèè âëèÿíèÿ îöåíêè B̂′
n). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(a), (b), (c), (d), (f) òåîðåì 4, 5, à òàêæå

(e′) ∀β′ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè β∗ âûïîëíåíî

∇U ′(β)


β′
= E

(
∇|d′0(I1, . . . , Ipq) + d′T (I1, . . . , Ipq)β|


β′

)
,

(h) ôóíêöèÿ a′(T , z) íåïðåðûâíà ïî T â îêðåñòíîñòè òî÷êè T = β∗.

Òîãäà ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ IF (z, Fβ0
, β̂′

n) îöåíêè B̂
′
n ïðè ôèêñèðîâàííîì x îãðà-

íè÷åíà ïî y íà IRq, ïðè ôèêñèðîâàííîì y îãðàíè÷åíà ïî x íà ëþáîì êîì-

ïàêòå â IRp è ðàâíà

IF (z, Fβ0
, β̂′

n) = −p2qW ′−1a′(β0, z).
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Ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ îöåíêè B̂′
n, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííà ïî x íà IRp.

Íî íà ïðàêòèêå, êàê â ïàññèâíîì, òàê è àêòèâíîì ýêñïåðèìåíòàõ, íàáëþäàå-

ìûå çíà÷åíèÿ ôàêòîðà x ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó êîìïàêòó. Ïîýòîìó âàæíà

îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè âëèÿíèÿ ïî x íà ëþáîì êîìïàêòå, à ýòî ñâîéñòâî

îöåíêè B̂′
n âûïîëíåíî ïî òåîðåìå 6.

Ðîáàñòíîñòü, ñîñòîÿòåëüíîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îöåíêè B̃′
n

äîêàçàíû â áîëåå ñèëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Â ðàçäåëå 1.3 ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ýôôåêòèâíîñòåé

(÷åðåç îáîáùåííûå äèñïåðñèè) âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ îöåíîê. Òåîðèÿ ïðî-

èëëþñòðèðîâàíà ïðèìåðîì, â êîòîðîì âû÷èñëåíû (ñèìóëèðîâàíû) àñèìïòî-

òè÷åñêèå ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà âåêòîð ñëó÷àéíûõ îøèáîê èìååò

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà è ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþ-

äåíòà ñ 3, 5, 10, 20 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Íà ýòîì ïðèìåðå ïîêàçàíà âûñîêàÿ

àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäñòàâëåííûõ îöåíîê â ñëó÷àÿõ ðàñïðå-

äåëåíèé âåêòîðà ñëó÷àéíûõ îøèáîê ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè. Êðîìå òîãî, â

ðàçäåëå ïåðå÷èñëåíû ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ óêàçàííûõ îöåíîê ìàòðèöû ðå-

ãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ïðîâåðêå ãèïîòåç î

òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìàòðèöû ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ìîäåëè ìíî-

ãîìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè: åñòü n íàáëþäåíèé (xi,yi), i = 1, . . . , n, ïîä-

÷èíÿþùèõñÿ ìîäåëè (1), è òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçóH0 : B0 = B? ïðîòèâ

àëüòåðíàòèâû H1 : B0 6= B?. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

B? = 0, òî åñòü ïðîâåðÿòü ãèïîòåçó î íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé îòêëèêà îò

çíà÷åíèé ôàêòîðà. Íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð Λ(z1) (Λ′(z1)) è

ìàòðèöà Γ (Γ′) îïðåäåëåíû òàê æå, êàê è âûøå, íî ñ β∗ = 0 (β∗ = 0).

Â ðàçäåëå 2.1 ïðåäëàãàþòñÿ ÷åòûðå òåñòîâûå ñòàòèñòèêè: T n = ∇Un(0)

(ò. å. âåêòîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Un(β) â òî÷êå β = 0),

T ′
n = ∇U ′

n(0),

ψn := n
1

p4q2T
T
n Γ̂−1

n T n è ψ′n := n
1

p4q2 (T
′
n)

T (Γ̂′n)
−1T ′

n,

ãäå ôóíêöèè Un è U ′
n çàäàíû îïðåäåëåíèåìè 4 è 7, à Γ̂n è Γ̂′n - íåêîòîðûå
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ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ìàòðèö Γ è Γ′, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñòàòèñòèêè ψn è ψ
′
n àñèìïòîòè÷åñêè ñâîáîäíû îò ðàñïðåäåëåíèé èñõîäíûõ

äàííûõ. Êðîìå òîãî, îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì àôôèííîé èíâàðèàíòíîñòè â

ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü ψn(X, Y ) îáîçíà÷àåò òåñòîâóþ ñòàòèñòèêó, âû-

÷èñëåííóþ ïî ìàòðèöå ôàêòîðîâ X è ìàòðèöå îòêëèêîâ Y .

Ñòàòèñòèêà ψn(X, Y ) X-àôôèííî èíâàðèàíòíà, åñëè ψn(XV, Y ) =

ψn(X, Y ) è Y -àôôèííî èíâàðèàíòíà, åñëè ψn(X, YW ) = ψn(X, Y ) äëÿ ëþáûõ

íåâûðîæäåííûõ (p×p)-ìàòðèöû V è (q×q)-ìàòðèöû W , ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàñïðåäå-

ëåíèè ñòàòèñòèê T n, T ′
n, ψn è ψ′n ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå:

Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(a) ε1, ε2, . . . , εn - í.î.ð.ñ.â., ε1
d
= −ε1; x1,x2, . . . ,xn - í.î.ð.ñ.â.; ñîâîêóïíî-

ñòè {xi}n
i=1 è {εi}n

i=1 íåçàâèñèìû,

(b) E‖ε1‖2 <∞,

(c) E

(
‖X(I)−1‖2I

(
detX(I) 6= 0

))
< ∞, ãäå ‖ · ‖ - åâêëèäîâà ìàòðè÷íàÿ

íîðìà.

Òîãäà ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå H0 : β0 = 0 ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòè-

ñòèêè
√
nT n - pq-ìåðíîå íîðìàëüíîå ñ íóëåâûì âåêòîðîì ñðåäíèõ è êîâà-

ðèàöèîííîé ìàòðèöåé p4q2Γ.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(a) ε1, ε2, . . . , εn - í.î.ð.ñ.â., ε1
d
= −ε1; x1,x2, . . . ,xn - í.î.ð.ñ.â.; ñîâîêóïíî-

ñòè {xi}n
i=1 è {εi}n

i=1 íåçàâèñèìû,

(b) E‖ε1‖2 <∞,

(c) E‖x1‖2 <∞.

Òîãäà ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå H0 : β0 = 0
√
nT ′

n ∼ ANpq(0, p
4q2Γ′).
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Òåîðåìà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7 è ìàòðèöà Γ íåâûðîæ-

äåíà. Òîãäà ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå H0 : β0 = 0 ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñòàòèñòèêè ψn - öåíòðàëüíîå χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ pq ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8 è ìàòðèöà Γ′ íåâûðîæ-

äåíà. Òîãäà ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå H0 : β0 = 0 ψ′n
d→ χ2

pq.

Â ðàçäåëå 2.2 ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê T n, T
′
n, ψn

è ψ′n ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áëèçêèõ àëüòåðíàòèâ Hn : β0 = δ√
n
, δ 6= 0:

Òåîðåìà 11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7, à òàêæå

(d) â îêðåñòíîñòè íóëÿ âåðíî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

T (β) = T (0) + Aβ + o(‖β‖),

ãäå ôóíêöèÿ T (β) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè {I1, . . . , Ipq} ∈ Ip êàê

T (β) = E0

(
sgn
(
d0(I1, . . . , Ipq) + dT (I1, . . . , Ipq)β

)
d(I1, . . . , Ipq)

)
,

è A - íåêîòîðàÿ (pq × pq)-ìàòðèöà,

(e) ïðè ãèïîòåçå H0 äëÿ {I1, . . . , Ipq} ∈ Ip

P
({

det
(
b(I1) . . . b(Ipq)

)
= 0
}
∩
{
τ(I1, ..., Ipq) = 1

})
= 0.

Òîãäà ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àëüòåðíàòèâ Hn : β0 = δ√
n
ïðåäåëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè
√
nT n åñòü pq-ìåðíîå íîðìàëüíîå ñ âåêòîðîì ìà-

òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé −Aδ è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé p4q2Γ.

Åñëè ìàòðèöà Γ íåâûðîæäåíà, òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àëüòåðíà-

òèâ Hn ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè ψn åñòü íåöåíòðàëüíîå χ2-

ðàñïðåäåëåíèå ñ pq ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ïàðàìåòðîì íåöåíòðàëüíîñòè
1

p4q2δ
TAΓ−1Aδ.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 8, à òàêæå

(d) â îêðåñòíîñòè íóëÿ âåðíî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

T ′(β) = T ′(0) + A′β + o(‖β‖),
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ãäå ôóíêöèÿ T ′(β) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè {I1, . . . , Ipq} ∈ Ip êàê

T ′(β) = E0

(
sgn
(
d′0(I1, . . . , Ipq) + d′T (I1, . . . , Ipq)β

)
d′(I1, . . . , Ipq)

)
,

è A′ - íåêîòîðàÿ (pq × pq)-ìàòðèöà,

(e) ïðè ãèïîòåçå H0 äëÿ {I1, . . . , Ipq} ∈ Ip

P
({

det
(
b(I1) . . . b(Ipq)

)
= 0
}
∩
{
τ(I1, ..., Ipq) = 1

})
= 0.

Òîãäà ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àëüòåðíàòèâ Hn : β0 = δ√
n
èìååì

√
nT ′

n
d→ Npq

(
−A′δ, p4q2Γ′

)
, è åñëè ìàòðèöà Γ′ íåâûðîæäåíà, òî

ψ′n
d→ χ2

pq

(
1

p4q2δ
TA′Γ′−1A′δ

)
.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 13. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïî Ïèòìàíó êðèòåðèÿ íà

îñíîâå ñòàòèñòèêè ψn åñòü

e =
δTAΓ−1Aδ

p4q2δT I(0)δ
,

ãäå I(0) - èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ (ïðè

ñóùåñòâîâàíèè ïëîòíîñòè f(ε) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ε1) êàê

I(0) = E0

(
(∇ln(f(y1))⊗ x1) (∇ln(f(y1))⊗ x1)

T
)
. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýô-

ôåêòèâíîñòü ïî Ïèòìàíó êðèòåðèÿ íà îñíîâå ñòàòèñòèêè ψ′n åñòü

e′ =
δTA′Γ′−1A′δ

p4q2δT I(0)δ
.

Â ðàçäåëå 2.2.3 ïðèâåäåí ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî âû÷èñëåíû (ñèìóëèðîâàíû)

àñèìïòîòè÷åñêèå ýôôåêòèâíîñòè ïî Ïèòìàíó êðèòåðèåâ íà îñíîâå ñòàòèñòèê

ψn è ψ
′
n äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà âåêòîð ñëó÷àéíûõ îøèáîê èìååò íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå, ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà è ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ 3, 5, 10, 20

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Íà ýòîì ïðèìåðå ïîêàçàíà âûñîêàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýô-

ôåêòèâíîñòü äàííûõ êðèòåðèåâ â ñëó÷àÿõ ðàñïðåäåëåíèé âåêòîðà ñëó÷àéíûõ

îøèáîê ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè.
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Ïî ïðè÷èíàì, óïîìÿíóòûì âûøå, êðèòåðèè íà îñíîâå ñòàòèñòèê T n è ψn

ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü â óñëîâèÿõ àêòèâíîãî ýêñïåðèìåíòà, â òî âðåìÿ êàê

êðèòåðèè íà îñíîâå ñòàòèñòèê T ′
n è ψ′n ïðèìåíèìû è â ïàññèâíîì ýêñïåðè-

ìåíòå.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Þðèþ Íèêîëàåâè÷ó Òþðèíó çà

ïîñòîÿííîå âíèìàíèå, èñêðåííþþ çàèíòåðåñîâàííîñòü, ìíîãî÷èñëåííûå îá-

ñóæäåíèÿ è öåííûå ñîâåòû. Àâòîð áëàãîäàðèò Õàííó Îÿ çà ïðåäëîæåííûå

èäåè, à òàêæå Âàëåðèÿ Íèêîëàåâè÷à Òóòóáàëèíà è Ìèõàèëà Âàñèëüåâè÷à

Áîëäèíà çà èíòåðåñ ê ðàáîòå.
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