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�� �������
���� ������� ? <�� ����������
�� ����
����
���� ��
�������� Q = R

4 � ����������� ������
�����
{s = (ct, x, y, z)} � � ���

�
��
�� ��������

s2 = c2t2 − x2 − y2 − z2. ;3=

,���� c ? �������� �����I x" y" z ? �������
����

�� ������
��� ������
�� ��
�����	�
� ��
��� �������������'" t ? ������	�����
�� �������

��
�����
 ������� � ��
����
$���
����

K = {s ∈ Q : s2 < 0}
��	����
����

	�	�	�
�� �	
�� � ��

��������

�� �������
�����
1	' ����" ����� ������� ���	� ����������������� � ��
����" ������	��

����
�� �����
 ��	:
� ���� J��������
� ��	�K� F����	�
�" <�� ��	����
�������' � ����" ��� ����� s ���
��	�:�� �������
����

������
��� ���

���

K = {s : s2 < 0}.
>���� �������" �����'
�� ������� ��������� ��	
���' 
�
���'
Ψ : K → C" ����	�����'@)�' 	���
���
�����
�
��� ����
�
�@ G����
�
���� (

�2

2m0c2
� + U(ρ)

)
Ψ = EΨ, ;.=

���

� =
∂2

∂t2
− c2

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2

)
? �������� 1�	������" �� �� ��
��������' <
����' �������" U ? ����
���
�	�
�' <
����'" E ? ��	
�' <
����' ;
� ��	@��@)�' � ���' �
����

@@
<
����@m0c

2=� ,���� � ? �����'

�' 6	�
��"m0 ? ����� �������� � ��)��
�	���� ��	���@�

U = U(ρ), ρ > 0,

��� ρ2 = −s2 = x2 + y2 + z2 − c2t2 > 0�
� ����
�� ������� ���
�� ��������������� ����
�
�� ���
����� ���

(−E + � + U(ρ))Ψ = 0, ;D=

E�� ����
�
�� �
�����
�
� ��
�����	�
� ������ �	��
��" �� �� ������
	�
��
�� �����������
�� ��

��������

��� �������
����" �����
'@)��
���������
�@ 
���� ;3=�
 ��'�� � ��

��������

�� �������
����� Q ���������� ����':�
�


�� ��	����
���	 
������	� P = Q∗ = R4 � ����������� ������
�����

D



s∗ = (ct∗, x∗, y∗, z∗)" ������� ���@� ����	 <
����� � ���� ����	���� �����
�������

�" � � ���

�
��
�� ��������" �
�	����
�� ;3=� $���
���� K∗

�������
����

������
�� ��
�� � ����':�

�� �������
�����
6������ �� ������
��
��� ��������	�
�' � ����	��
��� ���)����	'��

���	����	��

� �����" ������� � ���������
�� ���
���� ����� ���

Ψ∗(s∗) =

(
1√
2π

)4 ∫
Q

Ψ(s)eiss
∗
d µ(s), ;9=

���
ss∗ = c2tt∗ − xx∗ − yy∗ − zz∗

���

�
��
�� ���	'�
�� ���������
��" � d µ(s) = c d t d x d y d z ? <	���
�
��H���� >���� Ψ∗ ����� ��	
���� 
�
����� � ����	��
�� ��������	�
���
 ����
��" ��� �� ������������� ��	
���� 
�
���� Ψ" ������	�

�� �
��
��� K" ��� ����� � ;9= ��	����� Ψ = 0 �
� K�
$�����	�� ��	�������� �������
���� H ? ����������
����

� L2(K, d µ)" �����')�� �� 
�
����" 
�����	� �����������
�� F���� �����
��� ���
��	�:�� K∗� %
�	����
�� ������� ������	�� ����':�

�� ����
����
���� H∗� >���� �����������
�� F���� ����� �
����
�� ����������

∗ : H −→ H∗.

� ����	� &��	���� ���+�
� �)���' ��+�
�' ������
��
��� ����
�
�'
G����
���� ;D= � ����
���	�� U(ρ) = −2

ρ " ���
��	�:�)�� ��	��������
�������
���� H� *)���' ��'�
�� �����'
�' �������" �� �� ��+�
�' ����
��

�' ;D=" �
����������� � ���������! Ψ ∈ L2(K)�
� ������5 ��	� ������
�" ��� �������
�� ������ ����
�
�' ;D= �������

�� <
������������ ����
��" ������	�

�� 
����	�� C���!

En = − 1

n2 , n = 1, 2, 3, . . .

#����������@)�� �������

�� 
�
���� Ψn,ν,l,m 
�����@��' �������'
���
������ ���	���" � ���

�!
• n = 1, 2, 3, . . . ? ����
	� ���
�	�	� �
��	"
• ν = 1

2 ,
3
2 , . . . , n− 1

2 ? ���
�	�	� �
��	" 
� ���@)�� �
�	��� � �	����������
�	���� � ��'��

�� � �����

	� �		��

��	�"
• l = ν, ν + 1, ν + 2, . . . ? 	��
����
	� ���
�	�	� �
��	"
• m = −l,−l+ 1, . . . , l ? ���

�
	� ���
�	�	� �
��	�
����� ��'�
�� �����'
�� � 
��������

��� ���
������ ���	��� ����	��
�	�
 ����
��� �����
�
�' �����������@)�� 
��������� ��	���
�
1	' ���
����� ����	 n" l" m �� ����	����� ���
����
�@ �����
�	��

��@� &��
����� ���	� ν 
� ����� �
�	��� � 
���	'���������� ������" �
�
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�� ������
����  � 
���������" ���	� ν ���:�"
��� ���	� l � m" ��'��
� � ����
��� �����
�
�' ���)���	�
��� ����
�� �
��� ���������
��	
���� 
�
���� Ψn,ν,l,m ��	� ��	���
� � ������

5 ������� �����	�
�'
������

�� � �����	����
����
� �		��

����� % ���

�" � �������
����
�

������
�� ��
��� K ����'��' �	���@)�� �����	�
��
�� ������
���!

t = ρ shψ, 0 < ρ < +∞,

z = ρ chψ cos θ, −∞ < ψ < +∞,

y = ρ chψ sin θ cosϕ, 0 ≤ θ ≤ π,

x = ρ chψ sin θ sinϕ, −∞ < ϕ < +∞ (LMN 2π), ;2=

E	���
� ��H��� � �������
��������� ������
���� ����


d µ = ρ3 ch2 ψ sin θ d ρ dψ d θ dϕ.

>����
Ψn,ν,l,m = Ãn,ν(ρ)T̃ν,l(ψ)Ỹl,m(θ, ϕ).

�����	�
�' ������	'@)�' ����:����' ����� �
����	�
 �������!

Ãn,ν(ρ) =
CA

ρ
3
2

An,ν(ρ), An,ν(ρ) = ρν+
1
2e−

ρ
nL

(2ν)
k

(
2ρ

n

)
, ;8=

��� k = n− ν − 1
2 = 0, 1, 2, . . . �

�����

�' ������	'@)�' ����:����' ����� �������

�� 
�
���� ���
��
���	� 6�+	'A>�		���/

d2

dψ2T +
l(l + 1)

ch2 ψ
T = ν2T,

� ���

�

T̃ν,l(ψ) =
CT
chψ

Tν,l(ψ),

���

Tν,l(ψ) =
1

(chψ)ν

l−ν∑
k=0

(ν − l)k (ν + l + 1)k
(ν + 1)kk!

1

(e2ψ + 1)k
,

� (p)k = p(p+ 1) · . . . · (p+ k − 1) ? �����	 6����������
7�	���' ������	'@)�' ? <�� �
��������' 
�
���'

Ỹl,m(θ, ϕ) = Θ̃l,m(θ)eimϕ, Θ̃l,m(θ) = CY sin|m| θC |m|+ 1
2

l−|m| (cos θ),
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��� C
|m|+ 1

2

l−|m| ? �
����	�
 5���
���<���
,���� CA"CT "CY ? ��	�:���	�
�� 
���������
�� �����'
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� 5�)�� @#��� � ����	
�
�� � ������5 �����	�
� ��	
���� 
�
����

� ����	��
�� ��������	�
���
1	' �������	�
��� ��
���	�
�����������
��� ����
���	� ��	
���'
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���' � ����	��
�� ��������	�
��" ��� � � ������
��
�� ��������	��

��" �����	'���' �� ������

�� � 
��������� ������� ���� ������ ? 
�
�����')�� �� ���� ����
���	� ��	���� ������	'@)�� � �����	�
�� 
�
��
���" ������' ������� �� ���� ����
���	� U(ρ) � �����	'���' � ����)�@
�
�����	�
��� �����������
���" '���� �������� '�	'���' 
�
���' C���
��	'� 6�� <��� ��	���' ������	'@)�' ��	������' �� 
���	'�����������
�	���' �����	�
��� 
�
���� Tν,l(ψ)" ������@)�� �� �����

�@ ������
����


��)��� +� �	�
	��� ��
��

 � 
������
	� ����������


 
����
�
�

Φ∗
n,ν,l,m = ±ilÃ∗

n,ν(p)T̃ν,l(ψ
′
)Ỹl,m(θ

′
, ϕ

′
),

���

Ã∗
n,ν(p) =

∞∫
0

Ãn,ν(ρ)
Jν(ρp)

ρp
ρ3 d ρ. ;0=

1	' �����	�
�� ��	
���� 
�
���� � ����	��
�� ��������	�
�� �����
�	�
� ���
����
�' ����������� ��� n→ ∞�


��)��� 7� ��
 n → ∞ 
���� ����	 ���
	���
� ��
���	�
����� 
�	�����

Ã∗
n,ν(p) = (−1)n

8√
π
n2 cos5 φ

sin
3
2 2φ

cos
(
2nφ+

νπ

2
+
π

4

) [
1 + O

(
1

n

)]
, ;4=

���
φ = arctg(np).

�����	�
� <
�����' ��	
���� 
�
���� � ������
��
�� � ����	��
��
��������	�
�� ��� ���	��
�� �����	�
�� ����������  ����	�+�� �
�����
������ ������
��� �������� n → ∞ ��������	'@� �	���� l → ∞ ���

��������

�� m � ν � l = ν → ∞�


��)��� A� !� "
��	�

 �	�
	�	� ��
��

 � �		��

��
	� 
 
�#
�����
	� ����������


 ���
� ������$
� ����%�

 !

&'( ��
 n→ ∞) l = ν = m = 1
2!

SΦ = 8 lnn+ 2 ln 2 + 4 lnπ +
1

2
+ o(1),

SΦ∗ = −4 lnn+ 7 ln 2 + 4 lnπ − 13

2
+ o(1).
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*+'( ��
 l → ∞) ν = m = 1
2) n = 1!

SΦ = 2 ln l + 3 ln 2 + 2 lnπ +
5

2
+ o(1),

SΦ∗ = 2 ln l + 9 ln 2 + 3 lnπ + γ − 17

3
+ o(1).

*,'( ��
 ν = l → ∞) n = ν + 1
2!

SΦ = 7 ln l + 3 ln 2 + 2 lnπ +
1

2
+ o(1),

SΦ∗ = −4 ln l + 3 ln 2 + lnπ + o(1).

,���� � ��	�� γ ? �����'

�' E�	����
1	' ��������	����� ������� 3 ��	� ������
� 	���� �� �
�����	�
��

�����������
�� �����

�� ������	'@)�� ��	
���� 
�
���� ? 
�
����
Tν,l(ψ)" ������� '�	'���' �����@ �����������
�' F����" �	�������� �
���
���	� #�
�
�A5���
���<�� � � ���
����@ �� ��
���
�� ��������� � �����

�
����� Tν,l(ψ)�

����� +� -�������
�� �	�����

∞∫
−∞

Tν,l(ψ)

chψ

Jl+ 1
2
(a chψ)√
a chψ

e−ib shψ ch2 ψ dψ

= (−1)[
l−ν
2 ]

√
2π√

chψ′Tν,l(ψ
′
)
Jν(ρp)√
ρp

,

���
a = ρp chψ

′
, b = ρp shψ

′
.

� ����	
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�� � ��
��
�� ����	������ �����	�
� ������
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����

�
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��� �����'
�' � ������
��
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�� ���������
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�����' � ���	�����
� � ����� ���
�'
����
�+�
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�������	�
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ΦV =
2e−ρ√
ρ

· 1√
π

1

ch
3
2 ψ

·
√

2

π

√
sin θ · e

±iϕ
2√

2π
,

Φ∗
V =

4
√

2√
π

1√
p(1 + p2)2 · 1√

π

1

ch
3
2 ψ′ ·

√
2

π

√
sin θ′ · e

±iϕ
′

2√
2π
.

����� A� .
��	�
�
�� �		�
	/�

 
�	�������

	��
 ���	�
�
�(

SΦV
+ SΦ∗

V
= 7 lnπ + 8 ln 2 − 1

6
− γ ≈ 12.4811 ≥ 4(1 + lnπ) ≈ 8.57892.

0



SΦ + SΦ∗ ∼ 4 lnn, n→ ∞.

SΦ + SΦ∗ ∼ 4 ln l, l → ∞, ν = OMPQR.

SΦ + SΦ∗ ∼ 3 ln l, l = ν → ∞.
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���


�� ��������	�
��" � ���:� ����
� <
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��)��� B� !� ����	

����	�	 	��
�� �	�� U = ρ2 ���
���
� �	���#

�� �$� �	�
	�	� ��
��

 
���� �
�

A(ρ) = e−
ρ2

2 ρν+
1
2L

(ν)
E−2(ν+1)

4

(ρ2),

��� Lαn 0 �
	�	���
 ��������
1�	�

 "
���

2

En = 4n+ 2(ν + 1), n = 0, 1, 2 . . . .
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���' 
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���' � ����	��
�� ��������	�
��" ������' �
���
����@ �� ��
���
�� ��������� � ��	
���� 
�
����� � ������
��
��
��������	�
���
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	�	� ��
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	���� �	 �	
���
�� �	������� � �		��

��#

�� ����������

��(

I(p) =

∞∫
0

e−
ρ2

2 ρν+
1
2L

(ν)
n

(
ρ2

)
ρ

3
2

Jν(pρ)

pρ
ρ3 d ρ =

1

p
3
2

(−1)ne−
p2

2 pν+
1
2L(ν)

n (p2).
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 ���
� ������$
� ����%�

 !

&'( ��
 n→ ∞) l = ν = m = 1
2!

SΦ = SΦ∗ = 2 lnn+ 4 ln 2 + 4 lnπ − 3

2
+ o(1).

*+'( ��
 l → ∞) ν = m = 1
2) n = 0!

SΦ = SΦ∗ = 2 ln l + ln 2 +
7

2
ln π + 1 +

γ

2
+ o(1).
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*,'( ��
 ν = l → ∞) n = 0!

SΦ = SΦ∗ = ln l + 2 lnπ +
5

2
ln 2 + 2 + o(1).
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ΦV = Φ∗
V =

√
4√
π

e−
ρ2

2√
ρ

· 1√
π

1

ch
3
2 ψ

·
√

2

π

√
sin θ · e

± iϕ
2√

2π
.

����� *� .
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	��
 ���	�
�
�(

SΦV
+ SΦ∗

V
= 4 − γ + 2 ln 2 + 7 lnπ ≈ 12.8222 ≥ 4(1 + lnπ) ≈ 8.57892.

SΦ + SΦ∗ ∼ 4 lnn, n→ ∞.

SΦ + SΦ∗ ∼ 4 ln l, l → ∞, ν = OMPQR.

SΦ + SΦ∗ ∼ 2 ln l, l = ν → ∞, n = 0.
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