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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Â 1912 ãîäó Ñ.Í. Áåðíøòåéí1,2 âûÿâèë òåcíóþ ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ

ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè íà îòðåçêå â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå
è åå ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè. Óñëîâèå, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ
òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà àíàëèòè÷åñêîé íà îòðåçêå [−1; 1] è, îñòàâàÿñü
àíàëèòè÷åñêîé âíóòðè ýëëèïñà Ýρ ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé
1/ρ, èìåëà îñîáåííîñòè íà Ýρ, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû

lim
n→∞

n
√

En(f, [−1; 1]) = ρ.

Ñèìâîëîì En(f,K) îáîçíà÷àòåñÿ âåëè÷èíà íàèìåíüøåãî óêëîíåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå C(K) íåïðåðûâíîé íà êîìïàêòå K ⊂ C ôóíêöèè f îò Pn
� ïîäïðîñòðàíñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n; int Γ �
îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ æîðäàíîâîé çàìêíóòîé ãðàíèöåé Γ; CR � ëèíèÿ
óðîâíÿ êîìïàêòà K, èìåþùåãî îäíîñâÿçíîå äîïîëíåíèå â C̄.

Åñëè Γ � çàìêíóòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ, K = int Γ ∪
Γ è ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â çàìêíóòîé îáëàñòè int CR, òî âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

En(f,K) = O(R−n).

Ýòîò ðåçóëüòàò íåÿâíî ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå Ã. Ôàáåðà3. Êàê ïîêàçàë Ã.
Ñåãå4, ïðåäïîëîæåíèå îá àíàëèòè÷íîñòè êîíòóðà Γ â óñëîâèè ïðåäûäóùåãî
óòâåðæäåíèÿ ìîæíî îïóñòèòü.

Äæ. Óîëø5 äîêàçàë ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà

lim
n→∞

n
√

En(f,K) = 1/R

è òðåáîâàíèÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè int CR è íà åå ãðàíèöå
èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó, â ñëó÷àå, êîãäà äîïîëíåíèå êîìïàêòà K

1Áåðíøòåéí Ñ.Í.,Sur l'ordre de la meilleure des fonctions continues par des polynomes de
degré donné. Memoires de l'Académie Royale de Belgique, 1912, V. 4, p. 1�104.

2Áåðíøòåéí Ñ.Í., Î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì
ìíîãî÷ëåíîâ äàííîé ñòåïåíè. Õàðüêîâ, Ñîîáùåíèÿ Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà, 1912.

3Faber G.,Über polynomische Entwicklungen.Math. Annalen, 1903, V. 57, p. 389�408.
4Szegö G.,Über orthogonale Polynome, die zu einer gegeben Kurve der komplexen Ebene

gehören.Math. Z., 1921, V. 9, p. 218�270.
5Walsh J.L.,Über den Grad der Approximation einer analytischen Funktion.Müncher

Berischter, 1926, p. 223�229.
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îäíîñâÿçíî â C̄. Äæ. Óîëø è Õ. Ðàññåë6 îáîáùèëè ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò íà
ñëó÷àé êîìïàêòîâ ñî ñâÿçíûì ðåãóëÿðíûì äîïîëíåíèåì.

Ïîñðåäñòâîì rn,k = {g/s : g ∈ Pn, s ∈ Pk} îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà (n, k). Äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ p ∈ (0;
+∞), ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè f ∈ Hp è çàäàííûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë n è k îïðåäåëèì âåëè÷èíó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ f ìíîæåñòâîì
rn,k ∩Hp â ïðîñòðàíñòâå Hp ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

HpRn,k(f) = inf
r∈rn,k∩Hp

‖f − r‖Hp.

Â ñëó÷àÿõ k = n è k = 0 áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

HpRn(f) = HpRn,n(f), HpEn(f) = HpRn,0(f).

À.Ë. Ëåâèí7 ïîêàçàë, ÷òî óñëîâèå

lim
n→∞

n
√

H2En(f)−H2Rn(f) = ρ < 1

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ H2, îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü åå àíàëèòè÷åñêî-
ãî ïðîäîëæåíèÿ â êðóã ðàäèóñà 1/

√
ρ ñ öåíòðîì â íóëå. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë

ñóùåñòâåííî óñèëåí Õ. Ì. Ìàõìóäîâûì8: åñëè çàäàíî ÷èñëî p ∈ (1; +∞) è
ôóíêöèÿ f ∈ Hp, òî óñëîâèå

lim
n→∞

n
√

HpEn(f)−HpRn(f) = ρ < 1

ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî 1/ρ � ðàäèóñ ãîëîìîðôíîñòè f .
Â ïåðâîé ÷àñòè ãëàâû 1 ïîëó÷åí àíàëîã ïðèâåäåííîãî âûøå ðåçóëüòàòà

Ñ.Í. Áåðíøòåéíà è äàíî îáîáùåíèå òåîðåìû Õ.Ì. Ìàõìóäîâà.
Â ïàðàãðàôå äâà ãëàâû 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ìåðîìîðôíîãî

ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé èç íåêîòîðîãî êëàññà. Òî÷íåå, çäåñü ïîëó÷åíà ôîðìó-
ëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ k-îãî ðàäèóñà ìåðîìîðôíîñòè êàæäîé òàêîé ôóíêöèè.
Ñàìûìè èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëà
Î. Êîøè äëÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà è òåîðåìà Æ. Àäàìàðà î
êðóãàõ ìåðîìîðôíîñòè àíàëèòè÷åñêîé â íóëå ôóíêöèè

f(z) = a0 + a1z + · · ·+ amzm + · · · . (1)
6Walsh J.L., Russell H.G.,On the convergence and overconvergence of sequences of poly-

nomials of best simutaneous approximation to several functions analytic in distinct re-
gions.Transactions of the American Mathematical Society, 1934, V. 36, p.13�28.

7Ëåâèí À.Ë.,Ðàñïîëîæåíèå ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ.Ìàòåì. ñá., 1969, Ò. 80(122), ñ. 281�289.

8Ìàõìóäîâ Õ.Ì.,Î ôóíêöèÿõ ñ áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè íàèìåíüøèõ óêëîíåíèé îò
ïîëèíîìîâ è ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.Ìàòåì. ñá., 1991, Ò. 182, ñ. 1657�1668.
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Ïðè êàæäîì k ∈ Z+ ïîñðåäñòâîì mk(f) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ
êðóãà ñ öåíòðîì â íóëå, â êîòîðûé ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà êàê
ìåðîìîðôíàÿ ïîðÿäêà íå âûøå k (ò. å. m0(f) � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1),
â îòêðûòîì êðóãå Mk(f) = {z ∈ C : |z| < mk(f)} ïðè k ∈ N ó ôóíêöèè
f ÷èñëî ïîëþñîâ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè íå ïðåâîñõîäèò k). Ñèìâîëîì Dm,k

îáîçíà÷èì ñèììåòðè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü

Dm,k =

∣∣∣∣∣∣∣∣

am am+1 . . . am+k

am+1 am+2 . . . am+k+1... ... . . . ...
am+k am+k+1 . . . am+2k

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

à ïîñðåäñòâîì lk � ñëåäóþùèé âåðõíèé ïðåäåë:

lk = lim
m→∞

m
√

Dm,k.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì l−1 = 1.
Æ. Àäàìàð9,10 ïîêàçàë, ÷òî îòíîøåíèå lk−1/lk = mk(f)� ðàäèóñ k-îãî

êðóãà ìåðîìîðôíîñòè ôóíêöèè f . Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ s ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

ms(f) > ms−1(f), (2)

òî ôóíêöèÿ f â êðóãå Ms(f) èìååò ðîâíî s ïîëþñîâ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.
Ïóñòü n,m ∈ Z+ � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå

πn,m(f) = pn,m(f)/qn,m(f) ôóíêöèè (1) ïîðÿäêà (n,m) , ãäå pn,m(f) ∈ Pn,
qn,m(f) ∈ Pm, îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

qn,m(f)(z)f(z)− pn,m(f)(z) = O(zn+m+1).

Ñ÷èòàåì, ÷òî ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû çíàìåíàòåëåé qn,m(f) ðàâíû 1. Êðîìå
òîãî ïðåäïîëàãàåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (2) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëü-
íîãî çíà÷àíèÿ èíäåêñà s. Òîãäà èç òåîðåìû Ð. Ìîíòåññó äå Áàëëîðà11 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ çíàìåíàòåëåé s-îé ñòðîêè òàáëèöû Ïàäå ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

qn,s(f)(z) =
s∏

ν=1

(z − αν),

9Hadamard J.,Essai sur l'etude des functions donnés par leur developpment de Tay-
lor.Journal de mathematiques pures et appliqúes, 1892, Ser. 4, V. 8, p. 1�86.

10Hadamard J.,Oeuvres de Jaques Hadamard.Paris, 1968, Ed. du Centre nat. de la rech.
sci., V. 1, p. 7�93.

11Montessus de Ballor R.,Sur les fractions continnes algebriques.Bull. Soc. Math.France,
1902, N 30, p. 266�336.
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ãäå êîðíè α1, α2, · · · , αs ïðåäåëüíîãî ïîëèíîìà ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè (ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòåé) ôóíêöèè f .

Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî s è íåêîòîðûé ïîëèíîì qs(z) = (z−β1)(z−
β2) · · · (z−βs), ïðè÷åì qs(0) 6= 0. Íàïîìíèì, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ëþáûå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ñîîòíîøåíèå
lim
n→∞

‖qn,s(f)− qs‖1/n = λ < 1 (3)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ ðÿäîì (1),
äîïóñêàëà ìåðîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå â êðóã ðàäèóñà R∗ = λ−1 max

ν
|βν| ñ

öåíòðîì â íóëå è èìåëà òàì ðîâíî s ïîëþñîâ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Ñìûñë
ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè ôèêñèðîâàíî s ∈ N
è ïðè n → ∞ ïîëþñû àïïðîêñèìàöèé Ïàäå πn,s(f) áûñòðî ñòðåìÿòñÿ (â
ñìûñëå (3)) ê íåêîòîðûì ïðåäåëàì β1, β2, · · · , βs (è βν 6= 0), òî âñå ýòè
ïðåäåëüíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè ôóíêöèè f , ïðè÷åì îíà íå èìååò
äðóãèõ îñîáåííîñòåé â êðóãå |z| < R∗, ñîäåðæàùåì òî÷êè β1, β2, · · · , βs,
R∗ = ms(f) è âûïîëíÿåòñÿ (2).

Â ãëàâå 2 èçó÷àþòñÿ ðàöèîíàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ñî ñâîáîäíûìè ïîëþ-
ñàìè ôóíêöèé ñëåäóþùåãî âèäà:

τ̂(z) =

∫

supp τ

dτ(t)

t− z
, z ∈ C\supp τ. (4)

Ïîðÿäêè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé τ̂ íà êîìïàêòàõ (íå ïåðåñåêà-
þùèõñÿ ñ íîñèòåëÿìè ìåð supp τ ) â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ïîëó÷åíû â ðàáîòå
À.À. Ãîí÷àðà12. Â ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ íîñèòåëÿ ìåðû supp τ è êîìïàêòà,
íà êîòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ τ̂ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè, â
îäíîé èëè íåñêîëüêèõ òî÷êàõ, ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ â íà÷àëå èññëåäîâàíèé
áûëà íàéäåíà äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé, ïîçäíåå � äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé
â ðàáîòàõ ß.-Ý. Àíäåðññîíà, À.À. Ïåêàðñêîãî, Í.Ñ. Âÿ÷åñëàâîâà è äðóãèõ
àâòîðîâ.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìåðà µ êîíå÷íà íà îòðåçêå [−1; 1], ïîëîæèì

µ̂(z) =

1∫

−1

dµ(x)

1− xz
, z ∈ D. (5)

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè γ(t) è δ(t) ñëàáî ýêâèâàëåíòíû ïðè t → t0, ò.å.
γ(t) ³ δ(t), åñëè γ(t) = O(δ(t)) è δ(t) = O(γ(t)).

12Ãîí÷àð À.À.,Î ñêîðîñòè ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè íåêîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.Ìàò. ñá., 1978, Ò. 105, N 2, ñ. 147�163.
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Cëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó ïðè p = ∞ ïîëó÷åíà À.À. Ïåêàðñêèì13, à
îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò ß.-Ý. Àíäåðññîíó14.

Ïóñòü íîñèòåëü êîíå÷íîé ìåðû µ ñîäåðæèòñÿ íà îòðåçêå [0, 1]. Åñëè çàäàíû
çíà÷åíèÿ 1 < p 6 ∞, a > −1/p è dµ(x) ³ (1 − x)adx ïðè x → 1, òî
ñïðàâåäëèâû ñëàáûå àñèìïòîòèêè

HpRn(µ̂) ³ n
1
2pexp

{
−π

√
2n (a + 1/p)

}
.

Ôèêñèðóåì ÷èñëà p ∈ (0; 1) è a > −1.

1. Åñëè dµ(x) 6 C(1−x)adx, òî ïðè 1/p 6∈ N èìåþò ìåñòî îöåíêè ñâåðõó

HpRn(µ̂) 6 C1n
1
2pexp

{
−π

√
2n (a + 1/p)

}
.

2. Åñëè C(1− x)adx 6 dµ(x), òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

C1n
1−1/p 6 HpRn(µ̂)n−

1
2pexp

{
π
√

2n (a + 1/p)
}

.

Çäåñü C è C1 � íå çàâèñÿùèå îò n ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû.
Ïóñòü

κ =
2

1

a + 1/p
+

1

b + 1/p

� ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå ÷èñåë a + 1/p è b + 1/p.
Í. Ñ. Âÿ÷åñëàâîâ15 ïîêàçàë, ÷òî åñëè ôèêñèðîâàíû ïàðàìåòðû p ∈ (1; +∞],

a, b ∈ (−1/p; +∞) è dµ(x) ³ (1− x)a(1 + x)bdx ïðè x → ±1, òî

HpRn(µ̂) ³ n
1
2pe−π

√
nκ.

Öåëü ðàáîòû.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ â òåðìèíàõ íàèìåíüøèõ ðàöèî-

íàëüíûõ óêëîíåíèé ôóíêöèé â íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ
àíàëèòè÷åñêîå èëè k-ìåðîìîðôíîå èõ ïðîäîëæåíèå, à òàêæå èçó÷àþòñÿ âåëè-
÷èíû íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé Ñòèëòüåñà â ðàâíîìåðíîé è èíòåã-
ðàëüíîé ìåòðèêàõ.

13Ïåêàðñêèé À.À.,Íàèëó÷øèå ðàâíîìåðíûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé
Ìàðêîâà.Àëãåáðà è àíàëèç, 1995, Ò. 7, ñ. 121�132.

14Andersson J.-E.,Rational approximation to function like xα in integral norms.Analysis
Math., 1988, V. 14, N 1, p. 11�25.

15Âÿ÷åñëàâîâ Í.Ñ., Ìî÷àëèíà Å.Ï.,Î íàèëó÷øèõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ
ôóíêöèé Ìàðêîâà-Ñòèëòüåñà.Âîðîíåæ, ÂÃÓ, Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è
ñìåæíûå ïðîáëåìû: ìàòåðèàëû êîíô., 2005, ñ. 64�65.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè ôóí-

êöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè àïïðîêñè-
ìàöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
ïîëó÷åíû äâà êðèòåðèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íåêîòîðûõ ôóíê-

öèé èç Lp[−1; 1] è ïðîñòðàíñòâ Ñìèðíîâà ïðè p ∈ (1; +∞) ;
ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âîçìîæíîñòè ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåí-

òîâ èç ïðîñòðàíñòâ Õàðäè Hp, 1 < p < +∞ â k -ûé êðóã èõ ìåðîìîðôíîñòè;
äîêàçàíû îöåíêè äëÿ âåëè÷èí íàèìåíüøåãî ðàöèîíàëüíîãî óêëîíåíèÿ

ôóíêöèé Ñòèëòüåñà â ðàâíîìåðíîé è èíòåãðàëüíîé ìåòðèêàõ, ÿâëÿþùèåñÿ
àíàëîãàìè èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ß.-Ý. Àíäåðññîíà, À.À. Ïåêàðñêîãî è Å.À.
Ðîâáû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðè-

ìåíÿòüñÿ â òåîðèè ïðèáëèæåíèé è åå ïðèëîæåíèÿõ.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ: ïî

òåîðèè ïðèáëèæåíèé è ãðàíè÷íûì ñâîéñòâàì ôóíêöèé ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîôåññîðà Å.Ï. Äîëæåíêî(2003-2006ãã.), ïî ðàöèîíàëüíûì àïïðîêñèìàöèÿì
ôóíêöèé ïîä ðóêîâîäñòâîì äîöåíòà Í.Ñ. Âÿ÷åñëàâîâà ( 2000-2006ãã.);

Ñàðàòîâñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåî-
ðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ"(Ñàðàòîâ, 2002, 2006ãã.);

Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè
ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû"(Âîðîíåæ, 2003, 2005ãã.).

Ïóáëèêàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1]�[5], ñïèñîê

êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Âñå äîêàçàííûå â äèññåðòàöèè
òåîðåìû ïîëó÷åíû àâòîðîì âïåðâûå.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåð-

æàùåãî 42 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì ðàáîòû � 105 ñòðàíèö.
ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ
Äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì â òåîðèè àïïðîêñèìàöèé ðàöèîíà-

ëüíûìè ôóíêöèÿìè ñî ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè.
Âî ââåäåíèè äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ïðèâåäåíà èñòî-

ðèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñ-
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ñåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå ïîëó÷åíû êðèòåðèè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íåêîòî-

ðûõ ôóíêöèé è ïðèâåäåíû óñëîâèÿ k -ìåðîìîðôíîãî ïðîäîëæåíèÿ. Ñôîðìó-
ëèðóåì èõ. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f ∈ Lp[−1; 1] îïðåäåëèì âåëè÷èíû íàè-
ìåíüøèõ óêëîíåíèé â Lp[−1; 1] îò Pn è rn,n êàê îáû÷íî:

LpEn(f) = inf
s∈Pn

‖f − s‖Lp[−1;1], LpRn(f) = inf
r∈rn,n

‖f − r‖Lp[−1;1].

Òåîðåìà 1.Åñëè ôèêñèðîâàíî ÷èñëî p ∈ (1; +∞) è äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè
f ∈ Lp[−1; 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim
n→∞

n

√
LpEn(f)− LpRn(f) = ρ < 1, (6)

òî îíà àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà â îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ Ýρ è íà ñàìîì
ýëëèïñå Ýρ èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà îñîáàÿ òî÷êà åå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæå-
íèÿ. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ãîëîìîðôíîé âíóòðè ýëëèïñà Ýρ, èìåþùåé îñî-
áåííîñòè íà ãðàíèöå òàêîé îáëàñòè, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (6).

Äëÿ ñïðÿìëÿåìîãî ïóòè Γ ïîñðåäñòâîì |Γ| áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ åãî äëèíà.
Ñèìâîëîì G îáîçíà÷èì îäíîñâÿçíóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ñî ñïðÿìëÿåìîé
ãðàíèöåé Γ.

Êàê èçâåñòíî, åñëè ôóíêöèÿ f ∈ Ep(G) � ïðîñòðàíñòâó Ñìèðíîâà, òî îíà
ïî÷òè âñþäó íà Γ èìååò îïðåäåëåííûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ f̃(ζ) ïî âñåì
íåêàñàòåëüíûì ïóòÿì, ïðè- ÷åì f̃ ∈ Lp(Γ). Ïîëîæèì

‖f‖Ep(G) =


 1

|Γ|
∫

Γ

|f̃(ζ)|p|dz|



1/p

.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f èç Ep(G) îïðåäåëèì âåëè÷èíû íàèìåíüøèõ óêëî-
íåíèé îò ïîäïðîñòðàíñòâ Pn è ìíîæåñòâ rn,n∩Ep(G) ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñ-
òâàìè

EpEn(f,G) = inf
s∈Pn

‖f − s‖Ep(G), EpRn(f,G) = inf
r∈rn,n∩Ep(G)

‖f − r‖Ep(G).

Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âíåøíîñòè îá-
ëàñòè, îãðàíè÷åííîé æîðäàíîâîé êðèâîé Γ íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà.
Ïðè÷åì ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè ýòîì Φ(∞) = ∞, Φ′(∞) > 0. Ïðè R > 1
ïîñðåäñòâîì ΓR áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíèè óðîâíÿ êðèâîé Γ ïðè îòîáðàæåíèè
Φ (òî åñòü ΓR � ïðîîáðàç îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íóëå).

Îïðåäåëåíèå.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì α ∈ (0; 1] ñïðÿì-
ëÿåìàÿ êðèâàÿ Γ = {λ, [0; |Γ|]} ïðèíàäëåæèò êëàññó C(1, α), åñëè åå íàòóðà-
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ëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ λ(s) äèôôåðåíöèðóåìà è λ′(s) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå
Ãåëüäåðà Lipα.

Òåîðåìà 2.Ïóñòü ôèêñèðîâàíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: çàìêíóòàÿ æîðäà-
íîâà êðèâàÿ Γ, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó C(1, α), îáëàñòü G ≡ int Γ, ïàðàìåòð
p ∈ (1; +∞) è ôóíêöèÿ f ∈ Ep(G). Óñëîâèå

lim
n→∞

n

√
EpEn(f,G)− EpRn(f, G) = ρ < 1 (7)

äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàëàñü â îáëàñòü
int Γ1/ρ è íà åå ãðàíèöå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå èìåëî õîòÿ áû îäíó
îñîáóþ òî÷êó. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè int Γ1/ρ, èìåþ-
ùåé îñîáåííîñòü íà ãðàíèöå Γ1/ρ, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (7).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé íàéäåíû ðàäèóñû èõ êðóãîâ
ìåðîìîðôíîñòè.

Òåîðåìà 3.Åñëè ôèêñèðîâàíû ÷èñëà k ∈ N, p > 1 è ôóíêöèÿ f ∈ Hp,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

lim
n→∞

n

√
HpRn,k(f)−HpRn+k+1(f) = ρ < 1

è, êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàìåíàòåëåé σn ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
rn, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì HpRn,k(f) = ‖f − rn‖Hp, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì

lim
n→∞

σn(z) = σ(z), σ(z) 6= 0 ∀z : |z| = 1,

òî mk(f) = 1/ρ.
Â ãëàâå 2 èçó÷àþòñÿ ðàöèîíàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ñî ñâîáîäíûìè ïîëþ-

ñàìè ôóíêöèé Ñòèëòüåñà âèäà (4) è (5).
Òåîðåìà 4.Ôèêñèðóåì ïàðàìåòð p èç èíòåðâàëà (0; 1) è ìåðó µ, óäîâëåòâî-

ðÿþùóþ óñëîâèþ
dµ(x) 6 C1(1− x)a(1 + x)bdx, x ∈ (−1; 1),

ïðè íåêîòîðûõ a > −1, b > −1 è ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C1. Åñëè 1/p
� íå öåëîå ÷èñëî, òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî çíà÷åíèÿ n âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

HpRn(µ̂) 6 Cn
1
2pe−π

√
nκ,

ïðè÷åì çäåñü è íèæå ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà C íå çàâèñèò îò n.
Åñëè ìåðà µ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

dµ(x) > C2(1− x)a(1 + x)bdx, x ∈ (−1; 1),

ïðè íåêîòîðûõ a > −1, b > −1 è ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C2, òî èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó

Cn1− 1
p 6 HpRn(µ̂)n−

1
2peπ

√
nκ.
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Ïóñòü A � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f , íåïðåðûâíûõ â êðóãå ∆ =
{z : |z| 6 1} è àíàëèòè÷åñêèõ â D = {z : |z| < 1}, ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé �
ìàêñèìóìîì ìîäóëÿ ôóíêöèè. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé A áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òàêæå êàê ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(f, g) =
1

2π

∫

∂∆

f(z)g(z)|dz|, f, g ∈ CA.

Ïóñòü òî÷êè z1, · · · , zn ∈ C̄\∆. Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì Rn(z1, · · · , zn)
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè 6 n ñ ôèêñèðîâàí-
íûìè ïîëþñàìè z1, · · · , zn, ãäå êàæäûé ïîëþñ çàïèñàí ñ ó÷åòîì åãî êðàòíîñ-
òè, à ÷åðåç Fn � îðòîïðîåêòîð èç A â Rn(z1, · · · , zn).

Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ìåðó τ ñ íîñèòåëåì supp τ , ñîäåðæàùèìñÿ íà ìíî-
æåñòâå R\(−1; 1), äëÿ êîòîðîé îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ (4).

Ââåäåì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

Sn(τ) = inf
t1,··· ,tn∈(−1;0]

∫

supp τ

dτ(t)

|t|(|t| − 1)B2
n(|t|, t)

.

Λn(f, ∆) = inf
z1,··· ,zn∈C̄\∆

‖f(z)− Fn(z, f)‖C(∆), f ∈ A.

Çäåñü a = (a1, · · · , an),
Bn(ζ, a) =

n∏

k=1

ζ − ak

1− ākζ

� ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ íóëÿìè â òî÷êàõ ak, k = 1, · · · , n, à Fn(z, f) �
ïðîåêöèÿ f íà Rn(z1, · · · , zn).

Òåîðåìà 5 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã òåîðåìû 1 èç ðàáîòû À.À. Ïåêàðñêîãî
è Å.À. Ðîâáû16.

Òåîðåìà 5.Åñëè ôèêñèðîâàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, à τ � ïîëîæèòåëüíàÿ
áîðåëåâñêàÿ ìåðà ñ íîñèòåëåì supp τ ⊂ (−∞;−1] ∪ [1; +∞) è

∫

supp τ

dτ(t)

|t| − 1
< ∞,

òî
Λn(τ̂ , ∆) 6 Sn(τ), n ∈ N.

16Ïåêàðñêèé À.À., Ðîâáà Å.À.,Ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé Ñòèëòüåñà
ïîñðåäñòâîì îðòîïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.Ìàòåì. çàì., 1999,
Ò. 65, âûïóñê 3, ñ. 362�368.
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Ñëåäóþùèå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ À.À.
Ïåêàðñêîão13. Çäåñü ðàñøèðÿåòñÿ êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíû
îöåíêè.

Íàèìåíüøåå óêëîíåíèå â C[−1; 1] íåïðåðûâíîé íà [−1; 1] ôóíêöèè f îò
ñîâîêóïíîñòè rn,m áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì Rn,m(f, [−1; 1]). Ïîëàãàåì

R∗
n,m = {r ∈ rn,m : çíàìåíàòåëü r íåîòðèöàòåëåí íà R è ôóíêöèÿ r > 0

íà íîñèòåëå ìåðû supp τ},

λnm(τ, [−1; 1]) = inf
r∈R∗n+m+1,2m

∥∥∥∥∥∥
r(x)

∫

supp τ

dτ(t)

r(t)(t− x)

∥∥∥∥∥∥
C[−1;1]

.

Òåîðåìà 6.Åñëè ìåðà τ èìååò íîñèòåëü íà R\(−1; 1), ïðè÷åì
∫

supp τ

dτ(t)

|t| − 1
< ∞, (8)

ôóíêöèÿ τ̂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (4), òîãäà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
èíäåêñîâ n > m− 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λnm(τ, [−1; 1]) 6 Rn,m(τ̂ , [−1; 1]).

Ïóñòü Sn � ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ñòåïåíè íå âûøå n, à

Sn,m =

{
p

q
, p ∈ Sn, q ∈ Sm

}
;

S̃n,m = {r ∈ Rn,m : çíàìåíàòåëü r íåîòðèöàòåëåí íà R è ôóíêöèÿ r ÿâëÿ-
åòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé íà êàæäîì èç ëó÷åé[1; +∞) è (−∞;−1]},

λ∗nm(τ, ∆) = inf
r∈S̃n+m+1,2m

∥∥∥∥∥∥
r(z)

∫

supp τ

dτ(t)

r(t)(t− z)

∥∥∥∥∥∥
C(∆)

.

Òåîðåìà 7.Åñëè ìåðà τ èìååò íîñèòåëü íà R\(−1; 1), à ôóíêöèÿ τ̂ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (4) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8), òî ïðè âñåõ n > m èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

λ∗nm(τ, ∆) 6 2

π
Sn,m(τ̂ , ∆).
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Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äî-
öåíòó Í.Ñ. Âÿ÷åñëàâîâó çà ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ðóêîâîäñòâî ðàáîòîé, ïðîôåñ-
ñîðó Å.Ï. Äîëæåíêî çà äîáðîæåëàòåëüíîå îòíîøåíèå è öåííûå ñîâåòû, à
òàêæå âñåì ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé è ãðàíè÷íûì ñâîé-
ñòâàì ôóíêöèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Å.Ï. Äîëæåíêî çà ïîëåçíîå
îáñóæäåíèå.
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