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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâû òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàëîæåíû â ðà-
áîòàõ À. Ä. Ìûøêèñà, Ð. Áåëëìàíà, Ê. Êóêà, Í. Â. Àçáåëåâà, Í. Í. Êðàñîâ-
ñêîãî, Äæ. Õåéëà, Ë. Ý. Ýëüñãîëüöà. Ðÿä ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ôóíê-
öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èçëîæåí â
íåäàâíèõ ìîíîãðàôèÿõ Äæ. Âó è À. Ë. Ñêóáà÷åñêîãî. Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëü-
íîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþùåãî òèïîâ, ïîëó÷åíèå íàèáîëåå òî÷-
íûõ (íåóëó÷øàåìûõ) îöåíîê èõ ðåøåíèé è èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå-
äåíèÿ ðåøåíèé îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, èãðàþùåé âàæíóþ ðîëü â òåî-
ðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Îñîáûé èíòåðåñ â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ; ïðè ýòîì àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû
òåîðèè ïîëóãðóïï è ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ. Íàèáîëåå áëèç-
êèìè â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû Â. Â. Âëàñîâà, Ä. Â. ßêóáîâè÷à,
Ñ. Â. Ëóíåëà, Ã. Äè Áëàçèî, Ê. Êóíèøà, Å. Ñèíåñòðàðè, Â. Øàïïàõåðà. Ðå-
çóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì
è îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ óïîìÿíóòûõ àâòîðîâ.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýêñïîíåíöèàëü-
íûõ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó óêà-
çàííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíê-
öèé îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.
Ñâîéñòâà ïîëíîòû è áàçèñíîñòè ñèñòåì ýêñïîíåíò è ñèñòåì ñîáñòâåííûõ è ïðè-
ñîåäèíåííûõ ôóíêöèé íåñàìîñîïðÿæåííûõ çàäà÷ èçó÷àëèñü ìíîãî è èíòåíñèâ-
íî. Íàèáîëåå áëèçêèìè ê òåìàòèêå äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû Â. Â. Âëàñî-
âà, Â. À. Èëüèíà, À. Ã. Êîñòþ÷åíêî, Ì. Ã. Êðåéíà, Á. ß. Ëåâèíà, Í. Ëåâèíñîíà,
Â. Á. Ëèäñêîãî, È. Ñ. Ëîìîâà, À. Ñ. Ìàðêóñà, Â. Ï. Ìèõàéëîâà, Å. È. Ìîè-
ñååâà, Í. Ê. Íèêîëüñêîãî, Á. Ñ. Ïàâëîâà, À. Ì. Ñåäëåöêîãî, À. Ï. Õðîìîâà,
À. À. Øêàëèêîâà.

Âîïðîñû àêòóàëüíîñòè çàòðàãèâàþòñÿ òàêæå â îïèñàíèè êàæäîé èç ãëàâ.
Öåëü ðàáîòû. Èçó÷åíèå âîïðîñîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî è çàïàçäûâàþ-
ùåãî òèïîâ, ïåðâîãî è ïðîèçâîëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîðÿäêîâ â ðàçëè÷-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, â òîì ÷èñëå â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà.
Ðàññìîòðåíèå â ýòîé ñâÿçè ðÿäà ñïåêòðàëüíûõ âîïðîñîâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ
èññëåäîâàíèÿ ïîëíîòû, ìèíèìàëüíîñòè è áàçèñíîñòè ñèñòåì ýêñïîíåíöèàëü-
íûõ ðåøåíèé óïîìÿíóòûõ óðàâíåíèé. Èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ôóíêöèî-
íàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íà îñíîâå
èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîð-ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëàìè ýòèõ óðàâíåíèé.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû ñïåêòðàëüíîé
òåîðèè îïåðàòîðîâ è îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ, à òàêæå òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé,
òåîðèè ïîëóãðóïï è òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè

ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ (îïå-
ðàòîð-ôóíêöèé), òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òàê-
æå â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â ðÿäå ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâ-
ëåíèÿ è çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñðåäàõ ñ
ïàìÿòüþ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè

è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.
Óñòàíîâëåíû óòâåðæäåíèÿ î ïîëíîòå, ìèíèìàëüíîñòè è áàçèñíîñòè Ðèññà

ñèñòåì ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà è äðóãèõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå îöåí-
êè ðåøåíèé óïîìÿíóòûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Óñòàíîâëåíû ðåçóëüòàòû î ðàçëîæåíèè ðåøåíèé
óïîìÿíóòûõ óðàâíåíèé â ñóììó ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðå-
øåíèé è ôóíêöèè ñ ìåíüøèì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà íà îñíîâå
ðåçóëüòàòîâ î ïîâåäåíèè è îöåíêàõ îïåðàòîð-ôóíêöèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì
âõîæäåíèåì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëàìè ðàññìàòðèâà-
åìûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè è ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäå-
íèè ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî
òèïà è â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ

ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 81 ñòðàíèöó.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 41 íàèìåíîâàíèå.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 6 ðàáî-

òàõ àâòîðà. Èõ ñïèñîê ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü â 2005-

2007 ãã. íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ÌÃÓ: ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À. Ã. Êîñòþ÷åí-
êî, ïðîô. Â. Â. Âëàñîâà, ïðîô. Ê. À. Ìèðçîåâà (íåîäíîêðàòíî), ïîä ðóê. ïðîô.
À. À. Øêàëèêîâà, ïîä ðóê. ïðîô. À. Ì. Ñåäëåöêîãî, ïîä ðóê. ïðîô. Â. Â. Æè-
êîâà, ïðîô. À. Ñ. Øàìàåâà, ïðîô. Ò. À. Øàïîøíèêîâîé, ïîä ðóê. àêàäåìèêà
Å. È. Ìîèñååâà, ïðîô. Ñ. È. Ëîìîâà; íà ñåìèíàðå â ÌÈÀÍ èì. Â. À. Ñòåêëîâà
ïîä ðóê. ïðîô. À. Ê. Ãóùèíà, ïðîô. Â. Ï. Ìèõàéëîâà, ïðîô. À. À. Äåçèíà;
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íà ñåìèíàðå â ÐÓÄÍ ïîä ðóê. À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî; íà ñåìèíàðå â ÌÈÈÒ ïîä
ðóê. ïðîô. À. Ä. Ìûøêèñà, ïðîô. À. Ñ. Áðàòóñÿ, ïðîô. À. Ì. Ôèëèìîíîâà; íà
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, òåîðèÿ ïðè-
áëèæåíèé, íåëèíåéíûé àíàëèç¿, ïîñâÿùåííàÿ ñòîëåòèþ Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî
(Ìîñêâà, ÌÈÀÍ èì. Â. À. Ñòåêëîâà, 2005), ¾×åòâåðòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîí-
ôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì¿ (Ìîñêâà, ÌÈÀÍ èì. Â. À. Ñòåêëîâà, 2005), ¾Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ
ìàòåìàòèêà¿, ïîñâÿùåííàÿ ñòîëåòèþ À. Í. Òèõîíîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2006).

ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìûå â äèñ-
ñåðòàöèè, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ïîñâÿùåííûõ èì ðàáîò, èçëàãàþòñÿ öåëè,
ìåòîäû è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ.
Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé íåéòðàëüíîãî òèïà. Îñîáûé èíòåðåñ ê òàêèì óðàâíåíèÿì îáóñëîâëåí òåì,
÷òî, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî òèïà, îíè èçó÷åíû â çíà÷èòåëüíî
ìåíüøåé ñòåïåíè. Ïðè ýòîì äëÿ íåéòðàëüíûõ óðàâíåíèé ðåàëèçóþòñÿ òàê íà-
çûâàåìûå êðèòè÷åñêèé è ñâåðõêðèòè÷åñêèé ñëó÷àè (ò. å. êîãäà èìåþòñÿ öåïè
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà, ïðèáëèæàþùèåñÿ èëè ëåæà-
ùèå íà ìíèìîé îñè), êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ. Äåëî â òîì, ÷òî
ïðè èçó÷åíèè òàêèõ óðàâíåíèé òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè (íàïðèìåð, èñïîëü-
çóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è åãî îáðàùåíèå) âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàí-
íûå ñ òåì, ÷òî ïðè îáðàùåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ
ìíèìîé îñè, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, äîëæíà íàõîäèòüñÿ íà
ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò ñïåêòðà (ìíîæåñòâà íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè).

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ òðàäèöèîííàÿ íà÷àëü-
íàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

d

dt
Mut = Kut + f(t), t > 0, (1)

u0(s) = g(s), s ∈ [−h, 0]. (2)

Çäåñü M : C([−h, 0], Cr) → Cr, K : W 1
2 ((−h, 0), Cr) → Cr � îãðàíè÷åííûå

ëèíåéíûå îïåðàòîðû, èìåþùèå âèä

Mϕ =

∫ 0

−h

dµM(s)ϕ(s), Kϕ =

∫ 0

−h

µK(s)ϕ(s)ds +

∫ 0

−h

ηK(s)ϕ′(s)ds,

ãäå µM � ìàòðèöà-ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, çàäàííàÿ íà îòðåçêå [−h, 0];
µK è ηK � ìàòðèöû-ôóíêöèè ðàçìåðà r × r, ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëå-
æàò ïðîñòðàíñòâó L2(−h, 0). ×åðåç ut îáîçíà÷åíà âåêòîð-ôóíêöèÿ ut(s) =
u(t + s), t > 0, çàäàííàÿ íà îòðåçêå s ∈ [−h, 0]; ïîñòîÿííàÿ h > 0.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç W p
2,γ((a, b), Cr), −∞ < a < b ≤ +∞, p ∈ N, âåñîâûå ïðî-

ñòðàíñòâà Ñîáîëåâà âåêòîð-ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè âCr, ñíàáæåííûå íîðìàìè

‖ϕ‖W p
2,γ((a,b),Cr) = (

∫ b

a

e−2γt(

p∑
j=0

‖ϕ(j)(t)‖2
Cr)dt)1/2, γ ≥ 0.

Â ñëó÷àå γ = 0 ìû ïîëàãàåì W p
2,0((a, b), Cr) ≡ W p

2 ((a, b), Cr).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ u, ïðèíàäëåæàùóþ ïðîñòðàíñòâó W 1
2 ((−h, T ), Cr)

äëÿ ëþáîãî T > 0, íàçîâåì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2), åñëè u óäîâëå-
òâîðÿåò ïî÷òè âñþäó íà ïîëóîñè R+ óðàâíåíèþ (1) è óñëîâèþ (2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(λ) ìàòðèöó-ôóíêöèþ âèäà

L(λ) = (K − λM)eλs =

∫ 0

−h

eλsµK(s)ds + λ

∫ 0

−h

eλsηK(s)ds− λ

∫ 0

−h

eλsdµM(s),

÷åðåç l(λ) = det L(λ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ óðàâíåíèÿ (1), ÷åðåç λq

� íóëè ôóíêöèè l(λ), óïîðÿäî÷åííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëåé ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè νq, ÷åðåç Λ � ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé ôóíêöèè l(λ). Çàìåòèì, ÷òî
l(λ) � ãîëîìîðôíàÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (öåëàÿ) ôóíêöèÿ, ïîýòîìó
ìíîæåñòâî åå íóëåé Λ ñ÷åòíî, à êðàòíîñòè νq íóëåé êîíå÷íû.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, âõîäÿùèå â êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó1 ñîáñòâåííûõ è
ïðèñîåäèíåííûõ (êîðíåâûõ) âåêòîðîâ ìàòðèöû-ôóíêöèè L(λ), îòâå÷àþùèå
÷èñëó λq, îáîçíà÷èì ÷åðåç xq,j,0 (j = 1, 2, · · · , rq), èõ ïðèñîåäèíåííûå ïîðÿäêà
k � ÷åðåç xq,j,k (k = 1, 2, · · · , pqj). Èíäåêñ j ïîêàçûâàåò, êàêèì ïî ñ÷åòó ÿâ-
ëÿåòñÿ âåêòîð xq,j,0 â ñïåöèàëüíî âûáðàííîì áàçèñå ïîäïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ L(λq)x = 0.

Ââåäåì ñèñòåìó ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî (f ≡ 0) óðàâíå-
íèÿ (1)

yq,j,k(t) = eλqt(
tk

k!
xq,j,0 +

tk−1

(k − 1)!
xq,j,1 + · · ·+ xq,j,k). (3)

Ââåäåì ïîëóãðóïïó Tt, t ≥ 0, îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â
ïðîñòðàíñòâå W 1

2 ((−h, 0), Cr), ñîãëàñíî ïðàâèëó Ttg = ut, t ≥ 0, ãäå u � ñèëü-
íîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (1), (2), îòâå÷àþùåé íà÷àëüíîé ôóíêöèè g.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ µM àòîìàðíà â 0, ò. å. det(µM(0)−µM(−0)) 6= 0.
Òîãäà ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Tt} îáðàçóåò C0-ïîëóãðóïïó â ïðîñòðàíñòâå
W 1

2 ((−h, 0), Cr) ñ ãåíåðàòîðîì A, èìåþùèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Dom(A) = {ϕ : ϕ ∈ W 2
2 ((−h, 0), Cr), Mϕ′ = Kϕ}

1Êåëäûø Ì.Â. // ÓÌÍ, 1971, Ò. 26, � 4, Ñ. 15-41.
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è äåéñòâóþùèì ïî ïðàâèëó Aϕ = ϕ′. Ïðè ýòîì ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîâïà-
äàåò ñ ìíîæåñòâîì Λ íóëåé ôóíêöèè l(λ), à ýêñïîíåíöèàëüíûå ðåøåíèÿ (3)
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ïðè t ∈ [−h, 0] ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíåâûìè ôóíêöèÿ-
ìè.

Ëåììà 2. Ïóñòü µM àòîìàðíà â òî÷êàõ 0 è −h, ò. å. det(µM(−h + 0) −
µM(−h)) 6= 0. Òîãäà

1) êîíå÷íû âåëè÷èíû κ+ = supλq∈Λ Reλq, κ− = infλq∈Λ Reλq,

2) ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîðîâ yq,j,k îïåðàòîðà A ïîëíà è ìèíèìàëüíà â
ïðîñòðàíñòâå W 1

2 ((−h, 0), Cr).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(λq, ρ) êðóã ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå λq è ïîëîæèì

G(Λ, ρ) ≡ C \ (∪λq∈ΛB(λq, ρ)).

Ëåììà 3. Åñëè µM àòîìàðíà â òî÷êàõ 0 è −h, òî íàéäóòñÿ òàêèå ïîñòî-
ÿííûå α è β, (α < κ− ≤ κ+ < β), ÷òî ñèñòåìà çàìêíóòûõ êîíòóðîâ

Γn = {Reλ = α, γn ≤ Imλ ≤ γn+1} ∪ {α ≤ Reλ ≤ β, Imλ = γn+1} ∪
∪{Reλ = β, γn ≤ Imλ ≤ γn+1} ∪ {α ≤ Reλ ≤ β, Imλ = γn},

öåëèêîì ïðèíàäëåæèò îáëàñòè G(Λ, ρ) ïðè íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî ìàëîì
ρ > 0. Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {γn}, n ∈ Z, òàêîâà, ÷òî

0 < δ ≤ γn+1 − γn ≤ ∆ < +∞,

ãäå δ è ∆ � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå,
2) êîëè÷åñòâî N(Γn) íóëåé l(λ) (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), ëåæàùèõ â îáëà-

ñòÿõ, ãðàíèöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîíòóðû Γn, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî
n, ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ N > 0 òàêàÿ, ÷òî max

n
N(Γn) ≤ N.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wn ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà W 1
2 ((−h, 0), Cr), ÿâëÿ-

þùèåñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âñåõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé yq,j,k îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (1), îòâå÷àþùèõ ÷èñëàì λq, ëåæàùèì â îáëàñòÿõ, ãðàíèöàìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîíòóðû Γn.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü µM àòîìàðíà â òî÷êàõ 0 è −h. Òîãäà ñåìåéñòâî ïîäïðî-
ñòðàíñòâ {Wn}n∈Z îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà
W 1

2 ((−h, 0), Cr).

Çàìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîðîâ yq,j,k îïåðàòî-
ðà A ìèíèìàëüíà, îíà íå îáðàçóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíóþ
ñèñòåìó è, òåì ñàìûì, áàçèñ Ðèññà. Òàêèì îáðàçîì, ïóòåì îáúåäèíåíèÿ íó-
ëåé ôóíêöèè l(λ) â ãðóïïû, êàê ýòî îïèñàíî â ëåììå 3, ìû äîáèâàåìñÿ òîãî,
÷òî ñèñòåìà yq,j,k îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà ñî ñêîáêàìè (áàçèñ Ðèññà èç ïîäïðî-
ñòðàíñòâ).
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü µM àòîìàðíà â òî÷êàõ 0 è −h, g ∈ W 1
2 ((−h, 0), Cr) è f

∈ L2((0, T ), Cr) äëÿ ëþáîãî T > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñèëüíîå
ðåøåíèå u çàäà÷è (1), (2), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖ut‖W 1
2 ((−h,0),Cr) ≤ d1(t + 1)N−1eκ+t‖g‖W 1

2 ((−h,0),Cr)+

+d2
√

t(

∫ t

0
(t− s + 1)2(N−1)e2κ+(t−s)‖f(s)‖2

Crds)1/2, t ≥ 0, (4)

ãäå êîíñòàíòû d1 è d2 íå çàâèñÿò îò ôóíêöèé g è f .

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà (4) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî âåëè÷èíû N è κ+ íåëüçÿ âçÿòü ìåíüøèìè âî âñåì êëàññå íà÷àëüíûõ
ôóíêöèé g è ïðàâûõ ÷àñòåé f . Áîëåå òîãî, âåëè÷èíó

√
t, ôèãóðèðóþùóþ â

îöåíêå (4), íåëüçÿ îïóñòèòü.

Çàìåòèì, ÷òî èç ðåçóëüòàòîâ (òåîðåìà 1) î áàçèñíîñòè Ðèññà ýêñïîíåíöè-
àëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò îöåí-
êà (4) ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî (f ≡ 0) óðàâíåíèÿ. Ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2 â ñëó÷àå
ïðîèçâîëüíîãî f ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ðåøåíèÿ
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íà îñíîâàíèè îöåíêè ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ, êîòîðàÿ âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòå Â. Â. Âëàñîâà, Äæ. Âó2.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Ã, èìåþùèé îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Dom(Ã) = {(c, ϕ) ∈ Cr ⊗ L2((−h, 0), Cr), ϕ ∈ W 1
2 ((−h, 0), Cr), Mϕ = c}

è äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó Ã(c, ϕ) = (Kϕ, ϕ′).
Ïî àíàëîãèè ñ îïåðàòîðîì A, ñïåêòð îïåðàòîðà Ã ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

Λ íóëåé ôóíêöèè l(λ), à âåêòîðû (Myq,j,k, yq,j,k(t)) ïðè t ∈ [−h, 0] ÿâëÿþò-
ñÿ åãî êîðíåâûìè ôóíêöèÿìè è îáðàçóþò ïîëíóþ è ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó â
ïðîñòðàíñòâå Cr ⊗ L2((−h, 0), Cr).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W̃n ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà Cr⊗L2((−h, 0), Cr), ÿâ-
ëÿþùèåñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âñåõ êîðíåâûõ âåêòîðîâ (Myq,j,k, yq,j,k(t)) îïå-
ðàòîðà Ã, îòâå÷àþùèõ ÷èñëàì λq, ëåæàùèì â îáëàñòÿõ, ãðàíèöàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ êîíòóðû Γn.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü µM àòîìàðíà â òî÷êàõ 0 è −h. Òîãäà ñåìåéñòâî ïîäïðî-
ñòðàíñòâ {W̃n}n∈Z îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà
Cr ⊗ L2((−h, 0), Cr).

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1 è 3 î áàçèñíîñòè îáîáùàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-
çóëüòàòû, óñòàíîâëåííûå Ñ. Â. Ëóíåëîì è Ä. Â. ßêóáîâè÷åì3, ïîñêîëüêó ïî-
ìèìî àòîìàðíîñòè µM â òî÷êàõ 0 è −h àâòîðû òðåáóþò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

2Vlasov V.V., Wu J. // Functional Di�erential Equations, 2005, V. 12, � 3-4, P. 437-461.
3Verduyn Lunel S.M., Yakubovich D.V. // Integr. equ. oper. theory, 1997, V. 27, P. 347-378.
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îòäåëèìîñòè inf |λq − λp| > 0 ìíîæåñòâà Λ. Ýòè òåîðåìû òàêæå îáîáùàþò
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû Ð. Ðàáàõà, Ã. Ñêëÿðà, À. Ðåçóíåíêî4, ïîñêîëü-
êó â óêàçàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñ îäíèì ñîñðåäîòî÷åííûì
çàïàçäûâàíèåì.

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ A, Ã è èõ ðåçîëüâåíò òåñíî ñâÿçàíî ñ èññëåäî-
âàíèåì çàäà÷è (1), (2). Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(ïîëíîòà, ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì, ðàâíîñõîäèìîñòü), ãëàâíûì
îáðàçîì, â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå è â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(a, b), C[a, b] ñ íåñêîëüêî
èíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðîâîäèëñÿ Â. Þ. Ëþáè÷åì, Â. À. Ìîëîäåí-
êîâûì, À. Ï. Õðîìîâûì, À. Ì. Ñåäëåöêèì. Áèáëèîãðàôèÿ è êîììåíòàðèè
ïî ýòîé è áëèçêîé ê íåé òåìàòèêå î áèîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ â ðÿäû
ýêñïîíåíò ïðåäñòàâëåíû â îáñòîÿòåëüíîì îáçîðå À. Ì. Ñåäëåöêîãî5. Ê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîìó â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè êðóãó âîïðîñîâ ïðèìûêàåò è èçó-
÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì â ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ. Èç íàèáîëåå áëèçêèõ è, íà íàø âçãëÿä, çàâåðøåííûõ ðàáîò â
ýòîì íàïðàâëåíèè óêàæåì ñòàòüþ À. À. Øêàëèêîâà6. Ðàçâèòèå åå äëÿ âåêòîð-
íîãî ñëó÷àÿ áûëî ïðîäîëæåíî â ðàáîòå Ë. Ì. Ëóæèíîé7. Èçó÷åíèåì íåëîêàëü-
íûõ çàäà÷ íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò çàíèìàëîñü ìíîãî àâòîðîâ. Èç íàèáîëåå
áëèçêèõ ðàáîò óêàæåì çäåñü îáçîð À. Êðîëëà8 è ðàáîòû À. À. Øêàëèêîâà9 è
À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî è Ã. Ì. Ñòåáëîâà10.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü µM àòîìàðíà â òî÷êàõ 0 è −h, g ∈ W 1
2 ((−h, 0), Cr) è f

∈ L2((0, T ), Cr) äëÿ ëþáîãî T > 0. Òîãäà ñèëüíîå ðåøåíèå u çàäà÷è (1), (2)
óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖(Mut, ut)‖Cr⊗L2((−h,0),Cr) ≤ d1(t + 1)N−1eκ+t ‖(Mg, g)‖Cr⊗L2((−h,0),Cr) +

+d2

∫ t

0
(t− s + 1)N−1eκ+(t−s) ‖f(s)‖Cr , t ≥ 0, (5)

ãäå êîíñòàíòû d1 è d2 íå çàâèñÿò îò g è f .

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, îöåíêà (5) íåóëó÷øàåìà â òîì ñìûñëå, ÷òî âåëè-
÷èíû κ+ è N íåëüçÿ âçÿòü ìåíüøèìè âî âñåì êëàññå íà÷àëüíûõ ôóíêöèé g

è ïðàâûõ ÷àñòåé f .

Îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (4) è (5), äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà κ+ çàìåíÿåòñÿ íà
κ++ε (ε > 0), äàâíî è õîðîøî èçâåñòíû (ñì. íàïðèìåð ìîíîãðàôèè À. Ä. Ìûø-

4Rabath R., Sklyar G., Resounenko A. // C. R. Acad. Sci. Paris, 2003, V. 1337, P. 19-24.
5Ñåäëåöêèé À.Ì // ÓÌÍ, 1982, Ò. 37, âûï. 5, C. 51-95.
6Øêàëèêîâ À.À. // Òð. ñåìèí. èì. È. Ã.Ïåòðîâñêîãî, 1983, âûï. 9, Ñ. 190-229.
7Ëóæèíà Ë.Ì. // Âåñòíèê Ìîñê. óíèâåðñèòåòà. Ñåð. 1. Ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà, 1988, � 1, Ñ. 31-35.
8Krall A.M. // Rocky Mountain J. Math., 1975, V. 5, � 4, P. 493-542.
9Øêàëèêîâ À.À. // Âåñòíèê ÌÃÓ, Ñåð. ìàòåì., 1982, � 6, Ñ. 12-21.
10Ñêóáà÷åâñêèé À.Ë., Ñòåáëîâ Ã.Ì., // ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1991, Ò. 321, � 6, Ñ. 1158-1163.

7



êèñà11, Ð. Áåëëìàíà è Ê. Êóêà12, Äæ. Õåéëà13, Â. Á. Êîëìàíîâñêîãî è Â. Ð. Íî-
ñîâà14 è ðàáîòó Ä. Õåíðè15). Â ýòîé ñâÿçè è â ñâÿçè ñ ðàññìîòðåíèåì êðèòè-
÷åñêîãî è ñâåðõêðèòè÷åñêîãî ñëó÷àåâ (ò. å. êîãäà èìåþòñÿ öåïè êîðíåé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà, ïðèáëèæàþùèåñÿ èëè ëåæàùèå íà ìíèìîé
îñè) åñòåñòâåííî âîçíèêëà çàäà÷à î ïîëó÷åíèè áîëåå òî÷íûõ îöåíîê ðåøåíèé
óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà è, â ÷àñòíîñòè, âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè ïîëî-
æèòü ε = 0. Òåîðåìû 2 è 4 äàþò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà äàííûé âîïðîñ è
ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ óêàçàííîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 5. (Ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà) Ïóñòü µM àòîìàðíà â òî÷êàõ
0 è −h, g ∈ W 1

2 ((−h, 0), Cr), f = 0 è äëÿ ðåøåíèÿ u çàäà÷è (1), (2) âûïîëíåíî
óñëîâèå

∀δ > 0, ‖u(t)‖Cr < c(δ)e−δt, t ≥ 0

ãäå êîíñòàíòà c(δ) íå çàâèñèò îò t. Òîãäà u ≡ 0.

Áëèçêèìè âîïðîñàìè çàíèìàëèñü òàêèå àâòîðû, êàê Äæ. Õåéë, Ô. Êàïïåëü,
Ä. Õåíðè. Èç íåäàâíèõ ïóáëèêàöèé óêàæåì çäåñü ðàáîòó Ñ. Â. Ëóíåëà16 (ñì.
òàêæå óêàçàííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ òðàäèöèîííàÿ íà÷àëü-
íàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ m-ãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî ïîðÿäêà

n∑
k=0

m∑
j=0

Akju
(j)(t− hk) +

m∑
j=0

∫ h

0
Bj(s)u

(j)(t− s)ds = f(t), t > 0, (6)

u(t) = g(t), t ∈ [−h, 0]. (7)

Çäåñü Akj � ìàòðèöû ðàçìåðà r× r ñ ïîñòîÿííûì êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè,
ýëåìåíòû ìàòðèö-ôóíêöèé Bj(s) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L2(0, h), ÷èñëà
hk òàêîâû, ÷òî 0 = h0 < h1 < · · · < hn = h.

Ïî àíàëîãèè ñ ïåðâûì ïàðàãðàôîì ðàññìîòðèì ìàòðèöó-ôóíêöèþ âèäà

L(λ) =
n∑

k=0

m∑
j=0

Akjλ
je−λhk +

m∑
j=0

λj

∫ h

0
e−λsBj(s)ds,

11Ìûøêèñ À.Ä. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. � Ì.: Íàóêà,
1972.

12Áåëëìàí Ð., Êóê Ê. Äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ. � Ì.: Ìèð, 1967.
13Õåéë Äæ. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. � Ì.: Ìèð, 1984.
14Kolmanovskii V., Nosov V. Stability of Functional Di�erential Equations. � Academic Press, San Diego,

1986.
15Henry D. // J. Di�. Equat., 1974, V. 15, P. 106-128.
16Verduyn Lunel S. 
M. // J. Di�erent. Equat., 1990, V. 85, � 1, P. 17-53.
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à òàêæå ñîõðàíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ det L(λ), íóëåé ôóíê-
öèè l(λ) è èõ êðàòíîñòåé, ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû-
ôóíêöèè L(λ) è ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ u, ïðèíàäëåæàùóþ ïðîñòðàíñòâó Wm
2 ((−h, T ), Cr)

ïðè ëþáîì T > 0, íàçîâåì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (6), (7), åñëè u óäîâëå-
òâîðÿåò ïî÷òè âñþäó íà ïîëóîñè R+ óðàâíåíèþ (6) è óñëîâèþ (7).

Ââåäåì ïîëóãðóïïó Vt, t ≥ 0, îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â
ïðîñòðàíñòâå Wm

2 ((−h, 0), Cr), ñîãëàñíî ïðàâèëó (Vtg)(s) = u(t+s), t ≥ 0, s ∈
[−h, 0], ãäå u � ñèëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (7), (6), îòâå÷àþùåå íà-
÷àëüíîé ôóíêöèè g.

Ëåììà 4. Ïóñòü det A0m 6= 0. Òîãäà ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Vt îáðàçóåò C0-
ïîëóãðóïïó â ïðîñòðàíñòâå Wm

2 ((−h, 0), Cr) ñ ãåíåðàòîðîì D, èìåþùèì îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Dom(D) = {ϕ ∈ Wm+1
2 ((−h, 0), Cr),

n∑
k=0

m∑
j=0

Akjϕ
(j)(−hk) +

m∑
j=0

∫ h

0
Bj(s)ϕ

(j)(−s)ds = 0},

è äåéñòâóþùèì ïî ïðàâèëó Dϕ = ϕ′.

Èçó÷åíèå îïåðàòîðà D è åãî ðåçîëüâåíòû òåñíî ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèåì
çàäà÷è (6), (7). Òàê ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ det A0m 6= 0 ñïåêòð îïåðàòîðà D

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Λ íóëåé ôóíêöèè l(λ), à ýêñïîíåíöèàëüíûå ðåøåíèÿ
yq,j,k(t) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6) ïðè t ∈ [−h, 0] ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíåâûìè
ôóíêöèÿìè.

Ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïåðâîãî ïàðàãðàôà èç óñëîâèÿ det A0m 6= 0,
det Anm 6= 0 âûòåêàåò, ÷òî êîíå÷íû âåëè÷èíû κ+ = supλq∈Λ Reλq, κ− =
infλq∈Λ Reλq, ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé yq,j,k(t) ïîëíà è ìèíèìàëüíà
â ïðîñòðàíñòâå Wm

2 ((−h, 0), Cr), à ìíîæåñòâî Λ ìîæíî çàêëþ÷èòü âíóòðè ñè-
ñòåìû êîíòóðîâ Γn, îïèñàííîé â ëåììå 3, ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ óñëîâèé ëåììû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wn ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà Wm
2 ((−h, 0), Cr), ÿâëÿ-

þùèåñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âñåõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé yq,j,k(t) îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (6), îòâå÷àþùèõ ÷èñëàì λq, ëåæàùèì â îáëàñòÿõ, ãðàíèöàìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîíòóðû Γn.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü det A0m 6= 0 è det Anm 6= 0. Òîãäà ñåìåéñòâî ïîäïðî-
ñòðàíñòâ {Wn}n∈Z îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà
Wm

2 ((−h, 0), Cr).
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Òåîðåìà 6 îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû Ñ. Â. Ëóíåëà è
Ä. Â. ßêóáîâè÷à3 è ðàáîòû Ð. Ðàáàõà, Ã. Ñêëÿðà, À. Ðåçóíåíêî4, ïîñêîëüêó
ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì m-ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîðÿäêà, â òî âðåìÿ êàê â óïîìÿíóòûõ
ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé m = 1.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü det A0m 6= 0, det Anm 6= 0, g ∈ Wm
2 ((−h, 0), Cr) è f ∈

L2((0, T ), Cr) äëÿ ëþáîãî T > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñèëüíîå
ðåøåíèå u çàäà÷è (6), (7), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖u‖Wm
2 ((t−h,t),Cr) ≤ d1(t + 1)N−1eκ+t‖g‖Wm

2 ((−h,0),Cr)+

+d2
√

t(

∫ t

0
(t− s + 1)2(N−1)e2κ+(t−s)‖f(s)‖2

Crds)1/2, t ≥ 0, (8)

ãäå ïîñòîÿííûå d1 è d2 íå çàâèñÿò îò ôóíêöèè g è f .

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà (8) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî âåëè÷èíû N è κ+ íåëüçÿ âçÿòü ìåíüøèìè âî âñåì êëàññå íà÷àëüíûõ
ôóíêöèé g è ïðàâûõ ÷àñòåé f . Áîëåå òîãî, âåëè÷èíó

√
t, ôèãóðèðóþùóþ â

îöåíêå (8), íåëüçÿ îïóñòèòü.

Äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è (6), (7) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 7 òàêæå
ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà (àíàëîã òåîðåìû 5).

Îòìåòèì, ÷òî â íåäàâíåé ðàáîòå Â. Â. Âëàñîâà è Ñ. À. Èâàíîâà17 ïîëó÷åíà
îöåíêà âèäà (8) áåç ïðåäïîëîæåíèÿ det Anm 6= 0.

Äîáàâèì, ÷òî â äèññåðòàöèè òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè, ñõîæèå ñ îöåíêà-
ìè (4), (5), (8), â êîòîðûõ âåëè÷èíà κ+ çàìåíÿåòñÿ íà κ−, äëÿ ðåøåíèé ñî-
îòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè îòðèöàòåëüíûõ t. Ïðè ýòîì
ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå det Anm 6= 0. Ïîìèìî îöåíîê ñâåðõó äëÿ
ðåøåíèé íåéòðàëüíûõ óðàâíåíèé òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè ñíèçó. Íàëè÷èå òà-
êèõ îöåíîê äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî
òèïà âíîñèò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå èõ îò çàïàçäûâàþùèõ óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèÿ âèäà (1) ñ óñëîâèåì àòîìàðíîñòè µM â òî÷êàõ 0 è −h è óðàâ-
íåíèÿ âèäà (6) ñ óñëîâèåì íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèö A0m è Anm íåðåäêî íà-
çûâàþò íåéòðàëüíî-íåéòðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Âïåðâûå ýòîò òåðìèí ââåë
Ã. À. Êàìåíñêèé.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî òèïà. Äëÿ òàêèõ
óðàâíåíèé óñòàíîâëåíû îöåíêè ðåøåíèé, ñõîäíûå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêà-
ìè ðåøåíèé íåéòðàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî èõ ïîëó÷åíèå îñíîâàíî íà ïðèí-
öèïèàëüíî èíûõ ðàññóæäåíèÿõ. Äëÿ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà îöåíêè ïî-
ëó÷åíû íà îñíîâàíèè áàçèñíîñòè Ðèññà ñèñòåìû ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé;

17Âëàñîâ Â.Â., Èâàíîâ Ñ.À. // ÄÀÍ, 2006, Ò. 406, � 5, Ñ. 1-3.
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â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñèñòåìà ýêñïîíåíöè-
àëüíûõ ðåøåíèé íå îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà è ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ðåøåíèé
óñòàíàâëèâàþòñÿ íà îñíîâàíèè ðàçëîæåíèÿ (äèõîòîìèè) ðåøåíèÿ íà êîíå÷-
íóþ ñóììó ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé è ôóíêöèþ ñ ìåíüøèì ïîêàçàòåëåì
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ òðàäèöèîííàÿ íà÷àëü-
íàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

u′(t) = Mut + f(t), t > 0, (9)

u(s) = g(s), s ∈ [−h, 0]. (10)

Çäåñü M : C([−h, 0], Cr) → Cr - îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, èìåþùèé
âèä

Mϕ =

∫ 0

−h

dµM(s)ϕ(s),

ãäå µM - ìàòðèöà-ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, çàäàííàÿ íà îòðåçêå [−h, 0].
×åðåç ut îáîçíà÷åíà âåêòîð-ôóíêöèÿ ut(s) = u(t + s), t > 0, çàäàííàÿ íà îò-
ðåçêå s ∈ [−h, 0]; ïîñòîÿííàÿ h > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(λ) ìàòðèöó-ôóíêöèþ âèäà

L(λ) = λI −Meλs = λI −
∫ 0

−h

eλsdµM(s),

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â Cr, è ñîõðàíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
det L(λ), íóëåé ôóíêöèè l(λ) è èõ êðàòíîñòåé, ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû-ôóíêöèè L(λ) è ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (9).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé l(λ) íå ëåæèò â ïîëîñå, ïàðàëëåëüíîé ìíè-
ìîé îñè, êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íåéòðàëü-
íûõ óðàâíåíèé, è åãî ëîêàëèçàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:
îáëàñòü {λ : Reλ ≥ 0, |λ| > R} ∪ {λ : Reλ < 0, |Imλ| > ce−bReλ}, ãäå b,
c è R � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ñâîáîäíà îò ñïåêòðà L(λ).
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî êîíå÷íû âåëè÷èíû κ+ = supλq∈Λ Reλq,
ν+ = maxλq∈Λ, Reλq=κ+

νq.
Ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (9), (10) îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è ñèëüíîå ðå-

øåíèå çàäà÷è (1), (2). Òîãäà, åñëè g ∈ W 1
2 ((−h, 0), Cr) è f ∈ L2((0, T ), Cr) äëÿ

ëþáûõ T > 0, òî ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (9), (10) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
(ëåììû 2.1.3 è 2.1.4). Ïðè ýòîì åãî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèìè óòâåðæäåíèÿìè.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü g ∈ W 1
2 ((−h, 0), Cr), f ∈ L2,γ0

((0, +∞), Cr) ïðè íåêîòîðîì
γ0 < κ+. Òîãäà ïðè ëþáîì β òàêîì, ÷òî γ0 < β < κ+ è ïðÿìàÿ {λ : Reλ = β}
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íå ñîäåðæèò íóëåé ôóíêöèè l(λ), äëÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ u çàäà÷è (9), (10)
ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

u(t) =
∑

λq∈Λ,Reλq>β

cq,j,kyq,j,k(t) + uβ(t), t ≥ 0, uβ ∈ W 1
2,β((0, +∞), Cr). (11)

Òåîðåìà 9. Ïóñòü g ∈ W 1
2 ((−h, 0), Cr) è f ∈ L2((0, T ), Cr) äëÿ ëþáûõ T >

0. Òîãäà ñèëüíîå ðåøåíèå u çàäà÷è (9), (10) óäîâëåòâîðÿåò 1) îöåíêå (4) ñ
ïîñòîÿííîé N = ν+, 2) îöåíêå

‖(u(t), ut)‖Cr⊗L2((−h,0),Cr) ≤ d3(t + 1)ν+−1eκ+t‖(g(0), g)‖Cr⊗L2((−h,0),Cr)+

+d4

∫ t

0
(t− s + 1)ν+−1eκ+(t−s)‖f(s)‖Crds, t ≥ 0, (12)

ãäå êîíñòàíòû d3 è d4 íå çàâèñÿò îò ôóíêöèé g è f .

Îòìåòèì, ÷òî îáå îöåíêè ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî âåëè-
÷èíû N = ν+ è κ+ íåëüçÿ âçÿòü ìåíüøèìè âî âñåì êëàññå íà÷àëüíûõ ôóíêöèé
g è ïðàâûõ ÷àñòåé f .

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ òðàäèöèîííàÿ íà÷àëü-
íàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ m-ãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî ïîðÿäêà

u(m)(t)+
n∑

k=0

m−1∑
j=0

Akju
(j)(t−hk)+

m−1∑
j=0

∫ h

0
Bj(s)u

(j)(t− s)ds = f(t), t > 0, (13)

u(t) = g(t), t ∈ [−h, 0]. (14)

Çäåñü Akj � ìàòðèöû ðàçìåðà r× r ñ ïîñòîÿííûì êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè,
ýëåìåíòû ìàòðèö-ôóíêöèé Bj(s) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L2(0, h), ÷èñëà
hk òàêîâû, ÷òî 0 = h0 < h1 < · · · < hn = h.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(λ) ìàòðèöó-ôóíêöèþ âèäà

L(λ) = λmI +
n∑

k=0

m−1∑
j=0

Akjλ
je−λhk +

m−1∑
j=0

λj

∫ h

0
e−λsBj(s)ds,

è ñîõðàíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ det L(λ), íóëåé ôóíêöèè l(λ)
è èõ êðàòíîñòåé, ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû-ôóíêöèè
L(λ) è ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (13). Òîãäà ìíîæå-
ñòâî íóëåé l(λ) òàêæå ëåæèò âíå îáëàñòè {λ : Reλ ≥ 0, |λ| > R} ∪ {λ : Reλ <

0, |Imλ| > ce−bReλ} ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè b, c è R, à
âåëè÷èíû κ+ = supλq∈Λ Reλq, ν+ = maxλq∈Λ, Reλq=κ+

νq êîíå÷íû.
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Ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14) îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è ñèëüíîå ðå-
øåíèå çàäà÷è (6), (7). Òîãäà, åñëè g ∈ Wm

2 ((−h, 0), Cr) è f ∈ L2((0, T ), Cr) äëÿ
ëþáûõ T > 0, òî ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
(ëåììû 2.2.3 è 2.2.4). Ïðè ýòîì îíî óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (8) ñ N = ν+ (òåî-
ðåìà 2.2.1), à â ñëó÷àå, êîãäà f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2,γ0

((0, +∞), Cr)
ïðè íåêîòîðîì γ0 < κ+, äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (11) ñ ôóíêöèåé
uβ, ïðèíàäëåæàùåé ïðîñòðàíñòâó Wm

2,β((0, +∞), Cr) (òåîðåìà 2.2.2).
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ çàïàçäûâàþùåãî òèïà ÿâèëèñü ïðåäìåòîì èçó÷å-

íèÿ ìíîãèõ àâòîðîâ. Óêàæåì çäåñü ìîíîãðàôèè Ð. Áåëëìàíà è Ê. Êóêà12,
À. Ä. Ìûøêèñà11, Â. Á. Êîëìàíîâñêîãî è Â. Ð. Íîñîâà14, Ý. Ïèííè, Äæ. Õåéëà13,
Ë. Ý. Ýëüñãîëüöà, à òàêæå ðàáîòû À. Ì. Çâåðêèíà18 è ðÿäà äðóãèõ àâòîðîâ.
Îäíàêî ïðè ýòîì îöåíêà (12) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé è íîâîé.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû è îïå-
ðàòîð-ôóíêöèè, äåéñòâóþùèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Àêòóàëüíîñòü èõ
èññëåäîâàíèÿ âûçâàíà òåì, ÷òî ê òàêèì óðàâíåíèÿì ìîãóò áûòü ñâåäåíû íåêî-
òîðûå êëàññû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè.

Èçó÷åíèå îïåðàòîð-ôóíêöèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âõîæäåíèåì ñïåêòðàëü-
íîãî ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì òåîðèè îïåðàòîðíûõ ïó÷-
êîâ, áåðóùèõ ñâîå íà÷àëî ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòû Ì. Â. Êåëäûøà è ðàçâè-
âàâøåéñÿ âïîñëåäñòâèè â ðàáîòàõ Â. Â. Âëàñîâà, Ì. Ã. Ãàñûìîâà, È. Ö. Ãîõáåð-
ãà, À. Ã. Êîñòþ÷åíêî, Ì. Ã. Êðåéíà, Ã. Ê. Ëàíãåðà, Â. Á. Ëèäñêîãî, Â. È. Ìà-
öàåâà, À. Ñ. Ìàðêóñà, Ì. Á. Îðàçîâà, Ã. Â. Ðàäçèåâñêîãî À. À. Øêàëèêîâà
è ðÿäà äðóãèõ. Ê àíàëèçó îïåðàòîð-ôóíêöèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âõîæäåíè-
åì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ïðèâîäÿò òàêæå íåëîêàëüíûå, â ÷àñòíîñòè, ìíî-
ãîòî÷å÷íûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è. Íåëîêàëüíûì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì äëÿ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîñâÿùåíà çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìîíîãðà-
ôèè À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî19 (ñì. òàêæå óêàçàííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ).

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðàäèöèîííàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíê-
öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

u′(t) + Au(t) +
n∑

k=1

BkAu(t− hk) +

∫ h

0
B(s)Au(t− s)ds = f(t), t > 0, (15)

u(t) = g(t), t ∈ [−h, 0]. (16)

Çäåñü A � ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H è èìåþùèé êîìïàêòíûé îáðàòíûé. Îïåðàòîðû Bk

18Çâåðêèí À.Ì. // Òð. ñåìèí. ïî òåîð. äèôô. óð. ñ îòêë. àðã., 1965, Ò. 5, Ñ. 3-37.
19Skubachevskii A. L. Elliptic functional di�erential equations and applications. � Birkh�auser: Birkh�auser

Verlag, 1997.
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èìåþò âèä Bk = TkA
−θk , ãäå Tk - îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû. Îïåðàòîð-ôóíêöèÿ

B(s) èìååò âèä B(s) = T (s)A−θ0, ãäå T (s) � îãðàíè÷åííàÿ ñèëüíî íåïðå-
ðûâíàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ. Ïîñòîÿííûå θk è hk òàêîâû, ÷òî 0 < θk ≤ 1,
0 < h1 < h2 < · · · < hn = h.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W 1
2,γ(a, b; A), −∞ < a < b ≤ +∞, âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî

Ñîáîëåâà âåêòîð-ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H (ïî-
äðîáíåå ñì. Æ. Ë. Ëèîíñà, Ý. Ìàäæåíåñà20, ãë. 1.) ñ íîðìîé

‖ϕ‖W 1
2,γ(a,b;A) = (

∫ b

a

e−2γt(‖Aϕ(t)‖2
H + ‖ϕ′(t)‖2

H)dt)1/2,

÷åðåç L2,γ(a, b) � âåñîâîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé ñî çíà÷å-
íèÿìè â H ñ íîðìîé

‖ϕ‖L2,γ(a,b) = (

∫ b

a

e−2γt‖ϕ(t)‖2
Hdt)1/2.

Â ñëó÷àå γ = 0 áóäåì ïèñàòü W 1
2 (a, b; A) è L2(a, b) ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ u, ïðèíàäëåæàùóþ äëÿ ëþáîãî T > 0 ïðîñòðàí-
ñòâó W 1

2 (−h, T ; A), íàçîâåì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (15), (16), åñëè u óäî-
âëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó íà ïîëóîñè R+ óðàâíåíèþ (15) è óñëîâèþ (16).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(λ) îïåðàòîð-ôóíêöèþ âèäà

L(λ) = λI + A +
n∑

k=1

e−λhkBkA +

∫ h

0
e−λsB(s)Ads,

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â H. Íà îñíîâàíèè ëåììû Ì. Â. Êåëäûøà1

óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî L−1(λ) � êîíå÷íîìåðîìîðôíàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ ñ äèñ-
êðåòíûì ñïåêòðîì. Ïîýòîìó ìû ñîõðàíèì ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ) è èõ êðàòíîñòåé, ñîáñòâåííûõ
è ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ, âõîäÿùèõ â êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó1 ñîáñòâåííûõ
è ïðèñîåäèíåííûõ (êîðíåâûõ) âåêòîðîâ îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ), è ýêñïîíåí-
öèàëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (15).

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà H = Cr (Rr) èìå-
åòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ l(λ) = det L(λ), ðàñïðåäåëåíèþ èõ íóëåé è èõ îöåí-
êàì. Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü óïîìèíàíèåì ìîíîãðàôèé Ð. Áåëìàíà è Ê. Êóêà,
Á. ß. Ëåâèíà, Ý. Ïèííè, Í. Ëåâèíñîíà, À. Ô. Ëåîíòüåâà, à òàêæå ðåçóëüòà-
òîâ À. Ì. Çâåðêèíà, Â. Á. Ëèäñêîãî, Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Â. À. Ñàäîâíè÷åãî,
À. Ì. Ñåäëåöêîãî, ß. Ä. Òàìàðêèíà, Ë. Ý. Ýëüñãîëüöà.

20Ëèîíñ Æ.Ë., Ìàäæåíåñ Ý. Íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è è èõ ïðèëîæåíèÿ. � Ì.: Ìèð, 1971.
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Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è, â ÷àñòíîñòè, ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà H, îïåðàòîð-ôóíêöèè àíàëîãè÷íûå L(λ) èçó÷àëèñü ñóùåñòâåííî â
ìåíüøåé ñòåïåíè. Íàèáîëåå áëèçêèìè ðàáîòàìè, ïîñâÿùåííûìè ñîáñòâåííî
èçó÷åíèþ òàêèõ îïåðàòîð-ôóíêöèé, îïèñàíèþ èõ ðåçîëüâåíòíûõ ìíîæåñòâ è
èõ îöåíêàì, ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû Â. Â. Âëàñîâà21. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ àâòîð
óñòàíîâèë, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ) òàê æå, êàê è â ñëó÷àå çà-
ïàçäûâàþùèõ óðàâíåíèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ëåæèò âíå îáëàñòè
{λ : Reλ ≥ 0, |λ| > R} ∪ {λ : Reλ < 0, |Imλ| > ce−bReλ} ñ íåêîòîðûìè ïî-
ëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè b, c è R, à âåëè÷èíû κ+ = supλq∈Λ Reλq, ν+ =
maxλq∈Λ, Reλq=κ+

νq êîíå÷íû. Â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ òàêæå óñòàíîâëåíû ñóùå-
ñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ, ïîíèìàåìîãî â ñìûñëå äàííîãî
âûøå îïðåäåëåíèÿ, çàäà÷è (15), (16) ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé g ∈ W 1

2 (−h, 0; A),
è ïðàâîé ÷àñòüþ f ∈ L2(0, T ) äëÿ ëþáûõ T > 0.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü g ∈ W 1
2 (−h, 0; A), f ∈ L2,γ0

(0, +∞) ïðè íåêîòîðîì
γ0 < κ+. Òîãäà ïðè ëþáîì β òàêîì, ÷òî γ0 < β < κ+ è ïðÿìàÿ Reλ = β

íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè L(λ), äëÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ u

çàäà÷è (15), (16) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

u(t) =
∑

λq∈Λ,Reλq>β

cq,j,kyq,j,k(t) + uβ(t), t ≥ 0, uβ ∈ W 1
2,β(0, +∞; A). (17)

Òåîðåìà 11. Ïóñòü g ∈ W 1
2 (−h, 0; A) è f ∈ L2(0, T ) äëÿ ëþáûõ T > 0. Òîãäà

ñèëüíîå ðåøåíèå u çàäà÷è (15), (16) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖u‖W 1
2 (t−h,t;A) ≤ d1(t + 1)ν+−1eκ+t‖g‖W 1

2 (−h,0;A)+

+d2
√

t(

∫ t

0
(t− s + 1)2(ν+−1)e2κ+(t−s)‖f(s)‖2

Hds)1/2, t ≥ 0,

ãäå êîíñòàíòû d1 è d2 íå çàâèñÿò îò ôóíêöèé g è f .

Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå áëèçêèìè ê ïðåäìåòó èçó÷åíèÿ òðåòüåé ãëàâû ÿâëÿ-
þòñÿ ðàáîòû Ã. Äè Áëàçèî, Ê. Êóíèøà, Å. Ñèíåñòðàðè22, Ê. Êóíèøà, Ì. Ìà-
ñòèíñåêà23 è Ê. Êóíèøà, Â. Øàïïàõåðà24. Îäíàêî àâòîðàìè íå èçó÷àëîñü ïî-
âåäåíèå ôóíêöèè L−1(λ) è íå áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû òåîðåìû 10. Â óêà-
çàííûõ ðàáîòàõ îòñóòñòâóþò òàêæå àíàëîãè òåîðåìû 11, äëÿ ðåøåíèé ïîêàçàí
ëèøü ïîäýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò (áåç óêàçàíèÿ îöåíêè ðîñòà). Áîëåå òîãî, â

21Âëàñîâ Â.Â. // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà, 1992, âûï. 8 (363), Ñ. 80-83., Âëàñîâ Â.Â. // Èçâ. âóçîâ.
Ìàòåìàòèêà, 1993, � 5, Ñ. 24-35., Âëàñîâ Â.Â. // Ìàò. ñá., 1995, Ò. 186, � 8, Ñ. 67-92.

22Di Blasio G., Kunisch K., Sinestrari E. // J. Math. Anal. and Appl., 1984, V. 102, P. 38-57., Di Blasio G.,
Kunisch K., Sinestrari E. // Izrael Journal of Mathematics, 1985, V. 50, � 3, P. 231-263.

23Kunish K., Mastin�sek M. // Di�. and Integral Equations, 1990, V. 3, � 4, P. 733-756.
24Kunish K., Shappacher W. // J. Di�. Equations, 1983, V. 50, P. 49-79.
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óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îäíîãî ñîñðåäîòî÷åííîãî çàïàç-
äûâàíèÿ (ýòî ñîîòâåòñòâóåò n = 1) è ñêàëÿðíîé ôóíêöèè B(s).

Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (15), (16) ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå H = Cr. Îäíàêî èç ðå-
çóëüòàòîâ òðåòüåé ãëàâû íå âûòåêàþò ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû. Òàê â ïåðâîì
ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì
óðàâíåíèÿ âèäà (15) â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà H, ïîñêîëüêó ñî-
äåðæàò ¾ðàçìàçàííûå¿ çàïàçäûâàíèÿ â âèäå èíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòèëüòüåñà, à
âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàç-
íîñòíûå óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîðÿäêà.

Àâòîð ãëóáîêî è èñêðåííå áëàãîäàðåí ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì ä.ô.-
ì.í., ïðîôåññîðó Â. Â. Âëàñîâó è ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó À. Ã. Êîñòþ÷åíêî çà
ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ, çà öåííûå
ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ.
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