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1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Âðåìåííûå ðÿäû, îïðåäåëÿåìûå ñòîõàñòè÷åñêèìè ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè,
äàâíî ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ñòàòèñòèêîâ. Äîëãîå âðåìÿ èññëåäîâàòåëè îãðàíè-
÷èâàëèñü ïðîöåññàìè, ïîðîæäåííûìè ëèíåéíûìè ìîäåëÿìè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
ïàðàìåòðîâ òèïà àâòîðåãðåññèè (AR), àâòîðåãðåññèè - ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî
(ARMA) è ðîäñòâåííûìè èì. Îñíîâíûìè çàäà÷àìè ÿâëÿëèñü îöåíêà ïàðàìåò-
ðîâ, ïîñòðîåíèå ïðîãíîçîâ è ïðîâåðêà ãèïîòåç î ñòðóêòóðå ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè,
ãèïîòåç î ïîðÿäêå ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Îíè ðåøàëèñü, êàê ïðàâèëî, ëè-
áî â ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîñòàíîâêå â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè èííîâàöèé,
ëèáî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïðîöåäóðû íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ. Èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì ýòà òåìàòèêà ïðåäñòàâëåíà, íàïðèìåð, â èçâåñò-
íîé ìîíîãðàôèè Brockwell, Davis1.
Æåëàíèå ñòðîèòü ïðîöåäóðû ñ ëó÷øåé àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòüþ,

óñòîé÷èâûå ê âûáðîñàì ðàçëè÷íîãî ðîäà ("ðîáàñòíûå") ïðîöåäóðû, à òàêæå
ïîÿâèâøèåñÿ íîâûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ çàñòàâèëè îáðàòèòüñÿ ê èíûì, íåïàðà-
ìåòðè÷åñêèì ìåòîäàì.
Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ìíîãèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè, èñ-

ïîëüçóþò åäèíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îñòàòî÷íîì ýìïèðè÷åñêîì ïðîöåñ-
ñå (î.ý.ï.). Òàêèå ïðîöåññû îïðåäåëÿþòñÿ êàê àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ ýìïèðè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ äëÿ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äàííûõ, â êî-
òîðûõ íåíàáëþäàåìûå èííîâàöèè çàìåíÿþòñÿ íà îñòàòêè. Èíòåðåñóþùèå íàñ
ñòàòèñòèêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè îò î.ý.ï., ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåíå-
ñòè àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîöåññîâ (ëèíåéíûå ðàçëîæåíèÿ, ñëàáóþ ñõî-
äèìîñòü â ïîäõîäÿùèõ ïðîñòðàíñòâàõ è ò.ï.) íà èññëåäóåìûå ñòàòèñòèêè. Òà-
êèì ñïîñîáîì áûë ïîëó÷åí öåëûé ðÿä ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Âûäåëèì
ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ. Â AR ìîäåëè Koul2 èçó÷àë îáîáùåííûå M, ðàíãîâûå
è îöåíêè ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ, Kreiss3 ñòðîèë òåñòû äëÿ ïðîâåðêè ëèíåé-
íûõ ãèïîòåç, à Áîëäèí4,5 - òåñòû òèïà Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà è îìåãà-êâàäðàò.
Çàäà÷è ïðîâåðêè ëèíåéíûõ ãèïîòåç ïðè ïîìîùè îïòèìàëüíûõ ðàíãîâûõ òåñòîâ
â ARMA ìîäåëè ðåøàëè Hallin è Puri6, çíàêîâûõ - Áîëäèí è Øòóòå7. Ðàçëè÷-

1 P. Brockwell, R.A. Davis, Time Series: Theory and Methods, Springer, New York, 1987.
2 H.L. Koul, Weighted Empiricals and Linear Models, IMS, Hayward, CA, 1992.
3 J.P. Kreiss, Testing linear hypotheses in autoregression, Ann. Statist., Vol. 18, pp. 1470 - 1482, 1990.
4 Ì.Â. Áîëäèí, Îöåíêà ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé â ñõåìå àâòîðåãðåññèè, Òåîðèÿ Âåðîÿòí. è åå ïðèìåíåíèÿ, Òîì

27, í. 4, ññ. 886-871, 1982.
5 Ì.Â. Áîëäèí, Ïðîâåðêà ãèïîòåç â ñõåìàõ àâòîðåãðåññèè êðèòåðèÿìè Êîëìîãîðîâà è îìåãà-êâàäðàò, ÄÀÍ ÑÑÑÐ,

Òîì 273, Í. 1, ñòð. 19-22, 1983.
6M. Hallin, M.L. Puri, Optimal rank-based procedure for time series analysis: testing an ARMA model against other

ARMA models, Ann. Statist., Vol. 16, pp. 402-432, 1988.
7 Ì.Â. Áîëäèí, Â. Øòóòå, Î çíàêîâûõ òåñòàõ â ARMA ìîäåëè ñ âîçìîæíî áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèåé îøèáîê, Òåîð.
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íûå çàäà÷è ðàçëàäêè è ïîñëåäîâàòåëüíûå î.ý.ï. â AR è ARMA ìîäåëÿõ èçó÷àëè
Bai8, Ling9, Koul10. Êðîìå òîãî, Koul10 ðàñïðîñòðàíèë íåêîòîðûå èç óïîìÿíóòûõ
ïðîöåäóð íà íåëèíåéíûå ìîäåëè ñ àääèòèâíûìè "øóìàìè".
Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ áîëüøîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé ïðèâëåêàåò

ê ñåáå ñïåöèàëüíûé êëàññ ìîäåëåé, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ïðè-
ëîæåíèé. Îí îáðàçîâàí íåëèíåéíûìè ãåòåðîñêåäàñòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ñ ìóëü-
òèïëèêàòèâíûìè "øóìàìè". Áàçîâîé äëÿ ýòîãî îáøèðíîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ
ARCH(p) (àááðåâèàòóðà îò Auto Regression Conditional Heteroscedastic) ìîäåëü,
ïðåäëîæåííàÿ â 1982 ãîäó â ðàáîòå Engle11. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ARCH(p) ìîäåëü
è åå ïðîèçâîäíûå (íàïðèìåð, âåñüìà ïîïóëÿðíàÿ GARCH(p, q) ìîäåëü, ïðåäëî-
æåííàÿ Bollerslev12) øèðîêî îñâåùàþòñÿ â òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå è èñïîëü-
çóþòñÿ â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå è ýêîíîìåòðèêå. Îïèñàíèå ìíîãî÷èñëåííûõ
îáîáùåíèé ARCH è GARCH ìîäåëåé âìåñòå ñ îáøèðíîé áèáëèîãðàôèåé ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè Øèðÿåâà13.
Íàèáîëåå èññëåäîâàííûé êëàññ îöåíîê äëÿ ARCH ìîäåëè îáðàçóþò îöåíêè

êâàçè-ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (Weiss14, Lee, Hansen15). Ýòî àíàëîã îöå-
íîê íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ. Êàê è ïîñëåäíèå, òàêèå îöåí-
êè íå ÿâëÿþòñÿ ðîáàñòíûìè, à òàêæå ìîãóò îáëàäàòü íèçêîé àñèìïòîòè÷åñêîé
ýôôåêòèâíîñòüþ. Ïîýòîìó äëÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé àêòóàëüíà ïðî-
áëåìà ïîñòðîåíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ðîáàñòíûõ ïðîöåäóð ñ áîëüøåé, ÷åì ó
îöåíîê êâàçè-ïðàâäîïîäîáèÿ, àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòüþ.
Åñòåñòâåííûå êàíäèäàòû íà ðîëü òàêèõ îöåíîê - ïðîöåäóðû îáîáùåííîãî M

îöåíèâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå èì òåñòû, à òàêæå îöåíêè è òåñòû ìèíèìàëüíî-
ãî ðàññòîÿíèÿ (MD ïðîöåäóðû). Êàê è â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ, óäîáíûé àïïàðàò
äëÿ ïîñòðîåíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ïðîöåäóð - îñòàòî÷íûé
ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ. Ê ñîæàëåíèþ, ïðÿìîé ïåðåíîñ ðåçóëüòàòîâ íà ìîäåëè ñ
ìóëüòèïëèêàòèâíûìè "øóìàìè" íåâîçìîæåí. Â ÷àñòíîñòè, äàæå ïîñòðîåíèå
MD è GM îöåíîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîäåðæàòåëüíóþ çàäà÷ó. Êðîìå òîãî, ãå-
òåðîñêåäàñòè÷åñêèå ìîäåëè òåõíè÷åñêè çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå äëÿ èññëåäîâàíèÿ,
÷åì ëèíåéíûå. Ïîýòîìó è ñïåêòð ðåçóëüòàòîâ äëÿ íèõ çíà÷èòåëüíî áåäíåå. Îò-
âåðîÿòí. è åå ïðèì., ò. 49, âûï. 3, ññ. 436-460, 2004.

8 J. Bai, Weak convergence of the sequential empirical processes of residuals in ARMA models, Ann. Statist., Vol. 22, pp.
2051-2061, 1994.

9S. Ling, Weak convergence of the sequential empirical processes of residuals in nonstationary autoregressive models,
Ann. Statist., Vol. 26, pp. 741-754, 1998.

10 H.L. Koul, Asymptotics of some estimators and sequential residual empiricals in nonlinear time series, Ann. Statist.,
Vol. 24, No. 1, pp. 380�404, 1996.

11 R.F. Engle, Autoregressive Conditional Heteroskedasticity With Estimates of the Variance of U.K. In�ation,
Econometrica, Vol. 50, pp. 987-1008, 1982.

12 T. Bollerslev, Generalized autoregressive conditional heteroskedasticity, J. Econometrics, Vol. 31, 307-327, 1986.
13 À.Í. Øèðÿåâ, Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè, Ìîñêâà, Íàóêà, 1998.
14 A.A. Weiss, Asymptotic Theory for ARCH Models: Estimation and Testing, Econometric Theory 2, 107-131, 1986.
15 S.W. Lee, B. Hansen, Asymptotic Theory for the GARCH(1, 1) quasi-maximum likelihood estimator, Econometric

Theory, Vol. 10, pp. 29-53, 1994.
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ìåòèì ñðåäè íèõ ìîíîãðàôèþ Koul16 è ðàáîòû Áîëäèíà17, 18, Horvath è äð.19,
Lee, Taniguchi20, Koul, Ling21.
Â äèññåðòàöèè ìû ïðîäîëæàåì ïîñòðîåíèå íîâûõ îöåíîê è òåñòîâ â ARCH

ìîäåëè, îñíîâàííûõ íà î.ý.ï. Ìû ñòðîèì òåñòû äëÿ ïðîâåðêè ëèíåéíûõ ãèïîòåç
î ïîðÿäêå ìîäåëè è îïðåäåëÿåì èõ ìîùíîñòü ïðè ëîêàëüíûõ àëüòåðíàòèâàõ. Íà-
øè ðåçóëüòàòû äëÿ "áàçîâîé" ARCH ìîäåëè îòêðûâàþò ïóòü ê èññëåäîâàíèþ
âñåãî îáøèðíîãî ñåìåéñòâà ðîäñòâåííûõ ãåòåðîñêåäàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Òàêèì îáðàçîì, òåìà äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé êàê ñ òåîðåòè-

÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê è äëÿ ïðèëîæåíèé.

Öåëü ðàáîòû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ñ ïîìîùüþ îñòàòî÷íûõ
ýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ äâóõ íîâûõ ïðîöåäóð îöåíèâàíèÿ è ïðîâåðêè ãèïîòåç
â ARCH ìîäåëè - MD è GM ïðîöåäóð.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Óñòàíîâëåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü îáîáùåííûõ M îöåíîê è îöå-
íîê ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ â ARCH(p) ìîäåëè â ñõåìå íàáëþäåíèé ñ âåêòî-
ðîì ïàðàìåòðîâ, çàâèñÿùèì îò ÷èñëà íàáëþäåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå îöåíêè
ìîãóò îáëàäàòü áîëüøåé àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòüþ, ÷åì êëàññè÷åñêèå
îöåíêè êâàçè-ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

2. Ïîñòðîåíî äâà òèïà òåñòîâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàçìåðíîñòè ARCH(p)
ìîäåëè. Äëÿ íèõ íàéäåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìîùíîñòü ïðè ëîêàëüíûõ àëüòåð-
íàòèâàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî íàøè òåñòû ìîãóò îáëàäàòü áîëüøåé àñèìïòîòè÷å-
ñêîé ìîùíîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñ îñíîâàííûìè íà îöåíêàõ êâàçè-ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

3. Äëÿ îöåíêè ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ â ARCH ìîäåëè óñòàíîâëåíî äâà
òèïà óñòîé÷èâîñòè îöåíîê ïðîòèâ çàñîðåíèé - êà÷åñòâåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ

16 H. L. Koul, Weighted Empirical Processes in Dynamic Nonlinear Models, 2nd ed., Lecture Notes in Statistics, Vol 166,
Springer, New York, 2002.

17 M.V. Boldin, On empirical processes in heteroscedastic time series and their use for hypothesis testing and estimation,
Math. Methods of Stat. Vol. 9, No. 1, pp.65-89, 2000.

18 M.V. Boldin, On sequential empirical processes in heteroscedastic time series, Math. Methods of Stat., Vol. 4, No. 4, pp.
453-464, 2002.
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ðîáàñòíîñòü.

4. Óñòàíîâëåíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà êîýôôèöèåíòà ñèëüíîãî ïåðåìåøè-
âàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé àâòîðåãðåññèè. Êàê ñëåä-
ñòâèå, ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ ARCH(p) ìîäåëè, ðàâíîìåðíàÿ ïî åå ïàðàìåòðàì.

5. Äëÿ îñòàòî÷íîãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà â íåëèíåéíîé àâòîðåãðåññèè îá-
ùåãî âèäà óñòàíîâëåíî ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî, ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóå-
ìîå ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè è ðîáàñòíîñòè ïðîöåäóð
òèïà ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ â ARCH ìîäåëè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-
çà, à òàêæå ìåòîäû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Îñíîâíûì îáúåêòîì è ìåòîäîì èññëå-
äîâàíèÿ âûñòóïàåò îñòàòî÷íûé ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñ-
íîâíûõ òåîðåì èñïîëüçóþòñÿ ðàâíîìåðíûå ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå è ìàêñèìàëü-
íîå íåðàâåíñòâî äëÿ íåãî.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ñïå-
öèàëèñòàì ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, òåîðèè âðåìåííûõ ðÿäîâ è ýêîíîìåò-
ðèêå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå
"Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ Ñòàòèñòèêà è Âðåìåííûå Ðÿäû" ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
Þ.Í. Òþðèíà, äîö. Ì.Â. Áîëäèíà è ïðîô. Â.Í. Òóòóáàëèíà â ÌÃÓ â 2003,
2004 è 2005 ãîäàõ. Òàêæå áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà íåñêîëüêèõ êîíôåðåíöèÿõ:
Ñèìïîçèóìå ïî Ïðèêëàäíîé è Ïðîìûøëåííîé Ìàòåìàòèêå, Êèñëîâîäñê, 2004,
Ëîìîíîñîâñêèõ ×òåíèÿõ, Ìîñêâà, 2004, 2006, 25-îé Åâðîïåéñêîé Êîíôåðåíöèè
Ñòàòèñòèêîâ (25th European Meeting of Statisticians), Îñëî, 2005 è íà ñåìèíàðå
"Econometrics" ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À. Ðàáåêà â Óíèâåðñèòåòå Êîïåíãàãåíà,
2006.

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû èçëîæåíû â ïóáëèêàöèÿõ àâòîðà [1] - [5], ñïèñîê êîòîðûõ
ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ïóáëèêàöèé, ñäåëàííûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû.
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Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà èñ-
ïîëüçóåìîé ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 79 íàèìåíîâàíèé. Ôîðìóëû, ëåììû
è òåîðåìû áóäóò èìåòü íîìåð, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ÷èñåë. Ïåðâîå èç íèõ ñîîò-
âåòñòâóåò íîìåðó ãëàâû, à âòîðîå - íîìåðó ôîðìóëû (ëåììû, òåîðåìû) â äàí-
íîé ãëàâå. Ôîðìóëû, ëåììû è òåîðåìû èç ââåäåíèÿ áóäóò íóìåðîâàòüñÿ îäíèì
÷èñëîì. Ññûëêè íà ðàáîòû äðóãèõ àâòîðîâ íóìåðóþòñÿ ïî àëôàâèòó, ñîãëàñíî
ôàìèëèè ïåðâîãî èç íèõ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè - 123 ñòðàíèöû.

2 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ íîâûõ ïðîöåäóð äëÿ îöåí-
êè ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðêè ãèïîòåç â ãåòåðîñêåäàñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Íàøè öå-
ëåâûå ôóíêöèîíàëû è òåñòîâûå ñòàòèñòèêè îñíîâàíû íà îñòàòî÷íûõ ýìïèðè÷å-
ñêèõ ïðîöåññàõ.
Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ. Çàòåì áóäóò êðàòêî îïèñàíû

ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû, è ìû ñðàâíèì èõ ñ óæå èçâåñòíûìè â ëèòå-
ðàòóðå. Îòìåòèì, ÷òî â àâòîðåôåðàòå ñîõðàíåíû îðèãèíàëüíûå íîìåðà òåîðåì,
íî íîìåðà óñëîâèé îòëè÷íû îò äèññåðòàöèè.
Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. ARCH(p) ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé

yt = σtεt, σ2
t = 1 + a1y

2
t−1 + . . .+ apy

2
t−p, t ∈ Z. (1)

ãäå {yt}-íàáëþäåíèÿ, a := (a1, . . . , ap)
∗-âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ (∗ -

çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ), a1 ≥ 0, . . . , ap ≥ 0, {σt, t ∈ Z} - ïðîöåññ âîëàòèëüíî-
ñòè, {εt, t ∈ Z} - íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå (äàëåå í.î.ð.) ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû (äàëåå ñ.â.) ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (äàëåå ô.ð.)
G(x).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ó G(x) ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü g(x) îòíîñèòåëüíî
ìåðû Ëåáåãà. Ïóñòü âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

Óñëîâèå 1.

Eε1 = 0, Eε2
1 <∞, Eε2

1(a1 + . . .+ ap) < 1, g(x) > 0.

Òîãäà (ñì. ñòð. 106-107 â ðàáîòå Doukhan22), óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå
ñòðîãî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî {yt} èëè {ya

t }, åñëè ìû
õîòèì ïîä÷åðêíóòü åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà. Áóäåì òàêæå ïîëàãàòü Ya

t :=

(ya
t , . . . , y

a
t−p+1)

∗ äëÿ t ∈ Z. Îòìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è
22 P. Doukhan, Mixing: Properties and Examples, Lecture Notes in Statistics, Vol. 85, Springer, New York, 1994.
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áåç ïðåäïîëîæåíèÿ g(x) > 0. Ìû âêëþ÷àåì ïîñëåäíåå â óñëîâèå 1 äëÿ óäîáñòâà
(ñ òàêèì ïðåäïîëîæåíèåì ïðîöåññ {yt} îáëàäàåò ñèëüíûì ïåðåìåøèâàíèåì, è
ýòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì).
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååò ìåñòî

Óñëîâèå 2. Äëÿ íåêîòîðîãî èçâåñòíîãî βa > 0 Eε2
1 ≥ βa.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü äîêàçàíû è áåç òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, íî
âûêëàäêè áóäóò áîëåå ãðîìîçäêèìè.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ‖ · ‖1 è ‖ · ‖ ñîîòâåòñòâåííî L1 è L2 íîðìû â Rp. Ñ ó÷åòîì

óñëîâèé 1 è 2 ‖a‖1 < β−1
a . Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ a

èìååò âèä
Θ := {a ∈ Rp : a1 ≥ 0, . . . ap ≥ 0, ‖a‖1 ≤ β−1

a }.
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ íóæíîãî íàì îñòàòî÷íîãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà

äëÿ ARCH(p) ìîäåëè. Ìû áóäåì ïîëàãàòü

s(θ,U) := 1 + θ1U
2
1 + . . .+ θpU

2
p , σ2

t (θ) := s(θ,Yt−1)

äëÿ θ ∈ Rp, U ∈ Rp. Îïðåäåëèì äëÿ θ ∈ Rp îñòàòêè ñîîòíîøåíèåì εt(θ) :=

ytσ
−1
t (θ), åñëè σ2

t (θ) > 0, è ïîëîæèì εt(θ) = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîëîæèì

Gn(x, θ) := n−1
n∑

t=1

I{εt(θ) ≤ x}, x ∈ R, θ ∈ Rp,

ãäå I{·} - èíäèêàòîð ñîáûòèÿ.
Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîâïàäàåò ñ R, ñóììè-

ðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî t îò 1 äî n, è ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè
n→∞, åñëè íå óêàçàíî îáðàòíîå.
Ôóíêöèÿ Gn(x, θ) íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íîé ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ. Îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì íåäîñòóïíîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñòèííîé ýìïèðè-
÷åñêîé ô.ð. Gn(x) := n−1∑ I{εt ≤ x}.
Ïóñòü ϕ(U, θ) := (ϕ1(U, θ), . . . , ϕp(U, θ))

∗ - ôèêñèðîâàííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíê-
öèÿ, ϕ : Rp × Rp → Rp.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñëó÷àéíî-âçâåøåííûé îñòàòî÷íûé ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ (â
äàëüíåéøåì î.ý.ï.) Wn(x, θ) äëÿ ARCH(p) ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè

Wn(x, θ) := (Wn,1(x, θ), . . . ,Wn,p(x, θ))
∗, (2)

Wn,j(x, θ) := n−1/2
∑

ϕj(Yt−1, θ)[I{εt(θ) ≤ x} −Gn(x, θ)],

ãäå j = 1, . . . , p, n ∈ N, x ∈ R, θ ∈ Rp.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà òèïà îöåíîê ïàðàìåòðîâ ARCH(p) ìîäå-
ëè. Ïåðâàÿ èç íèõ, îöåíêà ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ (Minimum Distance, MD),
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áûëà ââåäåíà â ðàáîòå àâòîðà [3]. Ðàíåå òàêèå îöåíêè ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü
äëÿ ìîäåëåé ñ àääèòèâíûìè "øóìàìè", ñì., íàïðèìåð, 2, ãëàâû 5, 7.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ô.ð. F (x). Îáîçíà÷èì

Kn(θ) :=

∫
‖Wn(x, θ)‖2dF (x).

MD îöåíêà äëÿ ARCH(p) ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è

ân,MD = argmin
θ∈Θ

Kn(θ).

Âòîðîé òèï îöåíîê, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì - îáîáùåííûå M (Generalized
M, GM) îöåíêè, ïðåäëîæåííûå äëÿ ARCH(1) ìîäåëè Áîëäèíûì17. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî â äîïîëíåíèå ê ϕ ôèêñèðîâàíà òàêæå áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ ψ : R →
R.

Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì GM îöåíêîé ðåøåíèå ân,GM óðàâíåíèÿ

l0n(θ) := n−1/2
∑

ϕ(Yt−1, θ)[ψ(εt(θ))− ψn(θ)] = 0, (3)

ãäå ψn(θ) := n−1∑ψ(εt(θ)).

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

Óñëîâèå 3.

lim
|x|→∞

xg(x) = 0, sup
x

(1 + x2)|g′(x)| <∞,

∫
|g′(x)x|dx <∞.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â íåé èññëåäóåòñÿ
MD îöåíêà äëÿ ïàðàìåòðà ARCH(1) ìîäåëè. Â ïåðâîé ãëàâå ìû áóäåì ïèñàòü a
âìåñòî a,Wn(x, a) âìåñòîWn(x, a) è ò.ï. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàáëþäàþòñÿ
âåëè÷èíû y0, y1, . . . , yn, è îáîçíà÷àòü ân MD îöåíêó, ïîñòðîåííóþ ïî íèì.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì βa = 1 (ãäå βa - òî æå, ÷òî è â óñëîâèè

2). Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç óñëîâèé 1 è 2, a < 1. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà äëÿ a
áóäåò èñêàòüñÿ íà èíòåðâàëå (0, 1). Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 4. Äëÿ u ∈ R è θ ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò ∂ϕ(u,θ)
∂θ , è

lim
δ→0

E sup
|θ−a|<δ

∣∣∣∣∂ϕ(y0, θ)

∂θ
− ∂ϕ(y0, a)

∂θ

∣∣∣∣ = 0,

E[ϕ(y0, a)]
4 <∞, E

[
∂ϕ(y0, a)

∂θ

]4

<∞.
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Óñëîâèå 5. (i) Äëÿ âñåõ u ∈ R, θ ∈ (0, 1) è íåêîòîðîé ôóíêöèè Φ(u)

0 ≤ ϕ(u, θ) ≤ Φ(u), EΦ(y0) <∞.

(ii) Äëÿ âñåõ u ∈ R, θ ∈ (0, 1) ϕ(u, θ) = ϕ(−u, θ), ïðè u ≥ 0 ϕ(u, θ) íå
óáûâàåò ïî u, è äëÿ íåêîòîðûõ 0 < D− < D+ <∞, δ1 > 0

ϕ(D+, θ)− ϕ(D−, θ) > δ1, θ ∈ (0, 1).

Ïîëîæèì

e(U, θ) := U 2/(1 + θU 2), ψF (v) :=

∫
[I{v ≤ x} −G(x)]xg(x)dF (x),

Σ1(ϕ) := 4
D[ϕ(y0, a)]

[cov{e(y0, a), ϕ(y0, a)}]2
, σ2(g, ψ) :=

Eψ2(ε1)

[
∫

(xg(x))dψ(x)]2
.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîãî ïàðàãðàôà ñîñòàâëÿåò
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 - 5. Òîãäà ïðè n→∞

n1/2(ân − a)
d→ N (0, σ2),

ãäå
σ2 = Σ1(ϕ)σ2(g, ψF ). (4)

Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì (4), íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñè-
ðîâàííîãî C < ∞ ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ε1, ÷òî îòíîøåíèå
àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè îöåíêè êâàçè-ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ê σ2

ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó íå ìåíüøóþ, ÷åì C. Òàêèì îáðàçîì, MD îöåíêà ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíåå ïîñëåäíåé.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ ðîáàñòíûå ñâîéñòâà MD îöåíêè. Ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì ñõåìó çàñîðåíèÿ äàííûõ îäèíî÷íûìè ãðóáûìè âûáðîñàìè. Íàïîì-
íèì åå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôèêñèðîâàí íåêîòîðûé êëàññ ô.ð. Gξ. Ïóñòü {zγ

t }
- íåçàâèñèìûå áåðíóëëèåâñêèå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðîì γ, 0 ≤ γ ≤ 1, {ξt} -
í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Gξ ∈ Gξ, è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {zγ

t }, {ξt}, {yt} íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âìåñòî
{yt} íàáëþäàþòñÿ âåëè÷èíû

yγ
t = yt + zγ

t ξt, t = 0, 1, . . . , n. (5)

Âåëè÷èíû ξt èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê âûáðîñû, à γ - êàê èõ äîëÿ â âûáîðêå.
Ñëó÷àé γ = 0 ñîîòâåòñòâóåò âûáîðêå áåç çàñîðåíèé.
Ìû óñòàíàâëèâàåì äâà òèïà ðîáàñòíîñòè äëÿ MD îöåíêè. Ïåðâûé èç íèõ - êà-

÷åñòâåííàÿ ðîáàñòíîñòü (ïîäîáíóþ õàðàêòåðèçàöèþ ðîáàñòíîñòè ïðåäëîæèëè
Martin è Yohai â ðàáîòå 23). À èìåííî, ïóñòü {ân, n ≥ 1} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

23 R.D. Martin, V.J. Yohai, In�uence functionals for time series, Ann. Statist., Vol. 12, pp. 843-863, 1986.

8



îöåíîê ïàðàìåòðà a, ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå ñ óðîâíåì çàñîðåíèÿ γ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî γ > 0 ïðè n → ∞ âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

ân
P→ aγ(Gξ)

äëÿ íåêîòîðîãî íåñëó÷àéíîãî aγ(Gξ), a0(Gξ) = a. Òîãäà ôóíêöèîíàëîì âëèÿíèÿ
îöåíêè ân íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

IF (aγ(Gξ), Gξ) := lim
γ→0+

aγ(Gξ)− a

γ

â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà îïðåäåëåíà (IF åñòü àááðåâèàòóðà îò "In�uence
Functional"). IF (aγ(Gξ), Gξ) ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì â ãëàâíîì ÷ëåíå ðàçëî-
æåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ [aγ(Gξ)− a] ïî γ,

aγ(Gξ)− a = IF (aγ(Gξ), Gξ)γ + o(γ).

Ìû áóäåì, ñëåäóÿ 23, íàçûâàòü îöåíêó ân êà÷åñòâåííî ðîáàñòíîé â ñõåìå (5),
åñëè IF (aγ(Gξ), Gξ) îïðåäåëåí íà Gξ, è âåëè÷èíà

GES(Gξ, ân) := sup
Gξ∈Gξ

|IF (aγ(Gξ), Gξ)|,

íàçûâàåìàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê ãðóáûì âûáðîñàì, êîíå÷íà.
Íàðÿäó ñ îïèñàííûì îïðåäåëåíèåì ðîáàñòíîñòè, ìû ðàññìîòðèì åùå îäíó

õàðàêòåðèñòèêó. Îíà áûëà ââåäåíà â ðàáîòå àâòîðà [3] äëÿ MD îöåíêè. Ïðåä-
ëàãàåìîå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè ïðè ñòðåìëåíèè ê 0

äîëè âûáðîñîâ â âûáîðêå. Ïîýòîìó ìû áóäåì íàçûâàòü îöåíêó ñîñòîÿòåëüíî
ðîáàñòíîé â ñõåìå (5), åñëè äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò γ0 > 0 è N ∈ N,
òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ n > N, γ < γ0 è Gξ ∈ Gξ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

P (|âγ
n − a| > δ) < δ.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 - 5. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëü-
íî, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà. Â òàêîì ñëó÷àå MD îöåíêà ÿâëÿ-
åòñÿ ñîñòîÿòåëüíî ðîáàñòíîé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Gξ åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ô.ð.
íà R.
Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 - 5. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèè ϕ è

∂ϕ(u, θ)/∂θ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè. Òîãäà MD îöåíêà ÿâëÿåò-
ñÿ êà÷åñòâåííî ðîáàñòíîé äëÿ êëàññà G2 ðàñïðåäåëåíèé âûáðîñîâ ñ êîíå÷íûì
âòîðûì ìîìåíòîì.
Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðîáàñòíîñòè îöåíîê äëÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷åñêèõ

ìîäåëåé íà íàñòîÿùèé ìîìåíò äîâîëüíî ðåäêî âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå. Âû-
äåëèì ëèøü ðàáîòû Áîëäèíà17 è Âÿçèëîâà24, â êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ êà÷å-

24A.E. Vyazilov, Empirical processes and robust estimation of parameters of the GARCH model, Math. Methods of Stat.,
Vol. 12, No. 2, pp. 231-245, 2003.
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ñòâåííàÿ ðîáàñòíîñòü GM îöåíêè ïðîòèâ ãðóáûõ çàñîðåíèé ñîîòâåòñòâåííî äëÿ
ARCH(1) è GARCH(1, 1) ìîäåëåé.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òðåòüåãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ìàêñè-

ìàëüíîãî íåðàâåíñòâà ñïåöèàëüíîãî âèäà äëÿ ìóëüòèèíäåêñèðîâàííîãî ýìïè-
ðè÷åñêîãî ïðîöåññà (òåîðåìà 1.1). Ìû æå èñïîëüçóåì ñëåäñòâèå èç íåå:
Ñëåäñòâèå 1.1.Ïóñòü èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ 1, 2 è 3. Ïóñòüm - íàòóðàëü-

íîå, f1, . . . , fm - áîðåëåâñêèå ôóíêöèè, ïðè÷åì Ef 4
j (y0) < ∞ äëÿ j = 1, . . . ,m.

Ïîëîæèì äëÿ (x1, . . . , xm)∗ ∈ Rm

S0
n(x1, . . . , xm) := n−1/2

∑ m∑
j=1

[fj(yt−1)I{εt ≤ xj} − Efj(y0)G(xj)].

Òîãäà
sup

x1,...,xm

|S0
n(x1, . . . , xm)| = Op(1).

Ýòî ñëåäñòâèå èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.
Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â íåé ìû áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàáëþäàåòñÿ âûáîðêà èç ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ARCH(p)
ìîäåëè ñ çàâèñÿùèì îò n ïàðàìåòðîì a.
À èìåííî, ïóñòü ôèêñèðîâàíû íåêîòîðûå (íåèçâåñòíûå) b ∈ Θ è δ > 0, äëÿ

êîòîðûõ
Eε2

1(||b||1 + δ) < 1. (6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n ≥ 1 íàáëþäàþòñÿ âåëè÷èíû yn
1−p, . . . , y

n
0 , y

n
1 , . . . , y

n
n,

ÿâëÿþùèåñÿ âûáîðêîé èç ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (1) ñ ïàðàìåòðîì

an ∈ Θδ := {a ∈ Rp : ‖a− b‖1 ≤ δ} ∩Θ, (7)

çàâèñÿùèì îò n. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü î (7) êàê î ñõåìå íàáëþäå-
íèé ñ çàâèñÿùèì îò n ïàðàìåòðîì. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü ýòó çàâèñèìîñòü, áóäåì
ïîëàãàòü

Yn
t−1 := Yan

t−1, σ2
tn(θ) := s(θ,Yn

t−1),

εn
t (θ) := yn

t /σtn(θ), Gn(x, θ) := n−1
∑

I{εn
t (θ) ≤ x}

äëÿ t = 1, . . . , n. Êîìïîíåíòû î.ý.ï. äëÿ ñõåìû íàáëþäåíèé (7) èìåþò âèä

Wn,j(x, θ) := n−1/2
∑

ϕj(Y
n
t−1, θ)[I{εn

t (θ) ≤ x} −Gn(x, θ)], j = 1, . . . , p.

Òàêàÿ ñõåìà ïîçâîëèò óñòàíîâèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ìîùíîñòü òåñòîâ äëÿ ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû î ðàçìåðíîñòè ìîäåëè ïðè áëèçêèõ àëüòåðíàòèâàõ.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ óñèëèòü óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå ðàíåå.

Óñëîâèå 6. Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Φ(·), M(·), à òàêæå êîíñòàíòà β0 > 0,
äëÿ êîòîðûõ:
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i) Äëÿ U ∈ Rp, θ ∈ Θ

|ϕj(U, θ)| ≤ Φ(U), sup
a∈Θδ

E|Φ(Ya
0)|4+β0 <∞.

ii) Äëÿ θ ∈ Θδ, j, k = 1, . . . , p è ï.â. U ∈ Rp ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïî θ

dj,k(U, θ) :=
∂ϕj(U,θ)

∂θk
, ïðè÷åì

‖dj,k(U, θ)‖ ≤M(U), sup
a∈Θδ

E|M(Ya
0)|2+β0 <∞.

Óñëîâèå 7. Äëÿ íåêîòîðîãî β0 > 0 sup
a∈Θδ

E|y0|8+β0 <∞.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ìû ôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîð-
ìàëüíîñòè MD è GM îöåíîê äëÿ ARCH(p) ìîäåëè. Ïîëîæèì äëÿ a ∈ Θδ, θ ∈ Θ

ba(x, θ) := Eϕ(Ya
0 , θ)I{εa

1(θ) ≤ x} − Eϕ(Ya
0 , θ)P (εa

1(θ) ≤ x).

Óñëîâèå 8. Äëÿ íåêîòîðîãî δ0 > 0 è ëþáûõ a ∈ Θδ, θ ∈ Θ∫
‖ba(x, θ)‖2dF (x) ≥ δ0||θ − a||2.

Êàê è â ïåðâîé ãëàâå, èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèé ñëåäóåò àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ íîðìàëüíîñòü MD îöåíêè. Ìû óñòàíîâèì áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò. Áóäåì
íàçûâàòü îöåíêó ân àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé â ñõåìå (7), åñëè äëÿ íåêîòîðîé
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû Σ(a), a ∈ Θδ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

n1/2Σ−1/2(an)(ân − an) → Np(0, Ip×p).

Î÷åâèäíî, Σ(a) ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé îöåíêè ân

äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîãî ïàðàìåòðà an ≡ a, n ∈ N. Ïîëîæèì

e(U, θ) := (e1(U, θ), . . . , ep(U, θ))
∗, ej(U, θ) := U 2

j /s(θ,U), U ∈ R, j = 1, . . . , p,

Sϕ,e(a) := Cov(ϕ(Ya
0 , a), e(Ya

0 , a)), Sϕ,ϕ(a) := Cov(ϕ(Ya
0 , a), ϕ(Ya

0 , a)),

Σ1(a, ϕ) := [Sϕ,e(a)]−1Sϕ,ϕ(a)[S∗ϕ,e(a)]−1.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñõåìà íàáëþäåíèé (7) è âûïîëíåíû
óñëîâèÿ 1, 2, 3, 6 - 8. Òîãäà

n1/2Σ
−1/2
MD (an)(ân,MD − an) → Np(0, Ip×p),

ãäå
ΣMD(a) := Σ1(a, ϕ)σ2(g, ψF ).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ GM îöåíêè. Àíàëîãîì óñëîâèÿ 8 äëÿ íåå ÿâëÿåòñÿ

Óñëîâèå 9. Äëÿ íåêîòîðîãî δ0 > 0 è ëþáûõ a ∈ Θδ, θ ∈ Θ
∥∥∫ ba(x, θ)dψ(x)

∥∥ ≥
δ0||θ − a||.
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, 3, 6, 7 è 9. Ïóñòü, êðîìå
òîãî, ψ íåïðåðûâíà è var|+∞−∞ ψ < ∞. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê
1, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ân,GM , è äëÿ ëþáîãî òàêîãî ðåøåíèÿ

n1/2(ân,GM − an) = [λGM(an)]
−1l0n(an) + op(1),

n1/2Σ
−1/2
GM (an)(ân,GM − an)

d→ N (0, Ip×p),

ãäå
ΣGM(a) := Σ1(a, ϕ)σ2(g, ψ).

Îòìåòèì, è ýòî âàæíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ìàòðèöû êîâàðèàöèé äëÿ MD
è GM îöåíîê îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì σ2(g, ψ)/σ2(g, ψF ).
Ïðè îïòèìàëüíûõ ϕ, ψ, F (ò.å. ìèíèìèçèðóþùèõ àñèìïòîòè÷åñêóþ ìàòðè-
öó êîâàðèàöèé) îöåíêè ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè. Êðîìå òî-
ãî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå p = 1, MD è GM îöåíêè ìîãóò
èìåòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ìàòðèöó êîâàðèàöèé ñêîëü óãîäíî ìåíüøóþ, ÷åì îöåí-
êà êâàçè-ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ïðîâåðêè ãè-

ïîòåçû î ðàçìåðíîñòè ARCH(p) ìîäåëè. Áóäåì äëÿ âñåõ θ ∈ Rp ïîëàãàòü
θ = (θ1∗, θ2∗)∗, ãäå θ1 ∈ Rq, θ2 ∈ Rp−q, q < p. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãèïîòåç H0n := {a1

n → a01, a2
n ≡ 0}, ãäå a0 := (a01∗,0∗)∗ ∈ Θδ - ôèêñèðîâàííûé

íåèçâåñòíûé âåêòîð. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàáëþäåíèÿ {yn
t } ïðè ïðîèçâîëü-

íîì n ≥ 1 íà ñàìîì äåëå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1) ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè
q < p. Àñèìïòîòè÷åñêóþ ìîùíîñòü òåñòîâ ìû èññëåäóåì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè àëüòåðíàòèâ H1n := {a1

n → a01, a2
n = n−1/2d}, d ∈ Rp−q.

Îáû÷íî (ñì., íàïðèìåð, Hajek è äð.25, van der Vaart26) ðàñïðåäåëåíèå êðè-
òåðèàëüíûõ ñòàòèñòèê ïðè áëèçêèõ àëüòåðíàòèâàõ íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè òðå-
òüåé Ëåììû Ëå Êàìà (25, ñòð. 257). Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ëîêàëüíóþ
àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü ìîäåëè. Âìåñòî ýòîãî, ìû ïîëó÷àåì íóæíûå
ðåçóëüòàòû êàê ñëåäñòâèå àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíîê â ñõåìå (7),
âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ ñëó÷àé àëüòåðíàòèâ H1n.
Ìû ðàññìàòðèâàåì äâà òèïà òåñòîâ. Â êà÷åñòâå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè äëÿ ïåð-

âîãî èç íèõ âûñòóïàåò âåëè÷èíà R2
n := nâ2∗

n Σ̂−1
n,2,2â

2
n, ãäå ân - MD èëè GM îöåíêà,

Σ̂n - ïðîèçâîëüíàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà Σ(a0), è Σ̂n,2,2 - ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ
ïîñëåäíèìè (p− q) ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû Σ̂n.
Âòîðîé òåñò ñòðîèòñÿ, ñëåäóÿ ïîäõîäó, ïðåäëîæåííîìó â ðàáîòå Kreiss3 (ñì.

òàêæå ìîíîãðàôèþ Áîëäèíà è äð.27, â êîòîðîé àíàëîãè÷íûé ïîäõîä èñïîëüçî-
âàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ çíàêîâûõ òåñòîâ â àâòîðåãðåññèè).

25 J. Hajek, Z. Sidak, P.K. Sen, Theory of Rank Tests, 2nd Ed., Academic Press, San Diego, 1999.
26 A. W. van der Vaart, Asymptotic Statistics, Cambridge University Press, 1998.
27 Ì.Â. Áîëäèí, Ã.È.Ñèìîíîâà, Þ.Í.Òþðèí, Çíàêîâûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ëèíåéíûõ ìîäåëåé, Ìîñêâà, Íàóêà,

Ôèçìàòëèò, 1997.
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Áóäåì ñðàçó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ϕ = ϕopt, è îïóñêàòü äëÿ ñîêðàùåíèÿ çà-
ïèñè îáîçíà÷åíèå GM ó ΣGM(a). Ïóñòü b̂n - ïðîèçâîëüíàÿ n1/2-ñîñòîÿòåëüíàÿ
îöåíêà âåêòîðà an. Êàê è ðàíåå, ïðåäñòàâèì b̂n â âèäå (b̂1∗

n , b̂
2∗
n )∗, è ïîëîæèì

b̂0
n := (b̂1∗

n ,0
∗)∗. Îáîçíà÷èì Pr îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà ïîñëåäíèå (p − q)

êîîðäèíàò. Îïðåäåëèì ìàòðèöû Σ1,1(a) ðàçìåðíîñòè q× q, Σ2,1(a) ðàçìåðíîñòè
(p− q)× q è Σ2,2(a) ðàçìåðíîñòè (p− q)× (p− q) ðàâåíñòâîì

Σ(a) =

(
Σ1,1(a) Σ∗

2,1(a)

Σ2,1(a) Σ2,2(a)

)
, a ∈ Θ.

Ïîëîæèì äëÿ a ∈ Θ

C(a) := Σ1,1(a)− Σ∗
2,1(a)Σ−1

2,2(a)Σ2,1(a),

V (a) := [4σ2(g, ψ)Dψ(ε1)]
−1/2

(
C1/2(a) Σ∗

2,1(a)Σ
−1/2
2,2 (a)

0 Σ
1/2
2,2 (a)

)
. (8)

Ïóñòü V̂n - ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà V (a0). Â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè âòîðîãî òåñòà
ìû ðàññìîòðèì âåëè÷èíó Q2

n := n‖Pr V̂ ∗
n l0n(b̂

0
n)‖2.

Äëÿ îáîèõ òèïîâ òåñòîâ óñòàíîâëåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìîùíîñòü ïðè àëüòåð-
íàòèâàõ H1n, ýòî îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà. Ïóñòü χ, χ(b2) îáîçíà÷àþò
ñîîòâåòñòâåííî öåíòðàëüíîå è íåöåíòðàëüíîå ñ ïàðàìåòðîì b2 ðàñïðåäåëåíèÿ
õè-êâàäðàò.
Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 2.1 è 2.2. Òîãäà ïðè ãèïî-

òåçå H0n R
2
n,MD

d→ χ2(p− q), R2
n,GM

d→ χ2(p− q), à ïðè àëüòåðíàòèâå H1n

R2
n,MD

d→ χ2(p− q,d2∗Σ−1
2,2,MD(a0)d2),

R2
n,GM

d→ χ2(p− q,d2∗Σ−1
2,2,GM(a0)d2).

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, 3, 6 è 7. Ïóñòü òàêæå

var|+∞−∞ ψ < ∞. Òîãäà ïðè ãèïîòåçå H0 Q
2
n

d→ χ2(p − q), à ïðè àëüòåðíàòèâå
H1n

Q2
n

d→ χ2(p− q,d2∗Σ−1
2,2,GM(a0)d2).

Â ñèëó òåîðåì 2.4 è 2.5, ñòàòèñòèêè R2
n,GM è Q2

n àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
Íî èñïîëüçîâàíèå ïîñëåäíåé äàåò âîçìîæíîñòü âûáîðà ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè
b̂n è, êðîìå òîãî, íå òðåáóåò íåïðåðûâíîñòè îò ψ.
Íàïîìíèì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ìàòðèöû êîâàðèàöèé äëÿ MD è GM îöåíîê

îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì σ2(g, ψ)/σ2(g, ψF ). Ñëåäîâàòåëü-
íî, àñèìïòîòè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü òåñòà, îñíîâàííîãî íà MD
îöåíêå, îòíîñèòåëüíî îñíîâàííîãî íà GM îöåíêå, òàêæå åñòü σ2(g, ψ)/σ2(g, ψF ).
Ïðè îïòèìàëüíûõ ϕ, ψ, F òåñòû, êàê è îöåíêè, àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
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Ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ íàøèõ îöåíîê è òåñòîâ ñ ïðîöåäóðàìè (êâàçè) ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ìû ïðîâåëè îáøèðíûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Áûë ôèê-
ñèðîâàí íàáîð èç íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé, à èìåííî ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå, ëîãèñòè÷åñêîå, ðàñïðåäåëåíèå Êîøè, ãèïåðáîëè÷åñêîå è äâà ðàç-
íûõ ðàñïðåäåëåíèÿ Òüþêè. Äëÿ g1, g2 èç ýòîãî íàáîðà áûëî ÷èñëåííî ðàññ÷èòàíî
çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ σ2(g1, ψ)/σ2(g1, ψF ) â òîì ñëó÷àå, êîãäà ψ è F âûáðàíû îï-
òèìàëüíûìè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ g2. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî,
êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íåò ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ìåæäó MD è GM
îöåíêàìè è òåñòàìè. Êðîìå òîãî, ðàçóìååòñÿ, MD è GM òåñòû àñèìïòîòè÷åñêè
ýôôåêòèâíåå òåñòîâ êâàçè-ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé g1 ñ òÿæåëûìè
õâîñòàìè.
Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè âûíåñåíû â òðå-

òèé ïàðàãðàô. Îíè îñíîâûâàþòñÿ íà ðàâíîìåðíîì ëèíåéíîì ðàçëîæåíèè î.ý.ï.,
óñòàíàâëèâàåìîì òåîðåìîé 3.4 èç òðåòüåé ãëàâû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà n1/2 - ñî-
ñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê ìû èñïîëüçóåì ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî èç òåîðåìû 3.6
òðåòüåãî ïàðàãðàôà òðåòüåé ãëàâû.
Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Îíà ñîäåðæèò êëþ÷åâûå òåõíè-

÷åñêèå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â ãëàâå 2. Îíè ïðåäñòàâëÿþò è ñàìîñòîÿòåëü-
íûé èíòåðåñ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå îñíîâíîé ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2 è 3. Òîãäà ñó-

ùåñòâóþò C < ∞ è γ > 0, òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ Θδ êîýôôèöèåíò ñ.ï.
σ-àëãåáð σ{ya

t , t ≥ k} è σ{ya
t , t ≤ 0} íå ïðåâîñõîäèò C exp{−γk}.

Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, 22), ÷òî êîýôôèöèåíòîì α ñèëüíîãî ïåðåìåøèâà-
íèÿ (â äàëüíåéøåì ñ.ï.) äëÿ äâóõ σ-àëãåáð A, B íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

α := sup
A∈A,B∈B

|P (A)P (B)− P (A ∩B)|.

Ðîäñòâåííûå òåîðåìå 3.2 (íî íå ðàâíîìåðíûå ïî ïàðàìåòðàì) ðåçóëüòàòû
äëÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé îïèñûâàëèñü â ëèòåðàòóðå ìíîãîêðàòíî. Â
ìîíîãðàôèè22 äîêàçûâàëàñü ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà êîýôôèöèåíòà ñ.ï. äëÿ
ARCH(p) ìîäåëè. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà êîýôôèöèåíòà ñ.ï. äëÿ GARCH(p, q) ìî-
äåëè óñòàíàâëèâàåòñÿ â ðàáîòàõ Boussama28 è Straumann, Mikosch29.
Íàø ðàâíîìåðíûé ðåçóëüòàò íå ñëåäóåò èç öèòèðîâàííûõ, ìû âûíóæäåíû

óñòàíàâëèâàòü åãî (òåîðåìó 3.2) ñàìîñòîÿòåëüíî. Ðàâíîìåðíîñòü îöåíêè ñóùå-
ñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 3.4 (âòîðîé ïàðàãðàô) è 3.6
(òðåòèé ïàðàãðàô).

28 F. Boussama, Ergodicit�e, m�elange et estimation dans les mod�eles GARCH, PhD Thesis, Universit�e 7 Paris, 1998.
29 D. Straumann, T. Mikosch, Stable Limits of Martingale Transforms with Application to the estimation of GARCH

Parameters, Ann. Statist., Vol. 34, No. 1, pp. 493�522, 2006.
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Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ àñèìïòî-
òè÷åñêàÿ ëèíåéíîñòü (AUL) î.ý.ï. â ARCH(p) ìîäåëè. Ðàññìîòðåí îñòàòî÷íûé
ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ Un(x, θ), çàäàþùèéñÿ äëÿ ñõåìû íàáëþäåíèé (7) ñîîò-
íîøåíèÿìè

Un(x, θ) := n−1/2
∑

ϕ(Yn
t−1, θ)I{εn

t (θ) ≤ x}, x ∈ R, θ ∈ Rp.

Ïîëîæèì Mn(B) := {θ ∈ Θ : ‖θ − an‖ ≤ n−1/2B},

H(U, θ) := (hj,k)j,k=1,...,p, hj,k :=
∂ϕk(U, θ)

∂θj
, j, k = 1, . . . , p,

S1
ϕ,e(a) := Eϕ(Ya

0 , a)e∗(Ya
0 , a), a ∈ Θδ.

Â êà÷åñòâå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ Un(x, θ) áóäåò âûñòóïàòü ïðîöåññ

Ũn(x, θ) := Un(x, an)+

+n1/2
[
2−1xg(x)S1

ϕ,e(an) +G(x)EH∗(Yn
0 , an)

]
(θ − an).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñõåìà íàáëþäåíèé (7) è âûïîëíåíû
óñëîâèÿ 1, 2, 3, 6 è 7. Òîãäà äëÿ âñåõ B <∞

sup
x∈R,θ∈Mn(B)

‖Ũn(x, θ)−Un(x, θ)‖ = op(1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.4 èñïîëüçóåòñÿ ðåçóëüòàò îá AUL äëÿ î.ý.ï.
îáùåãî âèäà â ìîäåëè ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè øóìàìè, óñòàíîâëåííûé â ðàáîòå
Áîëäèíà17. Äëÿ ìîäåëåé ñ àääèòèâíûìè øóìàìè àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë
óñòàíîâëåí â ðàáîòå Koul, Ossiander30.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî ñïåöèàëü-

íîãî âèäà äëÿ î.ý.ï. â ìîäåëè îáùåé íåëèíåéíîé àâòîðåãðåññèè. Ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ñòðîãî ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ {ξτ

t , t ∈ Z}, ãäå τ ∈ T äëÿ íåêîòîðîãî
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà T . Ïîëîæèì Ξτ

t := (ξτ
t , ξ

τ
t−1, . . .). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εt, t ∈ Z} - í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, è ïðè êàæäîì
τ ∈ T ïðîöåññ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ξτ
t = H(εt, εt−1, . . . , τ), t ∈ N,

ãäåH : R∞×T → R - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ñòðîãî ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ (G)ARCH ìîäåëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Ïóñòü ôèêñèðîâàíû q ∈ N,
êîìïàêò Z ⊂ Rq è, äëÿ êàæäîãî τ ∈ T , ýëåìåíò z0τ ∈ Z è áîðåëåâñêèå ôóíêöèè
∆τ(x, z,U) : R×Z×R∞ → R, λτ(z,U) : Z×R∞ → R. Ðàññìîòðèì îïðåäåëåííûé
ïðè z ∈ Z, x ∈ R ïðîöåññ

T τ
n (x, z) := n−1/2

∑
λτ(z,Ξτ

t−1)I{εt ≤ ∆τ(x, z,Ξτ
t−1)}−

30 H.L. Koul, M. Ossiander, Weak convergence of randomly weighted dependent residual empiricals with applications to
autoregression, Ann. Statist., Vol. 22, pp. 540-562, 1994.
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−n1/2Eλτ(z,Ξτ
0)G(∆τ(x, z,Ξτ

0)).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òðåòüåãî ïàðàãðàôà ñîñòàâëÿåò òåîðåìà 3.6, óñòàíàâëè-
âàþùàÿ ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî äëÿ ïðîöåññà T τ

n (x, z). Ìû ñôîðìóëèðóåì
ëèøü èíòåðåñóþùåå íàñ ñëåäñòâèå èç íåå, óñòàíàâëèâàþùåå ìàêñèìàëüíîå íåðà-
âåíñòâî äëÿ ARCH(p) ìîäåëè.
Ëåììà 2.2. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñõåìà íàáëþäåíèé (7) è âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ 1, 2, 3, 6 è 7. Òîãäà äëÿ k = 1, . . . , p è ëþáîãî ρ > 0

sup
x∈R,θ∈Θ

(Wn,k(x, θ)− n1/2[bnk(x, θ)± ρ‖θ − an‖])± = Op(1), (9)
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