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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè íàðÿäó ñ àñèìïòîòè÷åñêèì
ïîâåäåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî îáúåêòà âàæíî òàêæå çíàòü è åãî íåàñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïîâåäåíèå.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè X1, . . . , Xm � îäíîìåðíûå íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ãäå F (x) è Fm(x) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì
íàñòîÿùàÿ è ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå:

Òåîðåìà (Êîëìîãîðîâ).

Pr
{

sup
x∈R

|Fm(x)− F (x)| > t/
√

m
}
→ 2

∞∑

k=1

(−1)k−1e−2k2t2, ïðè m →∞.

Èç òåîðåìû Êîëìîãîðîâà ñëåäóåò òàêæå è íåàñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà:

Óòâåðæäåíèå.

Pr
{

sup
x∈R

|Fm(x)− F (x)| > t
}
≤ C · e−2mt2,

àíàëîã êîòîðîé â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèé â Rd áûë ïîëó÷åí Êèôåðîì (Kiefer):

Òåîðåìà (Êèôåð). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α > 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ
êîíñòàíòà K = K(α, d), òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ N âåðíî:

Pr
{

sup
x∈Rd

|Fm(x)− F (x)| > t
}
≤ K · e−(2−α)·mt2.

Ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ, êîòîðûé ôèãóðèðóåò â óêàçàííûõ âûøå ðåçóëüòàòàõ,
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî îáúåêòà:

sup
A∈A

|Pm(A)− P(A)|, (1)

Ïîëó÷åíèå òî÷íûõ îöåíîê äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ õâîñòîâ (1) òåñíî ñâÿçàíî ñ çàäà-
÷åé î âåðîÿòíîñòÿõ áîëüøèõ óêëîíåíèé, ïîäðîáíî èçó÷àâøåéñÿ Ñàíîâûì1. Ñì.
òàêæå ìîíîãðàôèþ2. Áîëüøàÿ ÷àñòü ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèé òàêæå

1È.Ñàíîâ, Î âåðîÿòíîñòÿõ áîëüøèõ óêëîíåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Ìàò. ñáîðíèê, 42 (1957), p.11-44.
2A.Dembo, O.Zeitouni, Large Deviations Techniques and Applications, Springer (1998).
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ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ýòîé çàäà÷è ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà âåðîÿòíîñòíóþ
ìåðó P(·) è íàáîð ìíîæåñòâ A.3,4,5 Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà A è âåðî-
ÿòíîñòíîé ìåðû P(·) ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè
íàâåðíîå Pm(A) − P(A) → 0 ïðè m → ∞. Áîëåå òîãî, èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî
Õ¼ôäèíãà äà¼ò ñëåäóþùóþ (íåàñèìïòîòè÷åñêóþ) îöåíêó íà ñêîðîñòü ñõîäèìî-
ñòè:

Pr
{|Pm(A)− P(A)| > t

} ≤ 2e−2mt2.

Åñëè íàáîð A êîíå÷åí, òî åñòåñòâåííî ïîëó÷àåì îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî íåðà-
âåíñòâà:

Pr
{
sup
A∈A

|Pm(A)− P(A)| > t
} ≤ 2|A| · e−2m·t2.

Îäíàêî åñëè ñåìåéñòâî A èìååò áåñêîíå÷íóþ ìîùíîñòü, êàê ýòî è áûâàåò âî
ìíîãèõ èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ, èìåþùèõ ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ
ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü â îöåíêàõ ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà äëÿ ýòîé çàäà÷è èãðàåò ðÿä ÷èñòî êîìáèíàòîðíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê ñåìåéñòâà A, òàêèõ êàê ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà è ýíòðîïèÿ
Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà.

×àñòü ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè ïîñâÿùåíà òîìó, ÷òî íà íåèçâåñòíóþ ìåðó
P(·) íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå åñòåñòâåííûå óñëîâèÿ. Òàê, âàæíûì ÿâëÿ-
åòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìåðà P(·) è ñåìåéñòâî A òàêîâû, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
ìåð

{
P(A), A ∈ A}

îòäåëåíî îò íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 1/2. Óëó÷øåíèþ îöåíîê
íà ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ õâîñòîâ äëÿ (1) â ýòîì ñëó÷àå ïîñâÿùåíà ïåðâàÿ
÷àñòü íàøåé äèññåðòàöèè. Â êà÷åñòâå ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè òàêîé îòäåëè-
ìîñòè ìû èñïîëüçóåì ðàçíîâèäíîñòü èíôîðìàöèè Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà, èãðàþ-
ùóþ âàæíóþ ðîëü â òåîðèè èíôîðìàöèè.6,7 Áëèçêèå õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê
ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ
ïëîòíîñòè8, à òàêæå â àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè îöåíèâàíèÿ.9

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðûõ îöåíîê â èçó÷àåìîì íàìè ñëó÷àå
èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà èç òåîðèè ýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ÷òî òàêæå äåëàåò òå-

3Â.Âàïíèê, À.×åðâîíåíêèñ, Òåîðèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, Íàóêà (1974).
4Â.Âàïíèê, À.×åðâîíåíêèñ, Âîññòàíîâëåíèå çàâèñèìîñòåé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì, Íàóêà (1979).
5L.Devroye, L.Gyor�, G.Lugosi, A Probabilistic Theory of Pattern Recognition, Springer (1996).
6À.Êîëìîãîðîâ, Òåîðèÿ èíôîðìàöèè è òåîðèÿ àëãîðèòìîâ, Íàóêà (1987).
7T.Cover, J.Thomas, Elements of Information Theory, Wiley (1991).
8Ë.Äåâðîé, Ë.Äü¼ðôè, Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè. L1-ïîäõîä. Ïåð. ñ àíãë., Ìèð (1988).
9È.Èáðàãèìîâ, Ð.Õàñüìèíñêèé, Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îöåíèâàíèÿ, Íàóêà (1979).
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ìàòèêó è ïðè¼ìû, îáñóæäàåìûå â äèññåðòàöèè, áëèçêèìè ê òàêèì îáëàñòÿì êàê
êëàññè÷åñêàÿ íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, ñåìèïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñòàòè-
ñòèêà, òåîðèÿ M-îöåíèâàíèÿ, òåîðèÿ Ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ è ðàâíîìåðíûå
çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë è ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà.

Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì ðåãðåññèîí-
íîãî àíàëèçà. Ïóñòü X ∈ Rd and Y ∈ R � íåêîòîðûå Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà.
Â çàâèñèìîñòè îò ïðåäïîëîæåíèé î õàðàêòåðå íåèçâåñòíîé çàâèñèìîñòè ìåæ-
äó x ∈ X è y ∈ Y èçâåñòåí ðÿä êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è îáó÷åíèÿ ïî
êîíå÷íîé âûáîðêå.

Òàê âòåîðèè ïðèáëèæåíèé ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ íåèç-
âåñòíàÿ çàâèñèìîñòü íà ïðîèçâåäåíèè X×Y. Òî÷íåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ òî-
÷åê èç èçâåñòíîãî êîíå÷íîãî íàáîðà z =

{
(x1, y1), . . . , (xm, ym), xi ∈ X, yi ∈ Y

}

âåðíî ñîîòíîøåíèå yi = f(xi), i = 1, . . . , m, ãäå f ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó çà-
ðàíåå èçâåñòíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó êëàññó H. Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè
íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ê f âíóòðè êëàññà H. Îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ îáû÷íî
èçìåðÿåòñÿ â Lp-íîðìå ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå Ëåáåãà íà X, ãäå 1 ≤ p < ∞.

Â ñëó÷àå, êîãäà äîïóñêàåòñÿ êàêàÿ-òî ñëó÷àéíîñòü íà õàðàêòåð çàâèñèìîñòè
ìåæäó x-àìè è y-àìè, ãîâîðÿò î òåîðèè îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè ðåãðåññèè. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êëàññ ìîäåëåé âèäà y = f(x)+ε, ãäå f ∈ H, à ε � ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà. Íàïðèìåð, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà z =

{
(x1, y1), . . . , (xm, ym), xi ∈

X, yi ∈ Y
}
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà yi = f(xi) + εi, ãäå x1, . . . , xm ôèêñèðîâàíû,

à εi � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ Eεi = 0.
Çàäà÷à, êàê è âûøå, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå fz
äëÿ f (èëè îöåíêó f), îïòèìàëüíîå â ñìûñëå E(||f−fz||2) â îäíîé èç ñòàíäàðòíûõ
íîðì. Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êîãäà �âõîäû� x1, . . . , xm ñàìè
ñëó÷àéíû è êàê-òî ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ íåèçâåñòíûì âåðîÿòíîñòíûì
çàêîíîì íà X.10

Â ñâîåé ðàáîòå ìû èìååì äåëî ñ çàäà÷åé, êîãäà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
Z = X × Y ñíàáæåíî íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòíîé Áîðåëåâñêîé ìåðîé ρ, à îáó÷à-
þùèå ïðèìåðû z � ñóòü ñëó÷àéíàÿ ρ-âûáîðêà äëèíû m. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ
â îöåíèâàíèè ôóíêöèè ðåãðåññèè y-îâ ïî x-àì, fρ(x) = E{y|x}. Ïóñòü ρX �

10L.Gyor�, M.Kohler, A.Krzyzak, H.Walk, A Distribution-Free Theory of Nonparametric Regression, Springer
Series in Statistics (2002).

3



ýòî ïðîåêöèÿ ìåðû ρ íà X. Äëÿ îïèñàíèÿ êà÷åñòâà îöåíèâàíèÿ ìû èñïîëüçóåì
îáùåïðèíÿòóþ õàðàêòåðèñòèêó ñêîðîñòè óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õâîñòîâ

Pr{‖fρ − fz‖L2(ρX) > t}, (2)

ãäå fz(x) � ýòî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ-îöåíùèê ôóíêöèè ðåãðåññèè fρ(x). Äëÿ òà-
êîé ïîñòàíîâêè òèïè÷íûìè óñëîâèÿìè íà íåèçâåñòíóþ ìåðó ρ ÿâëÿþòñÿ ïðåä-
ïîëîæåíèå íà ïðèíàäëåæíîñòü fρ(x) íåêîòîðîìó êëàññó H, à òàêæå óñëîâèÿ íà
ðàâíîìåðíóþ ïî x ñêîðîñòü óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õâîñòîâ ïî y.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ, êîãäà èçâåñòíî ïîâåäåíèå êëàññè÷åñêèõ â òåîðèè ïðèáëèæå-
íèé õàðàêòåðèñòèê êëàññà H, òàêèõ êàê ýíòðîïèéíûå ÷èñëà è Êîëìîãîðîâñêèå
ïîïåðå÷íèêè, íàìè ïîëó÷åíû ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè óáûâàíèÿ (2) ïðè ñîãëà-
ñîâàííîì ïîâåäåíèè m è t. Îíè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
â ðÿäå íåäàâíèõ ðàáîò, îñíîâíûå èç êîòîðûõ ïðèâåäåíû â êîíöå ñòðàíèöû.11,12

Ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè â ïåðâîé ÷àñòè âûðàæåíû â òåðìèíàõ êîìáèíà-
òîðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ â Rd èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñåìåé-
ñòâà ôóíêöèé íà Rd ñî çíà÷åíèÿìè â {0, 1}, â òî âðåìÿ êàê ðåçóëüòàòû âòî-
ðîé ÷àñòè ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êëàññîâ
äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà Rd. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü
ìåæäó ýòèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, è íàøè ðåçóëüòàòû ëèøíèé ðàç ïîäòâåðæäàþò
ýòî.

Öåëü ðàáîòû.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû � ïîëó÷èòü îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòà-
òîâ Êîëìîãîðîâà, Ñìèðíîâà, Êèôåðà, Âàïíèêà è ×åðâîíåíêècà î êîëè÷åñòâåí-
íîì ïîâåäåíèè îòêëîíåíèé ýìïèðè÷åñêèõ ÷àñòîò ñîáûòèé îò âåðîÿòíîñòåé, à
òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àå ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå îöåíùèêè íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè ðåãðåññèè è äîêàçàòü, ÷òî èìåþò ìåñòî îïòèìàëüíûå âåðîÿò-
íîñòíûå ãðàíèöû äëÿ èõ ðàçíîñòè â íåñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êëàññ ãèïîòåç
çàäà¼òñÿ â êëàññè÷åñêèõ òåðìèíàõ òåîðèè ïðèáëèæåíèé.

11F.Cucker, S.Smale, On the mathematical foundations of learning, Bulletin of AMS, 39 (2001), p.1-49.
12V. Temlyakov. Approximation in Learning Theory. IMI Preprints 05 (2005), p.1-43.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû êàê íîâûå ðåçóëüòàòû, òàê è íîâûå áîëåå ïðîñòûå äîêàçà-
òåëüñòâà ðÿäà èçâåñòíûõ ðàíåå óòâåðæäåíèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.
1. Ïîëó÷åíà íîâàÿ (íåàñèìïòîòè÷åñêàÿ) îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ýìïè-

ðè÷åñêèõ ÷àñòîò ê âåðîÿòíîñòÿì â òåðìèíàõ ôóíêöèè èíôîðìàöèè è ðàç-
ìåðíîñòè Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà, îáîáùàþùàÿ ðåçóëüòàòû Êîëìîãîðîâà,
Ñìèðíîâà, Êèôåðà, Õ¼ôäèíãà, ×åðíîâà, Âàïíèêà, ×åðâîíåíêèñà è Äåâðîÿ.

2. Ïîëó÷åíî áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà Òàëàãðàíäà, îáîáùàþ-
ùåå îäíîìåðíîå íåðàâåíñòâî ×åðíîâà, à òàêæå äàí ÷àñòè÷íûé îòâåò ê ãè-
ïîòåçå Òàëàãðàíäà î ïîâåäåíèè ñóïðåìóìîâ âàæíîãî êëàññà ýìïèðè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ.

3. Ïîëó÷åí ðÿä îöåíîê íà ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòíûõ õâîñòîâ îòêëîíåíèÿ ôóíêöèè-
îöåíùèêà îò ôóíêöèè ðåãðåññèè â ñëó÷àå, êîãäà êëàññ ãèïîòåç çàäà¼òñÿ â
òåðìèíàõ ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë è Êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ.

4. Ïîñòðîåí êëàññ óíèâåðñàëüíûõ îöåíùèêîâ ôóíêöèè ðåãðåññèè è ïðèâåäåíû
îöåíêè âåðîÿòíîñòíûõ õâîñòîâ èõ îòêëîíåíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òåî-
ðèè ïðèáëèæåíèé è ðåçóëüòàòû î êîíöåíòðàöèè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. À èìåííî,
èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ñèììåòðèçàöèè, íåðàâåíñòâà ×åðíîâà, Áåðíøòåéíà, Òà-
ëàãðàíäà, íåðàâåíñòâà Êàðëà, ôîðìóëà Ñòèðëèíãà, ìîìåíòíûå íåðàâåíñòâà è
ëåììà Âàðàäàíà, èíôîðìàöèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà è ðÿä íåðàâåíñòâ, ñâÿçûâàþ-
ùèõ ìåòðè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ìîãóò
íàéòè ïðèìåíåíèå â âåðîÿòíîñòíîé òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è â òåîðèè
îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè ðåãðåññèè.

5



Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè â ðàçíîå âðåìÿ äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà
ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ: ¾Íåïàðà-
ìåòðè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà è âðåìåííûå ðÿäû¿ (ðóêîâîäèòåëè - ä.ô.-ì.í., ïðîôåñ-
ñîð Þ.Í. Òþðèí, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð Â.Í. Òóòóáàëèí, ê.ô.-ì.í., äîöåíò Ì.Â.
Áîëäèí); ¾Áîëüøîé Êàôåäðàëüíûé Ñåìèíàð êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿;
¾Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îáó÷åíèé è å¼ ïðèìåíåíèÿ¿ (ðóêîâîäèòåëü - ä.ô.-ì.í.,
ïðîôåññîð Ñ.Â. Êîíÿãèí); ¾Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé è ïðèëîæåíèÿ¿ (ðóêîâîäèòå-
ëè - ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð, ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Á.Ñ. Êàøèí, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð Ñ.Â.
Êîíÿãèí);

à òàêæå ïðåäñòàâëÿëèñü íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:
¾25-ÿ Åâðîïåéñêàÿ Êîíôåðåíöèÿ ïî Ìàòåìàòè÷åñêîé Ñòàòèñòèêå¿ (Îñëî, 2005);
¾Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè îáó÷åíèé II¿ (Ïàðèæ, 2006); ¾26-ÿ Åâðîïåé-
ñêàÿ Êîíôåðåíöèÿ ïî Ìàòåìàòè÷åñêîé Ñòàòèñòèêå¿ (Òîðóíü, 2006); Ðîññèéñêî-
Cêàíäèíàâñêèé Ñèìïîçèóì ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ è Ïðèêëàäíàÿ Òåîðèÿ Âåðîÿòíî-
ñòåé¿ (Ïåòðîçàâîäñê, 2006).

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 6 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåä¼í
â êîíöå àâòîðåôåðàòà, ñì. [1-6].

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ (ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû), çàêëþ-
÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 34 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáú¼ì
äèññåðòàöèè� 73 ñòðàíèöû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ïðèâåä¼í êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî òåìàòèêå ðàáîòû,
èçëîæåíû öåëè è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Ïóñòü X1, . . . , Xm � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå â ñîòâåòñòâèè
ñ íåêòîðîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé P(·) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â Åâêëèäîâîì ïðî-
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ñòðàíñòâå Rd. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m äëèíó âûáîðêè, à ÷åðåç Pm(·) � ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ýìïèðè÷åñêóþ ìåðó. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòíûõ õâîñòîâ ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà

sup
A∈A

|Pm(A)− P(A)|,

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà A � ñåìåéñòâî Áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â Rd ñ êîíå÷íîé ðàç-
ìåðíîñòüþ Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà V = V (A). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé ìåð {P(A), A ∈ A} îòäåëåíî îò íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 1/2, ìû
óëó÷øàåì ðÿä èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ îöåíîê. Ââåä¼ì íåîáõîäèìûå îïðåäåëå-
íèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî V , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íàáîð èç
V òî÷åê x1, . . . , xV , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó

#
{
{x1, . . . , xV } ∩ A : A ∈ A

}
= 2V ,

íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà ñåìåéñòâà A.

Åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ ïðîòèâíîå, âåçäå íèæå ïîä V = V (A) ìû ïîíèìàåì
êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà íàáîðà ìíîæåñòâ A.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë p, q ∈ (0, 1) ðàñõîäèìîñòüþ Êóëüáàêà-
Ëåéáëåðà H(p, q) íàçûâàþò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

H(p, q) = p · ln p

q
+ (1− p) · ln 1− p

1− q
.

Îïðåäåëåíèå. Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì pA äëÿ ñèñòåìû ìíîæåñòâ A è ìåðû
P(·) íàçîâ¼ì áëèæàéøóþ ê 1/2 èç äâóõ âåëè÷èí p+ è p−, ãäå

p+ = inf
A∈A, P(A)>1/2

P(A), p− = sup
A∈A, P(A)<1/2

P(A).

Íåôîðìàëüíî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü pA êàê áëèæàéøåå ê 1/2 çíà÷åíèå ìåðû
P(A) íà ìíîæåñòâàõ A ∈ A.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü pA � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ A
ñ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòüþ Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà V . Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò M = M(pA, V ), K = K(V ) è t0 = t0(pA, V ) ïðè
m · t2 > M è t < t0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

Pr
{
sup
A∈A

|Pm(A)−P(A)| > t
} ≤ K·(mt2)2V +4·exp

{−m·min
(
H(pA+t, pA), H(pA−t, pA)

)}
.
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Ïðîêîììåíòèðóåì íàø ðåçóëüòàò. Ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà V ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷èñòî êîìáèíàòîðíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû Áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
A è íå çàâèñèò íè îò êàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Îíà îïèñûâàåò ðàçíî-
îáðàçèå A. Äðóãèìè ñëîâàìè, V ðàâíî íàèáîëüøåìó âîçìîæíîìó ÷èñëó òî÷åê
â Rd, òàêèõ ÷òî äëÿ ëþáîãî (èç 2V ) ïîäìíîæåñòâà ýòèõ òî÷åê íàéä¼òñÿ ïðåäñòà-
âèòåëü A ∈ A, ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ òî÷êàìè â òî÷íîñòè ïî ýòîìó ïîäìíîæåñòâó.
Åñëè òàêîå ìíîæåñòâî èç V òî÷åê ìîæíî íàéòè äëÿ ëþáîãî V ∈ N, òî ðàçìåð-
íîñòü Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì, ÷òî
äëÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ A å¼ ðàçìåðíîñòü V (A) ìîæåò áûòü êàê
êîíå÷íîé, òàê è áåñêîíå÷íîé. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàæíûõ ïðèìåðîâ.

Äëÿ íàáîðà ïîëóïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå Rd

A = {{x :< w, x > +w0 ≥ 0} : w ∈ Rd, w0 ∈ R} èìååì V (A) = d + 1,

äëÿ ñåìåéñòâà îòðèöàòåëüíûõ îðòàíòîâ

A = {(−∞, x1]× · · · × (−∞, xd] : (x1, . . . , xd) ∈ Rd} âåðíî V (A) = d.

Ñåìåéñòâî âñåõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â Rd (ïðè d ≥ 2) äà¼ò ïðèìåð íàáîðà
A ñ áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòüþ V .

Ðåçóëüòàò Òåîðåìû 1 îáîáùàåò êëàññè÷åñêèå íåàñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè
Êîëìîãîðîâà, Ñìèðíîâà è Êèôåðà (Kiefer) íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ýìïèðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ê íàñòîÿùåé, à òàêæå ðÿä ðåçóëüòàòîâ Âàïíèêà,
×åðâîíåíêèñà è äðóãèõ àâòîðîâ î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷àñòîò ê âåðîÿòíî-
ñòÿì. Âàïíèê è ×åðâîíåíêèñ ïåðâûìè äîêàçàëè ýêñïîíåíöèàëüíûå âåðîÿòíîñò-
íûå îöåíêè äëÿ ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà supA∈A |Pm(A)−P(A)| â îáùåì ñëó÷àå
êîãäà V (A) êîíå÷íî 13, 14.

Òåîðåìà (Âàïíèê-×åðâîíåíêèñ). Ïóñòü A � êëàññ Áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
â Rd ñ êîíå÷íîé V = V (A). Òîãäà äëÿ mt2 > 2 âåðíî íåðàâåíñòâî:

Pr
{

sup
A∈A

|Pm(A)− P(A)| > t
}
≤ 4

(2em

V

)V

· e−mt2/8.

13Â. Âàïíèê, À. ×åðâîíåíêèñ. Î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ñîáûòèé ê èõ âåðîÿò-
íîñòÿì. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ïðèëîæåíèÿ, 16, No. 2 (1971), ñòð. 264-280.

14Â. Âàïíèê, À. ×åðâîíåíêèñ. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ
ê ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ïðèëîæåíèÿ, 26, No. 3 (1981), ñòð. 532-553.
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Ýêñïîíåíöèàëüíûé ïî m ìíîæèòåëü â ýòîé îöåíêå îïèñûâàåò âåðîÿòíîñòíûé
õâîñò îòêëîíåíèÿ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà A ∈ A, à ïîëèíîìèàëüíûé
÷ëåí õàðàêòåðèçóåò ðàçíîîáðàçèå ñåìåéñòâà A. Îòìåòèì, ÷òî â óïîìÿíóòûõ âû-
øå êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ è èõ îáîáùåíèÿõ íå äåëàëîñü êàêèõ-òî ñïåöèàëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèé íà íåèçâåñòíóþ ìåðó P(·).

Òàêèå îöåíêè ïðèíÿòî íàçûâàòü ñâîáîäíûìè îò ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíè òàêæå
èçâåñòíû â ëèòåðàòóðå êàê ãðàíèöû Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà. Âñå òàêèå ðåçóëü-
òàòû è èõ îáîáùåíèÿ â îáùåì âèäå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Pr{sup
A∈A

|Pm(A)− P(A)| > t} ≤ K(t, V ) · (mt2)v · e−m·φ(t), êîãäà mt2 > C, (3)

Çäåñü C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò t, v � ôóíêöèÿ îò V, à φ(t) =

γt2, ãäå γ ∈ (0, 2].

Íåñêîëüêèì àâòîðàì óäàëîñü óëó÷øèòü êîíñòàíòû èç ïåðâûõ îöåíîê Âàï-
íèêà è ×åðâîíåíêèñà. Îòìåòèì çäåñü ëèøü, ÷òî Äåâðîé (L.Devroye)15 ïîëó÷èë
îïòèìàëüíûé ìíîæèòåëü e−2mt2, à Òàëàãðàíä (M. Talagrand)16 � òàêæå è íåóëó÷-
øàåìûé ïîêàçàòåëü v = V − 1/2. Íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî
{P(A) : A ∈ A} îòäåëåíî îò íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè 1/2, ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü
ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â îöåíêàõ âèäà (3) è âçÿòü â êà÷åñòâå φ(t) âûðà-
æåíèå

φ(t) = min
(
H(pA + t, pA), H(pA − t, pA)

)
. (4)

Íîâûé âèä îöåíêè îáîáùàåò êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò ×åðíîâà (Cherno�) äëÿ
ñëó÷àÿ îòäåëüíîãî ìíîæåñòâà A ∈ A.

Òåîðåìà (×åðíîâ).

Pr{(Pm(A)− P(A)) > t} ≤ exp
{−m ·H(

P(A) + t), P(t)
)}

, ∀A ∈ A.

Òàëàãðàíä âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî íàðÿäó ñ φ(t) èç âûðàæåíèÿ (4)

â îöåíêå (3) ìîæåò áûòü ñîõðàí¼í îïòèìàëüíûé ïîëèíîìèàëüíûé ìíîæèòåëü
(mt2)V−1/2. Òàêèì îáðàçîì, Òåîðåìà 1 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòè÷íîå
ðåøåíèå ãèïîòåçû Òàëàãðàíäà. Óñëîâèÿ îòäåëèìîñòè {P(A), A ∈ A} îò 1/2

15L. Devroye, Bounds for the Uniform Deviation of Empirical Measures, Journal of Multivariate Analysis, 12
(1982), p. 72-79.

16M. Talagrand, Sharper Bounds for Gaussian and Empirical Processes, The Annals of Probability, 22, No 1
(1994), p. 28-76.

9



îçíà÷àåò, ÷òî pA 6= 1/2. À çíà÷èò äëÿ íåêîòîðîãî t0 > 0 ìíîæåñòâà {pA +

t}, {pA − t}, 0 < t < t0 íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ 1/2. Èç
ñâîéñòâ ðàñõîäèìîñòè Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òàêèõ t ýêñïîíåí-
öèàëüíûé ïîêàçàòåëü â Òåîðåìå 1 óëó÷øåí ïî ñðàâíåíèþ ñ îïòèìàëüíûì â
ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèÿ ñâîáîäû îò ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàëàãðàíä ïîêàçàë, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ðàçíîâèäíîñòü îöåíêè (3),

êîòîðóþ ìû ïðèâîäèì äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ:

Òåîðåìà (Òàëàãðàíä16). Ïóñòü A � îãðàíè÷åííîå ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ â Rd ñ êîíå÷íîé V = V (A). Ïóñòü òàêæå P(·) � íåêîòîðàÿ Áîðåëåâ-
ñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Rd, à pA � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ A è P(·).
Òîãäà åñëè pA 6= 1/2, òî äëÿ ëþáîãî β ∈ (0, 1) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà M(β, pA, V ), K(V ) è t0(β, pA, V ), òàêèå ÷òî ïðè m · t2 > M(β, p, V ) è
t < t0(β, p, V ) âåðíî íåðàâåíñòâî:

Pr
{
sup
A∈A

|Pm(A)− P(A)| > t
} ≤ K(V ) · (mt2)V e−m(1−β)·min

(
H(pA+t,pA),H(pA−t,pA)

)
.

Ýòà òåîðåìà íóæíà íàì êàê âñïîìîãàòåëüíàÿ äëÿ íàøåãî îñíîâíîãî ðåçóëüòà-
òà. Ìû ïðèâîäèì íîâîå ïðîñòîå å¼ äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëüøóþ
ñëîæíîñòü çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ïåðåõîä îò ìíîæèòåëÿ m(1−β) â ïîêàçàòåëå ýêñ-
ïîíåíòû ïðîñòî ê m, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ïðÿìîå îáîáùåíèå íåðàâåíñòâ ×åáûøåâà
è ×åðíîâà.

Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå, ÷òî îáúåêò, êîòîðûé ìû îöåíèâàåì â Òåîðåìå 1, åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò â òåîðèè îáó÷åíèé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êëàñ-
ñè÷åñêóþ çàäà÷ó äâóõêëàññîâîãî ðàñïîçíàâàíèÿ d-ìåðíûõ îáúåêòîâ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî çàðàíåå èçâåñòåí êëàññ ðåøàþùèõ ïðàâèë H, ò.å. êëàññ ôóíêöèé f :

Rd → {0, 1}, à òàêæå îáó÷àþùàÿ âûáîðêà z = {(x1, y1), . . . , (xm, ym)} äëèíû m.
Çäåñü xj ∈ Rd, à yj ∈ {0, 1}. Áóäåì ïîíèìàòü ïîä íåèçâåñòíûì çàêîíîì, â ñîîò-
âåòñòâèè ñ êîòîðûì ïîëó÷åíû èëè ñîáðàíû íàáëþäåíèÿ zj = (xj, yj), íåêîòîðîå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P(·) íà ïðîèçâåäåíèè Rd × {0, 1}. Îáùàÿ çàäà÷à
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà îñíîâå âûáîðêè z äëèíû m èç ñåìåéñòâà H âûáðàòü â
íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷øåå ðåøàþùåå ïðàâèëî fz ∈ H ñ òåì, ÷òîáû èñïîëüçî-
âàòü åãî äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ëþáûõ òî÷åê èç Rd. Íàïðèìåð, âûáðàòü ðåøàþùåå
ïðàâèëî fz, êîòîðîå ïî âõîäíîìó x-ó êàê ìîæíî ÷àùå âûäà¼ò �ïðàâèëüíûé� y.
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Åñòåñòâåííûé ïîäõîä ïðè âûáîðå îïòèìàëüíîãî f : Rd → {0, 1}, f ∈ H
ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé îøèáêè, îïðåäåëÿåìîé êàê

1

m

m∑
j=1

I{f(xj) 6=yj}.

Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, èëè êàê åù¼ ãîâîðÿò, �ðàñïîçíàâàòåëü�, íà êîòîðîé äîñòè-
ãàåòñÿ ýòîò ìèíèìóì, êàê fz. Îøèáêîé ïðàâèëà f ∈ H íàçîâ¼ì P-ìåðó ìíîæå-
ñòâà âñåõ òàêèõ ïàð (x, y) ∈ Rd × {0, 1}, äëÿ êîòîðûõ f(x) 6= y. Âîçíèêàåò åñòå-
ñòâåííûé âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî îøèáêà òàêîãî �ðàñïîçíàâàòåëÿ� fz áëèçêà ê
ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé îøèáêå âíóòðè êëàññà H. Ïóñòü Pm(·) � ñîîòâåòñòâó-
þùåå âûáîðêå z ýìïèðè÷åñêîå ðàïðåäåëåíèå. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîäóëü
èíòåðåñóþùåé íàñ ðàçíîñòè îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êàê

2 · sup
A∈A

|Pm(A)− P(A)|,

ãäå ñåìåéñòâî A ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñëåäóþùèé íàáîð ìíîæåñòâ:
{{x : f(x) = 1} × {0}}

⋃{{x : f(x) = 0} × {1}}, f ∈ H.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà A è äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ìåðû P(·) ïî
çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå Pm(A)−P(A) → 0

ïðè m → ∞. Áîëåå òîãî, íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà è Õ¼ôäèíãà äà¼ò ñëåäóþùóþ
îöåíêó íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè:

Pr
{|Pm(A)− P(A)| > t

} ≤ 2e−2m·t2.

Åñëè ñåìåéñòâî A êîíå÷íî, òî åñòåñòâåííî ïîëó÷àåì îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî
íåðàâåíñòâà:

Pr
{
sup
A∈A

|Pm(A)− P(A)| > t
} ≤ 2|A| · e−2m·t2.

Îäíàêî åñëè íàáîð A èìååò áåñêîíå÷íóþ ìîùíîñòü, êàê ýòî è áûâàåò âî ìíîãèõ
èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ, èìåþùèõ ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî
áîëåå ñëîæíîé.

Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè ðåãðåñ-
ñèè. Ïóñòü X ⊂ Rd è Y ⊂ R � Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà, è íà èõ ïðîèçâåäåíèè
Z = X × Y îïðåäåëåíà Áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ρ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
fρ : X → Y ôóíêöèþ ðåãðåññèè y íà x, ò.å. fρ(x) = E{y|x}.
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Ìû èçó÷àåì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè fρ(x) ïî êîíå÷íîé ρ-âûáîðêå z =

{z1, . . . , zm} : zi = (xi, yi), i = 1, . . . , m. Èíîãäà ýòó çàäà÷ó íàçûâàþò îáó÷åíèåì
ôóíêöèè ðåãðåññèè.

Ôóíêöèþ, ïîñòðîåííóþ ïî âûáîðêå z è îöåíèâàþùóþ fρ(x), áóäåì îáîçíà÷àòü
êàê fz : X → Y è íàçûâàòü å¼ ôóíêöèåé-îöåíùèêîì. Ïóñòü ρX � ïðîåêöèÿ
ìåðû ρ íà X. Åñòåñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè fρ

ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õâîñòîâ (ïðè ñòðåìëåíèè ε → 0 è
m →∞)

Pr{‖fz − fρ‖2
L2(X, ρX) > ε}. (5)

Çäåñü è âåçäå íèæå ïîä Pr(·) ïîíèìàåòñÿ ρm-âåðîÿòíîñòü íà ïðîèçâåäåíèè Zm,

ãäå Z = X × Y. Íà íåèçâåñòíóþ ìåðó ρ ìû íàêëàäûâàåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
(6) è (7):

∃C1, C2 > 0, òàêèå ÷òî ∀t > 0 : ρ{|y| > t} < C1 · exp{−C2 · t2}, (6)

fρ(x) ∈ H, ãäå H � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå C(X). (7)

Ñâîéñòâî óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õâîñòîâ (6) òàêæå èçâåñòíî êàê ðàâíîìåðíàÿ
ñàáãàóññîâîñòü ïî y. Äëÿ ôóíêöèè f : X → Y, f ∈ L2(X, ρX) å¼ îøèáêîé
íàçîâ¼ì âûðàæåíèå

E(f) =

∫

Z

(f(x)− y)2 · dρ.

Èçâåñòíî, ÷òî ìèíèìóì îøèáêè äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè ðåãðåññèè fρ(x):

E(fρ) = inf
f∈L2(ρX)

E(f), ïðè ýòîì äëÿ f ∈ L2(X, ρX) : E(f)−E(fρ) = ||f−fρ||2L2(X,ρX),

à çíà÷èò äëÿ ëþáîãî îöåíùèêà fz ∈ L2(X, ρX) âåðîÿòíîñòíûå õâîñòû (5) ìîæíî
çàïèñàòü êàê

Pr{‖fz − fρ‖2
L2(X, ρX) > ε} = Pr{E(fz)− E(fρ) > ε}.

Îïðåäåëèì ýìïèðè÷åñêóþ îøèáêó Ez(f) êàê

Ez(f) =
1

m

m∑
i=1

(f(xi)− yi)
2

è îáîçíà÷èì ÷åðåç fH,z ìèíèìóì ýìïèðè÷åñêîé îøèáêè äëÿ ïðîñòðàíñòâà H:

fH,z = arg min
f∈H

Ez(f).

Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç N(H, ε) ìîùíîñòü ε-ñåòè äëÿ H â ïðîñòðàíñòâå C(X).
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìåðà ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6) è (7). Òîãäà íàéäóòñÿ
ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C1(H, ρ) è C2(H, ρ), òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ ε > 0

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

Pr{E(fH,z)− E(fρ) > ε} ≤ 2 N(H, ε/C1(H, ρ)) · exp{−C2(H, ρ) ·mε2}.

Îïðåäåëåíèå. Ýíòðîïèéíûì ÷èñëîì εn(H) ïîðÿäêà n äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî
êëàññà H â ïðîñòðàíñòâå C(X) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêà:

εn(H) := inf
{
ε : ∃f1, . . . , f2n ∈ H : H ⊂ ∪2n

j=1(fj + εU(C(X)))
}
,

ãäå U(C(X)) � åäèíè÷íûé øàð â ïðîñòðàíñòâå C(X).

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà H çàäà¼òñÿ ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ ñâîèõ ýíòðîïèéíûõ ÷è-
ñåë, ìû èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ õâîñòîâ (5):

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìåðà ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6) è (7) è äëÿ íåêîòî-
ðûõ r > 0, C > 0 è âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
εn(H) ≤ Cn−r. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C1(r, ρ), C2(r, ρ) >

0, òàêèå ÷òî

Pr{E(fH,z)− E(fρ) ≥ ε} ≤ e−C1·mε2, êàê òîëüêî ε ·m r
1+2r > C2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùèõ òåîðåì ìû èñïîëüçóåì íåñêîëüêî ïðîìåæó-
òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïóñòü äëÿ ìåðû ρ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (6) è (7). Òîãäà
âåðíû óòâåðæäåíèÿ:

Ëåììà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ H èìååò êîíå÷íóþ îøèáêó E(f). Òîãäà äëÿ
íåêîòîðîé êîíñòàíòû C = C(H, ρ) > 0 è äëÿ âñåõ ε > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà:

Pr{E(f)− Ez(f) > ε} ≤ 2 exp{−C ·mε2}.

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû Cj(H, ρ) > 0, j = 1, 2, òàêèå ÷òî äëÿ
ε > 0 âåðíî:

Pr{sup
f∈H

|E(f)− Ez(f)| > ε} ≤ 2 N(H, ε/C1(H, ρ)) · exp{−C2(H, ρ) ·mε2}.

Ìíîãèå àâòîðû èçó÷àëè âîïðîñû êà÷åñòâà è îïòèìàëüíîñòè îöåíèâàíèÿ fρ â
ñëó÷àå, êîãäà íà ìåðó ρ íàëîæåíû áîëåå ïðîñòûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè âèäà
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|y| < M ρ-ï.í. äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî M > 0, ñì.17,18,19. Íàø îñíîâíîé
âêëàä çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåíåñåíèè ÷àñòè èõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé íåîãðàíè÷åí-
íûõ y-îâ.

Îïðåäåëåíèå. Êîëìîãîðîâñêèì ïîïåðå÷íèêîì ïîðÿäêà n äëÿ ñåìåéñòâà ôóíê-
öèé H ⊂ C(X) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî dn(H, C(X)), îïðåäåëÿåìîå êàê

dn(H, C(X)) = inf
Ln

sup
f∈H

inf
g∈Ln

‖f − g‖C(X),

ãäå infLn
áåð¼òñÿ ïî âñåì n-ìåðíûì ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàì â C(X).

Êîëìîãîðîâñêèå ïîïåðå÷íèêè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè ïðèáëèæåíèé è
îïèñûâàþò íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ n-ìåðíûìè ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâà-
ìè. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè H ⊂ C(X) � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî èç óñëîâèÿ íà
óáûâàíèå Êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ âèäà

dn(H, C(X)) ≤ C1 · n−r, n = 1, 2, . . . (8)

ñëåäóþò íåðàâåíñòâà äëÿ ýíòðîïèéíûõ ÷èñåë20:

εn(H, C(X)) ≤ C2 · n−r, n = 1, 2, . . . (9)

Íàø ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñèëèâàåò îöåíêè Òåîðåìû 3:

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ìåðà ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6) è (7). Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå C, r > 0, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

dn(H, C(X)) ≤ C · n−r, n = 1, 2, . . .

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé îöåíùèê fz, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò C1(H, ρ),

C2(H, ρ) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

Pr{E(fz)− E(fρ) ≥ ε} ≤ e−C1·mε2, êàê òîëüêî ε ·m r
1+2r ·

( m

ln m

) r
1+2r

> C2.

17F.Cucker, S.Smale, On the mathematical foundations of learning, Bulletin of AMS, 39 (2001), p.1-49.
18R.DeVore, G.Kerkyacharian, D.Picard, V.Temlyakov, On Mathematical Methods of Learning. IMI Preprints, 10

(2004), p.1-24.
19L.Gyor�, M.Kohler, A.Krzyzak, H.Walk, A Distribution-Free Theory of Nonparametric Regression, Springer

Series in Statistics (2002).
20B.Carl, Entropy numbers, s-numbers, and eigenvalue problems, J. Funct. Anal., 41 (1981), p.290-306.
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Îïèøåì ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû. Ïóñòü p > 0 äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Îïðå-
äåëèì êëàññ ãëàäêèõ ïîðÿäêà p äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé H d

p íà åäèíè÷-
íîì êóáå â Rd ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäñòàâèì äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî p > 0 â âèäå p = k + β, ãäå
k ∈ N, è 0 < β ≤ 1 è îïðåäåëèì êëàññ H d

p ôóíêöèé f : [0, 1]d → R ñëåäóþùèìè
óñëîâèÿìè. Ñêàæåì, ÷òî f ∈ H d

p åñëè è òîëüêî åñëè ó f ñóùåñòâóþò âñå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k, âñå îíè óäîëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ
ïàðàìåòðîì β íà ìíîæåñòâå [0, 1]d, è ‖f‖C(X) ≤ 1.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà H = H d
p ýíòðîïèéíûå ÷èñëà è Êîëìîãîðîâ-

ñêèå ïîïåðå÷íèêè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (8) è (9) ñ ïîêàçàòåëåì r = p/d,

ñì.21, ÷òî äà¼ò íàì ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîñòðàíñòâî
ãèïîòåç äëÿ fρ(x) ïðåäñòàâëÿåò õîðîøî èçó÷åííûé êëàññ ãëàäêèõ ôóíêöèé H d

p .
Îòìåòèì, ÷òî îöåíùèê èç Òåîðåìû 6 ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ áîëåå ñëîæíóþ êîí-
ñòðóêöèþ, ÷åì ðàññìàòðèâàåìûé ðàíåå fH,z, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì
ýìïèðè÷åñêîé îøèáêè äëÿ êëàññà H.

Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü íàøèõ ðåçóëüòàòîâ êàñàåòñÿ ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ îöåí-
ùèêîâ.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà L â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé C(X). îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå äî ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà H êàê

d(H, L) := sup
f∈H

inf
g∈L

‖f − g‖∞. (10)

Ïóñòü L = {Ln}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n-ìåðíûõ (n = 1, 2, . . . ) ïîäïðî-
ñòðàíñòâ â C(X), è 0 < α ≤ β < ∞ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü òàêæå C, D

� íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû è r ∈ [α, β]. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Hr ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå C(X),

óäîâëåòîâîðÿþùåå ñâîéñòâàì:

d(Hr, Ln) ≤ C · n−r, n = 1, 2, . . . ; sup
f∈Hr

‖f‖C(X) ≤ D.

Íàêîíåö îáîçíà÷èì
H(α, β) = {Hr, r ∈ [α, β]},

21Â.Òèõîìèðîâ, Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé. Ñîâð. ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ, 14
(1987), (Èòîãè íàóêè è òåõí.), ÂÈÍÈÒÈ ÀÍ ÑÑÑÐ.
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Òàêîå óñëîâèå âîçíèêëî â ðàáîòå18 è ÿâëÿåòñÿ áëèçêèì ê åñòåñòâåííûì â òåîðèè
ïðèáëèæåíèé óñëîâèÿì íà óáûâàíèå Êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ. Ñïðàâåä-
ëèâà

Òåîðåìà 7. Ïðåäïëîæèì, ÷òî äëÿ ìåðû ρ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (6) è (7), ãäå
H èìååò âèä H = H(α, β) è 0 < α ≤ β < ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé
îöåíùèê fz è òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C1(H, ρ, α), C2(H, ρ, α), ÷òî
åñëè fρ ∈ Hr ⊂ H(α, β), äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ [α, β], òî âåðíà îöåíêà

Pr{E(fz)− E(fρ) ≥ ε} ≤ e−C1·mε2, êàê òîëüêî ε ·m 2r
1+2r ·

( m

ln m

) r
1+2r

> C2.

Îöåíêà ýòîé òåîðåìû ñëàáåå, ÷åì ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò, îäíàêî è ïðîñòðàí-
ñòâî H òåïåðü ãîðàçäî øèðå. Ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîãî ñåìåéñòâà êîíå÷-
íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L = {Ln}, îïòèìàëüíîãî â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ (10) ê
Êîëìîãîðîâñêèì ïîïåðå÷íèêàì äëÿ âñåõ Hr, r ∈ [α, β] � íåïðîñòîé âîïðîñ èç
òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ d = 1 è ïðîñòðàíñòâH1

p

â êà÷åñòâå òàêîãî ñåìåéñòâà L = {Ln} ìîæíî âçÿòü êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàí-
ñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ñì.21 Îòñþäà ïîëó÷àåì òàêîå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìåðû ρ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (6) è (7).

Ïóñòü òàêæå 0 < α ≤ β < ∞ � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà è H èìååò âèä
H(α, β) = {H1

r, α ≤ r ≤ β}. Òîãäà ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé äëÿ âñåõ r

îöåíùèê fz è òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C1(H, ρ, α), C2(H, ρ, α), ÷òî
åñëè fρ ∈ Hr, òî âåðíî íåðàâåíñòâî:

Pr{E(fz)− E(fρ) ≥ ε} ≤ e−C1·mε2, êàê òîëüêî ε ·m 2r
1+2r ·

( m

ln m

) r
1+2r

> C2.

Èçâåñòíî, ÷òî H1
r ⊂ H1

s ïðè 0 < s < r. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå íà
ε è m â ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè ìîæíî âñåãäà çàìåíèòü íà òàêîå: ε ·m 2α

1+2α ·(
m

ln m

) α
1+2α

> C2.

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðóÞ.Í. Òþ-
ðèíó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, à òàêæå Å.Ä. Ëèâøèöó, ïðîôåññîðó
Â.Í. Òåìëÿêîâó è ïðîôåññîðó Ñ.Â. Êîíÿãèíó çà ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå è
ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ.
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