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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ
ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñ ïðè-
ëîæåíèÿìè ê çàäà÷àì ìåõàíèêè. Âñÿêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ñîäåðæèò ïàðàìåòðû, è îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòà-
öèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òîãî, êàê óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ èëè ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé-
÷èâûì, èëè íàîáîðîò, ïðè èçìåíåíèè ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ. Â
ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ óñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàíñòâî
ïàðàìåòðîâ ðàçáèâàåòñÿ íà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé-
÷èâîñòè äëÿ êîíêðåòíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èëè ñòàöè-
îíàðíîãî ðåæèìà. Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëèç ãðàíèöû ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè � ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé-
÷èâîñòè.

Êàê èçâåñòíî, ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñîñòîèò èç
ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé, íî ìîæåò èìåòü ðàçíîãî ðîäà îñîáåí-
íîñòè. Êëàññèôèêàöèÿ òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé ãðàíèöû îáëà-
ñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàâèñÿùèõ îò äâóõ èëè òðåõ ïà-
ðàìåòðîâ, áûëà ïðîâåäåíà Â.È.Àðíîëüäîì (1972). Âîçíèêíî-
âåíèå îñîáåííîñòåé íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñâÿçàíî ñ íåäèôôåðåíöèðóåìûì ïîâåäåíèåì
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ â îêðåñò-
íîñòè òî÷åê êðàòíîñòè. Â ïðèêëàäíîì àñïåêòå àêòóàëüíî ïå-
ðåíåñòè êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû òåîðèè îñîáåííîñòåé è êà-
òàñòðîô â ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, òåì ñàìûì ñäå-
ëàâ ýòó òåîðèþ òàêæå êîëè÷åñòâåííîé, òî åñòü êîíñòðóêòèâ-
íîé è ïðàêòè÷íîé.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ðÿä îáùèõ àêòóàëüíûõ âîïðî-
ñîâ. Êàêîâû çàêîíû äâèæåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è? Êà-
êîâû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è ñâîé-
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ñòâàìè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðà-
ìåòðîâ? Êàêîâû îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì
ñî ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè, òàêèõ êàê ãèðîñêîïè÷åñêèå è êîí-
ñåðâàòèâíûå ñèñòåìû? Êàê óñòðîåíà ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé-
÷èâîñòè â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì è êàê èññëåäîâàòü åå
îñîáåííîñòè? Êàêèå ìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû ñâÿçàíû ñ âîç-
íèêíîâåíèåì îñîáåííîñòåé íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé óñòîé÷èâî-
ñòè?

Èìåííî ýòèì âîïðîñàì è çàäà÷àì ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ.
Â íåé ðàçâèòû àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïîçâîëÿ-
þùèå êîíñòðóêòèâíî ïðîâîäèòü ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèé àíà-
ëèç îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíûõ è îñî-
áûõ òî÷åê åå ãðàíèöû. Îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà è ñòðóêòóðà
îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè è èõ ãðàíèö äëÿ ñèñòåì ðàçëè÷íî-
ãî âèäà: êîíñåðâàòèâíûõ è íåêîíñåðâàòèâíûõ, àâòîíîìíûõ
è ïåðèîäè÷åñêèõ. Ðåøàåòñÿ ðÿä êîíêðåòíûõ çàäà÷ îá óñòîé-
÷èâîñòè è ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì
ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Äàåòñÿ
íîâîå îáúÿñíåíèå ðÿäó ìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ è ïàðàäîê-
ñîâ â òåðìèíàõ òåîðèè îñîáåííîñòåé è êàòàñòðîô. Íàêîíåö,
ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïàðàìåòðè÷åñêîìó
ðåçîíàíñó, ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ
ìåòîäèê.

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå àíàëèòè÷åñêèõ
è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ãðà-
íèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ è íåêîíñåð-
âàòèâíûõ, àâòîíîìíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, îïèñàíèå ìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ îñîáåí-
íîñòÿìè ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè, ðåøåíèå çàäà÷ îá
óñòîé÷èâîñòè è ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå äëÿ êîíêðåòíûõ
ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåð-
æäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è èõ íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðå-
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çóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþ-
ùåì:

• Ðàçâèòû àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû àíàëèçà
áèôóðêàöèé êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö, çà-
âèñÿùèõ îò ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ÷èñ-
ëåííîãî îïðåäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ
æîðäàíîâûìè êëåòêàìè â ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåé-
ñòâàõ ìàòðèö.

• Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ëîêàëüíî îïè-
ñûâàþùèå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â îêðåñòíîñòè ðåãó-
ëÿðíûõ è îñîáûõ òî÷åê ãðàíèöû äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ðàçëè÷íîãî òèïà: íåêîíñåðâàòèâíûõ, ïîòåíöèàëü-
íûõ, ãàìèëüòîíîâûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ. Äàíà êëàññèôè-
êàöèÿ îñîáåííîñòåé ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè äëÿ
ïîòåíöèàëüíûõ, ãàìèëüòîíîâûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì.

• Ïîëó÷åíû íîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ îáëà-
ñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ ñèñòåì ñ áîëüøèì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, çàâèñÿùèõ îò òðåõ ïàðàìåò-
ðîâ: ïàðàìåòðà äèññèïàòèâíûõ ñèë, àìïëèòóäû è ÷àñòî-
òû ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ.

• Ïðîâåäåí îáùèé ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç óñòîé-
÷èâîñòè ïðè ðåçîíàíñå ìåæäó êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòîé ôëàò-
òåðà àâòîíîìíîé íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû è ÷àñòîòîé
ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ.

• Ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàäîêñ äåñòàáèëèçàöèè íåêîíñåðâàòèâ-
íîé ñèñòåìû ìàëûìè äèññèïàòèâíûìè ñèëàìè (ïàðà-
äîêñ Öèãëåðà) ñâÿçàí ñ îñîáåííîñòüþ òèïà �òóïèê íà
ðåáðå� íà ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè.
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• Âûÿâëåíà ñâÿçü áèìîäàëüíûõ ðåøåíèé â îïòèìèçàöèè
óïðóãèõ êîíñòðóêöèé ïî êðèòåðèþ óñòîé÷èâîñòè ñ êî-
íè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ íà ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâî-
ñòè.

• Ðåøåíû çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì,
â êîòîðûõ êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò îñîáåííîñòè íà ãðà-
íèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ çàäà÷à î
ãèðîñêîïè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû
óïðóãî ñî÷ëåíåííûõ òåë, çàäà÷à Â.Â.Áîëîòèíà î êîì-
áèíàöèîííîì ðåçîíàíñå èçãèáíî-êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé
áàëêè ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêèõ ìîìåíòîâ, çàäà÷à î
ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå è îïòèìèçàöèè áàëîê ïåðå-
ìåííîãî ñå÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêèõ îñåâûõ
íàãðóçîê, çàäà÷à î ðåçîíàíñå óïðóãîé êîíñîëüíîé òðó-
áû, ïðîâîäÿùåé ïóëüñèðóþùóþ æèäêîñòü.

• Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà áàëîê ïîñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî
ñå÷åíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ
ìåòîäû âîçìóùåíèé êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàçâè-
òûå Ì.È. Âèøèêîì, Ë.À. Ëþñòåðíèêîì (1960) è Â.Á. Ëèä-
ñêèì (1966), è ñïîñîá èõ ïðèìåíåíèÿ â ìíîãîïàðàìåòðè÷å-
ñêîì ñëó÷àå, ïðåäëîæåííûé À.Ï. Ñåéðàíÿíîì (1990), êà÷å-
ñòâåííûå ìåòîäû òåîðèè âåðñàëüíûõ äåôîðìàöèé, ðàçðàáî-
òàííûå Â.È. Àðíîëüäîì (1971). Ðàçâèâàþòñÿ êîíñòðóêòèâ-
íûå àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû òåîðèè áèôóðêàöèé
êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òåîðèè âåðñàëüíûõ äåôîð-
ìàöèé, à òàêæå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ è àïïðîêñèìàöèè îñî-
áåííîñòåé íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè.

Äîñòîâåðíîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñòðîãî ìàòåìà-
òè÷åñêè è ôèçè÷åñêè îáîñíîâàíû. Èññëåäîâàíèÿ ïî ïàðàìåò-
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ðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó ïîëó÷èëè ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåð-
æäåíèå.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìî-
ãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è îïòèìèçàöèè øè-
ðîêîãî êëàññà ìåõàíè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîäâåð-
æåííûõ ÿâëåíèÿì ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâî-
ñòè è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, íàïðèìåð, ëåòàòåëüíûõ
àïïàðàòîâ, èçäåëèé ìàøèíîñòðîåíèÿ, ñòðîèòåëüíûõ ñîîðó-
æåíèé, ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòåé è ò.ä. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
âîøëè â ñïåöêóðñ êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè è óïðàâëå-
íèÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ è ìîíîãðà-
ôèþ ïî ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñ ïðè-
ëîæåíèÿìè â ìåõàíèêå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåð-
òàöèè, äîêëàäûâàëèñü íà âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ
êîíãðåññàõ, êîíôåðåíöèÿõ è ñèìïîçèóìàõ: Ìåæäóíàðîäíûõ
êîíãðåññàõ ïî ñòðóêòóðíîé è ìåæäèñöèïëèíàðíîé îïòèìèçà-
öèè (Çàêîïàíå, Ïîëüøà, 1997; Áóôôàëî, ÑØÀ, 1999), Âñå-
ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì �Ïðî-
áëåìû íåáåñíîé ìåõàíèêè� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 1997), VII ×å-
òàåâñêîé êîíôåðåíöèè �Àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, óñòîé÷è-
âîñòü è óïðàâëåíèå äâèæåíèåì� (Êàçàíü, 1997), Ìåæäóíà-
ðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíãðåññàõ (Áåðëèí, 1998; Ïåêèí,
2002), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ
ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà (Ìîñêâà, 1998), Ñèìïî-
çèóìå AIAA/USAF/NASA/ISSMO ïî ìåæäèñöèïëèíàðíîìó
àíàëèçó è îïòèìèçàöèè (Ñåíò-Ëóèñ, ÑØÀ, 1998), Ìåæäóíà-
ðîäíîì ñèìïîçèóìå �Äèíàìè÷åñêèå è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðî-
áëåìû ìåõàíèêè êîíñòðóêöèé è ñïëîøíûõ ñðåä� (Ìîñêâà,
1999), Êîíôåðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè�, ïî-
ñâÿùåííîé 40-ëåòèþ Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÌÃÓ (Ìîñêâà, 1999),
Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 40-ëåòèþ ñî äíÿ
îñíîâàíèÿ êàôåäðû �Àýðîêîñìè÷åñêèå ñèñòåìû� ÌÃÒÓ èì.
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Í.Ý. Áàóìàíà (Ìîñêâà, 2000), Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöè-
ÿõ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñè-
ñòåìàì (Ñóçäàëü, 2000 è 2006), Åâðîïåéñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
êîíãðåññàõ (Áàðñåëîíà, 2000; Ñòîêãîëüì, 2004), Ìåæäóíà-
ðîäíûõ êîíãðåññàõ IUTAM ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé
ìåõàíèêå (×èêàãî, 2000; Âàðøàâà, 2004), Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âî-
ïðîñû�, ïîñâÿùåííîé È.Ã.Ïåòðîâñêîìó (Ìîñêâà, 2001), Êîí-
ôåðåíöèè MIT ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå æèäêîñòè è òâåð-
äîãî òåëà (Êåìáðèäæ, ÑØÀ, 2001), Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå
ïî äèíàìè÷åñêèì è óïðàâëÿåìûì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 2001),
Âñåðîññèéñêèõ ñúåçäàõ ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìå-
õàíèêå (Ïåðìü, 2002; Íèæíèé Íîâãîðîä, 2006), Ìåæäóíà-
ðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè Ï.Ë. ×åáûøå-
âà è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì åñòåñòâîçíà-
íèÿ� (Îáíèíñê, 2002), Ëåòíåé øêîëå �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû
ìåõàíèêè� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2002), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè ïî óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ: òåîðèÿ, âû-
÷èñëåíèÿ è ïðèëîæåíèÿ (Ðèî-äå-Æàíåéðî, 2003 � ïðèãëà-
øåííûé äîêëàä), Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ
ïî ìåõàíèêå �Ïîëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2003
è 2006 � ïëåíàðíûé äîêëàä), Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöè-
ÿõ �Ôèçèêà è óïðàâëåíèå� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2003 è 2005), VI
Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå (Ïå-
êèí, 2004), Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå �Õàîòè÷åñêèå àâòîêîëåáà-
íèÿ è îáðàçîâàíèå ñòðóêòóð� (Ñàðàòîâ, 2004), Ìåæäóíàðîä-
íîé êîíôåðåíöèè ïî íåñàìîñîïðÿæåííûì ãàìèëüòîíèàíàì â
ôèçèêå (Ñòàìáóë, 2005 � ïëåíàðíûé äîêëàä), Êîíôåðåíöèè
EUROMECH ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå (Ýéíäõîâåí, Íèäåð-
ëàíäû, 2005).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷-
íûõ ñåìèíàðàõ â Ðîññèè: íà ñåìèíàðàõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîä-
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ñòâîì àêàäåìèêà Â.È.Àðíîëüäà, àêàäåìèêà Í.Ñ.Áàõâàëîâà,
àêàäåìèêà À.Þ.Èøëèíñêîãî, àêàäåìèêà Â.Â.Êîçëîâà, àêàäå-
ìèêà Â.Â.Ðóìÿíöåâà, àêàäåìèêà Â.À. Ñàäîâíè÷åãî, àêàäåìè-
êà À.Ò.Ôîìåíêî, ÷ë.-êîðð.ÐÀÍ Â.Â.Áåëåöêîãî è ïðîô. Þ.Ô.
Ãîëóáåâà, ïðîô. Â.Â. Àëåêñàíäðîâà, ïðîô. Í.Õ.Ðîçîâà, ïðîô.
Á.Å.Ïîáåäðè, ïðîô. À.À.Øêàëèêîâà, íà ñåìèíàðàõ Èíñòè-
òóòà ïðîáëåì ìåõàíèêè ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà
Ô.Ë.×åðíîóñüêî è àêàäåìèêà Ä.Ì. Êëèìîâà, íà ñåìèíàðå
Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà ïîä ðóêîâîäñò-
âîì ïðîô. Â.Á.Ëèäñêîãî, íà ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ïðîáëåì ìà-
øèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Ê.Â.Ôðîëîâà,
íà ñåìèíàðå Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Å.Å.Òûðòûøíèêîâà è íà ñåìèíàðå Ñà-
ðàòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîô. Â.Ñ. Àíèùåíêî. À òàêæå çà ðóáåæîì: â Äàòñêîì òåõ-
íè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
Ï.Ïåäåðñåíà, íà ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-
êè Ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Êàòàëîíèè (Áàðñåëîíà,
Èñïàíèÿ), â Óíèâåðñèòåòå ïðåôåêòóðû ã.Îñàêà íà ñåìèíàðå
ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. É.Ñóãèÿìû (ßïîíèÿ), â Óíèâåðñè-
òåòå ã.Öóêóáà íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Õ.ßáóíî
(ßïîíèÿ), â Óíèâåðñèòåòå ã.Ñàïïîðî íà ñåìèíàðå ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ïðîô. Ø.Èçóìèÿ (ßïîíèÿ), â Äàëÿíüñêîì òåõíè-
÷åñêîì óíèâåðñèòåòå íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäå-
ìèêà Ã.×åíãà (Äàëÿíü, Êèòàé) è â Ìàññà÷óñåòñêîì òåõíî-
ëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
À.Ýäåëüìàíà (Êåìáðèäæ, ÑØÀ).

Ïðåìèè: Ðàáîòà [10] áûëà îòìå÷åíà âòîðîé ïðåìèåé Âñå-
ðîññèéñêîãî êîíêóðñà ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìåõàíèêå è ïðîöåñ-
ñàì óïðàâëåíèÿ, ïîñâÿùåííîãî 100-ëåòèþ À.È. Ëóðüå (2001ã.),
ðàáîòà [12] ïîëó÷èëà ïðåìèþ èçäàòåëüñòâà �Elsevier� çà ëó÷-
øóþ ñòàòüþ, îïóáëèêîâàííóþ â æóðíàëå �Ïðèêëàäíàÿ ìà-
òåìàòèêà è ìåõàíèêà� (2002ã.), à ðàáîòà [28] � ïðåìèþ Åâ-
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ðîïåéñêîãî îáùåñòâà ïî ìåõàíèêå (EUROMECH) çà ëó÷øóþ
ðàáîòó ìîëîäîãî ó÷åíîãî íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå (2005ã.).

Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëè-
êîâàíû â ìîíîãðàôèè (èçäàòåëüñòâî World Scienti�c) è 28
ñòàòüÿõ (èç íèõ 25 � â ðåöåíçèðóåìûõ îòå÷åñòâåííûõ è ìåæ-
äóíàðîäíûõ æóðíàëàõ). Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ À.Ï. Ñåé-
ðàíÿíîì, Ñ.Ñ. Ãðèãîðÿíîì, Õ. ßáóíî è Õ. Êàíåêî àâòîðû
âíåñëè ðàâíûé âêëàä è íåñóò ðàâíóþ îòâåòñòâåííîñòü çà ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòî-
èò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáú-
åì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 281 ñòðàíèöó. Îíà ñîäåðæèò 78
ðèñóíêîâ è 3 òàáëèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 253 íà-
èìåíîâàíèÿ.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Ïðè-
âåäåí îáçîð ëèòåðàòóðû, êàñàþùèéñÿ âîïðîñîâ ïîâåäåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì â îêðåñò-
íîñòè òî÷åê êðàòíîñòè, ìåòîäîâ è ïðèëîæåíèé òåîðèè âåð-
ñàëüíûõ äåôîðìàöèé ìàòðèö, ìåòîäîâ àíàëèçà ãðàíèö îáëà-
ñòåé óñòîé÷èâîñòè è èõ îñîáåííîñòåé, ðîëè ýòèõ îñîáåííîñòåé
â ïîâåäåíèè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ìåòîäîâ òåîðèè ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà è íåêîòîðûõ áëèçêèõ ê òåìå ðàáîòû ïðè-
ëîæåíèé â òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Óêàçàíû îñíîâíûå öåëè ðàáî-
òû, êðàòêî èçëîæåíà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè, îõàðàêòåðèçî-
âàíà åå íàó÷íàÿ íîâèçíà, à òàêæå íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ
çíà÷èìîñòü, ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñè-
ìûå íà çàùèòó.
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Ãëàâà 1. Áèôóðêàöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
Â ïåðâîé ãëàâå ðàçðàáàòûâàåòñÿ òåîðèÿ áèôóðêàöèé ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ìàòðèö, ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ. Ðå-
çóëüòàòû ýòîé ãëàâû ñîñòàâëÿþò ìåòîäîëîãè÷åñêóþ îñíîâó
ðàáîòû è èñïîëüçóþòñÿ äàëåå âî âñåõ ÷àñòÿõ äèññåðòàöèè.

Â �1 ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ ëþáîãî ïî-
ðÿäêà îò ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííîãî âåê-
òîðà ïî ïàðàìåòðàì. �2 è �3 ïîñâÿùåíû ìíîãîïàðàìåòðè÷å-
ñêîìó àíàëèçó áèôóðêàöèè êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
ñ æîðäàíîâîé êëåòêîé. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, îñíîâàí-
íûé íà àíàëèçå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ ïðè âîçìóùåíèè âäîëü ãëàäêîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ p(ε) ñ ìàëûì âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì âîçìó-
ùåíèÿ ε. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð ïàðàìåòðîâ p0 = p(0)
îòâå÷àåò ìàòðèöå ñ êðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Äàí-
íûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
äëÿ îòäåëüíîé êðèâîé, õàðàêòåðèçóåìîé íà÷àëüíûì íàïðàâ-
ëåíèåì e = dp

dε

∣∣
ε=0

è ïðîèçâîäíûìè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
Âîçìóùåíèÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè íàëè÷èè

ìàëîãî ïàðàìåòðà ε èññëåäîâàëèñü Ì.È. Âèøèêîì, Ë.À. Ëþ-
ñòåðíèêîì (1960) è Â.Á. Ëèäñêèì (1966) â íåâûðîæäåííîì
ñëó÷àå. Íàëè÷èå æå ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
âäîëü îòäåëüíûõ êðèâûõ íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ íåâûðîæäåí-
íîñòè. Ýòè âûðîæäåíèÿ òèïè÷íû è èìåþò îñîáîå çíà÷åíèå
ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè. Â ãëàâàõ 2 è 3 ïîêà-
çàíî, ÷òî âîçìóùåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ñòàáèëèçèðóþùèå äèíà-
ìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ âûðîæäåííûìè íà-
ïðàâëåíèÿìè. Â �2 è �3 â ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîñòàíîâêå
íàðÿäó ñ íåâûðîæäåííûìè ñëó÷àÿìè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå
âèäû âûðîæäåíèé. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü àíàëèçà ñâÿçàíà ñ
íåäèôôåðåíöèðóåìîñòüþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïî ïàðàìåò-
ðàì â òî÷êàõ êðàòíîñòè. Ýòî ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêèì
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ðàçëîæåíèÿì ïî äðîáíûì ñòåïåíÿì ε, ïðè÷åì äðîáíûå ïîêà-
çàòåëè ñòåïåíåé çàâèñÿò îò òèïà âûðîæäåíèÿ. Â �3 ïîäðîáíî
ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíûé ñëó÷àé äâóêðàòíîãî ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ ñ æîðäàíîâîé êëåòêîé.

Â �4 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå äëÿ ïîëóïðî-
ñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîìó îòâå÷àåò ÷èñëî ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ðàâíîå åãî àëãåáðà-
è÷åñêîé êðàòíîñòè. Â �5 ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
ïîëóïðîñòîãî äâóêðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

Ïðè âûñîêîé êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ àíàëèç âîç-
ìóùåíèé âäîëü êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâåí-
íî óñëîæíÿåòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ðàçëè÷íûõ
�ñóùåñòâåííûõ� âûðîæäåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëåçíûìè îêà-
çûâàþòñÿ ìåòîäû òåîðèè âåðñàëüíûõ äåôîðìàöèé (íîðìàëü-
íûõ ôîðì), ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ïðè êà÷åñòâåííîì àíàëèçå
â òåîðèè îñîáåííîñòåé. Â �6 è �7 ðàçðàáàòûâàåòñÿ ïîäõîä,
ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçîâàòü ýòè ìåòîäû äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî
àíàëèçà êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â �6 àíàëèç êðàò-
íûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ïîäãîòîâè-
òåëüíîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, à äëÿ àíàëèçà êðàòíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö â �7 èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ âåðñàëü-
íûõ äåôîðìàöèé ìàòðèö Â.È. Àðíîëüäà (1971). Íàó÷íîå ñî-
äåðæàíèå �6 è �7 ñîñòîèò â ðàçâèòèè êîíñòðóêòèâíûõ ìåòî-
äîâ, ïîçâîëÿþùèõ íàõîäèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî ìíî-
ãîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ìàòðèö èëè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ïîëèíîìîâ ê íîðìàëüíîé ôîðìå âáëèçè òî÷åê ñ êðàòíû-
ìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Â äàëüíåéøåì ýòî ïîçâîëèëî
ïðèìåíèòü ìåòîäû òåîðèè âåðñàëüíûõ äåôîðìàöèé ê êîëè-
÷åñòâåííîìó ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîìó àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå äàííûå ìåòîäû èñïîëüçîâàëèñü ïðåèìó-
ùåñòâåííî äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà.

Äëÿ ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 1 ðåçóëüòàòîâ íåîá-
õîäèìî ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé
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ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàåò êðàòíîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå òîãî èëè èíîãî òèïà. Òðóäíîñòè îïðåäåëåíèÿ
ýòèõ çíà÷åíèé, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñâÿçàíû ñ íåãëàä-
êîñòüþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â òî÷êàõ êðàòíîñòè. Äîïîëíè-
òåëüíîé òðóäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàáîòàòü â ïðî-
ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, à íå â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö, êàê ýòî
îáû÷íî äåëàëîñü â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ëèíåéíîé àëãåáðû. Â
�8 ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êðàòíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé â ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ ìà-
òðèö. Ïðè ïîìîùè ýòîãî ìåòîäà îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ âåê-
òîðà ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âîçíèêàåò êðàòíîå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå, ñàìî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþùèå
âåêòîðû öåïî÷êè Æîðäàíà. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé êðàòíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîòîðûì îòâå÷àåò îäíà öåïî÷êà Æîðäà-
íà. Ýòîò ñëó÷àé íàèáîëåå òèïè÷åí äëÿ ñåìåéñòâ íåñèììåò-
ðè÷åñêèõ ìàòðèö. Ìåòîä îñíîâàí íà òåîðèè âåðñàëüíûõ äå-
ôîðìàöèé, ïðè ïîìîùè êîòîðîé óäàëîñü ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ
àïïðîêñèìàöèþ èñêîìûõ âåëè÷èí. Äàëåå ýòà àïïðîêñèìàöèÿ
èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå Íüþòîíà äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ çíà-
÷åíèé. Ðàçðàáîòàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí â âèäå
íàáîðà ïðîöåäóð â ïàêåòå MATLAB.

Ãëàâà 2. Îñîáåííîñòè ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè
àâòîíîìíûõ ñèñòåì
Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷è-
âîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îáùåãî âèäà. Çàäà÷à îá îïðåäå-
ëåíèè îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ñïåêòðà ëèíåàðèçîâàííîé ñè-
ñòåìû, ò.å. ê îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû,
çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ.

Â �1 ïðèâîäÿòñÿ îáùèå ðåçóëüòàòû òåîðèè îñîáåííîñòåé,
ïîçâîëÿþùèå âûäåëèòü ñëó÷àè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðè ìíî-
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ãîïàðàìåòðè÷åñêîì èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè. Â ��2�4 ðàç-
âèâàþòñÿ êîëè÷åñòâåííûå ìåòîäû àíàëèçà îáëàñòè óñòîé÷è-
âîñòè â îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíûõ è îñîáûõ òî÷åê åå ãðàíèöû.
Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè, âîçíèêàþùèå íà ãðàíè-
öàõ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè â äâóõ è òðåõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ. Ìíîãèå îñîáûå òî÷êè íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè ñâÿçà-
íû ñ âîçíèêíîâåíèåì êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæà-
ùèõ íà ìíèìîé îñè. Ýòî îïðåäåëÿåò îñîáûé (íåäèôôåðåíöè-
ðóåìûé) õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè èç-
ìåíåíèè ïàðàìåòðîâ, ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå îòðàæàåòñÿ íà
ñèíãóëÿðíîé ôîðìå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Èñïîëüçóÿ ðåçóëü-
òàòû ãëàâû 1, âûâîäÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû, ïîçâî-
ëÿþùèå îïðåäåëèòü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè è åå ãðàíèöó â
îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè êàæäîãî òèïà. Êîíñòðóêòèâíîñòü
ïîëó÷åííûõ ôîðìóë îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ èõ èñïîëüçî-
âàíèÿ òðåáóåòñÿ ëèøü èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå â òî÷êå îñîáåí-
íîñòè: ïðîèçâîäíûå ìàòðèöû ñèñòåìû ïî ïàðàìåòðàì, ñîá-
ñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû.

Â �5 íà ïðèìåðå äâóõçâåííîãî ìàÿòíèêà ïîä äåéñòâèåì
ñëåäÿùåé ñèëû ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêò äåñòàáèëèçàöèè íåêîí-
ñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ìàëûìè äèññèïàòèâíûìè ñèëàìè (ïà-
ðàäîêñ Ã.Öèãëåðà, 1952) ìîæåò áûòü îáúÿñíåí â òåðìèíàõ
îñîáåííîñòåé ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî
ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå òðåõ
ïàðàìåòðîâ (âåëè÷èíà ñëåäÿùåé ñèëû p è äâà êîýôôèöèåíòà
âÿçêîãî òðåíèÿ â øàðíèðàõ γ1 è γ2) èìååò îñîáåííîñòü òèïà
�ðåáðî� ñ îêîí÷àíèåì â òî÷êå îñîáåííîñòè �òóïèê íà ðåáðå� p0.
Ýòè îñîáåííîñòè ëåæàò íà îñè ñëåäÿùåé ñèëû p, ò.å. îòâå÷àþò
ñèñòåìå áåç äèññèïàöèè, ðèñ. 1. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè óñòîé÷è-
âîñòè â îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè �òóïèê íà ðåáðå� îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç îáùåé òåîðèè, ïðèâåäåííîé â ��1�4. Ãåîìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà äàííîé îñîáåííîñòè ïðèâîäÿò ê òàêèì ýôôåêòàì,
êàê ñêà÷îê (ðåçêîå óìåíüøåíèå) êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïðè
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Ðèñ. 1: Îñîáåííîñòü �òóïèê íà ðåáðå� íà ãðàíèöå îáëà-
ñòè óñòîé÷èâîñòè èëëþñòðèðóåò ïàðàäîêñ äåñòàáèëèçàöèè
Ã.Öèãëåðà.

ââåäåíèè ñêîëü óãîäíî ìàëîãî äåìïôèðîâàíèÿ è îòñóòñòâèå
ïðåäåëà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðîâ
äèññèïàöèè ê íóëþ.

Â �6 äàåòñÿ îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó-
÷àé îñîáåííîñòåé ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè äëÿ ñèñòåì ñ
ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå àñèì-
ïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè
â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê åå ãðàíèöû. Ýòè ðåçóëüòàòû ïî-
ëó÷åíû ìåòîäàìè òåîðèè âåðñàëüíûõ äåôîðìàöèé, ðàçðàáî-
òàííûìè â �6 è �7 ãëàâû 1.

Ãëàâà 3. Ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè êîíñåðâà-
òèâíûõ ñèñòåì
Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ãðàíèöû îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè
êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì. Â �1 ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàòåëü-
íûå ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëüíûìè ñèëàìè. Ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ òàêîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ ïî-
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òåíöèàëüíîé ýíåðãèè èìååò â äàííîé òî÷êå ìèíèìóì. Ïðè ïî-
ìîùè àíàëèçà âîçìóùåíèé ïðîñòûõ è êðàòíûõ ÷àñòîò êîëå-
áàíèé îïèñûâàåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé-
÷èâîñòè è êëàññèôèöèðóþòñÿ åå îñîáåííîñòè. Â ÷àñòíîñòè
ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãðàíèöà îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû íå èìååò îñî-
áåííîñòåé, à åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â ñëó÷àå òðåõ ïàðà-
ìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ êîíóñ. Âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå
îïðåäåëÿòü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëü-
íîé ðåãóëÿðíîé èëè îñîáîé òî÷êè åå ãðàíèöû ïî ñîáñòâåííûì
âåêòîðàì è ïðîèçâîäíûì ôóíêöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè,
âû÷èñëåííûì â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

Â �2 èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãîãî ñîñòàâíîãî ñòåðæ-
íÿ, íàãðóæåííîãî ïðîäîëüíîé ñèëîé F . Ñòåðæåíü ñîñòîèò èç
÷åòûðåõ çâåíüåâ ðàâíîé äëèíû, ñîåäèíåííûõ óïðóãèìè øàð-
íèðàìè ñ ðàçëè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè æåñòêîñòè a2

i (êîíå÷-
íîìåðíàÿ ìîäåëü óïðóãîãî ñòåðæíÿ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ).
Ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè êðèòè-
÷åñêàÿ íàãðóçêà ÿâëÿåòñÿ áèìîäàëüíîé, ò.å. îäíîé è òîé æå
êðèòè÷åñêîé ñèëå îòâå÷àþò äâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôîð-
ìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïðè îãðàíè÷åíèè íà æåñòêîñòü ñè-
ñòåìû (óñëîâèè, àíàëîãè÷íîì ïîñòîÿíñòâó îáúåìà ñòåðæíÿ)
áèìîäàëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó êðèòè÷åñêîé
ñèëû êàê ôóíêöèè êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè, ò.å. áèìîäàëü-
íîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Îïòèìàëüíîñòü áèìî-
äàëüíûõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé êîíè÷åñêîé îñî-
áåííîñòè ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ðèñ. 2. Ýòîò ýô-
ôåêò, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îáùèì, ÷òî è îáúÿñíÿåò åñòåñòâåí-
íîñòü îïòèìàëüíûõ óïðóãèõ êîíñòðóêöèé ñ áèìîäàëüíûìè
êðèòè÷åñêèìè íàãðóçêàìè. Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 30 ëåò ðå-
øåíèÿ òàêîãî òèïà áûëè íàéäåíû ðàçíûìè àâòîðàìè â ðàç-
ëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

�3 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ãðàíèö îáëàñòåé óñòîé÷èâî-
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�èñ. 2: Êîíè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü â òî÷êå ìàêñèìóìà êðèòè÷å-ñêîé íàãðóçêè (áèìîäàëüíîå ðåøåíèå).ñòè ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Äàåòñÿ êëàññè�èêà-öèÿ îñîáåííîñòåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ãðàíèöàõ îáëàñòåéóñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå ñèñòåì ñ äâóìÿ è òðåìÿ ïàðàìåòðà-ìè. Êëàññè�èêàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåðñàëü-íûõ äå�îðìàöèé ãàìèëüòîíîâûõ ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ Ä.Ì.�àëèíûì (1975). Äàëåå âûâîäÿòñÿ êîíñòðóêòèâíûå �îðìóëû,ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â îêðåñòíîñòèïðîèçâîëüíîé (ðåãóëÿðíîé èëè îñîáîé) òî÷êè ãðàíèöû. �à-ìèëüòîíîâû ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ äîâîëüíî áîëüøèì ÷èñëîìòèïîâ îñîáåííîñòåé è âûñîêèìè êðàòíîñòÿìè ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé, îïðåäåëÿþùèõ îñîáûå òî÷êè, ðèñ. 3. Òàê, â ñëó-÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìàêñèìàëüíàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãîçíà÷åíèÿ â òî÷êå íà ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè òðåõïàðà-17



ìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ðàâíà øåñòè (îñîáåííîñòü òèïà �òðåõ-
ãðàííûé øïèëü� 06).

Â �4 ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìåõàíè÷åñêèå çàäà÷è. Â çàäà÷å
îá óñòîé÷èâîñòè óïðóãîé øàðíèðíî îïåðòîé òðóáû, ïðîâîäÿ-
ùåé æèäêîñòü, èññëåäîâàíà îáëàñòü ãèðîñêîïè÷åñêîé ñòàáè-
ëèçàöèè. Íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè èìååòñÿ îñîáåííîñòü òèïà
òî÷êè âîçâðàòà. Âòîðàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ âðàùåíèåì â ïî-
ëå ñèëû òÿæåñòè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç òÿæåëîãî äèñêà, ñî-
åäèíåííîãî ñ ðîòîðîì ïðè ïîìîùè äâóõ ñòåðæíåé. Ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêè íåóñòîé÷èâîé, íî ìîæåò áûòü ñòàáèëè-
çèðîâàíà âðàùåíèåì (ãèðîñêîïè÷åñêàÿ ñòàáèëèçàöèÿ). Ïîêà-
çàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå òðåõ ïàðàìåòðîâ (÷àñòîòû âðàùå-
íèÿ è êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîé ïîäàòëèâîñòè äâóõ øàðîâûõ
øàðíèðîâ) îáëàñòü ãèðîñêîïè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè èìååò îñî-
áåííîñòü òèïà �òðåõãðàííûé øïèëü� (±iω)4 (ïîñëåäíÿÿ îñî-
áåííîñòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 3). Ýòà îñîáåííîñòü îòâå÷à-
åò ðåçîíàíñó, â êîòîðîì âñå ÷åòûðå ÷àñòîòû ñèñòåìû ñîâïà-
äàþò, îáðàçóÿ æîðäàíîâó êëåòêó. Â îáåèõ çàäà÷àõ ãåîìåò-
ðèÿ îñîáåííîñòè ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ïðîöåññ ãèðîñêîïè-
÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè. Íàëè÷èå îñîáåííîñòè ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî îáëàñòü ãèðîñêîïè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ î÷åíü
óçêîé. Îáùèå ðåçóëüòàòû �3 ñóùåñòâåííî îáëåã÷àþò àíàëèç
ãðàíèöû òàêîé îáëàñòè.

Ãëàâà 4. Ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ðåçîíàíñà
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàçâèâàþòñÿ îáùèå ìåòîäû ìíîãîïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ êîýôôè-
öèåíòàìè, ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Óñòîé÷è-
âîñòü ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ìå-
òîäà Ôëîêå, òðåáóþùåãî âû÷èñëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìà-
òðèöû ñèñòåìû. Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü îïðå-
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Ðèñ. 3: Îñîáåííîñòè îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè òðåõïàðàìåòðè÷åñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì
(�S� îáîçíà÷àåò îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè).
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äåëÿåòñÿ óñëîâèåì |ρ| < 1 äëÿ âñåõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñèñòå-
ìû (ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè). Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ïî ïàðàìåòðàì
èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå À.Ï.Ñåéðàíÿ-
íà, Ô. Ñîëåìà è Ï. Ïåäåðñåíà (1999).

Â �1 âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì
ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà äëÿ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè è åå ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ. Àíàëèçèðóþòñÿ áèôóðêàöèè êðàòíûõ ìóëüòè-
ïëèêàòîðîâ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.

Â �2 äàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé íà ãðàíèöå îáëà-
ñòè óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì â ñëó÷àå îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ. Ýòè îñîáåííîñòè ãåîìåòðè÷åñêè àíàëîãè÷íû îñî-
áåííîñòÿì â ñëó÷àå àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Òèïû îñîáûõ òî÷åê
îïðåäåëÿþòñÿ ïåðå÷èñëåíèåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæà-
ùèõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, è èõ æîðäàíîâîé ñòðóêòóðîé.
Íî â ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èìåþòñÿ òèïû îñîáûõ òî÷åê,
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ îò ñëó÷àÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì.
Âûâîäÿòñÿ àïïðîêñèìàöèè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â îêðåñòíî-
ñòè ðåãóëÿðíûõ è îñîáûõ òî÷åê åå ãðàíèöû. Â ôîðìóëàõ äëÿ
àïïðîêñèìàöèé òðåáóåòñÿ ëèøü èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé òî÷êå: ïðîèçâîäíûå ìàòðèöû ñèñòåìû ïî ïàðà-
ìåòðàì è âðåìåíè, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, ìóëüòèïëè-
êàòîðû, ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû. Ïîñêîëü-
êó ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îáû÷íî èçâåñòíà èç àíàëèçà
óñòîé÷èâîñòè â äàííîé òî÷êå, ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿ-
åò ýôôåêòèâíî îïðåäåëÿòü ëîêàëüíóþ ôîðìó ãðàíèöû îáëà-
ñòè óñòîé÷èâîñòè.

Â �3 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê çàäà÷å îá
óñòîé÷èâîñòè óïðóãîé ñîñòàâíîé òðóáû, ïðîâîäÿùåé æèäêîñòü,
äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ ïóëüñàöèé íà êðèòè÷åñêóþ ñðåäíþþ
ñêîðîñòü ïîòîêà. Ïîêàçàíî, êàê ðåçóëüòàòû �2 ïîçâîëÿþò ïðè
ñóùåñòâåííî ìåíüøåì îáúåìå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ (ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïðÿìûì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ôëîêå) îïðåäåëÿòü ñòà-
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áèëèçèðóþùèå íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.
Â �4 ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû ñ ïðîèç-

âîëüíûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ïîä äåéñòâèåì ìàëîãî ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ è ïðè íàëè÷èè ìàëûõ äèññè-
ïàòèâíûõ ñèë. Èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ â
îêðåñòíîñòè òî÷åê ïðîñòîãî è êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñîâ
(â òî÷êàõ ðåçîíàíñà âîçíèêàþò äâóêðàòíûå ïîëóïðîñòûå ìóëü-
òèïëèêàòîðû). Âûâîäÿòñÿ îáùèå ôîðìóëû ïåðâîãî ïðèáëè-
æåíèÿ äëÿ îáëàñòåé ïðîñòîãî è êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàí-
ñîâ (îáëàñòåé íåóñòîé÷èâîñòè) â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå. Ýòè
ôîðìóëû çàïèñàíû â òåðìèíàõ ÷àñòîò è ôîðì ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþùåé íåâîçìóùåííîé êîíñåðâàòèâíîé
ñèñòåìû. Äëÿ äâóõ âàæíûõ òèïîâ ïåðèîäè÷åñêîãî âîçáóæäå-
íèÿ, îïðåäåëÿåìûõ ñêàëÿðíûì ïåðèîäè÷åñêèì ìíîæèòåëåì
èëè ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé âîçáóæäåíèÿ, îáëàñòè ðåçî-
íàíñîâ ÿâëÿþòñÿ ïîëóêîíóñàìè â ïðîñòðàíñòâå òðåõ ïàðàìåò-
ðîâ: ÷àñòîòû è àìïëèòóäû ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ è
ïàðàìåòðà äèññèïàöèè, ðèñ. 4. Õîðîøî èçâåñòíûå îáðàçû çîí
ïðîñòîãî ðåçîíàíñà íà ïëîñêîñòè ÷àñòîòà�àìïëèòóäà âîçáó-
æäåíèÿ â ñèñòåìàõ áåç è ïðè íàëè÷èè äèññèïàöèè ÿâëÿþòñÿ
âåðòèêàëüíûìè ñå÷åíèÿìè ïîëóêîíóñà ïëîñêîñòüþ γ = const,
îãðàíè÷åííûìè ãèïåðáîëàìè. Â ñëó÷àå êîìáèíàöèîííîãî ðå-
çîíàíñà îïèñàí ôåíîìåí äåñòàáèëèçàöèè ìàëîé äèññèïàöèåé
â òåðìèíàõ áèôóðêàöèè êðàòíîãî ïîëóïðîñòîãî ìóëüòèïëè-
êàòîðà.

Â �5 èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ìàëîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðå-
ìåíè âîçáóæäåíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòå-
ìû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà òåðÿåò óñòîé-
÷èâîñòü ñòàòè÷åñêèì (äèâåðãåíöèÿ) èëè äèíàìè÷åñêèì (ôëàò-
òåð) ñïîñîáîì. Âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðà-
íèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïåðèîäè÷å-
ñêîãî âîçáóæäåíèÿ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà çàâè-
ñèò îò âåêòîðà ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ãðà-
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Ðèñ. 4: Ïîëóêîíóñ îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â
ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.

íèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â ñëó÷àå äèâåð-
ãåíöèè àâòîíîìíîé ñèñòåìû, íî ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòè â
ñëó÷àå ôëàòòåðà. Îñîáåííîñòè âîçíèêàþò â ñëó÷àå ðåçîíàíñà
ìåæäó ÷àñòîòîé âîçáóæäåíèÿ Ω è ÷àñòîòîé ôëàòòåðà ω. Ðå-
çîíàíñíîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä Ω ≈ 2ω/k ïðè öåëîì k > 0.
Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîõîæå íà êëàññè÷åñêîå óñëîâèå ïðîñòîãî
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, îäíàêî
çäåñü ω � êðèòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ôëàòòåðà ñèñòåìû, à íå ñîá-
ñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé.

Ãëàâà 5. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ â ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ
Â ïÿòîé ãëàâå ðåøàþòñÿ çàäà÷è î ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàí-
ñå â êîíêðåòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûå ñèñòåìû, êîòîðûå ìåòîäîì Ãàëåðêèíà èëè
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñâîäÿòñÿ ê êîíå÷íîìåðíûì.

Â �1 ðåøàåòñÿ çàäà÷à î êîìáèíàöèîííîì ðåçîíàíñå äëÿ
ïëîñêîé ôîðìû áàëêè ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêèõ ìîìåí-
òîâ (çàäà÷à Â.Â.Áîëîòèíà). Èçãèáíî-êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ
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áàëêè îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ïðîäîëüíîé
êîîðäèíàòû è âðåìåíè. Â äàííîé ñèñòåìå ñóùåñòâåííûì ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìáèíàöèîííûé ðåçîíàíñ, îáóñëîâëåííûé âçàèìîäåé-
ñòâèåì èçãèáíîé è êðóòèëüíîé ôîðì êîëåáàíèé îäíîãî è òî-
ãî æå òîíà. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû �4 ãëàâû 4, ïîëó÷åíà îá-
ùàÿ ôîðìóëà äëÿ çîí êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà. ×èñëåí-
íûå ðàñ÷åòû îáëàñòè ðåçîíàíñà, ïðîâåäåííûå ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà Ôëîêå, õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííîé àñèìïòîòè÷å-
ñêîé ôîðìóëîé.

Â �2 èññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ óïðóãîé áàëêè ïåðåìåííî-
ãî ñå÷åíèÿ, íàãðóæåííîé ïåðèîäè÷åñêîé îñåâîé ñèëîé. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ïåðèîäè÷åñêèé çàêîí èçìåíåíèÿ
îñåâîé ñèëû è ó÷èòûâàåòñÿ âíåøíåå äåìïôèðîâàíèå. Âûâî-
äÿòñÿ îáùèå ôîðìóëû äëÿ çîí ïðîñòîãî è êîìáèíàöèîííîãî
ðåçîíàíñîâ â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ìîä ñâîáîäíûõ
êîëåáàíèé áàëêè. Îïðåäåëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ àì-
ïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ è ïîïðàâêè ê çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò.

Â �3 ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ôîðìû áàëêè ïî êðè-
òåðèÿì ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñ-
êàÿ áàëêà ïåðåìåííîé øèðèíû è ôèêñèðîâàííîé ìàññû ïîä
äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé îñåâîé ñèëû. Ôîðìóëèðóþòñÿ äâå
çàäà÷è îïòèìèçàöèè: ìàêñèìèçàöèÿ êðèòè÷åñêîé àìïëèòóäû
ñèëû è ìèíèìèçàöèÿ øèðèíû îáëàñòè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò
äëÿ çàäàííîé çîíû ðåçîíàíñà. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè çàäà÷è ýê-
âèâàëåíòíû ïðè óñëîâèè ìàëîñòè àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ è
êîýôôèöèåíòà âíåøíåãî äåìïôèðîâàíèÿ. Áîëåå òîãî, îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò çàêîíà ïåðèî-
äè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ ñèëû, êîýôôèöèåíòà âíåøíåãî äåìïôè-
ðîâàíèÿ è íîìåðà ðåçîíàíñà, îäíàêî ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ðàçðàáîòàí êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä îï-
òèìèçàöèè, â êîòîðîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèîíàëà, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò ÷àñòîò è ìîä ñâîáîäíûõ êîëå-
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áàíèé ñòåðæíÿ. Òàêèì îáðàçîì, íåò íåîáõîäèìîñòè èñïîëü-
çîâàòü ìåòîä Ôëîêå â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè. ×èñëåííî íàé-
äåíû îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ øàðíèðíî îïåðòîé áàëêè è
áàëîê ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè óïðóãîé è æåñòêîé çàäåëêè.
Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàí â äðóãèõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ïî êðèòåðèÿì ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.

Â �4 ïðèâîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî îïðå-
äåëåíèþ çîí ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ îäíîðîäíîãî
è îïòèìàëüíîãî øàðíèðíî îïåðòûõ ñòåðæíåé. Ýêñïåðèìåí-
òû ïðîâîäèëèñü àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Õ.ßáóíî è Õ.Êàíåêî
â ëàáîðàòîðèè íåëèíåéíîé äèíàìèêè óíèâåðñèòåòà ã.Öóêóáà
(ßïîíèÿ). Ôîðìà îïòèìàëüíîãî ñòåðæíÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Íà ðèñ. 5 èçî-
áðàæåíû ãðàíèöû îáëàñòåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà
ïëîñêîñòè: ÷àñòîòà � àìïëèòóäà âîçáóæäàþùåé ñèëû. Ïó-
ñòûå è ÷åðíûå êðóæêè îáîçíà÷àþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-
íûå äëÿ îäíîðîäíîãî è îïòèìàëüíîãî ñòåðæíåé, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïóíêòèðíîé è ñïëîøíîé ëèíèÿìè ïîêàçàíû ãðàíèöû, ïî-
ëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñâè-
äåòåëüñòâóþò î õîðîøåì ñîâïàäåíèè ñ òåîðèåé.

Â �5 èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ïóëüñàöèé æèäêîñòè íà óñòîé-
÷èâîñòü óïðóãîé òðóáû. Òðóáà êîíñîëüíî çàêðåïëåíà â âåð-
òèêàëüíîì ïîëîæåíèè ñî ñâîáîäíûì êîíöîì âíèçó. Â ñëó÷àå
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè
âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðîèñõîäèò äèíàìè÷å-
ñêèì ñïîñîáîì (ôëàòòåð). Êðèòè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ òðåòèé òîí
êîëåáàíèé. Èññëåäóþòñÿ íåðåçîíàíñíûé è ðåçîíàíñíûé ðå-
æèìû ïóëüñàöèé ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè. Ïðè îïðåäåëåí-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ïîêàçàíî, ÷òî â íåðåçî-
íàíñíîì ðåæèìå ïóëüñàöèè ñòàáèëèçèðóþò ñèñòåìó: êðèòè-
÷åñêàÿ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïîòîêà âîçðàñòàåò (â ãëàâíîì ÷ëåíå
� ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó àìïëèòóäû ïóëüñàöèé).
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Ðèñ. 5: Òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ãðàíèöû çîíû
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ îäíîðîäíîãî è îïòèìàëüíî-
ãî ñòåðæíåé.

Ðèñ. 6: Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ òðóáû, ïðîâîäÿ-
ùåé æèäêîñòü, ïðè ðåçîíàíñíîì ðåæèìå ïóëüñàöèé ñêîðîñòè
æèäêîñòè.
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Â ñëó÷àå ðåçîíàíñà ìåæäó ÷àñòîòîé ïóëüñàöèé è êðèòè-
÷åñêîé ÷àñòîòîé ôëàòòåðà Ω ≈ 2ω íàáëþäàåòñÿ �ïðîâàë� íà
ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ðèñ. 6 (ïàðàìåòðû: ÷àñòîòà
Ω è àìïëèòóäà µ ïóëüñàöèé è ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïîòîêà u0;
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íàõîäèòñÿ ïîä èçîáðàæåííîé ïîâåðõ-
íîñòüþ). Ïðè ýòîì ïóëüñàöèè ìîãóò ñóùåñòâåííî ïîíèçèòü
êðèòè÷åñêóþ ñðåäíþþ ñêîðîñòü ïîòîêà. Ïîëóêîíè÷åñêàÿ îñî-
áåííîñòü, êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå, ïîäîáíà ïî-
ëóêîíóñó îáëàñòè ðåçîíàíñà êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû (ðèñ. 5).
Îäíàêî êàê ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû, òàê è ñàì ðå-
çîíàíñíûé ýôôåêò â äàííîì ñëó÷àå � äðóãèå. Â ÷àñòíîñòè,
ðåçîíàíñ â äàííîé çàäà÷å âîçìîæåí òîëüêî íà êðèòè÷åñêîì
òîíå ôëàòòåðà. Ïðè çíà÷åíèÿõ ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîòîêà íè-
æå êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû íàáëþ-
äàþòñÿ âûïóêëûå îáëàñòè ðåçîíàíñà íà ïëîñêîñòè: ÷àñòîòà�
àìïëèòóäà ïóëüñàöèé (ñå÷åíèÿ êîíè÷åñêîé ÷àñòè ãðàíèöû ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ u0 = const). Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷å-
ìó â äàííîé ñèñòåìå íå íàáëþäàþòñÿ îáëàñòè ðåçîíàíñà íà
ïåðâîì òîíå êîëåáàíèé. Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ çàäà÷è, â �5
ïîêàçàíî, ÷òî ðåçîíàíñíûé ðåæèì ïóëüñàöèé âñåãäà ïðèâî-
äèò ê òàêîé æå îñîáåííîñòè íà ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
ñ õàðàêòåðíûì ïðîâàëîì ïðè ÷àñòîòàõ, áëèçêèõ ê ðåçîíàíñ-
íûì.
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