
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
èì. Ì. Â. ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

ÌÅÕÀÍÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÔÀÊÓËÜÒÅÒ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè
ÓÄÊ 517.518.126

Æåðåáü¼â Þðèé Àëåêñàíäðîâè÷

ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÅ ÌÅÐÛ Â ÒÅÎÐÈÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ

Ñïåöèàëüíîñòü 01.01.01 � ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà � 2006



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Â.À. Ñêâîðöîâ

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Â.Ê. Çàõàðîâ

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, äîöåíò Ê.Ì. Íàðàëåíêîâ

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ñàðàòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èì. Í.Ã. ×åðíûøåâñêîãî

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 16 ìàðòà 2007 ã. â 16 ÷àñ. 15 ìèí.
íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä.501.001.85 â Ìîñêîâñêîì ãî-
ñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: 119992,
ÃÑÏ-2, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16-24.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ìåõàíèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ãëàâíîå çäàíèå, 14 ýòàæ).

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 16 ôåâðàëÿ 2007 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî
ñîâåòà Ä.501.001.85 â ÌÃÓ,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Ò.Ï. Ëóêàøåíêî



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì â

îáëàñòè òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èçó÷àþò-
ñÿ ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà âàðèàöèîííûõ ìåð (σ -êîíå÷íîñòü, àáñîëþòíàÿ
íåïðåðûâíîñòü, òåîðåìû Ðàäîíà�Íèêîäèìà è äð.), à òàêæå îáîáùåí-
íî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ìíîæåñòâà � òàê íàçûâàåìûå
BACGδ -ôóíêöèè. Ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûâîäÿòñÿ
êàê èçâåñòíûå, òàê è íîâûå äåñêðèïòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè íåêîòîðûõ
êðàòíûõ èíòåãðàëîâ õåíñòîêîâñêîãî òèïà.

Îñíîâîïîëîæíèêîì äåñêðèïòèâíîãî ïîäõîäà ê ââåäåíèþ èíòåãðàëà
ÿâëÿåòñÿ À. Ëåáåã. Õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Ëåáåãà î òîì, ÷òî ôóíê-
öèÿ òî÷êè ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì Ëåáåãà íà îòðåçêå
[a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà ýòîì
îòðåçêå. Ýòà òåîðåìà äîïóñêàåò òàêæå îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó-
÷àé1. Âîîáùå îïðåäåëåíèå, ïîëíîñòüþ îïèñûâàþùåå êëàññ ôóíêöèé,
ÿâëÿþùèõñÿ íåîïðåäåëåííûìè èíòåãðàëàìè â êàêîì-ëèáî ñìûñëå, íà-
çûâàåòñÿ äåñêðèïòèâíûì. Äîâîëüíî áûñòðî ïîñëå ïîÿâëåíèÿ èíòåãðà-
ëà Ëåáåãà âûÿñíèëîñü, ÷òî íåñìîòðÿ íà ñâîþ îáùíîñòü ýòîò èíòåãðàë
íå âîññòàíàâëèâàåò íåèçâåñòíóþ ïåðâîîáðàçíóþ ïî èçâåñòíîé êîíå÷íîé
ïðîèçâîäíîé, íå îõâàòûâàÿ òåì ñàìûì èíòåãðàë Íüþòîíà (íåîïðåäå-
ëåííûé èíòåãðàë). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîñëóæèëî òîë÷êîì äëÿ äàëü-
íåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî â
íàïðàâëåíèè ïîèñêà êîíöåïöèé èíòåãðèðîâàíèÿ, áîëåå îáùèõ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ñóììèðîâàíèåì ïî Ëåáåãó, êîòîðûå áû âîññòàíàâëèâàëè ïåð-
âîîáðàçíóþ ïî òî÷íîé êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé. Ïåðâûé èíòåãðàë, âîñ-
ñòàíàâëèâàþùèé ïåðâîîáðàçíóþ, áûë ïîñòðîåí À. Äàíæóà â 1912 ã.2 , 3

è ñòàë íàçûâàòüñÿ óçêèì èíòåãðàëîì Äàíæóà. Â òîì æå ãîäó Í.Í. Ëó-
çèí îõàðàêòåðèçîâàë âñå íåîïðåäåëåííûå óçêèå èíòåãðàëû Äàíæóà4.

Îïðåäåëåíèå A. Ôóíêöèÿ f : [a, b] → R íàçûâàåòñÿ AC∗-ôóíêöèåé
íà ìíîæåñòâå E⊂ [a, b] , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò η > 0 ,
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà íåïåðåêðûâàþùèõñÿ îòðåçêîâ

1Ñàêñ Ñ. Òåîðèÿ èíòåãðàëà. Ì.: 2004.
2Denjoy A. Une extension de l'int�egrale de M. Lebesgue // C. R. Acad. Sci. Paris. 1912, 154,

P. 859-862.
3Denjoy A. Calcul de la primitive de la fonction d�erive�e la plus g�en�erale // C. R. Acad. Sci. Paris.

1912, 154, P. 1075-1078.
4Lusin N. Sur les propri�et�es de l'int�egrale de M. Denjoy // C. R. Acad. Sci. Paris. 1912, 155,

P. 1475-1477.
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i=1 ñ êîíöàìè ui, vi ∈ E ñóììàðíîé äëèíû
p∑

i=1
(vi − ui) < η

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
p∑

i=1

ω
(
f, [ui, vi]

)
<ε,

ãäå ω
(
f, [ui, vi]

)
îáîçíà÷àåò êîëåáàíèå ôóíêöèè f íà îòðåçêå [ui, vi] .

Åñëè ìíîæåñòâî E ïóñòî ëèáî îäíîòî÷å÷íî, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ AC∗-ôóíêöèåé íà E . Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f : [a, b] → R íàçûâàåòñÿ ACG∗-ôóíêöèåé íà îòðåçêå [a, b] , åñëè ñïðà-
âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå [a, b] =

+∞⋃
n=1

En , ãäå f ÿâëÿåòñÿ AC∗-ôóíêöèåé
íà êàæäîì ìíîæåñòâå En .

Òåîðåìà A (Ëóçèí). Ôóíêöèÿ F : [a, b] → R ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäå-
ëåííûì óçêèì èíòåãðàëîì Äàíæóà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ÿâëÿåòñÿ ACG∗-ôóíêöèåé íà îòðåçêå [a, b] .

Òåîðåìà A ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå äåñêðèïòèâíîå îï-
ðåäåëåíèå óçêîãî èíòåãðàëà Äàíæóà.

Îïðåäåëåíèå B. Ôóíêöèÿ f : [a, b] → R , ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç
ðàñøèðåííîé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé R , èíòåãðèðóåìà ïî Äàíæóà
â óçêîì ñìûñëå (D∗-èíòåãðèðóåìà), åñëè ñóùåñòâóåò ACG∗-ôóíêöèÿ
F : [a, b] → R , òàêàÿ, ÷òî F ′(x) = f(x) ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [a, b] .
Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì D∗-èíòåãðàëîì ôóíêöèè f ,
à åå ïðèðàùåíèå F (b)−F (a) � D∗-èíòåãðàëîì ôóíêöèè f ïî îòðåç-
êó [a, b] .

Èç îïðåäåëåíèÿ B âûòåêàåò, ÷òî âñÿêàÿ D∗-èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
íåîáõîäèìî êîíå÷íà ïî÷òè âñþäó. ×óòü ïîçæå â ðàáîòàõ Î. Ïåððîíà5
è Î. Áàóýðà6 áûë ïðåäëîæåí åùå îäèí èíòåãðàë, âîññòàíàâëèâàþùèé
ïåðâîîáðàçíóþ, êîòîðûé ñòàë íàçûâàòüñÿ èíòåãðàëîì Ïåððîíà. Îäíà-
êî âïîñëåäñòâèè âûÿñíèëîñü, ÷òî óçêèé èíòåãðàë Äàíæóà è èíòåãðàë

5Perron O. �Uber den Integralbegri� // Sitzber. Heidelberger Akad. Wiss. Abt. 1914, A16, P. 1-16.
6Bauer H. Der Perronsche Integralbegri� und seine Beziehung zum Lebesgueschen // Monatshefte

Math. Phys. 1915, 26, P. 153-198.
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Ïåððîíà ýêâèâàëåíòíû7, 8 , 9 , 10. Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà
Ïåððîíà áûëè ïðåäëîæåíû òàêæå Ñ. Ñàêñîì11 è À. Âàðäîì12.

Òàêèì îáðàçîì, ê ñåðåäèíå 20 â. â òåîðèè îáîáùåííûõ èíòåãðàëîâ
áûëî ïîñòðîåíî íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ êîíöåïöèé èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïðèâîäÿùèõ ê âîññòàíîâëåíèþ ïåðâîîáðàçíîé ïî èçâåñòíîé òî÷íîé êî-
íå÷íîé ïðîèçâîäíîé. Îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëîâ, à òàêæå áîëüøèíñòâî
óòâåðæäåíèé ïîñòðîåííîé òåîðèè, èñïîëüçîâàëè ñïåöèôèêó äåéñòâè-
òåëüíîé ïðÿìîé, ÷òî ñèëüíî îãðàíè÷èâàëî âîçìîæíîñòè ïðèëîæåíèÿ
äàííûõ èíòåãðàëîâ â àíàëèçå ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåãðàëàìè Ðèìàíà è
Ëåáåãà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáóñëîâèëî ðàçâèòèå òåîðèè èíòåãðàëà âî
âòîðîé ïîëîâèíå 20 â. â íàïðàâëåíèè îáîáùåíèÿ óæå ïîñòðîåííîé îä-
íîìåðíîé òåîðèè íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Â 1952 ã. ß. Ìàðæèêîì áûëî ïðåäëîæåíî îïðåäåëåíèå êðàòíîãî
èíòåãðàëà Ïåððîíà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî åìó óäàëîñü äîêàçàòü òåîðå-
ìó Ôóáèíè äëÿ óêàçàííîãî ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëà13. Îäíàêî äàëü-
íåéøèå øàãè â ýòîì íàïðàâëåíèè ñîïðîâîæäàëèñü ñëèøêîì áîëüøèìè
òðóäíîñòÿìè, ÷òîáû ìîæíî áûëî ãîâîðèòü î ïðèìåíåíèè ýòèõ ìíîãî-
ìåðíûõ êîíñòðóêöèé ãäå-òî åùå. Â 1957 ã. ß. Êóðöâåéëåì áûëî ïðåäëî-
æåíî îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ðèìàíîâñêîãî òèïà14. ×óòü ïîçæå Ð. Õåí-
ñòîê íåçàâèñèìî îò Êóðöâåéëÿ òàêæå îïðåäåëèë óêàçàííûé èíòåãðàë
è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äîêàçàë åãî ýêâèâàëåíòíîñòü èíòåãðàëó Ïåð-
ðîíà15 , 16. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îïðåäåëèëî òî, ÷òî
â íàñòîÿùåå âðåìÿ çà ýòèì èíòåãðàëîì çàêðåïèëîñü íàçâàíèå èíòåã-
ðàë Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà. Íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ðåçóëüòàò Õåíñòî-

7Hake H. �Uber de la Vall�ee-Poussins Ober- und Unterfunktionen einfacher Integrale und die
Integralde�nition von Perron // Math. Ann. 1921, 83, P. 119-142.

8Aleksandro� P. �Uber die �Aquivalenz des Perronschen und des Denjoyschen Integralbegri�es //
Math. Zeitschr. 1924, 20, P. 213-222.

9Aleksandro� P. L'int�egration au sens de M. Denjoy consid�er�ee comme recherche des fonctions
primitives // Ìàòåì. Ñáîðíèê. 1924, 31, Ñ. 465-476.

10Looman H. Ueber die Perronsche Integralde�nition // Math. Ann. 1925, 93, P. 153-156.
11Ñàêñ Ñ. Òåîðèÿ èíòåãðàëà. Ì.: 2004.
12Ward A.J. The Perron-Stieltjes integral // Math. Zeitschr. 1936, 41, P. 578-604.
13Ma�r��k J. Z�aklady theorie integr�alu v euklidov�ych prostoreh // �Casopis Pe�st. Mat. 1952, 77, �1,

P. 1-51, 125-145, 267-300.
14Kurzweil J. Generalized ordinary di�erential equations and continuous dependence on a para-

meter // ×åõîñëîâàöêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 1957, 7(82), �3, Ñ. 418-446.
15Henstock R. A new descriptive de�nition of the Ward integral // J. London Math. Soc. 1960, 35,

P. 43-48.
16Henstock R. De�nitions of Riemann type of the variational integrals // Proc. London Math. Soc.

ser. 3. 1961, 11, �43, P. 402-418.
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êà áûë ïåðåíåñåí Ê. Îñòàøåâñêèì â 1985 ã.17 Èìåííî ðèìàíîâñêèé ïîä-
õîä ê ââåäåíèþ óêàçàííûõ èíòåãðàëîâ, ïðåäëîæåííûé Êóðöâåéëåì è
Õåíñòîêîì, ñòàë òåì ñàìûì ðåøàþùèì øàãîì, ïîçâîëèâøèì â êîíå÷-
íîì èòîãå ïðè ïîìîùè îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà
ïåðåíåñòè áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ îäíîìåðíûõ ðåçóëüòàòîâ íà ìíîãî-
ìåðíûé ñëó÷àé, à òàêæå ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâî ìíî-
ãèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè êðàòíîãî èíòåãðàëà Ïåððîíà. Ðàçóìååòñÿ, âîç-
íèê âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïåðåíåñåíèÿ äåñêðèïòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ
îáñóæäàåìûõ èíòåãðàëîâ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Âèäíî, ÷òî îïðå-
äåëåíèå êëàññà ACG∗ -ôóíêöèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñïåöèôèêè
ïðÿìîé, ïîýòîìó îñíîâíîé ïðîáëåìîé â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿëàñü
ïðîáëåìà ïîèñêà òàêîãî îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé àáñîëþòíîé íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè ìíîæåñòâà, êîòîðîå áû íå çàâèñåëî îò ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå áûëî áû ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëå-
íèþ ACG∗ -ôóíêöèè è âìåñòå ñ òåì ïîëíîñòüþ îïèñûâàëî áû êëàññ
âñåõ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà (èëè, ÷òî òî æå ñà-
ìîå, êðàòíûõ èíòåãðàëîâ Ïåððîíà). Òàêèì îïðåäåëåíèåì, êàê íåäàâíî
âûÿñíèëîñü, ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ACGδ -ôóíêöèè, ââåäåííîå Ð. Õåíñòî-
êîì18. Â 1990 ã. íåçàâèñèìî ×ó Òóàí Ñåíãîì19 è Ð. Ãîðäîíîì20 áûëà
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà B (Chew Tuan Seng, Gordon). Ôóíêöèÿ F : [a, b] → R
ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ACGδ -ôóíêöèåé íà îòðåçêå [a, b] .

Òåîðåìà B ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü åùå îäíî äåñêðèïòèâíîå îïðå-
äåëåíèå óçêîãî èíòåãðàëà Äàíæóà, ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèþ B.

Îïðåäåëåíèå C. Ôóíêöèÿ f : [a, b] → R íàçûâàåòñÿ D∗-èíòåãðèðóå-
ìîé íà îòðåçêå [a, b] , åñëè ñóùåñòâóåò ACGδ -ôóíêöèÿ F : [a, b] → R ,
òàêàÿ, ÷òî F ′(x)=f(x) ïî÷òè âñþäó íà [a, b] . Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ
íåîïðåäåëåííûì D∗-èíòåãðàëîì ôóíêöèè f , à åå ïðèðàùåíèå F (b)−
F (a) � D∗-èíòåãðàëîì ôóíêöèè f ïî îòðåçêó [a, b] .

17Ostaszewski K.M. Henstock integration in the plane // Mem. Amer. Math. Soc. 1986, 63, �353,
P. 1-106.

18Henstock R. Theory of Integration. London: 1963.
19Chew Tuan Seng. On the equivalence of Henstock�Kurzweil and restricted Denjoy integrals in

Rn // Real Analysis Exchange. 1989/90, 15, �1, P. 259-268.
20Gordon R.A. A descriptive characterization of the generalized Riemann integral // Real Analysis

Exchange. 1989/90, 15, �1, P. 397-400.
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Èç îïðåäåëåíèÿ C òàêæå âûòåêàåò, ÷òî âñÿêàÿ D∗-èíòåãðèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ â ñìûñëå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî êîíå÷íà ïî÷òè âñþ-
äó.

Íàêîíåö, òîëüêî â íà÷àëå 21 â. Ëè Òóî�Éåîíãó óäàëîñü ðàñïðî-
ñòðàíèòü òåîðåìó B íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé21, 22. Ýòî îêàçàëîñü âîç-
ìîæíûì â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì òåîðèè âàðèàöèîííûõ ìåð (ñì.
îïðåäåëåíèå 2.3 íèæå).

Òåîðåìà C (Lee Tuo-Yeong). Ïóñòü íà ìíîæåñòâå âñåõ m -ìåð-
íûõ èíòåðâàëîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â íåêîòîðîì m -ìåðíîì èíòåðâàëå
I , çàäàíà àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ F . Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:
1) ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì êðàòíûì èíòåãðàëîì Êóðö-
âåéëÿ�Õåíñòîêà;
2) âàðèàöèîííàÿ ìåðà V

(BKH, F, ·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà m -ìåð-
íîì èíòåðâàëå I îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà;
3) F ÿâëÿåòñÿ ACGδ -ôóíêöèåé íà m -ìåðíîì èíòåðâàëå I .

Âìåñòå ñ òåì ðàçâèòèå òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîòðåáîâà-
ëî ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëîâ, áîëåå îáùèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ óçêèì èí-
òåãðàëîì Äàíæóà è èíòåãðàëîì Ïåððîíà. Â êîíöå 60-õ ãîäîâ 20 â.
Â.À. Ñêâîðöîâûì áûë îïðåäåëåí äâîè÷íûé èíòåãðàë Ïåððîíà, ðåøà-
þùèé çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âñþäó ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ
ïî ñèñòåìàì Õààðà è Óîëøà23 , 24, 25 , 26. Àíàëîãîì äâîè÷íîãî èíòåãðà-
ëà Ïåððîíà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ P -è÷íûå èí-
òåãðàëû Ïåððîíà. Â 1977 ã. À. Ïàêåìàíîì áûë îïðåäåëåí äâîè÷íûé
èíòåãðàë Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà27. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò-
ñÿ P -è÷íûé èíòåãðàë Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà, ïðè ýòîì äâîè÷íûé èí-

21Lee Tuo-Yeong. A full descriptive de�nition of the Henstock�Kurzweil integral in the Euclidean
space // Proc. London Math. Soc. 2003, 87, �3, P. 677-700.

22Lee Tuo-Yeong. Some full descriptive characterizations of the Henstock�Kurzweil integral in the
Euclidean space // Czech. Math. J. 2005, 55(130), P. 625-637.

23Ñêâîðöîâ Â.À. Î ðÿäàõ Õààðà, ñõîäÿùèõñÿ ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ÷àñòè÷íûõ ñóìì //
ÄÀÍ ÑÑÑÐ. 1968, 183, �4, Ñ. 784-786.

24Ñêâîðöîâ Â.À. Íåêîòîðîå îáîáùåíèå èíòåãðàëà Ïåððîíà // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1. Ìà-
òåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 1969, �4, Ñ. 48-51.

25Skvortsov V.A. Generalized integrals in the theory of trigonometric, Haar and Walsh series //
Real Analysis Exchange. 1986/87, 12, �1, P. 59-62.

26Skvortsov V.A. Nonabsolutely convergent integrals in the problem of recovering the coe�cients of
orthogonal series // Banach Center publication. 2002, 56, P. 107-117.

27Pacquement A. D�etermination d'une fonction au moyen de sa d�eriv�ee sur un r�eseau binaire // C.
R. Acad. Sci. Paris, ser. A,B. 1977, 284, �6, P. 365-368.

5



òåãðàë Ïåððîíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì P -è÷íîãî èíòåãðàëà Ïåð-
ðîíà, à äâîè÷íûé èíòåãðàë Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà � ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì P -è÷íîãî èíòåãðàëà Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà. Â 1985 ã. Ê. Îñòàøåâ-
ñêèì áûëà äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü êðàòíîãî äâîè÷íîãî èíòåãðàëà
Ïåððîíà êðàòíîìó äâîè÷íîìó èíòåãðàëó Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà è êðàò-
íîãî P -è÷íîãî èíòåãðàëà Ïåððîíà êðàòíîìó P -è÷íîìó èíòåãðàëó
Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà ñîîòâåòñòâåííî17. Íàêîíåö, â 1991 ã. Ð. Ãîðäîíîì
áûëà ïîëó÷åíà äåñêðèïòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äâîè÷íîãî èíòåãðàëà
Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà íà îòðåçêå [0, 1] â òåðìèíàõ ACGd -ôóíêöèé28,
ïîäîáíàÿ òåîðåìå B, à Á. Áîíæîðíî, Ë. Äè Ïüÿööåé è Â.À. Ñêâîðöî-
âûì â ïðåäïîëîæåíèè îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë P áûëà ïîëó÷åíà äåñêðèïòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà P -è÷íûõ
èíòåãðàëîâ Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà òàêæå íà îòðåçêå [0, 1] â òåðìèíàõ
àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âàðèàöèîííûõ ìåð29 , 30,
àíàëîãè÷íàÿ óòâåðæäåíèþ 2) òåîðåìû C. Ðàññìîòðåíèþ äåñêðèïòèâ-
íûõ õàðàêòåðèñòèê êðàòíûõ èíòåãðàëîâ õåíñòîêîâñêîãî òèïà, àíàëî-
ãè÷íûõ òåîðåìå C, ïîñâÿùåíà äàííàÿ äèññåðòàöèÿ. Èññëåäîâàíèÿ â
ýòîì íàïðàâëåíèè àêòèâíî âåäóòñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Àêòóàëüíîñòü äàííîé òåìû îïðåäåëÿåòñÿ åùå è òåì, ÷òî èíòåãðàëû
õåíñòîêîâñêîãî òèïà íàõîäÿò âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ñìåæ-
íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, òàêèõ êàê: ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è
äð.

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà σ -êîíå÷íûõ âàðèàöèîííûõ
ìåð îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ áàçèñîâ. Îõàðàêòå-
ðèçîâàòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå âàðèàöèîííûå ìåðû ïîñðåäñòâîì
êëàññà BACGδ -ôóíêöèé. Íàéòè â ÿâíîì âèäå ïðîèçâîäíûå Ðàäîíà�
Íèêîäèìà àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âàðèàöèîííûõ ìåð, ðàññìîòðåííûõ
îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ áàçèñîâ. Èñïîëüçîâàòü
óêàçàííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîëó÷åíèÿ äåñêðèïòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê
íåêîòîðûõ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ õåíñòîêîâñêîãî òèïà, âêëþ÷àÿ êðàò-
íûé P -è÷íûé èíòåãðàë Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà, â òåðìèíàõ BACGδ -
ôóíêöèé è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âàðèàöèîííûõ ìåð, à òàêæå äëÿ

28Gordon R.A. The inversion of approximate and dyadic derivatives using an extension of the
Henstock integral // Real Analysis Exchange. 1990/91, 16, �1, P. 154-168.

29Bongiorno B., Di Piazza L., Skvortsov V. A. On variational measures related to some bases // J.
Math. Anal. and Appl. 2000, 250, �2, P. 533-547.

30Bongiorno B., Di Piazza L., Skvortsov V. A. The Ward property for a P -adic basis and the
P -adic integral // J. Math. Anal. and Appl. 2003, 285, P. 578-592.
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õàðàêòåðèçàöèè êëàññà ôóíêöèé îáîáùåííîé q -âàðèàöèè V GG∗
q â

òåðìèíàõ σ -êîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âàðèàöèîííûõ ìåð.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû íå òîëüêî êëàñ-

ñè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè ìåðû è òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïå-
ðåìåííîãî, íî òàêæå ðàçâèòû íîâûå è ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè èí-
òåãðàëà, â ÷àñòíîñòè, ìåòîä õàðàêòåðèçàöèè èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âà-
ðèàöèîííûõ ìåð, îïðåäåëÿåìûõ îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ áàçèñîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà�Íèêîäèìà àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîé âàðèàöèîííîé ìåðû, ïîñòðîåííîé ïî àääèòèâíîé ôóíê-
öèè P -è÷íîãî èíòåðâàëà F , îòíîñèòåëüíî P -è÷íîãî áàçèñà, ãäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë P îãðàíè÷åíà, ÿâëÿåòñÿ
ìîäóëü îáû÷íîé (â ñìûñëå Ñàêñà) P -è÷íîé ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè F , ïðè ýòîì âàðèàöèîííûå ìåðû, ðàññìîòðåííûå îòíîñè-
òåëüíî òîé æå ôóíêöèè F è ρ -ðåãóëÿðíûõ P -è÷íûõ áàçèñîâ,
ñîâïàäàþò ñ èñõîäíîé âàðèàöèîííîé ìåðîé äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà ðåãóëÿðíîñòè ρ .

2. Äîêàçàíî, ÷òî àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ F , çàäàííàÿ íà m -ìåðíûõ
P -è÷íûõ èíòåðâàëàõ, ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì êðàòíûì P -è÷-
íûì èíòåãðàëîì Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà âàðèàöèîííàÿ ìåðà, ïîñòðîåííàÿ ïî ýòîé ôóíêöèè, îòíîñè-
òåëüíî P -è÷íîãî áàçèñà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî
ìåðû Ëåáåãà, ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P òàêæå ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

3. Äîêàçàíî, ÷òî àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ F , çàäàííàÿ íà m -ìåðíûõ
P -è÷íûõ èíòåðâàëàõ, ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì êðàòíûì P -è÷-
íûì èíòåãðàëîì Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà F ÿâëÿåòñÿ PACGδ -ôóíêöèåé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P îãðà-
íè÷åíà).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ÿâëÿåòñÿ âêëàäîì â òåîðèþ èíòåãðàëîâ õåíñ-
òîêîâñêîãî òèïà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â
òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà, òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ, òåîðèè ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

7



Àïïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äîêëà-
äûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè îðòîãî-
íàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà
Ï.Ë. Óëüÿíîâà , ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Ì.Ê. Ïîòàïîâà, ä.ô.-ì.í., ïðî-
ôåññîðà Ì.È. Äüÿ÷åíêî, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Â.À. Ñêâîðöîâà è ä.ô.-
ì.í., ïðîôåññîðà Ò.Ï. Ëóêàøåíêî â 2006 ã., íà ñåìèíàðàõ ïî òåî-
ðèè ôóíêöèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Â.À. Ñêâîðöî-
âà, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Ò.Ï. Ëóêàøåíêî è ê.ô.-ì.í. À.Ï. Ñîëîäîâà
â 2003 � 2006 ãã., à òàêæå íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé
øêîëå "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû"
â 2003 ã., 12-é è 13-é Ñàðàòîâñêèõ çèìíèõ øêîëàõ "Ñîâðåìåííûå ïðîá-
ëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ" â 2004 è 2006 ãã., XXVI
Êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà â 2004 ã., Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-ñåìèíàðå
ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè Í.Â. Åôèìîâà â 2004 ã., IV Ìåæäóíà-
ðîäíîì ñèìïîçèóìå "Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ" â 2006 ã.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 9 ðàáîòàõ
àâòîðà, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò
èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 183 íàèìå-
íîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 157 ñòðàíèö (èç íèõ
144 ñòðàíèöû � òåêñò äèññåðòàöèè è 13 ñòðàíèö � ñïèñîê ëèòåðàòó-
ðû).

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ îáçîð èññëåäîâàíèé ïî òåìàòèêå íàñòîÿ-

ùåé äèññåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Äàåòñÿ îïðåäåëåíèå

äèôôåðåíöèàëüíîãî áàçèñà, ôîðìóëèðóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ
êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ áàçèñîâ: áàçèñû Ïåððîíà, BF -áàçèñû, áà-
çèñû Âèòàëè, áàçèñû ìàêøåéíîâñêîãî òèïà, áàçèñû ñî ñâîéñòâîì Âè-
òàëè, áàçèñû ñî ñâîéñòâîì Âàðäà, áàçèñû îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì ðàç-
áèåíèÿ. Â òàáëèöå � 1.1 ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû êîíêðåòíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ áàçèñîâ, íàèáîëåå âàæíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëíûé
áàçèñ BKH è P -è÷íûé áàçèñ BP . Çàòåì â � 1.2 ââîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå
âèäû ïðîèçâîäíûõ è ïðîèçâîäíûõ ÷èñåë ôóíêöèè ìíîæåñòâà îòíîñè-
òåëüíî äèôôåðåíöèàëüíîãî áàçèñà. Íàêîíåö, â � 1.3 êðàòêî ïðèâîäÿòñÿ
îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ òåîðåì îáùåé òåîðèè ìåðû,
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íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ, âêëþ÷àÿ ïîíÿòèÿ óìåðåí-
íîé, ïîëóóìåðåííîé è ïîëóêîíå÷íîé ìåðû. Âñþäó äàëåå ÷åðåç B áó-
äåò îáîçíà÷àòüñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé áàçèñ, à ÷åðåç Ψ � êëàññ B -
ìíîæåñòâ.

Âòîðàÿ è òðåòüÿ ãëàâû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè.
Âî âòîðîé ãëàâå îïðåäåëÿåòñÿ âàðèàöèîííàÿ ìåðà è èçó÷àþòñÿ

îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîãî êëàññà ìåð.
Â ïàðàãðàôå 2.1 äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå âàðèàöèîííîé ìåðû â ïðî-

èçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàí äèô-
ôåðåíöèàëüíûé áàçèñ Âèòàëè B . Òîãäà ñî âñÿêîé ôóíêöèåé B -ìíî-
æåñòâà F : Ψ→R è íåïóñòûì ìíîæåñòâîì E⊂X ìîæíî ñâÿçàòü âå-
ëè÷èíû Var

(Bδ, F, E
)

= sup
π

∑
(x,M)∈π

∣∣F (M)
∣∣ è V

(B, F, E
)

= inf
δ

Var
(Bδ,

F, E
)
, ãäå supremum áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì π íà ìíîæåñòâå E ,

ñîãëàñîâàííûì ñ δ(·) , à in�mum � ïî âñåì ôóíêöèÿì δ :E → (0, +∞) .
Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ V

(B, F,∅
)

= 0 . Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà
Var

(Bδ, F, · ) íàçûâàåòñÿ δ -âàðèàöèåé, à ôóíêöèÿ V
(B, F, · ) � âàðèà-

öèîííîé ìåðîé, ïîñòðîåííîé ïî ôóíêöèè F , îòíîñèòåëüíî áàçèñà
B .

Çàòåì äîêàçûâàþòñÿ íàèáîëåå îáùèå ñâîéñòâà âàðèàöèîííûõ ìåð î
òîì, ÷òî âàðèàöèîííàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ìåòðè÷åñêîé, à çíà-
÷èò, áîðåëåâñêîé ìåðîé, îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î ïðåäñòàâèìîñòè âñÿêîé
óìåðåííîé áîðåëåâñêîé ìåðû â Rm â âèäå âàðèàöèîííîé ìåðû, ÷òî
ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî êëàññ âàðèàöèîííûõ ìåð â Rm

ñîäåðæèò â ñåáå êëàññ âñåõ ìåð Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà.
Ïàðàãðàô 2.2 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñâîéñòâ, ñâÿçàííûõ ñ σ -êî-

íå÷íîñòüþ âàðèàöèîííûõ ìåð. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîãî ïà-
ðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèå 2.3 è òåîðåìà 2.6, õàðàêòåðèçóþùèå êëàñ-
ñû σ -êîíå÷íûõ âàðèàöèîííûõ ìåð îòíîñèòåëüíî áàçèñîâ ìàêøåéíîâñ-
êîãî è ïåððîíîâñêîãî òèïîâ.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü íà íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå E ñåïàðàáåëüíî-
ãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, d) çàäàí äèôôåðåíöèàëüíûé áàçèñ
ìàêøåéíîâñêîãî òèïà B , ÿâëÿþùèéñÿ áàçèñîì Âèòàëè, è ôóíêöèÿ
B -ìíîæåñòâà F : Ψ → R . Âàðèàöèîííàÿ ìåðà V

(B, F, · ) ÿâëÿåòñÿ
óìåðåííîé (êîíå÷íîé) áîðåëåâñêîé ìåðîé â (êîìïàêòíîì) ìåòðè÷åñ-
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êîì ïðîñòðàíñòâå (E, d) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîëóêî-
íå÷íà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå ñåïàðàáåëüíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà X â ñëåäñòâèè 2.3 îòáðîñèòü íåëüçÿ. Èç ñëåäñòâèÿ 2.3 âûòå-
êàåò òàêæå, ÷òî â îòëè÷èå îò îáùåé ñèòóàöèè â ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ êëàññû σ -êîíå÷íûõ è ïîëóêîíå÷íûõ âàðèàöèîí-
íûõ ìåð îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà ìàêøåéíîâñêîãî òèïà, ÿâëÿ-
þùåãîñÿ áàçèñîì Âèòàëè, ñîâïàäàþò. Â êîìïàêòíûõ æå ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ âîîáùå íå ñóùåñòâóåò σ -êîíå÷íûõ âàðèàöèîííûõ ìåð
îòíîñèòåëüíî îïèñàííîãî êëàññà áàçèñîâ, ïðèíèìàþùèõ áåñêîíå÷íûå
çíà÷åíèÿ.

Â òåîðåìå 2.6 ðàññìàòðèâàþòñÿ áàçèñû Ïåððîíà B , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
à) âñÿêîå B -ìíîæåñòâî M èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü Int M ;
á) êàæäàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ B -ìíîæåñòâó M , ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé ïîëîæèòåëüíîé íèæíåé ïëîòíîñòè äëÿ Int M .
Èç ýòèõ óñëîâèé âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, èçìåðèìîñòü ïî Ëåáåãó âñåõ
òàêèõ B -ìíîæåñòâ M .
Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü íà íåïóñòîì Fσ -ìíîæåñòâå E ⊂ Rm çàäàí
äèôôåðåíöèàëüíûé BF -áàçèñ Ïåððîíà è Âèòàëè B , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèÿì à) è á), è ôóíêöèÿ B -ìíîæåñòâà F : Ψ → R . Âàðèà-
öèîííàÿ ìåðà V

(B, F, · ) σ -êîíå÷íà íà ìíîæåñòâå E òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà σ -êîíå÷íà íà êàæäîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå
K⊂E ìåðû µ(K) = 0 .

Â ïàðàãðàôå 2.3 èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà, àáñîëþòíî íåï-
ðåðûâíûõ âàðèàöèîííûõ ìåð (èìååòñÿ ââèäó àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâ-
íîñòü îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà â Rm). Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî àáñîëþò-
íàÿ íåïðåðûâíîñòü âàðèàöèîííîé ìåðû, ðàññìîòðåííîé îòíîñèòåëüíî
äèôôåðåíöèàëüíîãî áàçèñà B , âëå÷åò åå êîíå÷íîñòü, óìåðåííîñòü, ïî-
ëóóìåðåííîñòü ëèáî σ -êîíå÷íîñòü â çàâèñèìîñòè îò ïðîñòðàíñòâà, íà
êîòîðîì ýòà ìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ, è îò ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî áàçèñà B (ñëåäñòâèÿ 2.5, 2.6). Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûé
àíàëîã òåîðåìû Áàíàõà�Çàðåöêîãî (òåîðåìà 2.8). Íàêîíåö, îñíîâíûìè
ðåçóëüòàòàìè � 2.3 ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû 2.11 è 2.12, äëÿ ðàçëè÷íûõ âè-
äîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ áàçèñîâ â Rm óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó
àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòüþ âàðèàöèîííûõ ìåð è êëàññîì îáîáùåí-
íî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâà � BACGδ -ôóíêöèé.
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Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå E⊂Rm çàäàí äèô-
ôåðåíöèàëüíûé áàçèñ Âèòàëè B , ó êîòîðîãî B -ìíîæåñòâà èçìåðè-
ìû ïî Ëåáåãó. Ôóíêöèÿ B -ìíîæåñòâà F : Ψ → R íàçûâàåòñÿ BACδ -
ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå E , åñëè äëÿ ëþáîãî ε>0 ñóùåñòâóþò ôóíê-
öèÿ δ : E → (0, +∞) è η > 0 , òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ{
(xi,Mi)

}p

i=1 íà ìíîæåñòâå E , ñîãëàñîâàííîãî ñ δ(·) , ñî ñâîéñòâîì
p∑

i=1
µ(Mi)<η ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

p∑

i=1

∣∣F (Mi)
∣∣<ε.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ B -ìíîæåñòâà F : Ψ →
R ÿâëÿåòñÿ BACδ -ôóíêöèåé íà ïóñòîì ìíîæåñòâå. Íàêîíåö, ôóíêöèÿ
B -ìíîæåñòâà F : Ψ → R íàçûâàåòñÿ BACGδ -ôóíêöèåé íà ìíîæåñò-
âå E ⊂ Rm , åñëè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå E =

+∞⋃
n=1

En , ãäå F ÿâ-
ëÿåòñÿ BACδ -ôóíêöèåé íà êàæäîì ìíîæåñòâå En . Åñëè ïðè ýòîì
ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ Fσ -ìíîæåñòâîì, à ìíîæåñòâà En ìîæíî âû-
áðàòü êîìïàêòíûìè, òî òàêèå ôóíêöèè áóäóò íàçûâàòüñÿ BACGδ[E] -
ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå E⊂Rm çàäàí äèô-
ôåðåíöèàëüíûé áàçèñ ìàêøåéíîâñêîãî òèïà B , ÿâëÿþùèéñÿ áàçèñîì
Âèòàëè, B -ìíîæåñòâà êîòîðîãî èçìåðèìû ïî Ëåáåãó è èìåþò ãðà-
íèöó íóëåâîé ìåðû ëèáî çàìêíóòû. Âàðèàöèîííàÿ ìåðà V

(B, F, · ) ,
ïîñòðîåííàÿ ïî ôóíêöèè B -ìíîæåñòâà F : Ψ → R , àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà íà (êîìïàêòíîì) ìíîæåñòâå E òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ BACGδ -ôóíêöèåé (BACδ -ôóíêöèåé) íà E ,
ïðè ýòîì ìíîæåñòâà En , íà êîòîðûõ F ÿâëÿåòñÿ BACδ -ôóíêöèåé,
ìîæíî âûáðàòü îòêðûòûìè â E .

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü íà íåïóñòîì èçìåðèìîì ïî Ëåáåãó ìíîæåñò-
âå E ⊂ Rm çàäàí äèôôåðåíöèàëüíûé áàçèñ Âèòàëè B , óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 2.6, B -ìíîæåñòâà êîòîðîãî çàìêíóòû
ëèáî èìåþò ãðàíèöó íóëåâîé ìåðû. Âàðèàöèîííàÿ ìåðà V

(B, F, · ) ,
ïîñòðîåííàÿ ïî ôóíêöèè B -ìíîæåñòâà F : Ψ → R , àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå (Fσ -ìíîæåñòâå) E òîãäà è òîëüêî òîã-
äà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ BACGδ -ôóíêöèåé (BACGδ[E] -ôóíêöèåé) íà
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E , ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå E =
+∞⋃
n=1

En , ãäå F ÿâëÿ-
åòñÿ BACδ -ôóíêöèåé íà êàæäîì ìíîæåñòâå En , ìíîæåñòâà En

(n = 2, 3, . . .)êîìïàêòíû, à ìíîæåñòâî E1 ÿâëÿåòñÿ Gδ -ìíîæåñò-
âîì â E ìåðû µ(E1) = 0 .

Ïàðàãðàô 2.4 ïîñâÿùåí ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì î ïðî-
èçâîäíûõ Ðàäîíà�Íèêîäèìà âàðèàöèîííûõ ìåð îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ áàçèñîâ. Â ÷óòü áîëåå îáùåì ñëó÷àå äàåòñÿ
íîâîå äîêàçàòåëüñòâî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.14) èçâåñòíîãî ðå-
çóëüòàòà î ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà�Íèêîäèìà àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âà-
ðèàöèîííîé ìåðû, ðàññìîòðåííîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî BF -áàçèñà Ïåððîíà è Âèòàëè â Rm , îáëàäàþùåãî ñâîé-
ñòâîì Âèòàëè31 , 32 , 33. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 2 è � 2.4 ñîäåðæèòñÿ â
òåîðåìå 2.15 î ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà�Íèêîäèìà àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé
âàðèàöèîííîé ìåðû, ðàññìîòðåííîé îòíîñèòåëüíî P -è÷íîãî áàçèñà.
Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Ïàðàëëåëüíî â òåîðåìå 2.15 ôîðìó-
ëèðóåòñÿ àíàëîãè÷íûé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íîé âàðèàöèîííîé ìåðû îòíîñèòåëüíî ïîëíîãî áàçèñà21 , è ïðèâîäèòñÿ
óïðîùåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà Ëè Òóî�Éåîíãà.
Òåîðåìà 2.15. Ïóñòü çàäàíà àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ B -èíòåðâàëà
F , ãäå B îáîçíà÷àåò îäèí èç äèôôåðåíöèàëüíûõ áàçèñîâ BKH èëè
BP ñ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ P. Âàðèàöèîííàÿ ìåðà
V

(B, F, · ) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà èçìåðèìîì ïî Ëåáåãó ìíîæåñò-
âå E⊂Rm (â ñëó÷àå P -è÷íîãî áàçèñà âìåñòî Rm ðàññìàòðèâàåòñÿ
åäèíè÷íûé êóá [0, 1]m) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ |F ′

B(x)|
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà�Íèêîäèìà äëÿ V

(B, F, · ) , ò.å. äëÿ
êàæäîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà X⊂ E ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

V
(B, F, X

)
=(L)

∫

X

∣∣F ′
B
∣∣dµ, (1)

ïðè ýòîì âàðèàöèîííûå ìåðû V
(Bρ, F, · ) è V

(B, F, · ) ñîâïàäàþò
äëÿ âñåõ ρ∈(0, 1] .

31Bongiorno B., Vetro P. Un teorema sulla rappresentazione degli integrali // Rend. Circ. Mat.
Palermo. Ser. 2. 1979, 28, �1, P. 33-36.

32Bongiorno B. Essential variation. Measure Theory Oberwolfach 1981 // Lect. Notes in Math.
945, P. 187-193. Berlin: Springer-Verlag, 1981.

33Di Piazza L. Variational measures in the theory of the integration in Rm // Czech. Math. J.
2001, 51(126), �1, P. 95-110.
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Çàâåðøàåòñÿ � 2.4 äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà�
Íèêîäèìà àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âàðèàöèîííîé ìåðû, ðàññìîòðåí-
íîé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî êëàññà áàçèñîâ ìàêøåéíîâñêîãî òèïà
(òåîðåìà 2.16). Òåîðåìà 2.16 òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîâîé.

Íàêîíåö, òðåòüÿ ãëàâà êàñàåòñÿ ïðèëîæåíèé âàðèàöèîííûõ ìåð â
òåîðèè èíòåãðàëà è ñîäåðæèò ãëàâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé äèññåðòàöèè.

Â ïàðàãðàôå 3.1 äîêàçàíû òåîðåìû, õàðàêòåðèçóþùèå σ -êîíå÷-
íûå âàðèàöèîííûå ìåðû îòíîñèòåëüíî ïîëíîãî áàçèñà, çàäàííûå íà îò-
ðåçêå äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, ïîñðåäñòâîì ïîäêëàññà ôóíêöèé îáîá-
ùåííîé q -âàðèàöèè V BG∗

q (q > 1) è, íàîáîðîò, êëàññ âñåõ V BG∗
q -

ôóíêöèé îõàðàêòåðèçîâàí ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî êëàññà âàðèàöèîí-
íûõ ìåð, áîëåå øèðîêîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ σ -êîíå÷íûìè âàðèàöèîííû-
ìè ìåðàìè (òåîðåìû 3.3 è 3.4).

Â ïàðàãðàôå 3.2 îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà îò-
íîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî áàçèñà B , îáëàäàþùå-
ãî ñâîéñòâîì ðàçáèåíèÿ, KHB -èíòåãðàë, è äîêàçûâàþòñÿ åãî îñíîâíûå
ñâîéñòâà.

Â ïàðàãðàôå 3.3 âûâîäÿòñÿ äåñêðèïòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè êðàò-
íîãî P -è÷íîãî èíòåãðàëà Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà (òåîðåìû 3.7 è 3.8),
ÿâëÿþùèåñÿ ãëàâíûìè ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè. Ýòè ðå-
çóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ïàðàëëåëüíî â òåîðåìàõ 3.7 è 3.8 ôîðìó-
ëèðóþòñÿ èçâåñòíûå äåñêðèïòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè êðàòíûõ èíòåã-
ðàëîâ Êóðöâåéëÿ�Õåíñòîêà21, 22 , è ïðèâîäèòñÿ èõ óïðîùåííîå äîêàçà-
òåëüñòâî.
Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü B îáîçíà÷àåò îäèí èç äèôôåðåíöèàëüíûõ áàçè-
ñîâ BKH èëè BP , ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P îãðàíè÷åíà. Àääèòèâ-
íàÿ ôóíêöèÿ B -èíòåðâàëà F ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì KHB -èí-
òåãðàëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âàðèàöèîííàÿ ìåðà V

(B, F, · )
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà m -ìåðíîì èíòåðâàëå I0 (â ñëó÷àå P -
è÷íîãî áàçèñà BP ðàññìàòðèâàåòñÿ P -è÷íûé èíòåðâàë I0 ).
Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü B îáîçíà÷àåò îäèí èç äèôôåðåíöèàëüíûõ áà-
çèñîâ BKH èëè BP , ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P îãðàíè÷åíà. Àääè-
òèâíàÿ ôóíêöèÿ B -èíòåðâàëà F ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì KHB -
èíòåãðàëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ BACGδ[I0] -
ôóíêöèåé íà m -ìåðíîì èíòåðâàëå I0 (â ñëó÷àå P -è÷íîãî áàçèñà BP
ðàññìàòðèâàåòñÿ P -è÷íûé èíòåðâàë I0 ).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
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äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Â. À. Ñêâîðöîâó
çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ è ïîñòîÿííóþ ïîä-
äåðæêó.
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