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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Àáåëåâû ãðóïïû òðàäèöèîííî ÿâëÿþòñÿ

áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ â ìèðå îáëàñòüþ ôóíäàìåíòàëüíîé àëãåáðû, â
îñíîâàíèÿ êîòîðîé âíåñëè ñâîé âêëàä âûäàþùèåñÿ ðóññêèå àëãåáðàèñòû
Ë.ß. Êóëèêîâ, A.Ã. Êóðîø, À.È. Ìàëüöåâ, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí, ÷üè
òðàäèöèè óñïåøíî ïðîäîëæåíû â Ðîññèè ðàáîòàìè È.Ñ. Áåêêåðà,
Ñ.ß. Ãðèíøïîíà, Ñ.Ô. Êîæóõîâà, Ï.À. Êðûëîâà, À.Ï. Ìèøèíîé,
À.À. Ôîìèíà, À.Â. ßêîâëåâà, ÷òî îòðàæåíî â îáçîðíûõ ïóáëèêàöèÿõ1,2.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ òåîðèÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï
âûäåëèëàñü â ñàìîñòîÿòåëüíóþ âåòâü îáùåé òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï.
Å¼ èñòîêè ñëåäóåò èñêàòü â äàâíèõ ðåçóëüòàòàõ, êîòîðûìè áûëî
îòêðûòî ñóùåñòâîâàíèå àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ïðÿìûìè ñóììàìè ãðóïï ðàíãà 1. Àëåêñàíäð Ãåííàäüåâè÷ Êóðîø
â ñâîåé çíàìåíèòîé êíèãå3 ïèñàë: "Ìû óâèäèì ïîçæå, ÷òî âïîëíå
ðàçëîæèìûìè ãðóïïàìè äàëåêî íå èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå àáåëåâû ãðóïïû
áåç êðó÷åíèÿ". Êëàññ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï ïî ñâîåìó
îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå áëèçêèì ê êëàññó âïîëíå ðàçëîæèìûõ
ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà, òàê êàê ñîñòîèò èç ãðóïï, ñîäåðæàùèõ âïîëíå
ðàçëîæèìóþ ãðóïïó â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû êîíå÷íîãî èíäåêñà. Èíòåðåñ
ê íåìó îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè, â ÷àñòíîñòè òåì, ÷òî â
íåì ðåàëèçóåòñÿ âñå ìíîãîîáðàçèå íåèçîìîðôíûõ ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé,
âûðàæåííîå â òåðìèíàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (îáîçíà÷àþùèõ ðàíãè
íåðàçëîæèìûõ ñëàãàåìûõ è èõ ÷èñëî â ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿõ îäíîé
è òîé æå ãðóïïû), êîòîðîå ñóùåñòâóåò â êëàññå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç

1À.Â. Ìèõàëåâ, À.Ï. Ìèøèíà. Áåñêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû: ìåòîäû è ðåçóëüòàòû,
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà, òîì. 1, âûï. 2, ñòð. 320 - 375, 1995.

2A. Fomin. Abelian groups in Russia, Rocky Mountain Journal of Mathematics, vol. 32, no. 4, 1161-1180,
2002.

3A.Ã. Êóðîø. Òåîðèÿ ãðóïï. Èçä-å òðåòüå. Èçäàòåëüñòâî "Íàóêà" , Ìîñêâà, 1967.
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êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà. Ýòî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ4,5,6,7,8,9, ðåçóëüòàòû
êîòîðûõ íàøëè îòðàæåíèå â ìîíîãðàôèè10 À. Ìàäåðà êàê ñîäåðæàùèå
ðåøåíèÿ ïðîáëåì 67, 68 èç êíèãè11 Ë. Ôóêñà. Â íåäàâíî âûøåäøåé
ìîíîãðàôèè12 å¼ àâòîðû, Ï.À. Êðûëîâ, À.Â. Ìèõàëåâ, À.À. Òóãàíáàåâ,
ñèñòåìàòèçèðîâàëè øèðîêèé ñïåêòð ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ êî âñåì
íàïðàâëåíèÿì òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï, â òîì ÷èñëå àáåëåâûõ ãðóïï áåç
êðó÷åíèÿ, è ïðåäñòàâëåíû îíè â òåñíîé âçàèìîñâÿçè ñ èõ êîëüöàìè
ýíäîìîðôèçìîâ, ÷òî âûäåëÿåò ýòó êíèãó èç ðÿäà äðóãèõ ïî òåîðèè ãðóïï.

Ñâÿçàííàÿ ñ ýòîé êíèãîé ìåòîäèêîé ñîâìåñòíîãî ðàññìîòðåíèÿ
ãðóïï è èõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ, äèññåðòàöèÿ ïðè ýòîì èìååò áîëåå
óçêèé ïðåäìåò èçó÷åíèÿ, ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû, êàê è
óïîìÿíóòàÿ âûøå ìîíîãðàôèÿ À. Ìàäåðà, è, òàêèì îáðàçîì, âïëåòàåòñÿ
â òêàíü ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé àáåëåâûõ ãðóïï. Îíà ïîñâÿùåíà
óñòàíîâëåíèþ âçàèìîçàâèñèìîñòåé ìåæäó ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûìè
ãðóïïàìè è èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ, ïðè÷åì ïðè èçó÷åíèè
ïîñëåäíèõ óïîð äåëàåòñÿ íà èõ ãðóïïîâûå ñâîéñòâà (êîëüöåâûå ñâîéñòâà
êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ îòðàæåíû â ðÿäå ðàáîò13,14

Ï.À. Êðûëîâà). Âàæíûìè ãðóïïîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ëþáîé ïî÷òè
4Å. À. Áëàãîâåùåíñêàÿ, À.Â. ßêîâëåâ. Ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿõ àáåëåâûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà áåç

êðó÷åíèÿ. Àëãåáðà è Àíàëèç, ò. 1, âûï. 1, ñ. 111�127, 1989.
5ßêîâëåâ À. Â. Àáåëåâû ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ è èõ ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ, Çàï.

íàó÷í. ñåì. ËÎÌÈ, ò. 175, ñòð. 135-153, 1989.
6ßêîâëåâ. Î ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿõ àáåëåâûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ, Çàï. íàó÷í. ñåì.

ËÎÌÈ, ò. 160, ñòð. 272-285, 1987.
7Å. À. Áëàãîâåùåíñêàÿ. Ðàçëîæåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ â ïðÿìûå

ñóììû íåðàçëîæèìûõ ãðóïï. Àëãåáðà è Àíàëèç, ò. 4, âûï. 2, ñ. 62�69, 1992.
8Å. À. Áëàãîâåùåíñêàÿ. Î ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà.

Çàï. íàó÷í. ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ, ò. 132, ñ. 17�25, 1983.
9Å. À. Áëàãîâåùåíñêàÿ. Ãðàôè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå íåêîòîðûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç

êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà. Ïðèêëàäíàÿ Ìàòåìàòèêà, Òðóäû Ñ. Ïåòåðáóðãñêîãî Ïîëèòåõíè÷åñêîãî
Óíèâåðñèòåòà, # 461, ñ. 53-59, 1996.

10A. Mader. Almost completely decomposable abelian groups, Gordon and Breach, Algebra, Logic and
Applications, Vol. 13, Amsterdam, 2000.

11 Ë. Ôóêñ. Áåñêîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû, ò. 2, Ì.: Ìèð, 1977.
12Ï.À. Êðûëîâ, À.Â. Ìèõàëåâ, À.À. Òóãàíáàåâ. Àáåëåâû ãðóïïû è èõ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ,

Ìîñêâà, Ôàêòîðèàë, 2006.
13Ï.À. Êðûëîâ. Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ,

Àáåëåâû ãðóïïû è ìîäóëè, âûï. 11, 12, ñ. 99-120, Òîìñê, 1994.
14Ï.À. Êðûëîâ. Ðàäèêàëû êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, Ìàòåì, ñá., 95, âûï.

2, ñ. 214 - 228, 1974.
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âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïû X ÿâëÿþòñÿ åå ðåãóëÿòîð R(X), îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííàÿ âïîëíå ðàçëîæèìàÿ âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà
êîíå÷íîãî èíäåêñà, è ðåãóëÿòîðíûé ôàêòîð X/R(X).

Îñíîâîé âçàèìîïðîíèêíîâåíèÿ òåîðèè ãðóïï è òåîðèè êîëåö â äàííîì
ñëó÷àå ñëóæèò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ ïî÷òè
âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè ñëîæåíèÿ òàêæå
ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè èç ýòîãî êëàññà. Ýòîò ôàêò îïðåäåëÿåò íîâîå
íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, âî-ìíîãîì ðåàëèçîâàííîå â ïðåäñòàâëåííîé
ðàáîòå, à èìåííî, èññëåäîâàíèå ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ êîëåö
(ãðóïïîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîëüöà îòíîñèòñÿ ê åãî àääèòèâíîé ãðóïïå,
êàê è ïðèíÿòî).

Â ýòîé ñâÿçè ñëåäóåò îòìåòèòü êíèãó15 È.Õ. Áåêêåðà è Ñ.Ô. Êîæóõîâà,
â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ òîãî, ÷òî àâòîìîðôèçì ðåãóëÿòîðà
ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà âñåé ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïû.
Çäåñü îòêðûâàþòñÿ øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ
ëèíåéíîé àëãåáðû, èìåþùèõ èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ, î ÷åì, â ÷àñòíîñòè, ñâèäåòåëüñòâóåò êíèãà16 Â.À. Àðòàìîíîâà è
Â.Í. Ëàòûøåâà.

Äåéñòâåííûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ
äâîéñòâåííûé ïîäõîä ê ðàçëè÷íûì êëàññàì ãðóïï. Ê íàèáîëåå êðàñèâûì è
ýôôåêòèâíûì ìîæíî îòíåñòè äâîéñòâåííóþ êîíñòðóêöèþ17 À.À. Ôîìèíà,
à òàêæå êàòåãîðèàëüíóþ äâîéñòâåííîñòü.18 Îòêðûòàÿ â äèññåðòàöèè
äâîéñòâåííîñòü îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ñòðóêòóð (ãðóïï
è èõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ) äàåò ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ðÿäà âàæíûõ
ðåçóëüòàòîâ.

Äàííûé ïîäõîä ïåðåíîñèòñÿ íà ââåäåííûé â ïîñëåäíåé ãëàâå
äèññåðòàöèè êëàññ ëîêàëüíî ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï,
ñîñòîÿùèé èç ãðóïï ñ÷åòíîãî ðàíãà, âñå âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

15È.Õ. Áåêêåð, Ñ.Ô. Êîæóõîâ. Àâòîìîðôèçìû àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ, Òîìñê, 1988.
16Â.À. Àðòàìîíîâ, Â.Í. Ëàòûøåâ. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è âûïóêëàÿ ãåîìåòðèÿ, Ìîñêâà, Ôàêòîðèàë

Ïðåññ, 2004.
17À.À.Ôîìèí, Èíâàðèàíòû è äâîéñòâåííîñòü â íåêîòîðûõ êëàññàõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ

êîíå÷íîãî ðàíãà, Àëãåáðà è ëîãèêà, 26, � 1, ñòð. 63-83, 1987.
18A.A. Fomin and W.J.Wickless, Quotient divisible abelian groups, Proceedings of the Amer.Math.Soc.,

vol. 126, no. 1, pp. 45-52, 1998.
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ñåðâàíòíûå ïîäãðóïïû êîòîðûõ êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè âïîëíå
ðàçëîæèìûìè ãðóïïàìè. Ñëîæíîñòü ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ äàæå êîíå÷íîãî ðàíãà õîðîøî èçâåñòíà, è íàèáîëåå ÿðêèì
ñâèäåòåëüñòâîì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò19 À.Â. ßêîâëåâà.
Âîçíèêøåå â ñâÿçè ñ ýòèì ïîíÿòèå ïî÷òè èçîìîðôèçìà20,21

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â äèññåðòàöèè íà ãðóïïû ñ÷åòíîãî ðàíãà äëÿ
îñóùåñòâëåíèÿ èõ êëàññèôèêàöèè.

Öåëü ðàáîòû.

1) Óñòàíîâèòü ñâÿçè (â òîì ÷èñëå, äâîéñòâåííûå) ìåæäó ïî÷òè âïîëíå
ðàçëîæèìûìè ãðóïïàìè è èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ äëÿ âûÿâëåíèÿ
ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû ïîñëåäíèõ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ
òåîðèè ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï íà êîëüöà.

2) Îïðåäåëèòü íîâûå êëàññû ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ñ÷åòíîãî ðàíãà,
ÿâëÿþùèõñÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûìè â ëîêàëüíîì ñìûñëå, è íà
îñíîâå ïîëó÷åííûõ çàêîíîìåðíîñòåé ðàñïðîñòðàíèòü íà íèõ òåîðèþ ïî÷òè
âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï.

3) Îòâåòèòü íà òðàäèöèîííûå äëÿ àëãåáðû âîïðîñû òåîðåìàìè
êëàññèôèêàöèè ãðóïï è êîëåö, ðåàëèçàöèè êîëåö, òåîðåìàìè îá
îïðåäåëÿåìîñòè ãðóïï èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ (àíàëîã òåîðåìû22,23

Áýðà-Êàïëàíñêîãî), îá èäåíòè÷íîñòè ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé ïî÷òè
èçîìîðôíûõ ãðóïï ñ÷åòíîãî ðàíãà (àíàëîã òåîðåìû24 Àðíîëüäà),
êðèòåðèÿìè íåðàçëîæèìîñòè ãðóïï è êîëåö.

Ïðîöåññ ñîâìåñòíîãî èññëåäîâàíèÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï
è èõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà ýòàïû,
ñâîäÿùèåñÿ ê ðåøåíèþ îòäåëüíûõ çàäà÷:

19À.Â. ßêîâëåâ. Ê ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè àáåëåûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, Çàï.
íàó÷í. ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ, ò. 57, ñ. 171�175, 1976.

20L. Lady. Almost completely decomposable torsion-free abelian groups, Proc. Amer. Math. Soc. 35,
pp. 41 - 47, 1974.

21L. Lady. Nearly isomorphic torsion-free abelian groups, J. Algebra, 35, pp. 235 - 238, 1975.
22R. Baer. Automorphism rings of primary abelian operator groups, Ann. Math. 44, pp. 192 - 227, 1943
23I. Kaplansky. In�nite Abelian Groups, Univ. of Michigan Press, Ann Arbor, 1954.
24D. Arnold. Finite rank torsion free abelian groups and rings, Lecture Notes in Mathematics, 931,

Springer Verlag, 1982.

6



1. Èññëåäîâàòü ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû X ñ ïðèìàðíûì
ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì ñîâìåñòíî ñ èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ End X

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðóïïîâûõ õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäíèõ.

2. Óñòàíîâèòü ñâÿçè ìåæäó ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûìè ãðóïïàìè X

ñ ïðîèçâîëüíûì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì è èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ
End X. Èññëåäîâàòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Aut(End X) êîëüöà End X.

3. Ïîñòðîèòü òåîðèþ áëî÷íî-æåñòêèõ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ
ãðóïï X ñ öèêëè÷åñêèì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì, âêëþ÷àþùóþ èõ
êëàññèôèêàöèþ, ïîñòðîåíèå End X è Aut(End X), îïðåäåëåíèå íà
ãðóïïàõ êîëüöåâûõ ñòðóêòóð.

4. Íà êëàññ ëîêàëüíî ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï ñ÷åòíîãî ðàíãà
ðàñïðîñòðàíèòü òåîðèþ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï, âêëþ÷àþùóþ
îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïî÷òè èçîìîðôèçìà è äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà
òåîðåìû Àðíîëüäà î ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿõ.

Îáùàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè
àáåëåâûõ ãðóïï, îòíîñÿùèåñÿ ê êîíå÷íûì ãðóïïàì è ãðóïïàì áåç
êðó÷åíèÿ, à òàêæå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû òåîðèè ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ
ãðóïï, êîòîðûå çäåñü ðàñïðîñòðàíåíû íà ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå
êîëüöà. Âëîæåíèå ãðóïïû â å¼ äåëèìóþ îáîëî÷êó ïðèâîäèò ê
ýôôåêòèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ ìàòðè÷íîé òåõíèêè. Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü
â ïðèìåíåíèè ìàòðè÷íûõ ìåòîäîâ èãðàåò òðàäèöèîííûé ïîäõîä ëèíåéíîé
àëãåáðû â êîìáèíàöèè ñ òåîðèåé ÷èñåë. Íàéäåí êîìáèíàòîðíûé
(ãðàôè÷åñêèé) ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ è êëàññèôèêàöèè ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé
ãðóïï ñ÷åòíîãî ðàíãà îïðåäåëåííîãî êëàññà. Ðàçâèòà íîâàÿ òåõíèêà
ïàðàëëåëüíûõ ïåðåìåùåíèé ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ â èõ îáùåé äåëèìîé
îáîëî÷êå, ÷òî ïðèâîäèò ê äâîéñòâåííîñòè îïðåäåëåíèé ïî÷òè âïîëíå
ðàçëîæèìûõ ñòðóêòóð è âàæíûì ñëåäñòâèÿì. Ïðèìåíÿþòñÿ îáùèå
ìåòîäû òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé.

Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåííûå ôîðìû çàïèñè: "ïâð-
ãðóïïà" (ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà) è "öðô-ãðóïïà" (ïâð-
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ãðóïïà ñ öèêëè÷åñêèì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì); ïîä "ïâð-êîëüöîì" è
"öðô-êîëüöîì" ïîíèìàþòñÿ êîëüöà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè àääèòèâíûìè
ñòðóêòóðàìè.

Ðàññìàòðèâàåìûå ïâð-ãðóïïû ñ÷èòàþòñÿ ãðóïïàìè êîëüöåâîãî òèïà,
òî åñòü âñå ïðÿìûå ñëàãàåìûå ðàíãà 1 èõ ðåãóëÿòîðîâ èçîìîðôíû
ïîäãðóïïàì ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèìñÿ êîëüöàìè ñ
åäèíèöåé.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ïâð-ãðóïïà X èìååò ðåãóëÿòîð A,
åñòåñòâåííî, ðàíãè ýòèõ ãðóïï ñîâïàäàþò, rk(X) = rk(A). Ñëîâî "ôàêòîð"
âñåãäà îçíà÷àåò ðåãóëÿòîðíûé ôàêòîð, òî åñòü êîíå÷íóþ ãðóïïó X/A. Å¼
ýêñïîíåíòà, e = exp X/A, íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî e ñî ñâîéñòâîì
e(X/A) = 0, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿòîðíîé ýêñïîíåíòîé ãðóïïû X. Èçâåñòíî,
÷òî End X ⊂ End A.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Óñòàíîâëåíî, ÷òî êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ ïî÷òè èçîìîðôíûõ ïâð-
ãðóïï òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè èçîìîðôíûìè ïâð-ãðóïïàìè.

2. Äëÿ áëî÷íî-æåñòêîé ïâð-ãðóïïû X äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé
àâòîìîðôèçì êîëüöà End X îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà
êîëüöà End A. Äëÿ ñëó÷àÿ p-ïðèìàðíîãî ôàêòîðà ïîëó÷åíî ðàçáèåíèå
êîëüöà End A íà l + 1 íåïóñòûå ïîïàðíî äèçúþíêòíûå îáëàñòè
èíâàðèàíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ êî âñåì B ∈ Aut(End X), ãäå exp X/A =

pl. Â ñëó÷àå öèêëè÷åñêîãî ôàêòîðà ïîñòðîåíà ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ
êîëüöà End X.

3. Äëÿ áëî÷íî-æåñòêîé ïâð-ãðóïïû X, ñîäåðæàùåé âïîëíå
ðàçëîæèìóþ ïîäãðóïïó A (íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùóþñÿ ðåãóëÿòîðîì),
òàêóþ ÷òî p = exp(X/A) äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p, ïîëó÷åíî íàèëó÷øåå
èç âîçìîæíûõ íåîáõîäèìîå óñëîâèå íåðàçëîæèìîñòè, ñâÿçàííîå òîëüêî ñ
÷èñëîì rk(X/A).

4. Ðåøåíà ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ áëî÷íî-æåñòêèõ öðô-
ãðóïï è ïîëóïðàâèëüíûõ êîììóòàòèâíûõ öðô-êîëåö ñ åäèíèöåé, íàéäåí

8



êðèòåðèé íåðàçëîæèìîñòè, ðåøåíà ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ êîëüöåâûõ
ñòðóêòóð äàííîãî âèäà íà ãðóïïàõ. Äëÿ ïðàâèëüíûõ êîëåö ïîëó÷åíà
òåîðåìà ðåàëèçàöèè.

5. Óñòàíîâëåíû äâîéñòâåííûå ñâÿçè ìåæäó ïî÷òè âïîëíå
ðàçëîæèìûìè ãðóïïàìè è èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ, äàþùèå
ýôôåêòèâíûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ êàê äëÿ
ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà (â Ãëàâå 4), òàê è ñ÷åòíîãî ðàíãà (â Ãëàâå 5).

6. Îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ïî÷òè èçîìîðôèçìà äëÿ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ
ñ÷åòíîãî ðàíãà è äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Àðíîëüäà î ïðÿìûõ
ðàçëîæåíèÿõ áëî÷íî-æåñòêèõ ëîêàëüíî ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ
ãðóïï, â ñëó÷àå îáîáùåííî öèêëè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðíîãî ôàêòîðà äëÿ íèõ
ïîñòðîåíà ãðàôè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé.

7. Â êëàññàõ áëî÷íî-æåñòêèõ öðô-ãðóïï (êîíå÷íîãî ðàíãà) è ãðóïï
èç ï. 6. (ñ÷åòíîãî ðàíãà) ñ îáîáùåííî öèêëè÷åñêèì ôàêòîðîì äîêàçàíà
èõ îïðåäåëÿåìîñòü êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ïî÷òè
èçîìîðôèçìà (òåîðåìû òèïà Áýðà-Êàïëàíñêîãî).

Òàêèì îáðàçîì, â äèññåðòàöèè îñíîâàíî è ðàçâèòî íîâîå íàïðàâëåíèå
èññëåäîâàíèé: ñîâìåñòíîå èçó÷åíèå ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï è èõ
êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå
ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ
åäèíèöåé è îáîñíîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå ïîñòðîåííîé òåîðèè íà ãðóïïû,
ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå â ëîêàëüíîì ñìûñëå (èìåþùèå ñ÷åòíûé ðàíã).

Ïðè ýòîì äîêàçàí ðÿä òåîðåì êëàññèôèêàöèè, ðåàëèçàöèè äëÿ êîëåö,
òèïà Áýðà-Êàïëàíñêîãî äëÿ ãðóïï, ïîëó÷åíû êðèòåðèè íåðàçëîæèìîñòè
ãðóïï è êîëåö.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Óñòàíîâëåííûå â íåé ñâÿçè ìåæäó ïî÷òè
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âïîëíå ðàçëîæèìûìè ãðóïïàìè è èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ
ðàñøèðÿþò ïðåäñòàâëåíèÿ îá àääèòèâíûõ ñòðóêòóðàõ. Ðàçðàáîòàí îáùèé
ïîäõîä, ñíèìàþùèé îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ ðàíãîâ, è
ñôîðìèðîâàí íîâûé âçãëÿä íà ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ, ðåàëèçîâàííûé
äëÿ ëîêàëüíî ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï ñ÷åòíîãî ðàíãà.
Ñòðóêòóðèðîâàíà òåîðèÿ êîììóòàòèâíûõ ïâð-êîëåö ñ åäèíèöåé,
âûÿñíåíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íåèçîìîðôíûõ ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé
ïâð-ãðóïï ïðîÿâëÿåòñÿ â ìíîãîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ íà íèõ êîëüöåâûõ
ñòðóêòóð äàííîãî âèäà, ïðè÷åì ñàìè êîëüöà ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî
ðàçëîæèìûìè.

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì
ðàçâèòèè òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï, à òàêæå êîëåö è ìîäóëåé êàê â öåëîì,
òàê è ïðè èññëåäîâàíèè êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ è ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ
(â òîì ÷èñëå, êîëüöåâûõ), â ÷àñòíîñòè, ìîäóëåé íàä äåäåêèíäîâûìè
êîëüöàìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà
Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå "Êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà è èíôîðìàòèêà"
â Ìîñêîâñêîì Ãîñóäàðñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå (2005), íà Ìåæäóíàðîäíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ â Ìîñêâå (2000, 2004), Ñ. Ïåòåðáóðãå (1997,
2002), Åêàòåðèíáóðãå (2005), Íîâîñèáèðñêå (1989), íà Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêå âî Âëàäèìèðå (1991), íà
Âñåðîññèéñêîì Ñèìïîçèóìå ïî Àáåëåâûì ãðóïïàì â Áèéñêå (2005), íà
àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå â ÌÃÓ (2005), íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè
"Ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ â òåõíè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ" â
Ñ. Ïåòåðáóðãñêîì Ãîñóäàðñòâåííîì Ïîëèòåõíè÷åñêîì Óíèâåðñèòåòå
(2006), íà 4-îì Åâðîïåéñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå (Øâåöèÿ, 2004),
íà Åâðîïåéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ
â Ãåðìàíèè (1998, 1999, 2002), Èòàëèè (2002), íà ñïåöèàëüíûõ
êîíôåðåíöèÿõ ïî àáåëåâûì ãðóïïàì, êîëüöàì è ìîäóëÿì â Ãåðìàíèè
(1993), Èòàëèè (1994, 1999), Èðëàíäèè (1998), à òàêæå íà ðåãóëÿðíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñåìèíàðàõ â óíèâåðñèòåòàõ Ãåðìàíèè (Íþðíáåðã-
Ýðëàíãåí 2002, Ýññåí 2000), Øâåöèè (Ñòîêãîëüì 1998, Óïñàëà 1998),
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Àâñòðàëèè (Ñèäíåé 1999, Ïåðò 1999), ÑØÀ (Êîííåêòèêóò 1999), íà
Íüþ-Éîðêñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè ãðóïï (1999).

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè âîøëè â êíèãè:
A. Mader. "Almost completely decomposable abelian groups" , 2000,
Ï.À. Êðûëîâ, À.Â. Ìèõàëåâ è À.À. Òóãàíáàåâ "Àáåëåâû ãðóïïû è èõ
êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ" , 2006,
P. Krylov, A. Mikhalev and A. Tuganbaev "Endomorphism Rings of Abelian
Groups" , 2003.
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 15 ðàáîò
[1] � [15].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà
273 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà 20
ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, êîòîðûé ñîäåðæèò 98 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöèè,

àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïðåäøåñòâóþùèå ïîÿâëåíèþ ïðåäñòàâëåííîé
ðàáîòû, äàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ãëàâ.

Ãëàâà 1 ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé â òåîðèþ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ
ãðóïï, ñîäåðæèò áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ è âàæíûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû,
ñîñòàâëÿþùèå ôóíäàìåíò äàííîé ðàáîòû. Â ýòîé ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ
èñïîëüçóåìàÿ äàëåå ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé, â ÷àñòíîñòè, End X+ âñåãäà
îáîçíà÷àåò àääèòèâíóþ ãðóïïó êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ ïâð-ãðóïïû X,
êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âïîëíå âïîëíå ðàçëîæèìîé.

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû � àáåëåâû è ðåäóöèðîâàííûå (íå
èìåþùèå íåíóëåâûõ äåëèìûõ ïîäãðóïï), òàê êàê òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï
áåç êðó÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåäóöèðîâàííîìó ñëó÷àþ. Ðàíãîì àáåëåâîé
ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ X, îáîçíà÷àåìûì rk X, íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü åå
äåëèìîé îáîëî÷êè QX = X ⊗ Q (Q âñåãäà îáîçíà÷àåò ïîëå èëè ãðóïïó
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë).

Êàê îáû÷íî, V ⊂ X îçíà÷àåò, ÷òî V � ïîäãðóïïà ãðóïïû X , à
V∗ = {g ∈ X : ñóùåñòâóåò n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî ng ∈ V } îáîçíà÷àåò
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ñåðâàíòíóþ îáîëî÷êó ïîäãðóïïû V â ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ X. Ïîäãðóïïà
V ñåðâàíòíà â X, åñëè V∗ = V . Ïîäãðóïïà V íàçûâàåòñÿ âïîëíå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû X , åñëè îãðàíè÷åíèÿ íà íå¼ âñåõ
ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû X ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîðôèçìàìè ãðóïïû V .

Ëþáàÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà X ðàíãà n ñîäåðæèò
åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåííóþ âïîëíå ðàçëîæèìóþ ïîäãðóïïó
R(X) êîíå÷íîãî èíäåêñà (ïðÿìóþ ñóììó ãðóïï ðàíãà 1), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
åå âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé è íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿòîðîì â
X. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ A îáîçíà÷àåò ðåãóëÿòîð R(X), òîãäà X/A �
ðåãóëÿòîðíûé ôàêòîð ãðóïïû X.

Åñëè â ïðÿìîì (îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîì ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà) ðàçëîæåíèè ðåãóëÿòîðà A =

⊕
i=1,...n Ai â ïðÿìóþ

ñóììó ñëàãàåìûõ ðàíãà 1 ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ãðóïïû Ak è
Aj (k 6= j), ëèáî èçîìîðôíû, ëèáî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Hom(Ak, Aj) = Hom(Aj, Ak) = 0, òî ãðóïïû X è A íàçûâàþòñÿ áëî÷íî-
æåñòêèìè, åñëè ïðè ýòîì ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî âòîðàÿ âîçìîæíîñòü, òî
X è A íàçûâàþòñÿ æåñòêèìè ãðóïïàìè. Ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ òèïîâ
(êëàññîâ èçîìîðôèçìà) ñëàãàåìûõ Ai ðàíãà 1 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
êðèòè÷åñêèõ òèïîâ, Tcr(A), ãðóïïû A è îïðåäåëÿåò åå ðàçëîæåíèå
A =

⊕
τ∈Tcr(A) Aτ íà τ -îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû, îïðåäåëåííûå îäíîçíà÷íî

äëÿ áëî÷íî-æåñòêîé ãðóïïû A. Âñåãäà ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî Tcr(A) ñîñòîèò èç
èäåìïîòåíòíûõ òèïîâ, òî åñòü X � ïâð-ãðóïïà êîëüöåâîãî òèïà.

Ïóñòü e =
∏

p∈P plp � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåãóëÿòîðíîé
ýêñïîíåíòû e = exp X/A ïâð-ãðóïïû X (P � íåêîòîðîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë).

Åñëè X/A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, òî X íàçûâàåòñÿ ïî÷òè
âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïîé ñ öèêëè÷åñêèì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì;
åñëè, â äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, X/A � ïðèìàðíàÿ ãðóïïà, òî
X íàçûâàåòñÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïîé ñ ïðèìàðíûì
ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì, è äëÿ íåå P ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Â ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé (êîíå÷íîé) ãðóïïå G å¼ p-ïðèìàðíàÿ
êîìïîíåíòà îáîçíà÷àåòñÿ êàê (G)p.

Òðàäèöèîííî, ãðóïïîâûå õàðàêòåðèñòèêè, ïðèìåíåííûå ê êîëüöó L,
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îòíîñÿòñÿ ê åãî àääèòèâíîé ãðóïïå L+, è òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ "âïîëíå
ðàçëîæèìûõ êîëåö" äåëàåòñÿ èñêëþ÷åíèå è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òàêîå êîëüöî
L ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé èäåàëîâ ðàíãà 1, à íå òîëüêî ãðóïïà L+

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû ïîäãðóïï ðàíãà 1. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ
áëî÷íî-æåñòêèå ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå êîëüöà L (ïî îòíîøåíèþ ê
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ), â òîì ÷èñëå òå, êîòîðûå èìåþò âïîëíå ðàçëîæèìûå
ïîäêîëüöà G êîíå÷íîãî èíäåêñà (òî åñòü L+/G+ � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è G

� ïðÿìàÿ ñóììà èäåàëîâ ðàíãà 1). Ðåãóëÿòîðîì ïâð-êîëüöà íàçûâàåòñÿ
ðåãóëÿòîð åãî àääèòèâíîé ãðóïïû. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö Li

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
∏⊗

i∈I Li.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïâð-ãðóïïà èìååò ïðèìàðíî-ôàêòîðíîå

ïðåäñòàâëåíèå
X =

∑

p∈P

X(p) (1)

â âèäå ñóììû ïâð-ãðóïï X(p) ñ îäíèì è òåì æå ðåãóëÿòîðîì A è p-
ïðèìàðíûìè ðåãóëÿòîðíûìè ôàêòîðàìè X(p)/A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

End X =
⋂

p∈P

End X(p).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èçó÷åíèå ãðóïï ñ ïðèìàðíûì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì
è èõ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì øàãîì â èññëåäîâàíèè
ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï â öåëîì.

Îòìåòèì èõ óðîâíåâóþ ñòðóêòóðó. Ôèêñèðóåì p, è ïóñòü pl =

exp X(p)/A äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî l. Îáîçíà÷èì Y = X(p) è ââåäåì
QA = A ⊗ Q, äåëèìóþ îáîëî÷êó ãðóïï A è Y . Îòîæäåñòâëÿåì A ñ
A ⊗ 1 = {a ⊗ 1 : a ∈ A} è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k îáîçíà÷àåì
ïîäãðóïïó A ⊗ 1

pk = {a ⊗ 1
pk : a ∈ A} ãðóïïû QA êàê A

pk . ßñíî, ÷òî
pl A

pl = A è A ⊂ Y ⊂ A
pl . Òîãäà ïîäãðóïïû Yk = Y ∩ A

pk , k = 0, 1, . . . , l

ñîñòàâëÿþò óðîâíåâóþ öåïü

Y = Yl ⊃ Yl−1 ⊃ Yl−2 ⊃ Yl−3 ⊃ . . . ⊃ Y2 ⊃ Y1 ⊃ Y0 = A

ïâð-ãðóïïû Y = X(p) ñ ïðèìàðíûì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì.
Ïîñêîëüêó ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû âõîäÿò â áîëåå

øèðîêèé êëàññ Áàòëåðîâñêèõ ãðóïï, äîïóñêàþùèõ íåèçîìîðôíûå ïðÿìûå
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ðàçëîæåíèÿ, îíè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àÿõ êëàññèôèöèðóþòñÿ òîëüêî
ñ òî÷íîñòüþ äî ïî÷òè èçîìîðôèçìà � ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ
ñëàáåå èçîìîðôèçìà, íî äîñòàòî÷íî ïîëíî îòðàæàåò ñâîéñòâà ïðÿìûõ
ðàçëîæåíèé â îòëè÷èå îò êâàçèèçîìîðôèçìà:

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G è H � ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ.
Òîãäà G è H ïî÷òè èçîìîðôíû (G ∼=nr H), åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ
êàæäîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóþò ìîíîìîðôèçìû φp : G −→ H è
ψp : H −→ G, äëÿ êîòîðûõ ãðóïïû H/Gφp è G/Hψp êîíå÷íû è
(H/Gφp)p = 0 = (G/Hψp)p. ¤

Òåîðåìà (Ä.Àðíîëüä, 1982). Åñëè G è H � ïî÷òè èçîìîðôíûå
àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà è G = G1 ⊕ G2, òî H =

H1 ⊕H2 äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï H1
∼=nr G1, H2

∼=nr G2. ¤

Ãëàâà 1 çàêàí÷èâàåòñÿ îáîñíîâàíèåì íåîáõîäèìîñòè îòäåëüíîãî
ðàññìîòðåíèÿ ïâð-ãðóïï ñ ïðèìàðíûì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì, ÷òî è
ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåé ãëàâû.

Ãëàâà 2, êàê è âñå ïîñëåäóþùèå, ñîñòîèò èç ðåçóëüòàòîâ àâòîðà.
Ââîäèòñÿ êëàññ A ïâð-ãðóïï X, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå ðåãóëÿòîðà

ôèêñèðîâàííóþ âïîëíå ðàçëîæèìóþ ãðóïïó A, â ýòîé ãëàâå
äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X/A � ïðèìàðíàÿ ãðóïïà. Âàæíîé
ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2.1.3 Ïóñòü X, X ′ ∈ A è X/A, X ′/A � ïðèìàðíûå êîíå÷íûå
ãðóïïû. Åñëè X ∼=nr X ′, òî End X è End X ′ ïî÷òè èçîìîðôíû êàê àáåëåâû
ãðóïïû. ¤

Å¼ îáîáùåíèå íà ãðóïïû ñ÷åòíîãî ðàíãà ïîçâîëèò â ïîñëåäíåé ãëàâå
äîêàçàòü äëÿ íèõ àíàëîã òåîðåìû Àðíîëüäà.

Èç òîãî, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â
X è X ⊂ QA, ñëåäóåò, ÷òî End X ⊂ End A äëÿ ãðóïï X ∈ A,
ïîñêîëüêó ëþáîé ýíäîìîðôèçì íà X îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ
èç A. Íåîáõîäèìûì øàãîì â èññëåäîâàíèè àääèòèâíîé ñòðóêòóðû êîëåö
ýíäîìîðôèçìîâ End X ïâð-ãðóïï X ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðåãóëÿòîðà
R(End X+), ÷òî ïîäãîòîâëåíî Òåîðåìîé 2.2.5, èç êîòîðîé âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 2.2.6 Ïóñòü X ∈ A ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-æåñòêîé ïâð-ãðóïïîé
ñ p-ïðèìàðíûì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì X/A è pl = exp X/A. Òîãäà

R(End X+) = Hom(X, A)+

è ðåãóëÿòîðíàÿ ýêñïîíåíòà ãðóïïû End X+ ðàâíà pl. ¤

Îòñþäà, íà îñíîâå êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà èç êíèãè25 Äæåêîáñîíà
î òîì, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì ïîëíîãî ìàòðè÷íîãî êîëüöà íàä Q
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì, è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäâàðèòåëüíî äîêàçàííîé ñ
ïîìîùüþ ìàòðè÷íîé òåõíèêè Ëåììû 2.3.4, ïðåäîïðåäåëÿþùåé ìíîãèå
äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 2.3.5 Ïóñòü X � áëî÷íî-æåñòêàÿ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìàÿ
ãðóïïà êîëüöåâîãî òèïà ñ ðåãóëÿòîðîì A =

⊕
τ∈Tcr(A) Aτ è p-

ïðèìàðíûì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì X/A. Åñëè B ∈ Aut (End X),
òî B ∈ ∏⊗

τ∈Tcr(A) Aut(End Aτ), ò.å. B ïðîäîëæàåòñÿ äî (êîëüöåâîãî)
àâòîìîðôèçìà êîëüöà EA = End A. ¤

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé âî âñåì ïðîâåäåííîì èññëåäîâàíèè
êàê èìåþùàÿ ñàìîñòîÿòåëüíóþ çíà÷èìîñòü, òàê è âî-ìíîãîì
îïðåäåëèâøàÿ õîä ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé
æå ãëàâå íà åå îñíîâå ðàñêðûâàåòñÿ óðîâíåâàÿ ñòðóêòóðà ãðóïïû End X+

è èññëåäóåòñÿ äåéñòâèå êîëüöåâûõ àâòîìîðôèçìîâ íà End X ñëåäóþùèìè
òåîðåìàìè:

Òåîðåìà 2.5.4 Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-æåñòêîé ïâð-ãðóïïîé
êîëüöåâîãî òèïà ñ ðåãóëÿòîðîì A è pl = exp(X/A) äëÿ íåêîòîðîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p, è ïóñòü E = End X, EA = End A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ êàæäîãî öåëîãî k èç èíòåðâàëà [0, l] ãðóïïû X ′

k è X̃k îïðåäåëÿþòñÿ
êàê X ′

k = A
pl−k + X è X̃k = Xk

pl−k , ãäå Xk = A
pk ∩X.

Òîãäà ñóùåñòâóåò öåïü

E = EA
(l) ⊂ EA

(l−1) ⊂ EA
(l−2) ⊂ . . . ⊂ EA

(1) ⊂ EA
(0) = EA,

â êîòîðîé EA
(k) = Hom(X ′

k, X̃k), è

pl−kEA
(k) = pl−kEA ∩ E .

25Í. Äæåêîáñîí. Òåîðèÿ Êîëåö, Ìîñêâà, 1947.
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¤

Òåîðåìà 2.5.6 Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-æåñòêîé ïâð-ãðóïïîé
êîëüöåâîãî òèïà ñ ðåãóëÿòîðîì A è pl = exp(X/A) äëÿ íåêîòîðîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p, è ïóñòü E = End X, EA = End A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
EA

(k) = Hom(X ′
k, X̃k) äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ∈ [0, l], ãäå X ′

k = A
pl−k + X,

X̃k = Xk

pl−k è Xk = A
pk ∩X.

Òîãäà

EA = (EA
(0) \ EA

(1)) ∪ (EA
(1) \ EA

(2)) ∪ . . . ∪ (EA
(l−1) \ EA

(l)) ∪ EA
(l)

åñòü îáúåäèíåíèå ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ, òàêèõ
÷òî îãðàíè÷åíèå ëþáîãî B ∈ Aut(E) íà êàæäîå èç íèõ óñòàíàâëèâàåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè. ¤

Â êîíöå ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, äàþùàÿ äëÿ ãðóïï íåêîòîðîãî
ñïåöèàëüíîãî âèäà íàèëó÷øåå èç âîçìîæíûõ íåîáõîäèìîå óñëîâèå
íåðàçëîæèìîñòè (â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè åãî íàðóøåíèè ãðóïïà ìîæåò
îêàçàòüñÿ êàê ðàçëîæèìîé òàê è íåðàçëîæèìîé, â çàâèñèìîñòè îò
äðóãèõ åå õàðàêòåðèñòèê, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûìè
ïðèìåðàìè). Èçâåñòíî, ÷òî âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè âïîëíå ðàçëîæèìàÿ
ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà ðåãóëÿòîðîì â ïâð-ãðóïïå, äîâîëüíî
ñëîæåí, è â äàííîì ñëó÷àå âàæíî, ÷òî â óñëîâèè ýòîãî òðåáîâàíèÿ íåò,
÷òî îáëåã÷àåò ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííîé òåîðåìû:

Òåîðåìà 2.6.20 Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-æåñòêîé ïâð-ãðóïïîé ðàíãà
n, ñîäåðæàùåé âïîëíå ðàçëîæèìóþ ïîäãðóïïó A, ìàêñèìàëüíûé ðàíã
îäíîðîäíîé êîìïîíåíòû êîòîðîé ðàâåí m (m > 2), è ïóñòü X/A �
ýëåìåíòàðíàÿ p-ãðóïïà ðàíãà t. Òîãäà, åñëè X íåðàçëîæèìà, òî m < n/2

è m 6 t 6 n−m. ¤
Â åå äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ìàòðè÷íûé ïîäõîä, ñîãëàñóþùèéñÿ

ñ òåì, êîòîðûé ïðèìåíåí â ðàáîòå26 Ñ.Ô. Êîæóõîâà.

Ñëåäóþùèì â ïîðÿäêå óñëîæíåíèÿ ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû
26Ñ.Ô. Êîæóõîâ. Ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûå àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ñ ïðèìàðíûìè

ôàêòîðàìè, Àáåëåâû ãðóïïû è ìîäóëè, âûï. 5, ñ. 42-55, Òîìñê, 1985.
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ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ãðóïï ñ öèêëè÷åñêèì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì è
íà÷èíàåòñÿ

Ãëàâà 3. Íà âñåì åå ïðîòÿæåíèè äåéñòâóåò îãðàíè÷åíèå íà ðåãóëÿòîð
A, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ áëî÷íî-æåñòêîé ãðóïïîé.

Â Òåîðåìå 3.2.11 ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ áëî÷íî-æåñòêèõ öðô-
ãðóïï êîëüöåâîãî òèïà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ñîãëàñóþùàÿñÿ
ñ êëàññèôèêàöèåé27, ïîëó÷åííîé À.Â. Áëàæåíîâûì äëÿ íåêîòîðîãî
êëàññà ìîäóëåé, ê êîòîðîìó ìîæíî îòíåñòè ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû,
íî ïðèìåíèòåëüíî ê ãðóïïàì äàííàÿ ôîðìóëèðîâêà âûãëÿäèò áîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíîé. Îíà ïîçâîëÿåò âûäåëèòü èç êàæäîãî êëàññà
ïî÷òè èçîìîðôèçìà íåêèé îñîáûé êëàññ èçîìîðôèçìà, ñîñòîÿùèé
èç ïðàâèëüíûõ öðô-ãðóïï. Ýòî èñïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäíåé ÷àñòè ãëàâû
ïðè êëàññèôèêàöèè íåêîòîðîãî êëàññà êîëåö ñ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìîé
àääèòèâíîé ñòðóêòóðîé, òàê êàê îêàçàëîñü, ÷òî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ
ïðàâèëüíûìè, ðàññìàòðèâàåìûå êàê ãðóïïû.

Äàëåå, ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2.3.5 (êîòîðóþ ìû íàçâàëè öåíòðàëüíîé),
à òî÷íåå, åå ñëåäñòâèÿ 2.3.6, ïðèâîäèò ê ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîëüöà End X äëÿ áëî÷íî-æåñòêîé öðô-ãðóïïû
X â Òåîðåìå 3.3.7.

Äëÿ öðô-ãðóïï ïîëó÷åíû òàêæå ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äðóãèõ
ïðåäøåñòâóþùèõ êîíñòðóêöèé, â òîì ÷èñëå, óðîâíåâîé ñòðóêòóðû.

Íî åñòü ðåçóëüòàò, êîòîðûé èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ãðóïï
êîíå÷íîãî ðàíãà, ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîé ãëàâå, � ýòî òåîðåìà òèïà
Áýðà-Êàïëàíñêîãî (åé ïðåäøåñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïî÷òè
èçîìîðôèçì ãðóïï èç ýòîãî êëàññà âëå÷åò èçîìîðôèçì èõ êîëåö
ýíäîìîðôèçìîâ):

Òåîðåìà 3.5.14 Ïóñòü X è Y � áëî÷íî-æåñòêèå öðô-ãðóïïû
êîëüöåâîãî òèïà. Åñëè End X ∼= End Y , òî X ∼=nr Y . ¤

Â îòíîøåíèè ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ îïðåäåëÿåìîñòü êîëüöàìè
ýíäîìîðôèçìîâ äî ñèõ ïîð áûëà óñòàíîâëåíà òîëüêî â ñëó÷àå âïîëíå

27À.Â. Áëàæåíîâ. Ðîäû è ñîêðàùåíèå ìîäóëåé êîíå÷íîãî ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ, Àëãåáðà è Àíàëèç,
ò. 7, âûï. 6, ñ. 33-78, 1995.
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ðàçëîæèìûõ28 è âåêòîðíûõ ãðóïï. Ðàññìàòðèâàåìûå â äîêàçàòåëüñòâå
ýòîé òåîðåìû êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ æåñòêèõ öðô-ãðóïï èìåþò
ïðàâèëüíóþ àääèòèâíóþ ñòðóêòóðó è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó êîììóòàòèâíûõ
öðô-êîëåö ñ åäèíèöåé.

Â ñòðóêòóðèðîâàíèè èõ îáùåé òåîðèè (â ïîñëåäíåé ÷àñòè ãëàâû)
âîçíèêëè äâà íàïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì èëè îòñóòñòâèåì
â êîëüöå K âïîëíå ðàçëîæèìîãî ïîäêîëüöà (ïðÿìîé ñóììû èäåàëîâ
ðàíãà 1) êîíå÷íîãî èíäåêñà. Åñëè òàêîå ïîäêîëüöî ñóùåñòâóåò è
êàê ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ðåãóëÿòîðîì ãðóïïû K+, òî êîëüöî K

íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, à êëàññ âñåõ òàêèõ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ
åäèíèöåé îáîçíà÷àåòñÿ K. Îòîæäåñòâëÿÿ K ñ åãî èçîìîðôíîé êîïèåé
â End(K+), ïîäêîëüöîì, ñîñòîÿùèì èç óìíîæåíèé (ñëåâà) íà ýëåìåíòû
èç K, èìååì âëîæåíèå K ⊂ End(K+), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì
ïðåäñòàâëåíèåì êîëüöà K. Äëÿ ïðàâèëüíûõ êîëåö ïîëó÷åíà

Òåîðåìà ðåàëèçàöèè 3.6.4 Ïóñòü K ∈ K � êîëüöî ñ ðåãóëÿðíûì
ïðåäñòàâëåíèåì K ⊂ End(K+), è ïóñòü R � ðåãóëÿòîð â K+. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå R+ =

⊕
i∈I Ri íà ñëàãàåìûå ðàíãà

1, òàêîå ÷òî K = End(K+) ∩
⊗∏

i∈I
End(R+

i ). ¤

Äëÿ ïðàâèëüíûõ è äàæå îòíîñÿùèõñÿ ê áîëåå øèðîêîìó êëàññó
K̃ ïîëóïðàâèëüíûõ êîëåö ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðûìè
ïîäêîëüöàìè êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ èõ ðåãóëÿòîðîâ, èç êîòîðûõ âûâåäåíû
êðèòåðèè èçîìîðôèçìà è íåðàçëîæèìîñòè (Òåîðåìû 3.6.9, 3.6.18,
3.6.19).

Êðîìå òîãî, äîêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
èçîìîðôèçìà àääèòèâíûõ ãðóïï êîëåö èç êëàññà K̃ (â ÷àñòíîñòè, èç K),
êîòîðûì ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîëüöåâûõ ñòðóêòóð
äàííîãî âèäà íà îäíîé è òîé æå ãðóïïå (Ñëåäñòâèå 3.6.17).

Ñëåäóþùàÿ Ãëàâà 4 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé, â êîòîðîé îáñóæäàþòñÿ
ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà, à èìåííî, ïâð-ãðóïïû èç êëàññà A c îäíèì è òåì

28À.Ì Ñåáåëüäèí. Óñëîâèÿ èçîìîðôèçìà âïîëíå ðàçëîæèìûõ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ ñ
èçîìîðôíûìè êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ, Ìàòåì. çàìåòêè, òîì 11, âûï. 4, ñ. 403-408, 1972.
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æå ðåãóëÿòîðîì A, ïðîèçâîëüíîé âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïîé êîëüöåâîãî
òèïà, è ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì, íå ÿâëÿþùèìñÿ ïðèìàðíûì.

Èç óïîìÿíóòîãî ïðèìàðíî-ôàêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïâð-ãðóïïû

X =
∑

p∈P

X(p)

â âèäå ñóììû ãðóïï X(p) ñ p-ïðèìàðíûìè ðåãóëÿòîðíûìè ôàêòîðàìè,
ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

E =
⋂

p∈P

Ep,

ãäå E = End X è Ep = End X(p) äëÿ êàæäîãî p ∈ P . Ýòîò ôàêò
èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 4.1.1, îáîáùàþùåé òåîðåìó
2.1.3 íà ãðóïïû ñ ïðîèçâîëüíûì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì.

Ýòîò æå ïîäõîä ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ äâóõ áóëåâûõ àëãåáð,
àññîöèèðîâàííûõ ñ X, àòîìàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû X(p), è,
ñîîòâåòñòâåííî, êîëüöà Ep, è â íèõ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ∩ è + â
òåîðåòèêî-ãðóïïîâîì ñìûñëå. Òîãäà îòîáðàæåíèå X(p) −→ Ep, p ∈ P ,
îïðåäåëÿåò àíòèèçîìîðôèçì29 ýòèõ àëãåáð.

Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå
äâîéñòâåííîãî ïîäõîäà ê ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûì ñòðóêòóðàì, êîòîðûé
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ãðóïïó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåñå÷åíèå
ãðóïï, èçîìîðôíûõ X(p), à åå êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ, íàîáîðîò, êàê
ñóììó ñòðóêòóð, àääèòèâíî èçîìîðôíûõ ñîîòâåòñòâóþùèì Ep, p ∈ P :

Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè 4.3.1 Ïóñòü X =
∑

p∈P X(p) ∈ A.
Êàíîíè÷åñêèå öåïè

A ⊂ X ⊂ A

e
è eEA ⊂ E ⊂ EA,

ñîâïàäàþò ñî ñëåäóþùèìè,
⋂

p∈P

X(p) ⊂
∑

p∈P

X(p) =
⋂

p∈P

X(p)

êp
⊂

∑

p∈P

X(p)

êp
è (2)

29S. Koppelberg. Handbook on Boolean Algebras, North-Holland, 1989.
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⋂

p∈P

êpEp ⊂
∑

p∈P

êpEp =
⋂

p∈P

Ep ⊂
∑

p∈P

Ep ñîîòâåòñòâåííî, (3)

ãäå ep = exp X(p), êp =
∏

q∈P, q 6=p eq äëÿ êàæäîãî p ∈ P . ¤

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ îáîáùåíèå öåíòðàëüíîé òåîðåìû 2.3.5 èç Ãëàâû 2
íà ãðóïïû ñ ïðîèçâîëüíûì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì:

Òåîðåìà 4.3.2 Ïóñòü X =
∑

p∈P X(p) ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-æåñòêîé ïâð-
ãðóïïîé êîëüöåâîãî òèïà. Òîãäà ëþáîé àâòîìîðôèçì êîëüöà E = End X

îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà êîëüöà EA = End A, áîëåå
òîãî, Aut E =

⋂
p∈P Aut Ep. ¤

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòå òåîðèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ïî÷òè
âïîëíå ðàçëîæèìûå ãðóïïû è êîëüöà êîíå÷íîãî ðàíãà, êîòîðàÿ áóäåò
ðàñïðîñòðàíåíà â ïîñëåäíåé ãëàâå íà ãðóïïû ñ÷åòíîãî ðàíãà.

Â Ãëàâå 5 ñôîðìóëèðîâàíî îïðåäåëåíèå ïî÷òè èçîìîðôèçìà
äëÿ ãðóïï ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ èçîìîðôèçìîì,
åñëè ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû âïîëíå ðàçëîæèìû, è ñîâïàäàåò ñ
òðàäèöèîííûì ïî÷òè èçîìîðôèçìîì â ñëó÷àå ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà:

Îïðåäåëåíèå 5.1.2 Ïóñòü G è H � àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ.
Òîãäà G è H íàçûâàþòñÿ ïî÷òè èçîìîðôíûìè, G ∼=nr H, åñëè äëÿ
ëþáîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóþò ìîíîìîðôèçìû Φp : G → H è Ψp : H → G,
òàêèå ÷òî

1. ãðóïïû H/GΦp è G/HΨp ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè;

2. (H/GΦp)p = 0 = (G/HΨp)p;

3. äëÿ ëþáûõ ñåðâàíòíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà G′ ⊆ G è
H ′ ⊆ H ôàêòîð-ãðóïïû (G′Φp)

H
∗ /G′Φp è (H ′Ψp)

G
∗ /H ′Ψp ÿâëÿþòñÿ

êîíå÷íûìè. ¤

Ââîäèòñÿ êëàññ C ′ áëî÷íî-æåñòêèõ ëîêàëüíî ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ
ãðóïï ñ÷åòíîãî ðàíãà (âñå âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñåðâàíòíûå
ïîäãðóïïû êîòîðûõ êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿþòñÿ ïâð-ãðóïïàìè), è äëÿ íåãî
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã òåîðåìû 2.1.3 èç Ãëàâû 2. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ
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Òåîðåìà 5.2.4 (Ãëàâíûé ðåçóëüòàò î ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿõ
ëîêàëüíî ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìûõ ãðóïï)

Ïóñòü X è Y � ïî÷òè èçîìîðôíûå ãðóïïû èç êëàññà C ′. Åñëè X =⊕
i∈I Xi, òî ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå Y =

⊕
i∈I Yi, òàêîå ÷òî Xi

∼=nr Yi äëÿ
âñåõ i ∈ I. ¤

È â çàâåðøåíèå, äëÿ áëî÷íî-æåñòêèõ ëîêàëüíî ïî÷òè âïîëíå
ðàçëîæèìûõ ãðóïï ñ÷åòíîãî ðàíãà ñ îáîáùåííî öèêëè÷åñêèì
ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì (âñå âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñåðâàíòíûå
ïîäãðóïïû êîòîðûõ êîíå÷íîãî ðàíãà ÿâëÿþòñÿ öðô-ãðóïïàìè)
äîêàçûâàåòñÿ Òåîðåìà 5.3.14 îá èõ îïðåäåëÿåìîñòè êîëüöàìè
ýíäîìîðôèçìîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ïî÷òè èçîìîðôèçìà. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ãëàâ 2, 3 è òåîðåìû 4.3.1 è 4.3.2.

Òàêæå äëÿ òàêèõ ãðóïï ñòðîèòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ (ãðàôè÷åñêàÿ) òåîðèÿ
ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé, èç êîòîðîé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èçâåñòíàÿ
òåîðåìà30 Êîðíåðà.

Òàêèì îáðàçîì, ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå òåîðåì 2.1.3, 2.3.5, 4.3.1,
4.3.2 ñîñòàâëÿåò íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ãðóïï è êîëåö, èìåþùèõ
ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìóþ ñòðóêòóðó (èëè ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìóþ
ñòðóêòóðó â ëîêàëüíîì ñìûñëå), êîòîðûé ïðèìåíåí â ïîñëåäíåé ãëàâå.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó
êîíñóëüòàíòó ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Àëåêñàíäðîâè÷ó Ôîìèíó çà
ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è äàííûå èì ïîëåçíûå ñîâåòû.

Çà ââåäåíèå â ïðîáëåìàòèêó òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï, ñâÿçàííóþ ñ èõ
ïðÿìûìè ðàçëîæåíèÿìè, è ðóêîâîäñòâî êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèåé àâòîð
èñêðåííå áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Àíàòîëèÿ Âëàäèìèðîâè÷à ßêîâëåâà.

30A. L. S. Corner. A note on rank and decomposition of torsion-free abelian groups, Proceedings Cam-
bridge Philos. Soc. 57, pp. 230 � 233, 1961; 66, pp. 239 � 240, 1969.
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Âàæíûì ñòèìóëèðóþùèì ôàêòîðîì â ðàáîòå ÿâèëàñü âîçìîæíîñòü
ñîäåðæàòåëüíîãî îáñóæäåíèÿ ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèè
ãðóïï, êîëåö è ìîäóëåé ñ ïðîôåññîðîì Ñàìóèëîì ßêîâëåâè÷åì
Ãðèíøïîíîì, ïðîôåññîðîì Ïåòðîì Àíäðååâè÷åì Êðûëîâûì,
ïðîôåññîðîì Àëåêñàíäðîì Âàñèëüåâè÷åì Ìèõàëåâûì, äîöåíòîì
Àííîé Ïåòðîâíîé Ìèøèíîé , ïðîôåññîðîì Òîíè Êîðíåðîì ,
ïðîôåññîðîì Ëàñëî Ôóêñîì, îáùåíèå ñ êîòîðûìè âñåãäà âñïîìèíàåòñÿ ñ
óäîâîëüñòâèåì è áîëüøîé áëàãîäàðíîñòüþ.

Îòäåëüíî áëàãîäàðþ âñåõ òåõ, ñ êåì áûëà ñâÿçàíà ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà
íàä ñòàòüÿìè, Àíàòîëèÿ Âëàäèìèðîâè÷à ßêîâëåâà, Àäîëüôà Ìàäåðà,
Ðþäèãåðà Ãîáåëÿ, Ôèëëà Øóëüòöà, Äæîðäæà Èâàíîâà, çà èíòåðåñíîå è
ïîëåçíîå âçàèìîäåéñòâèå â èññëåäîâàíèè àáåëåâûõ ãðóïï.
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