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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî õîðîøî èçâåñòíûõ

çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë. Òåìàòèêà íàøåé ðàáîòû ñâÿçàíà ñ çàìå-
÷àòåëüíûì ðåçóëüòàòîì êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë � òåîðåìîé Á.Ë. Âàí
äåð Âàðäåíà1, äîêàçàííîé èì â 1927 ãîäó. Ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè
ëþáîé ðàñêðàñêå ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë â êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ íàéäåò-
ñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ïðîèçâîëüíîé äëèíû, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé
ðàñêðàøåíû â îäèí è òîò æå öâåò. Òåîðåìó Á.Ë. Âàí äåð Âàðäåíà À.ß. Õèí-
÷èí2 ïî ïðàâó íàçâàë æåì÷óæèíîé òåîðèè ÷èñåë. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ
ïðîñòîòó è åñòåñòâåííîñòü òåîðåìà Âàí äåð Âàðäåíà ñûãðàëà çíà÷èòåëüíóþ
ðîëü â ðàçâèòèè äâóõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè � àääèòèâíîé êîìáèíàòîðèêè è
êîìáèíàòîðíîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè. Îòìåòèì, ÷òî îáå óêàçàííûå îáëàñòè
ìàòåìàòèêè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òåñíåéøèì îáðàçîì è íàõîäÿòñÿ íà ñòûêå
òàêèõ íàóê, êàê àääèòèâíàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë, òåîðèÿ ãðàôîâ
è òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñàìà ïî ñåáå òåîðåìà Á.Ë. Âàí äåð Âàðäåíà
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè Ðàìñåÿ (ñì., íàïðè-
ìåð, êíèãè3).

Â 1953 ãîäó Ê.Ô. Ðîò4 ïîëó÷èë çàìå÷àòåëüíîå îáîáùåíèå òåîðåìû Âàí
äåð Âàðäåíà. Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêèé ìåòîä òåîðèè ÷èñåë � ìåòîä Õàðäè�
Ëèòëâóäà, Ê.Ô. Ðîò äîêàçàë, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëü-
íîé ïëîòíîñòè îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ äëèíû
òðè. Áîëåå òîãî, îí ïîëó÷èë êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó íà ïëîòíîñòü ïîäìíî-
æåñòâ {1, 2, . . . , N} áåç ïðîãðåññèé äëèíû òðè. Ïîñëå ðàáîòû Ê.Ô. Ðîòà âî-
ïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðèëîæåíèåì êðóãîâîãî ìåòîäà ê çàäà÷àì î ìíîæåñòâàõ
áåç àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé äëèíû òðè, ðàññìàòðèâàëèñü òàêèìè èçâåñò-
íûìè ñïåöèàëèñòàìè ïî òåîðèè ÷èñåë, êàê Ä.Ð. Õèô�Áðàóí5, Å. Ñåìåðåäè6 è
Æ. Áóðãåí7.

Òåîðåìû Ê.Ô. Ðîòà, Ä.Ð. Õèô�Áðàóíà, Å. Ñåìåðåäè è Æ. Áóðãåíà îò-
íîñÿòñÿ ê îöåíêå ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòè ïîäìíîæåñòâà {1, 2, . . . , N} áåç

1Van der WaerdenB. L. Beweis einer Baudetschen Vermutung // Nieuw Arch. Wisk., 15, 1927, 212�216.
2Õèí÷èíÀ.ß. Òðè æåì÷óæèíû òåîðèè ÷èñåë / Ì.: Åäèòîðèàë ÓÐÑÑ, 2004.
3ÃðýõåìÐ. Íà÷àëà òåîðèè Ðàìñåÿ / Ì.: Ìèð, 1984.; GrahamR. L., Rothschild B. L., Spencer J. Ramsey

Theory / Wiley Interscience, Series in Discrete Mathematics, 1980.
4RothK. F. On certain sets of integers (I) // J. London Math. Soc., 28, 1953, 245�252; RothK. F. On certain

sets of integers (II) // J. London Math. Soc., 29, 1953, 20�26.
5Heath�BrownD.R. Integer sets containing no arithmetic progressions // J. London Math. Soc. (2), v. 35,

N. 3, 1987, 385�394.
6Szemer�edi E. On sets of integers containing no arithmetic progressions // Acta Math. Hungar., v. 56, 1990,

155�158.
7Bourgain J. On triples in arithmetic progression // GAFA, 9, 1999, 968�984.
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ïðîãðåññèé äëèíû òðè. Òîëüêî â 1975 ãîäó Å. Ñåìåðåäè8 , îòâå÷àÿ íà èçâåñò-
íûé âîïðîñ Ýðäåøà è Òóðàíà, è èñïîëüçóÿ ñîâåðøåííî äðóãîé ìåòîä, äîêà-
çàë, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòè ñîäåðæèò
àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ëþáîé äëèíû. Ýòà ñëîæíàÿ ðàáîòà ÷ðåçâû÷àéíî
ñèëüíî ïîâëèÿëà íà ðàçâèòèå êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë, à òàêæå íà ñìåæ-
íûå äèñöèïëèíû. Òàê, îñíîâíîé èíñòðóìåíò â äîêàçàòåëüñòâå Ñåìåðåäè, òàê
íàçûâàåìàÿ ëåììà ðåãóëÿðíîñòè, ñòàëà, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, îäíèì èç âàæ-
íåéøèõ ìåòîäîâ òåîðèè ãðàôîâ (ñì. ðàáîòû9). Êðîìå òîãî, ÷åðåç íåñêîëüêî
ëåò ïîñëå Ñåìåðåäè, Ã. Ôþðñòåíáåðã10 ïåðåäîêàçàë åãî òåîðåìó ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè. Ã. Ôþðñòåíáåðã îáíàðóæèë ñâÿçü ìåæäó êîì-
áèíàòîðíûìè îáúåêòàìè è äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (òàê íàçûâàåìûé ïðèí-
öèï ñîîòâåòñòâèÿ Ôþðñòåíáåðãà11) è îñíîâàë íîâóþ íàóêó � êîìáèíàòîðíóþ
ýðãîäè÷åñêóþ òåîðèþ, êîòîðàÿ çàíèìàåòñÿ ðàçëè÷íûìè ñâÿçÿìè ìåæäó êîì-
áèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè ìíîæåñòâ è ñîîòâåòñòâóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû12).

Îñíîâíàÿ çàäà÷à íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè êîëè÷å-
ñòâåííûõ îöåíîê äëÿ äâóìåðíîé òåîðåìû Ñåìåðåäè. Ãîâîðÿ êðàòêî, îíà ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì: íàñêîëüêî áîëüøóþ ìîùíîñòü ìîæåò èìåòü ïîäìíîæå-
ñòâî äâóìåðíîé ðåøåòêè áåç êîíôèãóðàöèé âèäà (x, y), (x + d, y), (x, y + d),
ãäå d > 0? Òàêèå òðîéêè íàçûâàþòñÿ óãîëîêàìè èëè ðàâíîáåäðåííûìè ïðÿ-
ìîóãîëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè. Ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë
äîêàçàí Ì. Àòàè è Å. Ñåìåðåäè13 â 1974 ãîäó ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ

8Szemer�edi E. On sets of integers containing no four elements in arithmetic progression // Acta Arith. Acad.
Sci. Hungar., v. 20, 1969, 89�104 ; Szemer�edi E. On sets of integers containing no k elements in arithmetic
progression // Acta Arith., 27, 1975, 299�345.

9Szemer�edi E. Regular partitions of graphs // Colloques Internationaux CNRS, 260 � Probl�ems Combina-
tories et Th�eorie des Graphes, Orsay, 1976, 399�401 ; KohayakawaY. Szemer�edi's regularity lemma for sparse
graphs // Foundations of Computational Mathematics, Selected papers, IMPA conference, January 1997, Rio
de Janeiro, Springer, 1997 ; Kolm�os J., SimonovitsM. Paul Erd�os is 80 (ïîä ðåäàêöèåé D. Mikl�os, V.T. S�os,
T. Sz�onyi) / v. 2, Proc. Colloq. Math. Soc. J�anos Bolyai, 1996.

10FurstenbergH. Ergodic behavior of diagonal measures and a theorem of Szemer�edi on arithmetic progres-
sions // J. d'Analyse Math., v. 31, 204�256, 1977.

11FurstenbergH., KatznelsonY., An ergodic Szemer�edi theorem for commuting transformations // J.
d'Analyse Math., v. 34, 275�291, 1978. FurstenbergH., KatznelsonY. and OrnsteinD. The Ergodic Theoretical
Proof of Szemer�edi's Theorem // Bull. Amer. Math. Soc., v. 7, N.3, 527�552, 1982.

12FurstenbergH. Ergodic behavior of diagonal measures and a theorem of Szemer�edi on arithmetic progres-
sions // J. d'Analyse Math., v. 31, 204�256, 1977 ; FurstenbergH. Recurrence in ergodic theory and combina-
torial number theory / Princeton (N.J.), 1981 ; FurstenbergH., KatznelsonY., An ergodic Szemer�edi theorem
for commuting transformations // J. d'Analyse Math., v. 34, 275�291, 1978 ; FurstenbergH., KatznelsonY. and
OrnsteinD. The Ergodic Theoretical Proof of Szemer�edi's Theorem // Bull. Amer. Math. Soc., v. 7, N.3, 527�
552, 1982; BergelsonV., LeibmanA. Polynomial extentions of van der Waerden's and Szemer�edi's theorems //
J. Amer. Math. Soc., v.9, N.3, 1996, 725�753 ; BergelsonV., LeibmanA. Set�polynomials and polynomial exten-
sion of the Hales�Jewett theorem // Ann. of Math. (2), v.150, N.1, 1999, 33�75; FurstenbergH., KatznelsonY.
A density version of the Hales�Jewett theorem // J. Analyse Math., 57, 1991, 64�119; LeibmanA. Multiple
recurrence theorem for measure preserving actions of a nilpotent group // Geom. func. anal., v.8, 1998, 853�931.

13AjtaiM., Szemer�edi E. Sets of lattice points that form no squares // Stud. Sci. Math. Hungar., 9, 1974,
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ìåòîäîâ. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî äâóìåðíîé ðåøåòêè ïîëî-
æèòåëüíîé ïëîòíîñòè îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò óãîëîê. Â 1978 ãîäó ðåçóëüòàò
î ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ áûë ïåðåäîêàçàí Ã. Ôþð-
ñòåíáåðãîì è ß. Êàöíåëüñîíîì14 ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè.
Äîêàçàòåëüñòâî Ì. Àòàè è Å. Ñåìåðåäè äàåò î÷åíü ñëàáûå âåðõíèå îöåíêè íà
ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà äâóìåðíîé ðåøåòêè áåç óãîëêîâ. Äîêàçàòåëüñòâî Ôþð-
ñòåíáåðãà è Êàöíåëüñîíà ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî
âîîáùå íå äàåò íèêàêèõ âåðõíèõ îöåíîê íà óêàçàííóþ ïëîòíîñòü. Â ñâîåé
ôèëäñîâñêîé ðàáîòå15 Â.Ò. Ãàóýðñ èñïîëüçîâàë îðèãèíàëüíûå ìîäèôèêàöèè
êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ òåîðèè ÷èñåë, òàêèõ êàê êðóãîâîé ìåòîä è ìåòîä òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, è ïîëó÷èë ïðèíöèïèàëüíî íîâûå êîëè÷åñòâåííûå îöåí-
êè â çàäà÷àõ òèïà òåîðåìû Å. Ñåìåðåäè. Â òîé æå ðàáîòå16 Â.Ò. Ãàóýðñ åùå
ðàç ïðèâëåê âíèìàíèå ê âîïðîñó î ïîëó÷åíèè ýôôåêòèâíûõ îöåíîê â çàäà÷å
îá óãîëêàõ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå óäàëîñü ñîçäàòü îðèãèíàëüíûå è ïðèí-
öèïèàëüíî íîâûå òåîðåòèêî�÷èñëîâûå êîíñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùèå, â îòëè÷èå
îò ýðãîäè÷åñêîãî è êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäîâ, ïîëó÷àòü õîðîøèå êîëè÷åñòâåí-
íûå îöåíêè â ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîïóëÿðíîñòü òåìàòèêè, ñâÿçàííîé ñ îïèñàííûìè âû-
øå çàäà÷àìè, äîñòàòî÷íî âåëèêà: â ðàçíûå ãîäû èìè çàíèìàëèñü çàìå÷àòåëü-
íûå ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè òåîðèè ÷èñåë, êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë è êîì-
áèíàòîðíîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè, òàêèå êàê ôèëäñîâñêèå ëàóðåàòû Ê.Ô. Ðîò,
Æ. Áóðãåí, Ò. Ãàóýðñ, Ò. Òàî, à òàêæå Ï. Ýðäåø, Å. Ñåìåðåäè, Ñ. Øåëàõ, Ð.
Ðàäî, Â. Ðåäë, Ï. Ôðàíêë, Ë. Ëîâàñ, È. Ðóæà, Ñ.Â. Êîíÿãèí, Ð.Ë. Ãðýõåì, Ï.
Òóðàí, Ã. Ôþðñòåíáåðã, ß. Êàöíåëüñîí, Â. Áåðãåëüñîí, À. Ëåéáìàí, Á. Îñò,
Á. Êðà, Ã.À. Ôðåéìàí, Ä.Ð. Õèô�Áðàóí, Â. Øîø, À. Áàëîã, À. Øàðêîöè, Ã.
Ýëåêåø, Ì. Àòàè, Í. Êàö, Á. Ãðèí, Ì.�×. ×àíã, Â. Âó è äðóãèå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû.
Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè óäàëîñü ñîçäàòü îðèãèíàëüíûå ìåòîäû è ïðèìå-

íèòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ìîäèôèêàöèè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ òåîðèè ÷è-
ñåë, ïîçâîëÿþùèå, â îòëè÷èå îò èñïîëüçóþùèõñÿ ðàíåå ýðãîäè÷åñêîãî è êîì-
áèíàòîðíîãî ïîäõîäîâ, ïîëó÷àòü õîðîøèå êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè â çàäà÷å îá
óãîëêàõ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò î äâóìåðíîì îáîáùåíèè òåîðåìû Å. Ñåìåðåäè
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äîñòàòî÷íî äàâíî ñòîÿâøåé çàäà÷è17, âïåðâûå ñôîðìóëè-
9�11.

14FurstenbergH., KatznelsonY., An ergodic Szemer�edi theorem for commuting transformations // J.
d'Analyse Math., v. 34, 275�291, 1978.

15GowersW.T. A new proof of Szemer�edi's theorem // Geom. func. anal., v.11, 2001, 465�588. è Gow-
ersW.T. A new proof of Szemer�edi's theorem for arithmetic progressions of length four // Geom. func. anal.,
v.8, 1998, 529�551

16GowersW.T. A new proof of Szemer�edi's theorem // Geom. func. anal., v.11, 2001, 465�588.
17AjtaiM., Szemer�edi E. Sets of lattice points that form no squares // Stud. Sci. Math. Hungar., 9, 1974, 9�11;
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ðîâàíîé ñïåöèàëèñòàìè ïî ýðãîäè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêå, à çàòåì óïîìÿíóòîé
Â.Ò. Ãàóýðñîì (ñì. ðàáîòó18), â êîíòåêñòå ïîÿâèâøèõñÿ îðèãèíàëüíûõ âàðèàí-
òîâ èñïîëüçîâàíèÿ â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ êëàññè÷åñêèõ òåîðåòèêî�÷èñëîâàõ ìå-
òîäîâ. Äîêàçàííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åííûìè àâòîðîì ñà-
ìîñòîÿòåëüíî. Êðîìå òîãî, íîâûìè ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî ñàìè ðåçóëüòàòû, íî è
ìåòîäû èõ îáîñíîâàíèÿ. Òàê, âïåðâûå ìåòîä òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñîåäè-
íåí ñ òåîðåòèêî�ãðàôîâûì ïîäõîäîì, ÷òî ïðèâåëî ê ïîëó÷åíèþ íàèëó÷øåãî
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàòà î ìíîæåñòâàõ, íå ñîäåðæàùèõ óãîëêîâ. Íî-
âûìè ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóêöèè ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ìåäëåííîé
ñêîðîñòüþ êðàòíîãî âîçâðàùåíèÿ, à òàêæå ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâî-
âàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæå-
ñòâà áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. Ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ïîñòðîåíèåì
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ìåäëåííîé ñêîðîñòüþ îäíîêðàòíîãî âîçâðàùåíèÿ ñó-
ùåñòâåííî âèäîèçìåíåí è íåòðèâèàëüíî äîðàáîòàí.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì :

1. Ëþáîå ìíîæåñòâî A ⊆ {1, 2, . . . , N}2 ìîùíîñòè N 2/(log log log N)c, ãäå
c > 0 � íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà, ñîäåðæèò óãîëîê.

2. Äîêàçàíà ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà è ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ äâóìåðíîé
ðåøåòêè.

3. Ïîëó÷åí êðèòåðèé α�ðàâíîìåðíîñòè ìíîæåñòâà A â òåðìèíàõ ìàòðè-
öû ñìåæíîñòè ãðàôà GA, àññîöèèðîâàííîãî ñ A, à òàêæå â òåðìèíàõ
ïëîòíîñòè A â äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ áîëüøèõ ïîäãðàôîâ ãðàôà
GA.

4. Ëþáîå ìíîæåñòâî A ⊆ {1, 2, . . . , N}2 ìîùíîñòè N 2/(log log N)C , ãäå
C > 0 � íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà, ñîäåðæèò óãîëîê.

5. Ïîëó÷åíû ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ìåäëåííîé ñêîðîñòüþ êðàò-
íîãî âîçâðàùåíèÿ.

6. Äîêàçàíû òåîðåìû îá îöåíêå ñâåðõó äëÿ ñêîðîñòè ìíîãîìåðíîé âîçâðà-
ùàåìîñòè.

7. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ îäíî-
êðàòíîãî âîçâðàùåíèÿ.

FurstenbergH., KatznelsonY., An ergodic Szemer�edi theorem for commuting transformations // J. d'Analyse
Math., v. 34, 275�291, 1978.

18GowersW.T. A new proof of Szemer�edi's theorem // Geom. func. anal., v.11, 2001, 465�588.
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8. Íàéäåíà íåòðèâèàëüíàÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
r1 + · · ·+ rk = r′1 + · · ·+ r′k, ãäå âñå ri, r

′
i ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó áîëü-

øèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, à òàêæå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ïåðåìåííûìè èç ìíîæåñòâà áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì.

9. Ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, ñóùåñòâåííî óëó÷øàþùèé òåîðåìó ×àíã î ñòðîåíèè
ìíîæåñòâà áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì.

Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ïóíêòàõ 1 è 4
ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå. Ïåðâûé ïîäõîä îïèðàåòñÿ íà ñòðóêòóðíûå ðåçóëüòà-
òû î ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ äâóìåðíîé ðåøåòêè (ïóíêò 2), à âòîðîé èñïîëü-
çóåò ñâîéñòâà ìíîæåñòâ Áîðà. Îáà ìåòîäà äàþò ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â
èçâåñòíîé è òðóäíîé çàäà÷å î óãîëêàõ. Õîòÿ â êîíòåêñòå äàííîé çàäà÷è âòî-
ðîé ìåòîä ñèëüíåå, òåì íå ìåíåå, îí ïðèíöèïèàëüíî íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü,
èíòåðåñíûå ñàìè ïî ñåáå, óòâåðæäåíèÿ î ñòðóêòóðå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ
{1, 2, . . . , N}2. Êðîìå òîãî, âòîðîé ìåòîä èñïîëüçóåò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû,
äîêàçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì ïåðâîãî, áîëåå ñëàáîãî, ïîäõîäà.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â ïóíêòàõ 1�
4, à òàêæå â ïóíêòàõ 8 è 9 êàñàþòñÿ âîïðîñîâ òðàäèöèîííî îòíîñÿùèõñÿ ê
ýðãîäè÷åñêîé, êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë è, òàê íàçûâàåìûì, îáðàòíûì
çàäà÷àì àääèòèâíîé òåîðèè ÷èñåë. ×àñòü ðåçóëüòàòîâ, íàïðèìåð, ïóíêò 6,
ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííîé ïåðåôîðìóëèðîâêîé îñíîâíûõ ÷èñëîâûõ òåîðåì íà
ÿçûêå òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì è àíàëèç Ôóðüå,

êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ, ìåòîäû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, à òàêæå ìåòîäû àääèòèâíîé êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â

íåé, ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè çàäà÷ î äâóìåðíûõ
è ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèÿõ òåîðåìû Ñåìåðåäè, à òàêæå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ
ïðè ðåøåíèè äðóãèõ ïðîáëåì êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë è àääèòèâíîé êîì-
áèíàòîðèêè. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè,
ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë è àääèòèâíîé òåîðèè ÷èñåë. Ðàçäåëû äèññåðòàöèè
ìîãóò ñîñòàâèòü ñîäåðæàíèå ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàí-
òîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè ìàòåìàòèêà.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü àâòî-

ðîì íà ìíîãî÷èñëåííûõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ. Ïå-
ðå÷èñëèì ñïåðâà êîíôåðåíöèè: ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííàÿ
òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è åå ïðèëîæåíèÿ ê íåáåñíîé ìåõàíèêå� (ã. Ìîñê-
âà, 2002 ã.); ïÿòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñî-
âðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ� (ã. Òóëà, 2003 ã.); ìåæäóíàðîäíàÿ êîí-
ôåðåíöèÿ �XXIII Àðèôìåòè÷åñêèå äíè� â Ãðàöå (Àâñòðèÿ, 2003 ã.); ìåæäó-
íàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Äèîôàíòîâûé àíàëèç, ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå è
èõ ïðèëîæåíèÿ� â Ìèíñêå (Áåëàðóñü, 2003 ã.); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ
�Íîâåéøèå äîñòèæåíèÿ â àääèòèâíîé êîìáèíàòîðèêå� â Ïàëî Àëüòî (ÑØÀ,
2004 ã.); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ÷è-
ñåë, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå� (Ñàíêò�Ïåòåðáóðã,
2005 ã.); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû â ôèçèêå� â
Áåëîâåæå (Ïîëüøà, 2005 ã.); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àääèòèâíàÿ êîì-
áèíàòîðèêà� â Áðèñòîëå (Àíãëèÿ, 2005 ã.); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Âå-
ðîÿòíîñòü è ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ� (ÑØÀ, 2006 ã.); ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà
è êîíôåðåíöèÿ �Àääèòèâíàÿ êîìáèíàòîðèêà� â Ìîíðåàëå (Êàíàäà, 2006 ã.);
�Àíàëèòè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû â òåîðèè ÷èñåë è ãåîìåòðèè� (ã.
Ìîñêâà, 2006 ã.); �Äèîôàíòîâû è àíàëèòè÷åñêèå ïðîáëåìû òåîðèè ÷èñåë� (ã.
Ìîñêâà, 2007 ã.); Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíè-
âåðñèòåòå â 2002, 2004, 2006 ãã.

Ïåðå÷èñëèì òåïåðü ñåìèíàðû : êàôåäðàëüíûé ñåìèíàð êàôåäðû òåî-
ðèè ÷èñåë ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.�êîðð. ÐÀÍ Þ.Â.Íåñòåðåíêî è ä.ô.�ì.í.
Í. Ã.Ìîùåâèòèíà; êàôåäðàëüíûé ñåìèíàð êàôåäðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. ÐÀÍ Ä.Â.Àíîñîâà, ä.ô.�ì.í. Â.Ì. Çàêàëþêèíà è
ê.ô.�ì.í. À.À.Ïðèõîäüêî; ñåìèíàð �Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë� ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ä.ô.�ì.í. À.À.Êàðàöóáû; ñåìèíàð �Àðèôìåòèêà è ãåîìåòðèÿ� ïîä
ðóêîâîäñòâîì ä.ô.�ì.í. Í. Ã.Ìîùåâèòèíà è ä.ô.�ì.í. À.Ì.Ðàéãîðîäñêîãî;
ñåìèíàð �Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà� ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì àêàä. ÐÀÍ Â.Â.Êîçëîâà è ÷ë.�êîðð. ÐÀÍ Ä.Â.Òðåùåâà; ñåìèíàð
�Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä.
ÐÀÍ Ä.Â.Àíîñîâà, ä.ô.�ì.í. À.Ì.Ñòåïèíà, ä.ô.�ì.í. Ð.È. Ãðèãîð÷óêà; ñåìè-
íàð �Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû è èõ ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.�
ì.í. Í. Ã.Ìîùåâèòèíà è ê.ô.�ì.í. À.Â.Óñòèíîâà; ñåìèíàð �Òåîðèÿ ôóíê-
öèé è åå ïðèëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.�ì.í. Ñ.Â.Êîíÿãèíà, ê.ô.�ì.í.
Â.Á.Äåìèäîâè÷à è ê.ô.�ì.í. À.Ñ.Êî÷óðîâà.
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Ïóáëèêàöèè.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 10 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðè-

âîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 173 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, îáùåé

õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ îáîçíà÷åíèé è ñîêðàùåíèé,
ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, âêëþ÷àþùåãî 126 íàèìåíî-
âàíèé.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ.

Äèññåðòàöèÿ äåëèòñÿ íà ïÿòü ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå äàþòñÿ ïîñòàíîâêè
îñíîâíûõ ïðîáëåì è èçëàãàåòñÿ èõ èñòîðèÿ. Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîëó-
÷åíèþ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê â çàäà÷å î äâóìåðíîì îáîáùåíèè òåîðåìû Ñå-
ìåðåäè. Â ýòîé ãëàâå äîêàçàíî íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ î, òàê íàçûâàåìûõ,
α�ðàâíîìåðíûõ ìíîæåñòâàõ. Íàïðèìåð, ïîëó÷åí òåîðåòèêî�ãðàôîâûé êðè-
òåðèé α�ðàâíîìåðíîñòè ìíîæåñòâà â òåðìèíàõ âòîðîãî ñîáñòâåííîãî çíà-
÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû ñìåæíîñòè. Êðîìå òîãî, â ýòîé ãëàâå äî-
êàçàí íîâûé îáùèé ðåçóëüòàò î ñòðîåíèè ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà {1, 2, . . . , N}2, êîòîðûé âìåñòå ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå òåîðåìàìè îá α�
ðàâíîìåðíûõ ìíîæåñòâàõ, ïðèìåíÿåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå íàøåãî îñíîâíîãî
ðåçóëüòàòà î äâóìåðíûõ óãîëêàõ. Â òðåòüåé ãëàâå ê çàäà÷å îá óãîëêàõ ïðè-
ìåíÿåòñÿ ìåòîä Æ. Áóðãåíà, ñâÿçàííûé ñ ìíîæåñòâàìè Áîðà. Òàêîé ïîäõîä
ïîçâîëÿåò óñèëèòü âåðõíèå îöåíêè íà ïëîòíîñòü ïîäìíîæåñòâ {1, 2, . . . , N}2

áåç ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïî-
ëó÷åíû ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ìåäëåííîé ñêîðîñòüþ êðàòíîãî è
îäíîêðàòíîãî âîçâðàùåíèÿ. Äîêàçàííûå ðåçóëüòàòû åùå ðàç óêàçûâàþò íà
òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë è ýðãîäè÷åñêîé
òåîðèåé. Â ïÿòîé ãëàâå äîêàçàíî íåñêîëüêî òåîðåì î ìíîæåñòâàõ áîëüøèõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. Òàêèå ìíîæåñòâà ïîÿâëÿþòñÿ âî âñåõ çàäà÷àõ êîì-
áèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ôóðüå
(íàïðèìåð, îíè âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ îá àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ è â
çàäà÷àõ îá óãîëêàõ). Ïîýòîìó, êàê îòìå÷àåò Ãàóýðñ â ñâîåì îáçîðå 19, ðåçóëü-
òàòû î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâ áîëüøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ÷ðåçâû÷àéíî
âàæíû. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà èìåþò ñèëüíûå àä-
äèòèâíûå ñâîéñòâà. Êðîìå òîãî, â ïÿòîé ãëàâå ñîèñêàòåëåì ïîëó÷åíî íåñêîëü-
êî ïðèëîæåíèé ê çàäà÷àì êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë.

19GowersW.T. Rough structure and classi�cation // GAFA, Special Volume - GAFA2000 "Visions in Math-
ematics", Tel Aviv, (1999) Part I, 79�117.
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Ñîäåðæàíèå ãëàâû 2.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î äâóìåðíîì

îáîáùåíèè òåîðåìû Å. Ñåìåðåäè (ñì. òåîðåìó 8 íèæå). Ìû íà÷íåì ñ îáçîðà
ïðåäøåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

ak(N) =
1

N
max{|A| : A ⊆ [1, N ] ,

A � íå ñîäåðæèò àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé äëèíû k} ,

Èñïîëüçóÿ êðóãîâîé ìåòîä, Ê.Ô. Ðîò â 1953 ãîäó äîêàçàë òåîðåìó20.

Òåîðåìà 1 (Ðîò). Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, N ≥ 3. Òîãäà

a3(N) ¿ 1

log log N
.

Ðåçóëüòàò Ê.Ô. Ðîòà áûë çàòåì óëó÷øåí Ä.Ð. Õèô�Áðàóíîì â ðàáîòå21 è
Å. Ñåìåðåäè â ñòàòüå22. Íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà îáà ýòèõ àâòîðà ïîëó÷èëè
ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ a3(N).

Òåîðåìà 2 (Õèô�Áðàóí, Ñåìåðåäè). Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
N ≥ 3. Òîãäà

a3(N) ¿ 1

(log N)c
,

ãäå êîíñòàíòó c ìîæíî âçÿòü ðàâíîé 1/20.

Íàèëó÷øèé, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, ðåçóëüòàò îá îöåíêå ñâåðõó âåëè÷èíû
a3(N) ïðèíàäëåæèò Æ. Áóðãåíó23.

Òåîðåìà 3. (Áóðãåí) Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, N ≥ 3. Òîãäà

a3(N) ¿
√

log log N

log N
. (1)

20RothK. F. On certain sets of integers (I) // J. London Math. Soc., 28, 1953, 245�252.
21Heath�BrownD.R. Integer sets containing no arithmetic progressions // J. London Math. Soc. (2), v. 35,

N. 3, 1987, 385�394.
22Szemer�edi E. On sets of integers containing no arithmetic progressions // Acta Math. Hungar., v. 56, 1990,

155�158.
23Bourgain J. On triples in arithmetic progression // GAFA, 9, 1999, 968�984.
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À. Áåðåíä â ðàáîòå24 ïîëó÷èë íèæíþþ îöåíêó âåëè÷èíû a3(N) (ñì. òàêæå
ðàáîòû25). Ð. Ðàíêèí â ñòàòüå26 îáîáùèë ðåçóëüòàò À. Áåðåíäà íà ñëó÷àé âñåõ
k ≥ 3.

Òåîðåìà 4 (À. Áåðåíä, Ð. Ðàíêèí). Ïóñòü ε > 0 � ëþáîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî è k ≥ 3 � íàòóðàëüíîå. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
N , âûïîëíåíî

ak(N) ≥ exp(−(1 + ε)Ck(log N)1/(k−1)) ,

ãäå Ck íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò k.

Òåîðåìû Ê.Ô. Ðîòà, Å. Ñåìåðåäè, Ä.Ð. Õèô�Áðàóíà è Æ. Áóðãåíà îòíî-
ñÿòñÿ ê îöåíêå âåëè÷èíû a3(N). Äîëãîå âðåìÿ âîïðîñ î ïîâåäåíèè ôóíêöèé
ak(N) ïðè k ≥ 4 îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Ëèøü â 1975 ãîäó Å. Ñåìåðåäè äîêàçàë,
÷òî ak(N) → 0 ïðè N → +∞ äëÿ âñåõ k ≥ 4 (ñì. ñòàòüè27).

Àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Å. Ñåìåðåäè áûëî ïðåäëîæåíî
Ã. Ôþðñòåíáåðãîì â ðàáîòå28 (áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî èçëîæåíî â ñòà-
òüå29). Åãî ïîäõîä èñïîëüçóåò ìåòîäû ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè. Ã. Ôþðñòåíáåðã
ïîêàçàë, ÷òî òåîðåìà Å. Ñåìåðåäè ýêâèâàëåíòíà óòâåðæäåíèþ î êðàòíîé âîç-
âðàùàåìîñòè äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê â ïðîèçâîëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå.

Ê ñîæàëåíèþ, ìåòîäû Ñåìåðåäè äàþò î÷åíü ñëàáûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ
ak(N). Ýðãîäè÷åñêèé ïîäõîä âîîáùå íå äàåò íèêàêèõ îöåíîê. Òîëüêî â 2001
ãîäó Â.Ò. Ãàóýðñ30 ïîëó÷èë ïåðâûé ýôôåêòèâíûé ðåçóëüòàò î ñêîðîñòè ñòðåì-
ëåíèÿ ê íóëþ âåëè÷èíû ak(N) äëÿ k ≥ 4.

Òåîðåìà 5. (Ãàóýðñ) Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ N ≥ 3 è k ≥ 4 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

ak(N) ¿ 1/(log log N)ck ,

24BehrendF.A. On sets of integers which contain no three terms in arithmetic progression // Proc. Nat.
Acad. Sci., 23, 1946, 331�332.

25emphSalemR., SpencerD.C. On sets of integers which contain no three terms in arithmetical progression
// Proc. Nat. Acad. Sci. Wash., 28, 1942, 561 � 563 ; SalemR., SpencerD.C. On sets which do not contain a
given number of terms in arithmetical progression // Nieuw Arch. Wisk., 23, 1950, 561 � 563 ; Moser L. On
non�averaging sets of integers // Canad. Math. J., 5, 1953, 245�252.

26RankinR.A. Sets of Integers Containing not more than a Given Number of Terms in Arithmetic Progression
// Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 65, N.4, Sec. A, 1961, 332�344.

27Szemer�edi E. On sets of integers containing no four elements in arithmetic progression // Acta Arith. Acad.
Sci. Hungar., v. 20, 1969, 89�104 ; Szemer�edi E. On sets of integers containing no k elements in arithmetic
progression // Acta Arith., 27, 1975, 299�345.

28FurstenbergH. Ergodic behavior of diagonal measures and a theorem of Szemer�edi on arithmetic progres-
sions // J. d'Analyse Math., v. 31, 204�256, 1977.

29FurstenbergH., KatznelsonY. and OrnsteinD. The Ergodic Theoretical Proof of Szemer�edi's Theorem //
Bull. Amer. Math. Soc., v. 7, N.3, 527�552, 1982.

30GowersW.T. A new proof of Szemer�edi's theorem for arithmetic progressions of length four // Geom.
func. anal., v.8, 1998, 529�551 ; GowersW.T. A new proof of Szemer�edi's theorem // Geom. func. anal., v.11,
2001, 465�588.
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ãäå êîíñòàíòà ck = 2−2k+9.

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ðåøåòêó [N ]2 ñ áàçèñîì e1 = (1, 0) è e2 = (0,−1).
Ïóñòü

L(N) =
1

N 2 max{ |A| : A ⊆ [1, N ]2 è

A � íå ñîäåðæèò òðîåê âèäà (k,m), (k + d,m), (k, m + d), d > 0}. (2)
Òðîéêó èç (2) ìû áóäåì íàçûâàòü óãîëêîì. Â ðàáîòå31 Ì. Àòàè è Å. Ñåìåðåäè
äîêàçàëè, ÷òî âåëè÷èíà L(N) ñòðåìèòñÿ ê 0, êîãäà N ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè. Ãîâîðÿ òî÷íåå, îíè ïîëó÷èëè äàæå áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6. (Àòàè, Ñåìåðåäè) Ïóñòü 0 < δ ≤ 1 � äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî, N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è S = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} � åäèíè÷íûé
êâàäðàò. Òîãäà ëþáîå ìíîæåñòâî A ⊆ [N ]2, |A| ≥ δN 2 ñîäåðæèò àôôèííûé
îáðàç S, òî åñòü ìíîæåñòâî aS + b, ãäå a ∈ N è b ∈ N2.

Çàòåì òåîðåìà 6 áûëà ïåðåäîêàçàíà Ã. Ôåñòåíáåðãîì â êíèãå32.
ßñíî, ÷òî çàäà÷à ïðî óãîëêè ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì îáîáùåíèåì çàäà÷è î

ìíîæåñòâàõ áåç àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé äëèíû òðè â òîì ñìûñëå, ÷òî
ðàâåíñòâî limN→∞ L(N) = 0 âëå÷åò limN→∞ a3(N) = 0.

Â.Ò. Ãàóýðñ (ñì. ñòàòüþ33) ïîñòàâèë âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè L(N)
ê 0. Â ðàáîòå34 Â. Âó, ðàçâèâàÿ ïîäõîä èç ñòàòüè35 ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå
ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà. Ïóñòü log[1] = log N è äëÿ l ≥ 2 ïîëîæèì log[l] N =
log(log[l−1] N). Òàêèì îáðàçîì log[l] N åñòü ðåçóëüòàò âçÿòèÿ ëîãàðèôìà îò
÷èñëà N l ðàç ïîäðÿä. Äàëåå, ïóñòü k � íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
òàêîå, ÷òî log[k] N ≥ 2. Òîãäà ïîëîæèì log∗N = k.

Òåîðåìà 7. (Âó)
L(N) ≤ 100

log1/4
∗ N

.

Â ðàáîòàõ36 áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
31AjtaiM., Szemer�edi E. Sets of lattice points that form no squares // Stud. Sci. Math. Hungar., 9, 1974,

9�11.
32FurstenbergH. Recurrence in ergodic theory and combinatorial number theory / Princeton (N.J.), 1981.
33GowersW.T. A new proof of Szemer�edi's theorem for arithmetic progressions of length four // Geom.

func. anal., v.8, 1998, 529�551.
34VuV.H. On a question of Gowers // Ann. of Combinatorics, 6, 2002, 229�233.
35Solymosi J. Note on a generalization of Roth's theorem // Discrete and computational geometry, 825�827,

Algorithms Combin., 25, Springer, Berlin, 2003.
36ØêðåäîâÈ.Ä. Îá îäíîé çàäà÷å Ãàóýðñà // ÄÀÍ, 400, N 2, 169�172, 2005 ; ØêðåäîâÈ.Ä. Îá îäíîé

çàäà÷å Ãàóýðñà // ÈÀÍ, 200, N 2, 176�217, 2006.
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü δ > 0, N À exp exp exp(δ−C), C > 0 � íåêîòîðàÿ
ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà è A ⊆ {1, . . . , N}2 � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî,
ìîùíîñòè íå ìåíüøå, ÷åì δN 2. Òîãäà A ñîäåðæèò òðîéêó âèäà (k,m), (k+
d,m), (k, m + d), ãäå d > 0.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíà îöåíêà âåëè÷èíû L(N) ñâåðõó L(N) ¿
1/(log log N)C1, ãäå C1 = 1/C.

Êðîìå òîãî, â ýòîì æå ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì ïðîñòåéøóþ îöåíêó ñíèçó
äëÿ âåëè÷èíû L(N).

Òåîðåìà 9. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò Nε ∈ N, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ N ≥ Nε, âûïîëíåíî L(N) ≥ N− log 2+ε

log log N .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8 ñîäåðæèòñÿ â ïàðàãðàôàõ 2.2, 2.3 è 2.4.
Ïàðàãðàô 2.2 ïîñâÿùåí ïîíÿòèþ α�ðàâíîìåðíîñòè.
Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZN = Z/NZ ìíîæåñòâî

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N . Ïóñòü A ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ZN , |A| = δN .
Áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé A õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ýòîãî ìíî-
æåñòâà. Ôóíêöèÿ f(s) = A(s)−δ íàçûâàåòñÿ áàëàíñîâîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà
A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D çàìêíóòûé äèñê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ öåíòðîì
â 0 è ðàäèóñîì 1.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f èç ZN â D íàçûâàåòñÿ α�ðàâíîìåðíîé, åñëè
∑

k

|
∑

s

f(s)f(s− k)|2 ≤ αN 3. (3)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ α�ðàâíîìåðíûì, åñëè åãî áà-
ëàíñîâàÿ ôóíêöèÿ α�ðàâíîìåðíà.

Ïóñòü E1 × E2 íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Z2
N è f : Z2

N → D � íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ. Áóäåì ïèñàòü f : E1 ×E2 → D, åñëè âíå E1 ×E2 ôóíêöèÿ f ðàâíà
0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü α ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, α ∈ [0, 1]. Ïóñòü
E1×E2 � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Z2

N . Ôóíêöèÿ f : E1×E2 → D íàçûâàåòñÿ
α�ðàâíîìåðíîé, îòíîñèòåëüíî áàçèñà (e1, e2), åñëè

∑
s,u

∑
r

f(s)f(s + ue2) f(s + re1)f(s + ue2 + re1) ≤ α|E1|2|E2|2. (4)

Ïóñòü ìíîæåñòâî A ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó E1 × E2. Îïðå-
äåëèì ïëîòíîñòè δm = δe1

m è γk = γe2

k ïî ôîðìóëàì δm = 1/|E1|·
∑N

p=1 A(me2+
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pe1), γk = 1/|E2|·
∑N

p=1 A(ke1+pe2). Ôóíêöèþ f(s) = (A(s)−δm)·(E1×E2)(s)
íàçîâåì áàëàíñîâîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà A.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊆ E1 × E2 ÿâëÿåòñÿ α�ðàâíîìåðíûì,
îòíîñèòåëüíî áàçèñà (e1, e2), åñëè åãî áàëàíñîâàÿ ôóíêöèÿ α�ðàâíîìåðíà,
îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà.

Íàøå ïåðâîå ïðåäëîæåíèå îòíîñèòñÿ ê ñèòóàöèè, êîãäà ìíîæåñòâî A ⊆
E1×E2 ÿâëÿåòñÿ α�ðàâíîìåðíûì, îòíîñèòåëüíî áàçèñà (e1, e2), à ñàìè ìíî-
æåñòâà E1, E2 ÿâëÿþòñÿ α�ðàâíîìåðíûìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 6.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ïðèíàäëåæèò E1 × E2 è èìååò
ìîùíîñòü |A| = δ|E1||E2|. Ïóñòü |E1| = β1N , |E2| = β2N è ìíîæå-
ñòâà E1, E2 ÿâëÿþòñÿ 10−330β24

1 β24
2 δ132 ðàâíîìåðíûìè. Ïóñòü òàêæå A ÿâ-

ëÿåòñÿ α�ðàâíîìåðíûì, îòíîñèòåëüíî áàçèñà (e1, e2), α = 10−108δ44, N ≥
1010(δ4β1β2)

−1 è
∑

m |δm − δ|2 ≤ αβ2N . Òîãäà A ñîäåðæèò óãîëîê.

Â ïàðàãðàôå 2.3 ìû ðàññìàòðèâàåì ñèòóàöèþ êîãäà ìíîæåñòâî A ⊆
E1×E2 íå ÿâëÿåòñÿ α�ðàâíîìåðíûì, à E1, E2 ïðîèçâîëüíû. Â ýòîì ñëó÷àåì
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊆ E1 × E2, èìååò ìîùíîñòü |A| =
δ|E1||E2|. Ïóñòü α > 0 äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è A íå α�ðàâíîìåðíî, îòíî-
ñèòåëüíî áàçèñà (e1, e2). Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà G1 ⊆ E1 è G2 ⊆ E2
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

|A
⋂

(G1 ×G2)| > (δ + 2−500α70)|G1||G2| è (5)

|G1|, |G2| > 2−500α70 min{|E1|, |E2|}. (6)

Íàêîíåö, â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå 2.4 ìû äîêàçûâàåì ñòðóêòóðíóþ òåîðåìó
î äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ [N ].

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâóìåðíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ P åñòü
ïðàâèëüíûé êâàäðàò, åñëè P = P1 × P2, ãäå P1, P2 îäíîìåðíûå ïðîãðåññèè ñ
îäèíàêîâûìè ðàçíîñòÿìè è ðàâíîé ìîùíîñòè.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü 0 < ε ≤ δ � íåêîòîðûå ÷èñëà è ïóñòü α(s) = Ksρ,
K ∈ (0, 1], ρ ≥ 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî W ñîäåðæèòñÿ â {1, . . . , N}2, |W | =

δN 2 è N ≥ (Cαc1)−(1/c2)1/α, ãäå C = 21000ρ, c1 = 100ρ è c2 = 2−128, à α = α(ε).
Òîãäà ñóùåñòâóþò ïðàâèëüíûå êâàäðàòû P1, . . . , PM ⊆ {1, . . . , N}2 è ðàçáè-
åíèå W íà ìíîæåñòâà W ∩ P1, . . . , W ∩ PM è B, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
1) Äëÿ ëþáîãî i ìíîæåñòâî W ÿâëÿåòñÿ α(δPi

(W ))�ðàâíîìåðíûì â ïðî-
ãðåññèè Pi.
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2) Äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî |W ∩ Pi| ≥ ε|Pi| è |Pi| ≥ N c
1/α
2 .

3) |B| < 4εN 2.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü W1,W2 ⊆ ZN � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, |W1| = β1N ,
|W2| = β2N , ζ ∈ (0, 1) íåêîòîðîå ÷èñëî, α(s) = Ksρ, K ∈ (0, 1], ρ ≥ 4 è
a = α(ζβ1β2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â W1 × W2,
|A| = δ|W1||W2| è N ≥ (Cac1)−(1/c2)1/a, ãäå C = 21000ρ, c1 = 100ρ è
c2 = 2−128. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ïðàâèëüíûé êâàäðàò P = P1 × P2,
|P | ≥ N c

1/a
2 è ìíîæåñòâà R1,R2, R1 ⊆ (W1 ∩ P1), R2 ⊆ (W2 ∩ P2),

|R1 × R2| ≥ ζβ1β2|P |, îáëàäàþùèå ñëåäóùèìè ñâîéñòâàìè : R1, R2 ÿâëÿ-
þòñÿ α(δP1

(R1))
1/2, α(δP2

(R2))
1/2�ðàâíîìåðíûìè , ñîîòâåòñòâåííî, â P1 è

P2 è δR1×R2
(A) ≥ δ − 4ζ.

Â ïîñëåäíåé ÷àñòè ïàðàãðàôà 2.4 ìû îáúåäèíÿåì òåîðåìû 10, 11, 13 è ñ
ïîìîùüþ èòåðàòèâíîé ïðîöåäóðû äîêàçûâàåì îñíîâíóþ òåîðåìó 8.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 3.
Â ãëàâå 3 ìû äîêàçûâàåì óñèëåíèå òåîðåìû 8 (ñì. ðàáîòû37).

Òåîðåìà 14. Ïóñòü δ > 0, N À exp exp(δ−c), c > 0 � íåêîòîðàÿ
ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà è A ⊆ {1, . . . , N}2 � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæå-
ñòâî, ìîùíîñòè íå ìåíüøå, ÷åì δN 2. Òîãäà A ñîäåðæèò òðîéêó âèäà
(k,m), (k + d,m), (k, m + d), ãäå d > 0.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíà îöåíêà âåëè÷èíû L(N) ñâåðõó L(N) ¿
1/(log log N)C1, ãäå C1 = 1/c.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14 ñîäåðæèòñÿ â ïàðàãðàôàõ 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 è
3.6.

Ïàðàãðàô 3.2 ïîñâÿùåí ñâîéñòâàì ìíîæåñòâ Áîðà38.
Ïóñòü N è d íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ε > 0 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è θ =

(θ1, . . . , θd) ∈ Td.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâîì Áîðà Λ = Λθ,ε,N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Λθ,ε,N = {n ∈ Z | |n| ≤ N, ‖nθj‖ < ε äëÿ j = 1, . . . , d} .

37ØêðåäîâÈ.Ä. Îá îäíîì îáîáùåíèè òåîðåìû Ñåìåðåäè // ÄÀÍ, 405, N 3, 315�319, 2005 ; Shkredov I. D.
On a Generalization of Szemer�edi's Theorem // Proceedings London Math. Soc., 93, N 3, 723�760, 2006.

38Bourgain J. On triples in arithmetic progression // GAFA, 9, 1999, 968�984.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü 0 < κ < 1 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî Áîðà
Λ = Λθ,ε,N íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ε′, N ′, òàêèõ ÷òî

|ε− ε′| < κ

100d
ε è |N −N ′| < κ

100d
N

âûïîëíåíî
1− κ <

|Λθ,ε′,N ′|
|Λθ,ε,N | < 1 + κ .

Â ðàáîòå39 áûëà äîêàçàíà ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü 0 < κ < 1 íåêîòîðîå ÷èñëî è Λθ,ε,N ìíîæåñòâî Áîðà.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà (ε1, N1) ñî ñâîéñòâàìè

ε

2
< ε1 < ε è N

2
< N1 < N

òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Áîðà Λθ,ε1,N1
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü ε ∈ (0, 1] íåêîòîðîå ÷èñëî è Λθ,ε0,N0
� ìíîæåñòâî

Áîðà, θ = (θ1, . . . , θd). Ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî Áîðà Λ′ = Λθ′,ε′,N ′ íàçûâàåòñÿ
ε�ñîïðîâîæäàþùèì ìíîæåñòâà Λ, åñëè θ′ = (θ1, . . . , θd, θd+1, . . . , θd+k), k ≥ 0,
εε0/2 ≤ ε′ ≤ εε0, εN0/2 ≤ N ′ ≤ εN0. Èç ëåììû 1 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî ìíîæåñòâà.

Â ïàðàãðàôå 3.3 ìû äàåì îïðåäåëåíèå (α, ε)�ðàâíîìåðíûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâ Áîðà, à òàêæå ìíîæåñòâ ÿâëÿþùèõñÿ (α, ε)�ðàâíîìåðíûìè, îòíî-
ñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé íîðìû.

Ïóñòü f � ôóíêöèÿ èç Z â C ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ
çíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂(x) êîýôôèöèåíò Ôóðüå ôóíêöèè f

f̂(x) =
∑

s∈Z
f(s)e(−sx),

ãäå e(x) = e2πix.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü Λ � ìíîæåñòâî Áîðà, Q ⊆ Λ, |Q| = δ|Λ|, α, ε �
íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è Λ′ åñòü ε�ñîïðîâîæäàþùåå ìíîæåñòâà Λ.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

B = {m ∈ Λ | ‖(Q ∩ (Λ′ + m)− δ(Λ′ + m))̂ ‖∞ ≥ α|Λ′|} .

39Bourgain J. On triples in arithmetic progression // GAFA, 9, 1999, 968�984.
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Ìíîæåñòâî Q íàçûâàåòñÿ (α, ε)�ðàâíîìåðíûì, åñëè

|B| ≤ α|Λ| , (7)

1

|Λ|
∑

m∈Λ

|δΛ′+m(Q)− δ|2 ≤ α2 . (8)

è
‖(Q ∩ Λ− δΛ)̂ ‖∞ ≤ α|Λ| . (9)

Ïóñòü Λ1, Λ2 � ìíîæåñòâà Áîðà, ε > 0 íåêîòîðîå ÷èñëî è Λ′ åñòü ε�
ñîïðîâîæäàþùåå ìíîæåñòâà Λ1. Ïóñòü òàêæå E1, E2 � íåêîòîðûå ïîäìíîæå-
ñòâà Λ1, Λ2, ñîîòâåòñòâåííî, è |E1| = β1|Λ1|, E2 = β2|Λ2|.

Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèÿ f : Λ1 × Λ2 → D íàçûâàåòñÿ (α, ε)�
ðàâíîìåðíîé, îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé íîðìû, åñëè

‖f‖4
Λ1×Λ2,ε

=
∑

i∈Λ1

∑

j∈Λ2

∑

k

∑
m,u

Λ′(m− k − i)Λ′(u− k − i) ×

|
∑

r

Λ′(k + r − j)f(r,m)f(r, u)|2 ≤ αβ2
1β

2
2 |Λ′|4|Λ1|2|Λ2| . (10)

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî Λ′ â ôîðìóëå (10) ÷åðåç Λ1(ε).

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü A ⊆ E1 × E2, |A| = δβ1β2|Λ1||Λ2|, δ > 0 è f(s) =
A(s) − δ(E1 × E2)(s). Ïóñòü fl(s) = f(s1 + l, s2)Λ

′(s1), l ∈ Λ1. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî

B = {l ∈ Λ1 | ‖fl‖4
Λ′×Λ2,ε

> αβ2
1β

2
2 |Λ′(ε)|4|Λ′|2|Λ2|} .

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ (α, α1, ε)�ðàâíîìåðíûì, îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëü-
íîé íîðìû, åñëè |B| ≤ α1|Λ1|.

Ïåðâîå ïðåäëîæåíèå ïàðàãðàôà 3.3 îòíîñèòñÿ ê ñèòóàöèè, êîãäà ìíîæå-
ñòâî A ⊆ E1 × E2 ÿâëÿåòñÿ (α, α1, ε)�ðàâíîìåðíûì, îòíîñèòåëüíî ïðÿìî-
óãîëüíîé íîðìû, à ñàìè ìíîæåñòâà E1, E2 ÿâëÿþòñÿ (α, ε)�ðàâíîìåðíûìè â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 6.

Ïóñòü Λ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Áîðà, Λ = Λθ,ε1,N1
, θ ∈ Td è E1, E2 ⊆

Λ, |E1| = β1|Λ|, |E2| = β2|Λ|. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
E1 × E2.
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Òåîðåìà 15. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ïðèíàäëåæèò E1×E2 è èìååò ìîù-
íîñòü |A| = δ|E1||E2|. Ïóñòü ìíîæåñòâà E1, E2 ÿâëÿþòñÿ (α0, 2

−10ε2)�
ðàâíîìåðíûìè, α0 = 2−2000δ96β48

1 β48
2 , ε = (2−100α2

0)/(100d). Ïóñòü òàêæå
A ÿâëÿåòñÿ (α, α1, ε)�ðàâíîìåðíûì, îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíîé íîðìû,
α = 2−100δ12, α1 = 2−7δ è

log N1 ≥ 210d log
1

ε1ε
. (11)

Òîãäà A ñîäåðæèò òðîéêó âèäà {(k, m), (k + d,m), (k, m + d)} ñ d 6= 0.

Ïóñòü A ⊆ E1×E2 íå ñîäåðæèò òðîåê âèäà {(k, m), (k + d,m), (k,m + d)}
ñ d 6= 0. Â ïàðàãðàôå 3.4 ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ïðèíàäëåæèò P, èìååò ìîùíîñòü
|A| = δ|E1||E2| è íå ñîäåðæèò òðîåê âèäà {(k, m), (k + d,m), (k, m + d)}
ñ d 6= 0. Ïóñòü ìíîæåñòâà E1, E2 ÿâëÿþòñÿ (α0, 2

−10ε2)�ðàâíîìåðíûìè,
α0 = 2−2000δ96β48

1 β48
2 , ε = (2−100α2

0)/(100d), ε′ = 2−10ε2 è

log N ≥ 210d log
1

ε0ε
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Áîðà Λ̃ è òàêîé âåêòîð y = (y1, y2) ∈ Z2,
÷òî äëÿ ìíîæåñòâ F1 ⊆ E1 ∩ (Λ̃ + y1), F2 ⊆ E2 ∩ (Λ̃ + y2), âûïîëíåíî

|F1| ≥ 2−125δ12β1|Λ̃|, |F2| ≥ 2−125δ12β2|Λ̃| è (12)

δF1×F2
(A) ≥ δ + 2−500δ37 . (13)

Ïðè ýòîì äëÿ Λ̃ = Λθ̃,ε̃,Ñ âûïîëíåíî θ̃ = θ, ε̃ ≥ 2−5ε′ε0 è Ñ ≥ 2−5ε′N .

Â äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà 15.
Ñôîðìóëèðåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà 3.5.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü Λ = Λ(θ, ε0, N) íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Áîðà, θ ∈
Td è öåëûé âåêòîð s = (s1, s2). Ïóñòü ε, σ, τ, δ ∈ (0, 1) � âåùåñòâåííûå
÷èñëà, E1, E2 íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, Ei = βi|Λ|, i = 1, 2, E = E1 × E2
ïîäìíîæåñòâî (Λ + s1) × (Λ + s2), A ⊂ E, δE(A) = δ + τ è ε ≤ κ/(100d),
κ = 2−100(τβ1β2)

5σ3. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

N ≥ (2−100ε0ε)
−2100((τβ1β2)−5σ−3+d)2 . (14)

è σ ≤ 2−100τβ1β2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Áîðà Λ′ = Λ(θ′, ε′, N ′),
θ′ ∈ TD, D ≤ 230(τβ1β2)

−5σ−3 + d, ε′ ≥ (2−10ε)Dε0, N ′ ≥ (2−10ε)DN è öåëûé
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âåêòîð t = (t1, t2), òàê ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ E ′
1 = (E1 − t1) ∩ Λ′, E ′

2 = (E2 −
t2) ∩ Λ′, E′ = E ′

1 × E ′
2 âûïîëíåíî

1) |E′| ≥ β1β2τ |Λ′|/16;
2) E ′

1, E
′
2 ÿâëÿþòñÿ (σ, ε) � ðàâíîìåðíûìè ïîäìíîæåñòâàìè Λ′;

3) δE′(A− t) ≥ δ + τ/16.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû 3 ìû îáúåäèíÿåì òåîðåìû 16, 17 è ñ ïîìî-
ùüþ èòåðàòèâíîé ïðîöåäóðû äîêàçûâàåì îñíîâíóþ òåîðåìó 14.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 4.
Ïóñòü Õ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñ ñèãìà�àëãåáðîé åãî ïîäìíîæåñòâ B.

Ïóñòü òàêæå T � èçìåðèìîå, ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ.
Âñþäó íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ(X) = 1. ×åòâåðêà (X,B, µ, T ) íàçûâàåò-
ñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé. Õîðîøî èçâåñòíàÿ òåî-
ðåìà À. Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè40 óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìî-
ãî ìíîæåñòâà E ⊆ X, µE > 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n > 0 òàêîå, ÷òî
µ(E ∩ T−nE) > 0.

Ïðåäïîëîæèì, äîïîëíèòåëüíî, ÷òî X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåò-
ðèêîé d(·, ·), à B � áîðåëåâñêàÿ ñèãìà�àëãåáðà. Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà Ïóàí-
êàðå ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d(·, ·)
è µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà X. Ïóñòü T � îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ, ñîõðàíÿ-
þùåå ìåðó µ. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê x ∈ X âûïîëíåíî

lim inf
n→∞

d(T nx, x) = 0 . (15)

Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå Ã. Ôþðñòåíáåðã41 (ñì. òàêæå42) îáîáùèë òåîðåìó
Ïóàíêàðå íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé îòîáðàæåíèÿ T .

Òåîðåìà 19. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ ñèãìà�àëãåáðîé èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâ B è µ � ìåðà íà X. Ïóñòü T � îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ, ñîõðàíÿ-
þùåå ìåðó µ, è k ≥ 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ñ µE > 0
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n > 0 òàêîå, ÷òî

µ(E ∩ T−nE ∩ T−2nE ∩ · · · ∩ T−(k−1)nE) > 0 .

40ÏóàíêàðåÀ. Íîâûå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè / Èçáðàííûå òðóäû. Ò. 2. M.: Íàóêà, 1972.
41FurstenbergH. Ergodic behavior of diagonal measures and a theorem of Szemer�edi on arithmetic progres-

sions // J. d'Analyse Math., v. 31, 204�256, 1977.
42FurstenbergH. Recurrence in ergodic theory and combinatorial number theory / Princeton (N.J.), 1981 ;

FurstenbergH., KatznelsonY. and OrnsteinD. The Ergodic Theoretical Proof of Szemer�edi's Theorem // Bull.
Amer. Math. Soc., v. 7, N.3, 527�552, 1982.
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Åñëè X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî òåîðåìà 19 ìîæåò áûòü ïåðåôîð-
ìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d(·, ·)
è µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà X. Ïóñòü T � ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ îòîáðàæåíèå
X â ñåáÿ è k ≥ 3. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X

lim inf
n→∞

max{d(T nx, x), d(T 2nx, x), . . . , d(T (k−1)nx, x)} = 0 .

Â ðàáîòå43 Ã. Ôþðñòåíáåðã è ß. Êàöíåëüñîí ïåðåíåñëè òåîðåìó 19 íà ñëó-
÷àé íåñêîëüêèõ êîììóòèðóþùèõ îòîáðàæåíèé. Ìû ñôîðìóëèðóåì èõ òåîðå-
ìó â ñëó÷àå, êîãäà X ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà 21. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d(·, ·)
è µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà X. Ïóñòü k ≥ 2 è T1, T2, . . . , Tk � ñîõðàíÿþùèå
ìåðó µ êîììóòèðóþùèå îòîáðàæåíèÿ X â ñåáÿ. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈
X âûïîëíåíî

lim inf
n→∞

max{d(T n
1 x, x), d(T n

2 x, x), . . . , d(T n
k x, x)} = 0 .

Ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðåìû Å. Ñåìåðåäè òåîðåìàì 19 èëè 20 áûëû äîêàçà-
íà Ã. Ôþðñòåíáåðãîì44, ÷òî óêàçûâàåò íà òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó ýðãîäè÷åñêîé
òåîðèåé è êîìáèíàòîðíûìè çàäà÷àìè îá àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà êîëè÷åñòâåííûì àñïåêòàì âîçâðàùàåìîñòè. Â íåé ìû
ïîëó÷èì âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ñêîðîñòè êðàòíîãî âîçâðàùåíèÿ äëÿ ìåò-
ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ êîíå÷íîé õàóñäîðôîâîé ìåðîé. Â ðàáîòå45 Ì. Áîøåð-
íèöàí äîêàçàë, ÷òî åñëè â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (X,B, µ, T, d) ïðîñòðàíñòâî
X îáëàäàåò êîíå÷íîé õàóñäîðôîâîé ìåðîé, òî òåîðåìà Ïóàíêàðå 18 ìîæåò
áûòü çíà÷èòåëüíî óñèëåíà (íèæå ìû ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Áîøåðíèöàíà
áîëåå ñòðîãî). Ïîñëå ýòîãî ðåçóëüòàòà âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ïîëó-
÷åíèè àíàëîãè÷íûõ óñèëåííûõ âàðèàíòîâ òåîðåì 20 è 21 äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ
êîíå÷íîé õàóñäîðôîâîé ìåðîé. Â ïàðàãðàôå 4.2 ìû ïîëó÷èì òàêèå âàðèàíòû
äëÿ òåîðåìû 20 è ÷àñòè÷íî òåîðåìû 21 (ñëó÷àé k = 2). Íàøè ðåçóëüòàòû
äàþò âåðõíèå îöåíêè ñêîðîñòè êðàòíîãî âîçâðàùåíèÿ. Â ïàðàãðàôå 4.3 ìû

43FurstenbergH., KatznelsonY., An ergodic Szemer�edi theorem for commuting transformations // J.
d'Analyse Math., v. 34, 275�291, 1978.

44FurstenbergH. Recurrence in ergodic theory and combinatorial number theory / Princeton (N.J.), 1981.
45BoshernitzanM. Quantitative recurrence results // Inventiones mathematicae, 113, Fasc. 3, 1993, 617�631.
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ïîëó÷èì íèæíèå îöåíêè äëÿ ñêîðîñòè êðàòíîãî âîçâðàùåíèÿ. Â ñâîåì äî-
êàçàòåëüñòâå ìû ïðèìåíÿåì îöåíêè À. Áåðåíäà è Ð. Ðàíêèíà äëÿ âåëè÷èíû
ak(N) (ñì. òåîðåìó 4 âûøå).

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Áîøåðíèöàíà è íàø îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò ìû äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ðàññìîòðèì ìåðó Hh(·) íà X, îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Hh(E) = lim
δ→0

Hδ
h(E) , (16)

ãäå h(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ (h(0) = 0) íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ,
à Hδ

h(E) = inf{∑ h(δj)}, ãäå inf áåðåòñÿ ïî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ïîêðûòèÿì
E îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè {Bj}, diam(Bj) = δj < δ.
Åñëè h(t) = tα, òî ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ìåðó Õàóñäîðôà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
÷åðåç Hα(·).

Âíåøíÿÿ ìåðà Hh(·) ÿâëÿåòñÿ ñèãìà�àääèòèâíîé íà ñèãìà�àëãåáðå ìíî-
æåñòâ, èçìåðèìûõ ïî Êàðàòåîäîðè. Õîðîøî èçâåñòíî46, ÷òî ýòà ñèãìà�
àëãåáðà ñîäåðæèò âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåðû µ è Hh ñîãëàñîâàíû, åñëè ëþáîå µ�èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ Hh�èçìåðèìûì (â ñìûñëå èçìåðèìîñòè ïî Êàðàòåîäîðè).

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü x ∈ X . ×èñëî

C(x) = Ch(x) := lim inf
n→∞

{n · h(d(T nx, x))}

íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé âîçâðàùåíèÿ òî÷êè x.
Â ñòàòüå47 Ì. Áîøåðíèöàí ïîëó÷èë ïåðâûé êîëè÷åñòâåííûé àíàëîã òåî-

ðåìû 18. Ïîõîæèé ðåçóëüòàò íåçàâèñèìî äîêàçàë Í.Ã. Ìîùåâèòèí â ðàáîòå48.
Òåîðåìà 22. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå

Hh(X) < ∞, à T � îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ. Ïóñòü
òàêæå ìåðû µ è Hh ñîãëàñîâàíû. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ, îòíîñèòåëüíî ìå-
ðû µ, òî÷åê x èç X âûïîëíåíî C(x) < ∞.

Â ðàáîòå49 Ì. Áîøåðíèöàí ïîëó÷èë ðÿä ïðèëîæåíèé òåîðåìû 22 ê ðàçëè÷-
íûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì. Î ïðèëîæåíèè òåîðåìû Áîøåðíèöàíà ê òåîðèè
öåïíûõ äðîáåé ñì. ñòàòüþ50.

46Áîãà÷åâÂ.È. Îñíîâû òåîðèèè ìåðû / Ìîñêâà�Èæåâñê: ÍÈÖ "Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà",
2003.

47BoshernitzanM. Quantitative recurrence results // Inventiones mathematicae, 113, Fasc. 3, 1993, 617�631.
48ÌîùåâèòèíÍ. Ã. Îá îäíîé òåîðåìå Ïóàíêàðå // ÓÌÍ, 53, âûï. 1, 1998, 219�220.
49BoshernitzanM. Quantitative recurrence results // Inventiones mathematicae, 113, Fasc. 3, 1993, 617�631.
50ØêðåäîâÈ.Ä. Ïîâòîðÿåìîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ó öåïíûõ äðîáåé // ÓÌÍ, ò. 57, N. 4, 2002, ñ. 189�

190.
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Â ñòàòüå51 áûë äîêàçàí ðåçóëüòàò, íåñêîëüêî óñèëèâàþùèé òåîðåìó 22.

Òåîðåìà 23. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå
Hh(X) < ∞, à T � îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ìåðû µ è Hh ñîãëàñîâàíû. Òîãäà C(x) èíòåãðèðóåìàÿ (ïî ìåðå
µ) ôóíêöèÿ è äëÿ ëþáîãî µ�èçìåðèìîãî A âûïîëíåíî

∫

A

C(x)dµ ≤ Hh(A) . (17)

Åñëè æå Hh(A) = 0, òî
∫

A C(x)dµ = 0 áåç óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ìåð µ
è Hh.

Êðîìå òîãî, â òîé æå ðàáîòå áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò î ñêîðîñòè âîçâðàùå-
íèÿ äëÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü G � âïîëíå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â X. ε
- ýíòðîïèåé ìíîæåñòâà G (ñëåäóÿ À.Í. Êîëìîãîðîâó52) íàçûâàåòñÿ âåëè÷è-
íà Hε(G,X) = log2 Nε(G,X) , ãäå Nε(G,X) - íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê
êîòîðîå ìîæåò áûòü â ε - ñåòè ýòîãî ìíîæåñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nε(X) ÷èñëî Nε(X, X).

Îïðåäåëåíèå 11. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå N è ïóñòü x ∈ X.
×èñëî

CN(x) = min{ d(T nx, x) | 1 ≤ n ≤ N }
íàçîâåì N � êîíñòàíòîé âîçâðàùàåìîñòè äëÿ òî÷êè x.

Òåîðåìà 24. Ïóñòü X � âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ ìåòðèêîé d(·, ·), ôóíêöèåé N(z) = Nz(X), diam(X) = 1 è T �
îòîáðàæåíèå X â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ.
Ïóñòü A ⊆ X � ëþáîå µ�èçìåðèìîå ìíîæåñòâî è g(x) äåéñòâèòåëü-
íàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà [0, 1], òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî
t ∈ (0, 1] ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ñòèëòüåñà

∫ 1
t NA(z)dg(z),

ãäå NA(z) = min(µ(A), Nz(A,X)/N). Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî ∫

A

g(CN(x))dµ ≤ inf
t
{ g(t)µ(A) +

∫ 1

t

NA(z) dg(z) } .

51ØêðåäîâÈ.Ä. Î âîçâðàùàåìîñòè â ñðåäíåì // Ìàò. çàìåòêè, ò. 72, âûï. 4, 2002, 625�632.
52ÊîëìîãîðîâÀ.Í. Î íåêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ âïîëíå îãðàíè÷åííûõ ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ // ÄÀÍ, òîì 108, 3, 1956.
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Âåðíåìñÿ ê òåîðåìàì 19 è 21. Â ïàðàãðàôå 4.2 ìû äîêàçûâàåì íåêîòîðûå
èõ êîëè÷åñòâåííûå âàðèàíòû.

Ïóñòü S è R äâà êîììóòèðóþùèõ îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X, ñîõðà-
íÿþùèå ìåðó µ.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü x ∈ X. ×èñëî

CS,R(x) = Ch
S,R(x) := lim inf

n→∞
{L−1(n) ·max{h(d(Snx, x)), h(d(Rnx, x))}} ,

ãäå L−1(n) = 1/L(n), íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé îäíîâðåìåííîãî (èëè êðàòíî-
ãî) âîçâðàùåíèÿ òî÷êè x.

Òåîðåìà 25. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå
Hh(X) < ∞ , à S,R - êîììóòèðóþùèå îòîáðàæåíèÿ X â ñåáÿ, ñîõðàíÿ-
þùèå ìåðó µ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåðû µ è Hh ñîãëàñîâàíû. Òîãäà CS,R(x)
èíòåãðèðóåìàÿ (ïî ìåðå µ) ôóíêöèÿ è äëÿ ëþáîãî µ�èçìåðèìîãî A âûïîë-
íåíî ∫

A

CS,R(x)dµ ≤ Hh(A) . (18)

Åñëè æå Hh(A) = 0, òî
∫

A CS,R(x)dµ = 0 áåç óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ìåð
µ è Hh.

Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì 11 ìû äàäèì îïðåäåëåíèå êîíñòàíòû âîçâðà-
ùàåìîñòè òî÷êè ïîä äåéñòâèåì äâóõ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 13. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå N è ïóñòü x ∈ X.
×èñëî

CS,R
N (x) = min{ max{d(Snx, x), d(Rnx, x)} | 1 ≤ n ≤ N }

íàçîâåì N � êîíñòàíòîé îäíîâðåìåííîé âîçâðàùàåìîñòè äëÿ òî÷êè x.
Òåîðåìà 26. Ïóñòü X � âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñ-

òâî ñ ìåòðèêîé d(·, ·), ôóíêöèåé N(z) = Nz(X), diam(X) = 1 è S ,R �
îòîáðàæåíèÿ X â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèå ìåðó µ.
Ïóñòü A ⊆ X � ëþáîå µ�èçìåðèìîå ìíîæåñòâî è g(x) äåéñòâèòåëüíàÿ íå
óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà [0, 1], òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, 1]

ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ñòèëòüåñà
∫ 1

t NA(z)dg(z),
ãäå NA(z) = min(µ(A), Nz(A,X)L(N)). Òîãäà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ N âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∫

A

g(CS,R
N (x))dµ ≤ inf

t
{ g(t)µ(A) +

∫ 1

t

NA(z) dg(z) } .
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Èòàê, â òåîðåìàõ 22, 23, 24, 25, 26 ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ èíòåãðà-
ëîâ îò ôóíêöèé C(x) è CS,R(x). Â ïàðàãðàôå 4.3 ïîëó÷èì íèæíèå îöåíêè äëÿ
ôóíêöèè êðàòíîãî âîçâðàùåíèÿ â ñëó÷àå êîãäà íà ïðîñòðàíñòâå X äåéñòâóåò
íåñêîëüêî ñòåïåíåé îòîáðàæåíèÿ T . Òàê êàê ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ T êîììó-
òèðóþò, òî ìû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåì íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè êðàòíîãî
âîçâðàùåíèÿ è â ñèòóàöèè êîãäà íà X äåéñòâóåò íåñêîëüêî êîììóòèðóþùèõ
îòîáðàæåíèé.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà 4.3.
Ïóñòü k � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k ≥ 3. Ïóñòü äëÿ âñÿêî-

ãî íàòóðàëüíîãî N çàäàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî A(N) ⊆ ZN , íå ñîäåðæàùåå
àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé äëèíû k. Îáîçíà÷èì ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà A(N)

â ZN ÷åðåç ρ(N), ρ(N) = |A(N)|/N . Òîãäà ρ(1) = 1. Ïî òåîðåìå Å. Ñåìåðåäè
èìååì ρ(N) → 0, ïðè N →∞.

Òåîðåìà 27. Ïóñòü ψ : N → R+ � ïðîèçâîëüíàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùàÿ ôóíêöèÿ, X = [0, 1], µ � ìåðà Ëåáåãà íà X è {A(N)}∞N=1 � ïîñòðîåí-
íàÿ âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (X,B, µ, T, d) òàêàÿ, ÷òî µ è õàóñäîðôîâà ìåðà H1 ñîãëàñîâàíû,
H1(X) = 0, è äëÿ ïî÷òè âñåõ, îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, òî÷åê x èç X âûïîë-
íåíî

lim inf
n→∞

{
ψ(n)

ρ(n)
max{d(T nx, x), d(T 2nx, x), . . . , d(T (k−1)nx, x)}

}
≥ 1 . (19)

Íàïîìèíàåì, ÷òî ÷åðåç H1 ìû îáîçíà÷àåì õàóñäîðôîâó ìåðó ñ ôóíêöèåé
h(t) = t.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k ≥ 3 è ε > 0 � ëþáîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà íàéäåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (X,B, µ, T, d),
X = [0, 1], µ � ìåðà Ëåáåãà, µ è õàóñäîðôîâà ìåðà H1 ñîãëàñîâàíû, H1(X) =
0 è ïîëîæèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà Ck, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò k
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê x ∈ X âûïîëíåíî

lim inf
n→∞

{
1

ρ(n)
max{d(T nx, x), d(T 2nx, x), . . . , d(T (k−1)nx, x)}

}
≥ 1 , (20)

ãäå ρ(n) = exp(−(1 + ε)Ck(log n)1/(k−1)).

Ìåòîä, ðàçâèòûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû 27, ìîæåò áûòü
ïðèëîæåí ê èçó÷åíèþ ôóíêöèè îáû÷íîé (íå êðàòíîé) âîçâðàùàåìîñòè C(x).
Â ïàðàãðàôå 4.4 ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 28. Ïóñòü f ≥ 1 � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, X =
[0, 1] è µ � ìåðà Ëåáåãà íà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
(X,B, µ, T, d) òàêàÿ, ÷òî µ è õàóñäîðôîâà ìåðà H1 ñîãëàñîâàíû, H1(X) = 1
è äëÿ ïî÷òè âñåõ, îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà, òî÷åê x èç X âûïîëíåíî

Cf(x) := lim inf
n→∞

{n · f · d(T nx, x)} = 1 . (21)

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 5.
Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü f : ZN → C � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-

öèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f̂(r) =
∑

n∈ZN

f(n)e(−nr) , (22)

ãäå e(x) = e−2πix/N . Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f cïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ∑

r∈ZN

|f̂(r)|2 = N
∑

n∈ZN

|f(n)|2 . (23)

Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1 è ïóñòü A � íåêîòî-
ðîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Rα áîëüøèõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì A

Rα = Rα(A) = { r ∈ ZN : |Â(r)| ≥ αN } . (24)

Çàäà÷ó î èçó÷åíèè ñòðóêòóðû ìíîæåñòâ Rα(A) ïîñòàâèë Â.Ò. Ãàóýðñ â îáçî-
ðå53.

Â 2002 ãîäó M.�×. ×àíã äîêàçàëà ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò54.

Òåîðåìà 29. Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1, A �
ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN è ìíîæåñòâî Rα îïðåäåëå-
íî ðàâåíñòâîì (24). Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Λ = {λ1, . . . , λ|Λ|} ⊆ ZN ,
|Λ| ≤ 2(δ/α)2 log(1/δ) òàêîå, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò r ìíîæåñòâà Rα ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

r =

|Λ|∑
i=1

εiλi (mod N) , (25)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.
53Rough structure and classi�cation // Geom. Funct. Anal., Special Volume - GAFA2000 "Visions in Math-

ematics", Tel Aviv, (1999) Part I, 79�117.
54ChangM.�C., A polynomial bound in Freiman's theorem // Duke Math. J. 113 (2002) no. 3, 399�419.

23



Ðàçâèâàÿ ïîäõîä èç55 (ñì. òàêæå56) ×àíã ïðèëîæèëà ñâîé ðåçóëüòàò ê äî-
êàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ôðåéìàíà57 î ìíîæåñòâàõ ñ ìàëåíüêîé ñóììîé. Äðóãèå
ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 29 ïîëó÷èë Á. Ãðèí â ñòàòüå58. Âîïðîñ î ñòðóêòóðå ìíî-
æåñòâàRα, êîãäà ïàðàìåòð α áëèçîê ê δ, èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ59 60 61, ñì. òàêæå
îáçîð62. Â äðóãîé ðàáîòå63 Á. Ãðèí ïîêàçàë, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå òåîðåìà
Ì.�×. ×àíã ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Ìû âèäèì, ÷òî ðåçóëüòàòû î ñòðîåíèè ìíîæåñòâà Rα ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè
äëÿ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë. Â �5.2 ïÿòîé ãëàâû íàñòîÿùåé äèññåðàöèè
ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 30. Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ, A � ïðî-
èçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN , k ≥ 2 � ÷åòíîå è ìíîæåñòâî
Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (24). Ïóñòü òàêæå B ⊆ Rα\{0} � ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî. Òîãäà âåëè÷èíà

Tk(B) := |{ (r1, . . . , rk, r
′
1, . . . , r

′
k) ∈ B2k : r1 + · · ·+ rk = r′1 + · · ·+ r′k }| (26)

íå ìåíüøå, ÷åì
δα2k

24kδ2k
|B|2k . (27)

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 30 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Rα îáëàäàåò ñèëü-
íîé àääèòèâíîé ñòðóêòóðîé.

Ïðèìåíÿÿ òåõíèêó íîðì Â.Ò. Ãàóýðñà (ñì. ñòàòüþ64), â ñëåäóþùåì ïàðà-
ãðàôå �5.3 ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèå òåîðåìû 30 íà ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé.

Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, d ≥ 0 � öåëîå. Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà
55Ruzsa I. Generalized arithmetic progressions and sumsets // Acta Math. Hungar., 65 (1994), 379�388.
56BiluY. Structure of sets with small sumset // Structure Theory of Sets Addition, Ast�erisque, Soc. Math.

France, Montrouge, 258 (1999), 77�108.
57ÔðåéìàíÃ.À. Îñíîâàíèÿ ñòðóêòóðíîé òåîðèè ñëîæåíèÿ ìíîæåñòâ / Êàçàíñêèé ãîñ. ïåä. èíñò., Êà-

çàíü, 1966.
58GreenB. Arithmetic Progressions in Sumsets // Geom. Funct. Anal., 12 (2002) no. 3, 584�597.
59ÞäèíÀ.À. // Òåîðèÿ ÷èñåë (ïîä ðåä. Ã.À. Ôðåéìàíà, À.Ì. Ðóáèíîâà, Å.Â. Íîâîñåëîâà), Êàëèíèíñêèé

ãîñ. óíèâ., Ìîñêâà (1973), 163�174.
60BesserA. Sets of integers with large trigonometric sums // Ast�erisque 258 (1999), 35�76.
61LevV. F. Linear Equations over Fp and Moments of Exponential Sums // Duke Mathematical Journal 107

(2001), 239�263.
62Konyagin S.V., LevV. F. On the distribution of exponential sums // Integers: Electronic Journal of Com-

binatorial Number Theory 0 # A01, (2000).
63GreenB. Some constructions in the inverse spectral theory of cyclic groups // Comb. Prob. Comp. 12

(2003) no. 2, 127�138.
64GowersW.T. A new proof of Szemer�edi's theorem // Geom. Funct. Anal. 11 (2001), 465�588.
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(2d+1k × (d + 1)), ãäå ýëåìåíòû (aij) ìàòðèöû A îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

aij =





1, åñëè â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè (j − 1) íà (i− 1)-îì ìåñòå ñòîèò 1
è 1 ≤ j ≤ 2dk ,

−1, åñëè â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè (j − 1) íà (i− 1)-îì ìåñòå ñòîèò 1
è 2dk < j ≤ 2d+1k ,

0, èíà÷å.
Íàïîìèíàåì, ÷òî äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ïðàâèëó n =

∑
nl · 2l−1, ãäå l ≥ 1 è nl ∈ {0, 1}.

Òåîðåìà 31. Ïóñòü δ, α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ, A �
ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN ìîùíîñòè δN , k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
d ≥ 0 � öåëîå è ìíîæåñòâî Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (24). Ïóñòü òàêæå
B ⊆ Rα \ {0} � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

2d+1k∑
j=1

aijrj = 0 , i = 1, 2, . . . , d + 1 , (28)

ãäå ýëåìåíòû (aij) ìàòðèöû A = (aij), îïðåäåëåíû ôîðìóëîé âûøå è âñå
rj ∈ B. Òîãäà ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû (28) íå ìåíüøå, ÷åì

(
δα2k

24kδ2k
|B|2k

)2d

. (29)

Â ïàðàãðàôå 5.4 ìû ïîëó÷àåì íåñêîëüêî ïðèëîæåíèé òåîðåìû 30 ê çàäà-
÷àì êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë. Ìû âûâîäèì èç òåîðåìû 30 è íåðàâåíñòâà
Â. Ðóäèíà65 òåîðåìó M.�×. ×àíã. Áîëåå òîãî, ìû äîêàçûâàåì ðåçóëüòàò, óñè-
ëèâàþùèé òåîðåìó 29.

Òåîðåìà 32. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, (N, 2) = 1, δ, α � äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 < α ≤ δ ≤ 1/16, A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî
ZN ìîùíîñòè δN è ìíîæåñòâî Rα îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (24). Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ìíîæåñòâî Λ∗ ⊆ ZN ,

|Λ∗| ≤ max( 212(δ/α)2 log(1/δ), 26 log2(1/δ) ) (30)

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà r ∈ Rα ñóùåñòâóåò íàáîð λ∗1, . . . , λ
∗
M èç íå

áîëåå, ÷åì 8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ∗ òàêîé, ÷òî

r =
M∑
i=1

εiλ
∗
i (mod N) , (31)

65RudinW. Fourier analysis on groups / Wiley 1990 (ðåïðèíò èçäàíèÿ 1962 ãîäà).
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ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.
Êðîìå òîãî, åñëè ÷èñëî N � ïðîñòîå, òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Λ̃ ⊆ ZN ,

|Λ̃| ≤ 212(δ/α)2 log(1/δ) log log(1/δ) (32)

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà r ∈ Rα ñóùåñòâóåò íàáîð λ̃1, . . . , λ̃M èç íå
áîëåå, ÷åì 8 log(1/δ) ýëåìåíòîâ Λ̃ òàêîé, ÷òî

r =
M∑
i=1

εiλ̃i (mod N) , (33)

ãäå εi ∈ {−1, 0, 1}.
Â òîì æå ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷àåì ïðèëîæåíèå òåîðåìû 30 ê óæå óïîìÿ-

íàâøåéñÿ òåîðåìå Ôðåéìàíà.
Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN è ε ∈ (0, 1) � ëþáîå äåéñòâè-

òåëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâîì Áîðà B(K, ε) â ZN íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

B(K, ε) = {x ∈ ZN :
∥∥∥rx

N

∥∥∥ < ε , äëÿ âñåõ r ∈ K} ,

ãäå ‖·‖� îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Î ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâ
Áîðà ñì. ñòàòüþ66.

Òåîðåìà 33. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, (N, 2) = 1, 0 < δ ≤ 2−256

� äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ZN , |A| = δN .
Òîãäà 2A−2A ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Áîðà B(K, ε), ãäå |K| ≤ 215δ−1 log(1/δ)
è ε = 1/(28 log(1/δ)).

Ñîèñêàòåëü ñ÷èòàåò ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîáëàãî-
äàðèòü äîêòîðà ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Í. Ã.Ìîùåâèòèíà
çà ïîñòîÿííûé èíòåðåñ è âíèìàíèå ê ðàáîòå. Êðîìå òîãî, ñîèñêàòåëü áëàãîäà-
ðèò àêàäåìèêà ÐÀÍ, ïðîôåññîðà Ä.Â. Àíîñîâà è ÷ë.�êîðð. ÐÀÍ, ïðîôåññîðà
Þ.Â. Íåñòåðåíêî çà íåîäíîêðàòíóþ ïîìîùü è ïîääåðæêó, à òàêæå äîêòî-
ðà ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Â.Â. Ðûæèêîâà çà ðÿä öåííûõ
çàìå÷àíèé.

66Bourgain J. On triples in arithmetic progression // Geom. Funct. Anal. 9 (1999), 968�984.
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