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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Èçó÷åíèå âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ âûáðîñîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ îáëàñòü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íàèáîëüøåå ðàçâèòèå ïîëó÷èëà òåîðèÿ ýêñòðåìóìîâ ãàóññîâñêèõ
ïðîöåññîâ (ñì. ìîíîãðàôèè è îáçîðíûå ñòàòüè: 1 ,2, 3, 4).

Ðàçðàáîòàí öåëûé ðÿä îáùèõ ìåòîäîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ áîëüøèõ óêëî-
íåíèé ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ: ìåòîä ñðàâíåíèé 1; îñíîâàííûé íà ôîðìóëå
Ðàéñà ìåòîä ìîìåíòîâ 1; ìåòîä äâîéíûõ ñóìì 1, 5, áàçèðóþùèéñÿ íà ëåì-
ìå Ïèêàíäñà è ïðèíöèïå ëîêàëèçàöèè � âûäåëåíèè ìàëîãî ïîäìíîæå-
ñòâà â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà, êîòîðîå âíîñèò îñíîâíîé âêëàä â
àñèìïòîòèêó. Ýòè ìåòîäû ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïîëíóþ êàð-
òèíó àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ âûáðîñîâ äëÿ
ãàóññîâñêèõ ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ.

Â òî æå âðåìÿ â ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-
êè, òåîðèè íàäåæíîñòè, òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ðÿ-
äå äðóãèõ îáëàñòåé ïîìèìî ñòàöèîíàðíûõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ è ïîëåé
âîçíèêàþò â êaêîì-òî ñìûñëå áëèçêèå ê íèì íåñòàöèîíàðíûå. Â ðàáîòå 6
Â.È. Ïèòåðáàðã è Â.Ï. Ïðèñÿæíþê èçó÷èëè âåðîÿòíîñòè âûñîêèõ âûáðî-
ñîâ íåñòàöèîíàðíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà, äèñïåðñèÿ êîòîðîãî äîñòèãà-
åò àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, à ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî ñòàöèîíàðíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ òî÷åê
êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà áëèçêà ê êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè
íåêîòîðîãî ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà. Â ðàáîòå 7 íàéäåíà àñèìïòîòèêà âå-

1Piterbarg V.I. Asymptotic methods in the theory of Gaussian processes and �elds.� Transl. Math.Monogr., AMS, Providence, Rhode Island, 1996.2Ïèòåðáàðã Â.È., Ôàòàëîâ Â.Ð. Òî÷íûå àñèìïòîòèêè äëÿ âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèéíåêîòîðûõ èñïîëüçóåìûõ â ñòàòèñòèêå ãàóññîâñêèõ ïîëåé.� Âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäûèññëåäîâàíèÿ/ ðåä. È.Ã.Æóðáåíêî, À.Í.Êîëìîãîðîâ. Ì.: èçä-âî ÌÃÓ, 1983, 124-143.3Ëèôøèö Ì.À. Âû÷èñëåíèå òî÷íîé àñèìïòîòèêè íåêîòîðûõ ãàóññîâñêèõ áîëüøèõ óêëîíåíèé.�Çàïèñêè íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ. 184, 1990, 189-199.4Albeverio S., Piterbarg V. Mathematical methods and concepts for the analysis of extreme events.�Extreme Events in Nature and Society. Springer Berlin Heidelberg, I, 2006, 47-68.5J. Pickands Upcrossing probabilities for stationary Gaussian processes, Trans. Amer. Math. Soc. 145,1969, 51�73.6Â.È. Ïèòåðáàðã, Â. Ïðèñÿæíþê Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè áîëüøîãî âûáðîñàäëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà. Òåîðèÿ âåð. è ìàò. ñòàòèñò., 18, 121�133, 1978.7Piterbarg V.I., Stamatovich S. On maximum of Gaussian non-centered �elds indexed on smoothmanifolds. Weierstrass -Institut f�ur Angewandte Analysis und Stochastik. Preprint No. 449, Berlin 1998,1-13.
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ðîÿòíîñòåé âûñîêèõ ýêñòðåìóìîâ ãàóññîâñêîãî ëîêàëüíî-ñòàöèîíàðíîãî
ïðîöåññà, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîòîðîãî åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ, äîñòèãàþùàÿ ìàêñèìóìà â åäèíñòâåííîé òî÷êå è âåäóùàÿ ñåáÿ ðå-
ãóëÿðíî â åå îêðåñòíîñòè.

Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ìíîæåñòâà âûñîêèõ ýêñòðåìóìîâ ãàóññîâñêî-
ãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïàìÿòè: èõ âåëè÷èíû âìåñòå ñ ðàñïîëî-
æåíèåì àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
óìåíüøàåò ñôåðó ïðèëîæåíèé ãàóññîâñêèõ ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè, ÷èñòî
ãàóññîâñêèå ìîäåëè íå ïîçâîëÿþò ïðîãíîçèðîâàòü âûñîêèå ýêñòðåìóìû
(íàïðèìåð, â ñëó÷àå ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, êîòîðûå, êàê ïðàâè-
ëî, òðóäíî ïðîãíîçèðóåìû). Èçâåñòåí ýôôåêò Òåéëîðà, êîãäà âêëþ÷åíèå
â ìîäåëü, îïèñûâàþùåé âûñîêî÷àñòîòíîå äâèæåíèå öåí, ñëó÷àéíîé âî-
ëàòèëüíîñòè (äèñïåðñèè), ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò ïðîãíîçèðóåìîñòü (ñì.8, 9 ).

Â ýòîé ñâÿçè ïðèîáðåòàåò çíà÷åíèå êëàññ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, íàçû-
âàåìûõ óñëîâíî-ãàóññîâñêèìè, ê êîòîðûì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèìåíèìà
õîðîøî ðàçâèòàÿ òåõíèêà ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû,
â ðàìêàõ ýòîãî êëàññà ìîæíî ó÷åñòü ìîäåëè ñ çàâèñèìûìè ýêñòðåìó-
ìàìè. Óñëîâíî-ãàóññîâñêèìè íàçûâàþò ïðîöåññû âèäà X(t; �(t)); t 2 R;
ãäå �(t)� ñëó÷àéíûé, âîçìîæíî âåêòîðíûé, ïðîöåññ òàêîé, ÷òî ðàñïðåäå-
ëåíèå X(�; �(�)) â ñîîòâåòñòâóþùåì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè
ôèêñèðîâàííîì �(�) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ óñëîâíî-ãàóññîâñêèå ïðîöåññû âèäà X(t)�(t) + �(t); ãäå X(t)
è �(t) = (�(t); �(t)) íåçàâèñèìû, X(t)� ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì
ñðåäíèì è �(t) � 0: Íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðèìåðîì óñëîâíî-ãàóññîâñêèõ
ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ñóáãàóññîâñêèé ïðîöåññ 10 �(t)pW;
ãäå �(t)� öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, à W� íå
çàâèñÿùàÿ îò �(t) ïîëîæèòåëüíàÿ �=2-óñòîé÷èâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
(0 < � < 2) ñ ïàðàìåòðàìè � = (cos��=4)2=�; � = 1; � = 0; êîòîðóþ ìîæ-
íî òðàêòîâàòü êàê ñëó÷àéíóþ ñðåäó. Àäëåð, Ñàìîðîäíèöêèé è Ãàäðè÷11 îöåíèëè ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ ñóáãàóñ-

8Øèðÿåâ À.Í. Îñíîâû ñòîõàñòè÷åñêîé ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè. Òîì 1. Ôàêòû è ìîäåëè. Ìîñêâà,Ôàçèñ, 1998.9Andersen T.G., Bollerslev T., Diebold F. X., Labys P. Modeling and forecasting volatility,Econometrica 71, 2003, 579-625.10G.Samorodnitsky, M.S.Taqqu Stable non-Gaussian Random processes.� Chapman & Hall, N.Y.,London, 1994.11J.Adler, G.Samorodnitsky, T.Gadrich The expected number of level crossings for stationary,harmonizable, symmetric, stable processes. The Annals of Applied Probability, 1993, 3, No. 2, 553- 575.
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ñîâñêèì ïðîöåññîì è èçó÷èëè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòîé âåëè÷è-
íû ïðè âîçðàñòàíèè óðîâíÿ. Ðåçóëüòàò óêàçàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé âûñîêîãî óðîâíÿ
u èìååò ïîðÿäîê u��: Èñïîëüçóÿ ãàóññîâñêóþ òåõíèêó, â äèññåðòàöèè ïî-
ëó÷åíà àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ ýêñòðåìóìîâ ñóáãàóññîâñêîãî
ïðîöåññà, ïîðÿäîê êîòîðîé òàêæå ñîñòàâëÿåò u��:

Óêàçàííûå ïðîöåññû â ñëó÷àéíîé ñðåäå îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ìîäå-
ëÿìè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ ïðåäñêàçóåìûìè ýêñòðåìóìàìè. Ïðåä-
ñêàçóìàÿ ñëó÷àéíàÿ ñðåäà (íàïðèìåð, ñëó÷àéíàÿ äèñïåðñèÿ) ïîçâîëÿåò
ìîäåëèðîâàòü ýêñòðåìóìû ïðîöåññîâ è äðóãèå ðåäêèå ñîáûòèÿ. Ïðîãíî-
çèðóÿ çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè (âîëàòèëüíîñòè), ìîæíî äåëàòü âûâîäû î âå-
ðîÿòíîé âûñîòå ýêñòðåìóìîâ ïðîöåññà, îñíîâûâàÿñü íà çàìå÷àíèè, ÷òî
âûñîêèå ýêñòðåìóìû ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà íàèáîëåå âåðîÿòíû â îêðåñò-
íîñòè òî÷åê áîëüøèõ çíà÷åíèé äèñïåðñèè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ðåàáèëè-
òèðóåò ãàóññîâñêóþ ìîäåëü è ìîæåò ñëóæèòü ñòèìóëîì äëÿ äàëüíåéøåãî
ðàçâèòèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â òåîðèè ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ.

Öåëü ðàáîòû.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òî÷íîé àñèìïòîòèêè âå-
ðîÿòíîñòåé âûñîêèõ ýêñòðåìóìîâ óñëîâíî-ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ñî ñëó-
÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè: ñðåäíèì è äèñïåðñèåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäó-
þùåì:
1. Íàéäåíû òî÷íûå àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ ýêñòðåìóìîâ

óñëîâíî-ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ñî ñëó÷àéíûìè ïîñòîÿííûìè ïàðà-
ìåòðàìè.
(à) Äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíûå ïàðàìåòðû èìåþò ñòå-

ïåííûå õâîñòû ðàñïðåäåëåíèé, èñêîìàÿ àñèìïòîòèêà èìååò ñòå-
ïåííîé ïîðÿäîê;

(á) Äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâûå õâîñòû ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ çàíóëÿþòñÿ, èñêîìàÿ àñèìïòîòèêà èìååò
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ïîðÿäîê, îïðåäåëÿåìûé ïîâåäåíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè ìàêñèìó-
ìà ï.í. îãðàíè÷åííîãî ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

2. Ïîëó÷åíû òî÷íûå àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ ýêñòðåìóìîâ
óñëîâíî-ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ, îáðàçîâàííûõ èç ãàóññîâñêèõ äîìíî-
æåíèåì (èëè ñëîæåíèåì) íà ñëó÷àéíóþ êâàäðàòè÷íóþ èëè ëèíåé-
íóþ ôóíêöèþ.

3. Íàéäåíû òî÷íûå àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ ýêñòðåìóìîâ
ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ: ñòàöèîíàðíîãî
ãàóññîâñêîãî è ïðîöåññà, óäîâëåòâîðÿþùåãî îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì
ðåãóëÿðíîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä äâîéíûõ ñóìì äëÿ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ
è ïîëåé, àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä Ëàïëàñà è åãî ìîäèôèêàöèè, à òàêæå
ìåòîäû òî÷å÷íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è òåîðèè ðèñêîâ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìè-
íàðå "Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé"ïîä ðó-
êîâîäñòâîì ïðîô. Áóëèíñêîãî À.Â., ïðîô. Ïèòåðáàðãà Â.È., ê. ô.-ì.í
Øàøêèíà À.Ï. â 2004 ã., íà Ëîìîíîñîâñêèõ ÷òåíèÿõ â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà â 2006 ã., íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Statistical Extremes
and Environmental Risk", Ëèññàáîí, Ïîðòóãàëèÿ, 2007, íà Áîëüøîì Êà-
ôåäðàëüíîì ñåìèíàðå â 2007 ã., íà ñåìèíàðå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
Ìèíëîñà Ð. À. â ÈÏÏÈ ÐÀÍ â 2007 ã. Òåìàòèêà ðàáîòû áûëà ïîääåðæà-
íà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 04-01-00700.

Ïóáëèêàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3-õ ðàáîòàõ àâòîðà,
èç êîòîðûõ â ñîàâòîðñòâå íàïèñàíà îäíà. Èõ ñïèñîê ïðèâåäåí â êîíöå
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àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé
îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 97 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò
44 íàèìåíîâàíèÿ.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ
Âî ââåäåíèè èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, äàåòñÿ

îáçîð ðåçóëüòàòîâ äðóãèõ àâòîðîâ ïî äàííîé ïðîáëåìàòèêå, îáîñíîâûâà-
åòñÿ àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû è ïðîâîäèòñÿ îáçîð ìåòîäîâ òåîðèè
ýêñòðåìóìîâ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ è ïîëåé.
Â ïåðâîé ãëàâå íàéäåíû òî÷íûå àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ

ýêñòðåìóìîâ óñëîâíî-ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ñî ñëó÷àéíûìè ïîñòîÿííû-
ìè ïàðàìåòðàìè.

Ïóñòü �(t); t 2 T� ï.í. îãðàíè÷åííûé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
ñ íóëåâûì ñðåäíèì, çàäàííûé íà ïðîèçâîëüíîì ïàðàìåòðè÷åñêîì ìíî-
æåñòâå T . Äëÿ òàêèõ ïðîöåññîâ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 12

P (maxt2T j�(t)j > u) � ce�"u2;

ãäå 0 < " < 12maxt2T E�2(t) è c = c(") > 0:
Ïóñòü '; �� íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ïàðà ('; �) íå çàâè-

ñèò îò ïðîöåññà �(t):
Â äèññåðòàöèè íàéäåíû òî÷íûå àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé :
P (maxt2T �(t) + � > u); P (maxt2T �(t)' > u); P (maxt2T '�(t) + � > u) (1)

ïðè u!1:
Ñëó÷àé ñòåïåííûõ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðà-

ìåòðîâ.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: x+ = maxfx; 0g è x� = �minfx; 0g:

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
limu!1u�P (' > u) = A; limu!1u�P (' < �u) = B; (2)

12X.Fernique Regularite des trajectoires des fonctions aleatoires gaussiennes. Ecole d'Ete desProbablites de Saint-Flour,IV-1974, Lecture Notes in Math., Vol 480, Springer, Berlin, 1975, pg 1-96.
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ãäå A è B� ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, � > 0. Òîãäà ïðè u!1 âåðíî
P (maxt2T �(t)' > u)=AE(maxt2T �(t))�+ +BE(maxt2T �(t))��

u� (1 + o(1));
ãäå E(maxt2T �(t))�+ <1 è E(maxt2T �(t))�� <1.

Äëÿ óêàçàííîãî âûøå ñóáãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèÿ ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó ïðè u!1:

P (maxt2T �(t)pW > u) = E(maxt2T �(t))�+
�(1� �=2) u��(1 + o(1));

ãäå �(�)� ãàììà ôóíêöèÿ. Òîò æå ïîðÿäîê àñèìïòîòèêè ñîõðàíÿåòñÿ è
äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé óðîâíÿ (ñì. ðàíåå óïîìèíàâøóþñÿ ðà-
áîòó 9).
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ' óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2), à
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:
limu!1 u�P (� > u) = C; ãäå C � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, � > 0. Òîãäà
(i) åñëè � > �, òî ïðè u!1 èìååì ñîîòíîøåíèå

P (maxt2T '�(t)+� > u) =AE(maxt2T �(t))�+ +BE(maxt2T �(t))��
u� (1+o(1)):

(ii) åñëè � < �, òî ïðè u!1 èìååì ñîîòíîøåíèå
P (maxt2T '�(t) + � > u) = Cu��(1 + o(1)):

(iii) åñëè � = �, òî ïðè u!1 èìååì ñîîòíîøåíèå
P (maxt2T '�(t) + � > u) =

= AE(maxt2T �(t))�+ +BE(maxt2T �(t))�� + C
u� (1 + o(1)):

Ñëó÷àé ïðàâûõ ëåãêèõ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü f�(x)� ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � è �1 = supfx :f�(x)>
0g: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �1 <1:

Ïóñòü '� íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ f'(x)
è �2 = supfx : f'(x) > 0g <1: Äëÿ äîâîëüíî øèðîêîãî êëàññà ãàóññîâ-
ñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé (ñì. 1) èçâåñòíà àñèìïòîòèêà:

P (maxt2T �(t) > u) = huae�bu2(1 + o(1)); u!1; (3)
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ãäå h > 0; a� íåêîòîðûå êîíñòàíòû, b = 12maxt2T E�2(t) .Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ àñèìï-
òîòèêè âåðîÿòíîñòåé (1) èìåþò òîò æå õàðàêòåð (3).
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k = 0; 1; 2::: ïëîòíîñòü f�(x) k ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ñëåâà â òî÷êå x = �1; ïðè÷åì f (k)1 (�1) 6= 0,
a ïðè i < k : f (i)1 (�1) = 0: Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî l = 0; 1; 2::: ïëîò-
íîñòü f'(x) l ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ñëåâà â òî÷êå x = �2;
ïðè÷åì f (l)2 (�2) 6= 0, a ïðè i < l : f (i)2 (�2) = 0: Òîãäà âåðía àñèìïòî-
òèêà:

P (maxt2T '�(t) + � > u) = Kua�k�2l�3e� b(u��1)2�22 (1 + o(1)); u!1;
ãäå K = (�1)k+lhf (k)� (�1)f (l)' (�2)(2b)�k�l�2�22k+3l+5�a:

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé ïåðâîé ãëàâû ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà Ëàïëàñà 13 è åãî ìîäèôèêàöèé.
Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ âûñîêèå ýêñòðåìóìû óñëîâíî-ãàóññîâñêèõ

ïðîöåññîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû ñòàöèîíàðíîãî
ãàóññîâñêîãî è ñëó÷àéíûõ êâàäðàòè÷íîé èëè ëèíåéíîé ôóíêöèé.

Ïóñòü �(t); t 2 R� ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ
íóëåâûì ñðåäíèì è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé r(t) òàêîé, ÷òî äëÿ 0 <
� � 2 èìååì r(t) = 1� jtj� + o(jtj�) ïðè t! 0 è r(t) < 1; 8t > 0:

Ïóñòü � è � � 0� ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå â ñîâîêóïíî-
ñòè îò ïðîöåññà �(t). Ïóñòü f(y; x) = f�;�(y; x)� ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à f�j�(yjx) = f�;�(y; x)=f�(x)� óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü.

Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ñ ïëîòíîñòüþ f� îáîçíà÷èì � = supfx :
f�(x) > 0g, à äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ñ ïëîòíîñòüþ f� îáîçíà÷èì
�� = supfx : f�(x) > 0g. Ïóñòü �� < 1: Ïóñòü � < 1 è äëÿ íåêîòîðîãî
k = 0; 1; 2; ::: ïëîòíîñòü f�(x) k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ñëåâà
â òî÷êå �; ïðè÷åì f (l)� (�) = 0 äëÿ l = 0; :::; k � 1 è f (k)� (�) 6= 0:

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå f�j�(yj�) := limx!�� f�j�(yjx):
Àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ ýêñòðåìóìîâ óñëîâíî-ãàóñ-

ñîâñêèõ ïðîöåññîâ ñî ñëó÷àéíîé äèñïåðñèåé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî " > 0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � � "

ï.í. Ïîëîæèì
Pu;2 = P ( maxt2[�a;a] �(t)(� �

1
2�t

2) > u); Pu;1 = P (maxt2[0;a] �(t)(� � �t) > u);
13Ôåäîðþê Ì.Â. Àñèìïòîòèêà: Èíòeãðàëû è ðÿäû.Ì.: Íàóêà, 1977.
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ãäå a <p2"=�� â ïåðâîì ñëó÷àå è a < "=��� âî âòîðîì.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå	(u) = (1=p2�) R1u e�x2=2dx. Êàê èçâåñòíî,	(u) �

1=p2�u�1e�u2=2 ïðè u ! 1: Çäåñü è äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî a(u) � b(u)
ïðè u!1, åñëè ôóíêöèè a(u) è b(u) òàêèå, ÷òî limu!1 a(u)=b(u) = 1.
Òåîðåìà 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f�;�(y; x) íåïðåðûâíà ñëåâà
â òî÷êå x = � äëÿ ëþáîãî y 2 [0; �� ] è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ c(y) òàêàÿ
÷òî y�1=2f�j�(yjx) � c(y) è R ��0 c(y)dy <1:

1. Ïóñòü � < 2: Òîãäà
Pu;2 � (�1)kp2�H�E2(�)��2=�+3k+9=2f (k)� (�)u2=��3�2k	(u=�); u!1;
ãäå E2(�) = R ��0 y�1=2f�j�(yj�) dy.

2. Ïóñòü � = 2: Òîãäà
Pu;2 � (�1)k�3k+3f (k)� (�) eE2(�)u�2�2k	(u=�); u!1;

ãäå eE2(�) = R ��0
p(2� + y)=yf�j�(yj�) dy.

Òåîðåìà 2.2. 1. Ïóñòü � > 1: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò � > 0;
òàêîå, ÷òî ïëîòíîñòü f�;�(y; x) îãðàíè÷åíà íà [0; �� ]� [� � �; �]: Òîãäà
ïðè u!1

Pu;1 � (�1)k�3k+3f (k)� (�)u�2�2k	(u=�):
2a. Ïóñòü � < 1: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f�;�(y; x) íåïðåðûâíà

ñëåâà â òî÷êå x = � äëÿ ëþáîãî y 2 [0; �� ] è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ c(y)
òàêàÿ ÷òî y�1f�j�(yjx) � c(y) è R ��0 c(y)dy <1: Òîãäà

Pu;1 � (�1)kH��6+3k�2=�E1(�)f (k)� (�)u2=��4�2k	(u=�); u!1;
ãäå E1(�) = R ��0 y�1f�j�(yj�) dy.

2b. Ïóñòü � < 1: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f�;�(y; x) íåïðåðûâ-
íà ñëåâà â òî÷êå x = � äëÿ ëþáîãî y 2 [0; �� ] è óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü
f�j�(yj� = x) íåïðåðûâíà â òî÷êå y = 0 ðàâíîìåðíî ïî âñåì x 2 [�� �; �]
äëÿ íåêîòîðîãî � > 0 è f�j�(0j�) > 0. Òîãäà ïðè u!1

Pu;1 � 2(�1)kH��5+3k�2=�f�j�(0j�)f (k)� (�)u2=��4�2k log u	(u=�):
3a. Ïóñòü � = 1: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f�;�(y; x) íåïðåðûâíà

ñëåâà â òî÷êå x = � äëÿ ëþáîãî y 2 [0; �� ] è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ c(y)
òàêàÿ ÷òî y�1f�j�(yjx) � c(y) è R ��0 c(y)dy <1: Òîãäà ïðè u!1

Pu;1 � (�1)k�3k+3f (k)� (�)H1(�)	(u=�);
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ãäå H1(�)= R ��0 expfmax[0;1](
p2B(t)�(1+y=�)t)gf�j�(yj�) dy; 0 < H1(�) < 1;

B(t)� ñòàíäàðòíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.
3b. Ïóñòü � = 1: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f�;�(y; x) íåïðåðûâ-

íà ñëåâà â òî÷êå x = � äëÿ ëþáîãî y 2 [0; �� ] è óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü
f�j�(yj� = x) íåïðåðûâíà â òî÷êå y = 0 ðàâíîìåðíî ïî âñåì x 2 [�� �; �]
äëÿ íåêîòîðîãî � > 0 è f�j�(0j�) > 0. Òîãäà ïðè u!1

Pu;1 � 2(�1)k�3+3kf (k)� (�)f�j�(0j�)u�2�2k log u	(u=�):
Àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ ýêñòðåìóìîâ óñëîâíî-ãàóñ-

ñîâñêèõ ïðîöåññîâ ñî ñëó÷àéíûì ñðåäíèì.
Ïîëîæèì P+u;2 = P (maxt2[�a;a] �(t)+��12�t2 > u) è P+u;1 = P (maxt2[0;a] �(t)+

� � �t > u).
Òåîðåìà 2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f�;�(y; x) íåïðåðûâíà ñëåâà
â òî÷êå x = � äëÿ ëþáîãî y 2 [0; �� ] è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ c(y) òàêàÿ
÷òî y�1=2f�j�(yjx) � c(y) è R ��0 c(y)dy <1: Òîãäà ïðè 0 < � � 2

Pu;2 � (�1)kp2�H�E2(�)f (k)� (�)u2=��3=2�k	(u� �); u!1
ãäå E2(�) = R ��0 y�1=2f�j�(yj�) dy.
Òåîðåìà 2.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f�;�(y; x) íåïðåðûâíà ñëåâà
â òî÷êå x = � äëÿ ëþáîãî y 2 [0; �� ].

1a. Ïóñòü � < 2 è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ c(y) òàêàÿ ÷òî y�1f�j�(yjx) �
c(y) è R ��0 c(y)dy <1:Òîãäà

Pu;1 � (�1)kH�E1(�)f (k)� (�)u2=��2�k	(u� �); u!1;
ãäå E1(�) = R ��0 y�1f�j�(yj�) dy.

1b. Ïóñòü � < 2 è ñóùåñòâóåò � > 0 òàêîå, ÷òî óñëîâíàÿ ïëîò-
íîñòü f�j�(yj� = x) íåïðåðûâíà â òî÷êå y = 0 ðàâíîìåðíî ïî âñåì
x 2 [� � �; �] è f�j�(0j�) > 0: Òîãäà ïðè u!1

Pu;1 � (�1)kH�f�(0j�)f (k)� (�)u2=��2�k log u	(u� �):
2. Ïóñòü � = 2 è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ c(y) òàêàÿ, ÷òî y�1f�j�(yjx) �

c(y) è R ��0 c(y)dy <1: Òîãäà ïðè u!1
Pu;1 � (�1)kf (k)� (�) eE1(�)u�k�1	(u� �);

ãäå eE1(�) = R ��0 (�(y=p2) + e�y2=4p�y )f�j�(yj�) dy, à �(x) = P (� � x), ��
ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
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Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé âòîðîé ãëàâû ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà äâîéíûõ ñóìì è àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà Ëàïëàñà è åãî îáîáùåíèé.
Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ àñèìïòîòèê âåðîÿòíîñòåé âû-

ñîêèõ âûáðîñîâ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ïðîöåññîâ: ñòàöèîíàðíîãî ãàóñ-
ñîâñêîãî è ïðîöåññà, óäîâëåòâîðÿþùåãî îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì ðåãó-
ëÿðíîñòè.

Ïóñòü �(t); t 2 R� ãàóññîâñêèé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ íóëåâûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé r(t); òàêîé ÷òî
r(t) = 1� jtj� + o(jtj�); 0 < � � 2 ïðè t! 0 è r(t) < 1 äëÿ âñåõ t > 0.

Ïóñòü �(t); t 2 R� ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, íå çàâèñÿùèé îò �(t):
Äàëåå ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè íèæåñëåäóþùèå óñëîâèÿ

A;B;C;D:
A. �(t) � òðè ðàçà ï.í. íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé è ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åííûé âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïðîöåññ, ò.å. äëÿ ëþáîãî îãðà-
íè÷åííîãî B è íåñëó÷àéíîãî C(B) <1 ï.í. èìååò ìåñòî

supB (j�(t)j+ j�000(t)j) � C(B):

B.Äëÿ ëþáîãî t 2 R ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ft(x; y; z):=f�(t);�0(t);�00(t)(x; y; z)
âåêòîðà (�(t); �0(t); �00(t)) ñóùåñòâóåò è äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî B � R
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà B � R3:
C. Äëÿ ëþáîãî t è äëÿ ëþáîãî x; òàêèõ ÷òî f�(t)(x) > 0 èìååò ìåñòî
f�0(t)j�(t)(0jx) > 0:

Îáîçíà÷èì �(t) := supfx : f�(t)(x) > 0g è (�00(t))� := �minf�00(t); 0g:
D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �(�(t)) � � äëÿ âñåõ t 2 [�
; T + 
]; 
 > 0:
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ïðîöåññà �(t) íå âû-
ðîæäåíû â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî � > 0 óñëîâèÿ �0(t) = 0
è �00(t) < 0 âëåêóò �00(t) � ��: Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ðàâíîìåðíî
ïî âñåì t èìååò ìåñòî limx!�� f�0(t)j�(t)(0jx) =: f�0(t)j�(t)(0j�) > 0 ( ìû
äîïóñêàåì ìàêñèìóìû ëþáîé âûñîòû ). Ïóñòü òàêæå ðàâíîìåðíî ïî
âñåì t ôóíêöèÿ

Et(x) := E(((�00(t))�)1=2 j �(t) = x; �0(t) = 0)
íåïðåðûâíà â òî÷êå � è Et(�) := limx!��Et(x) > 0: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî t è íåêîòîðîãî k = 0; 1; 2; :::; ïëîòíîñòü f�(t)(x) ðàâíîìåðíî
ïî âñåì t k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ñëåâà â òî÷êå �; ïðè÷åì
f (l)�(t)(�) = 0 äëÿ l = 0; :::; k � 1 è f (k)�(t)(�) 6= 0:
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Òåîðåìà 3.1. Åñëè �(t)� ï.í. ïîëîæèòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, òî
ïðè � < 2
limu!1

P (maxt2[0;T ] �(t)�(t) > u)
u2=��3�2k	(u=�) R T0 (�1)kf (k)�(t)f�0(t)j�(t)(0j�)Et(�)dt

= p2�H��3k+9=2�2=�;

Â ñëó÷àå � = 2 ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ àñèìïòîòèêà
èìååò ïîðÿäîê Hu�2�2k	(u=�); 0 < H <1:
Òåîðåìà 3.2. Ïðè 0 < � � 2

limu!1
P (maxs2[0;T ] �(s) + �(s) > u)

u2=��3=2�k	(u� �) R T0 (�1)kf (k)�(t)f�0(t)j�(t)(0j�)Et(�)dt
= p2�H�:

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3.1, 3.2 ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè
òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ (ñì. 1; 14), ìåòîäà äâîéíûõ ñóìì, à òàêæå àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ìåòîäà Ëàïëàñà è åãî ìîäèôèêàöèé. Äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåòñÿ
íà ñîîáðàæåíèè, ÷òî ñëó÷àéíûé òî÷å÷íûé ïðîöåññ ëîêàëüíûõ ìàêñèìó-
ìîâ f(t; �(t); �00(t)) : �0(t) = 0; �00(t)) < 0g ðåãóëÿðíûé ñ èíòåíñèâíîñòüþ

�(t; x; z) = jzjIz<0f�(t);�0(t);�00(t)(x; 0; z):
è òîëüêî áåñêîíå÷íî ìàëûå îêðåñòíîñòè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ âíîñÿò
âêëàä â àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé âûñîêèõ ýêñòðåìóìîâ.

Àâòîð ïðèíîñèò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-
äèòåëþ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ïèòåðáàð-
ãó Âëàäèìèðó Èëüè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è
âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Â ñòàòüå "Ýêñòðåìóìû ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåò-ðàìè"Ïèòåðáàðãó Â.È. ïðèíàäëåæèò èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîéòåîðèè òî÷å÷íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1, àòàêæå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ � = 2 â Òåîðåìå 2 è ñëó÷àÿ � � 1â Òåîðåìå 3. Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû, à èìåííî Òåîðåìà 2 äëÿ � < 2,Òåîðåìà 3 äëÿ � < 1, à òàêæå Òåîðåìû 4,5,6 äîêàçàíû Ðóìÿíöåâîé Å.Â.
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