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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðåäìåò äèññåðòàöèè îòíîñèòñÿ ê òîïîëîãè-
÷åñêîé ãîìîëîãèè � îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, èçó÷àþùåé áà-
íàõîâû è ëîêàëüíî âûïóêëûå òîïîëîãè÷åñêèå àëãåáðû è èõ íåïðåðûâíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ (áàíàõîâû è òîïîëîãè÷åñêèå ìîäóëè) ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäîâ ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû. Ïîÿâëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ãîìîëîãèè
áûëî ñòèìóëèðîâàíî å¼ �âíåãîìîëîãè÷åñêèìè� ïðèëîæåíèÿìè. Íàïðè-
ìåð, íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ ðàñøèðåíèé áàíàõîâûõ àëãåáð áûëà çàìå-
÷åíà åù�å â 1954 ãîäó Í. Äàíôîðäîì ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ1. Â 1962 ãîäó Ã. Êàìîâèö2, èñïîëüçóÿ áàíàõîâ àíàëîã êîìïëåêñà
Õîõøèëüäà, îïðåäåëèë ãðóïïû êîãîìîëîãèé Hn(A,X), n = 0, 1, . . . áàíà-
õîâîé àëãåáðû A ñ êîýôôèöèåíòàìè â áàíàõîâîì A-áèìîäóëå X è, â ÷àñò-
íîñòè, óñòàíîâèë áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
ñèíãóëÿðíûõ ðàñøèðåíèé A c ïîìîùüþ X è ýëåìåíòàìè H2(A,X). Âïî-
ñëåäñòâèè ãðóïïû êîãîìîëîãèé áàíàõîâûõ àëãåáð ïðèìåíÿëèñü ê çàäà-
÷àì, ñâÿçàííûì ñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè, ðàñøèðåíèÿìè è âîçìóùåíè-
ÿìè áàíàõîâûõ àëãåáð3, c àìåíàáåëüíûìè ëîêàëüíî êîìïàêòíûìè ãðóï-
ïàìè4.

Â 1970 ãîäó À. ß. Õåëåìñêèì5 áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá ïåðåíåñòè ïîíÿ-
òèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ è ðåçîëüâåíò íà ñëó÷àé áàíàõîâûõ àëãåáð è
ìîäóëåé. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî âîçìîæíî îñóùåñòâèòü ïðè ïîìîùè ñïåöè-
àëüíîãî îòíîñèòåëüíîãî âàðèàíòà ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû, â îñíîâå êî-
òîðîãî ëåæèò ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíîãî áàíàõîâà ìîäóëÿ. Êàê
è â òåîðèè àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ýòîò ïîäõîä ïðåäîñòàâèë âîçìîæíîñòü
ïîäîéòè ê èçó÷åíèþ êîãîìîëîãèé áàíàõîâûõ àëãåáð ñ áîëåå îáùåé òî÷êè
çðåíèÿ è, êðîìå òîãî, îòêðûë íîâûå ïîëåçíûå îáúåêòû äëÿ èçó÷åíèÿ. Ñ
ýòîãî âðåìåíè îáùèå ãîìîëîãè÷åñêèå ìåòîäû ñòàëè àêòèâíî ïðèìåíÿòü-
ñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðèè áàíàõîâûõ àëãåáð. Îíè äàëè âîçìîæ-
íîñòü ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ñóùåñòâîâàíèè àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû
â ñïåêòðå êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû6, ïîëó÷èòü ãîìîëîãè÷åcêèå
êðèòåðèè äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ, òàêèõ êàê ïàðàêîìïàêòíîñòü7 è

1Dunford N. Spectral operators. Paci�c J. Math. 4 (1954), 321�354.
2Kamowitz H. Cohomology groups of commutative Banach algebras. Trans. Amer. Math. Soc. 102

(1962), 352�372.
3Raeburn I., Taylor J. L. Hochschild cohomology and perturbations of Banach algebras. J. Funct.

Anal. 25 (1977), 258�266.
4 Johnson B. E. Cohomology in Banach algebras. Mem. Amer. Math. Soc. 127 (1972).
5Õåëåìñêèé À. ß. Î ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè íîðìèðîâàííûõ ìîäóëåé íàä áàíàõîâûìè àë-

ãåáðàìè. Ìàòåì. ñá. 81 (123) (1970), 430�444.
6Ïóãà÷ Ë. È. Ïðîåêòèâíûå è ïëîñêèå èäåàëû ôóíêöèîíàëüíûõ àëãåáð, èõ ñâÿçü ñ àíàëèòè÷åñêîé

ñòðóêòóðîé. Ìàòåì. çàìåòêè 31 (1982), âûï. 2, 223�229.
7Õåëåìñêèé À. ß. Îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî ïðîåêòèâíûõ èäåàëîâ â àëãåáðàõ C(Ω). ÄÀÍ ÑÑÑÐ

195 (1970), 1286�1289.
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ìåòðèçóåìîñòü, äîêàçàòü ñèëüíûå òåîðåìû î ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâàõ àë-
ãåáð ôîí Íîéìàííà è äðóãèõ ñàìîñîïðÿæåííûõ8 è íåñàìîñîïðÿæ�åííûõ
îïåðàòîðíûõ àëãåáð.

Îäèí èç åñòåñòâåííûõ âîïðîñîâ ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè áàíàõîâûõ
îïåðàòîðíûõ àëãåáð, ðàññìàòðèâàåìûé â äàííîé äèññåðòàöèè, � êîãäà
òàêèå àëãåáðû ïðîñòðàíñòâåííî ïðîåêòèâíû? Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð-
íàÿ àëãåáðà A íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íî ïðîåêòèâíîé, åñëè ëåâûé áàíàõîâ A-ìîäóëü E ñ åñòåñòâåííûì âíåø-
íèì óìíîæåíèåì a · x = a(x) äëÿ âñåõ a ∈ A è x ∈ E ïðîåêòèâåí. Îäíî
íåîáðåìåíèòåëüíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîåêòèâíî-
ñòè îïåðàòîðíîé àëãåáðû � íàëè÷èå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî ñòîëáöà
îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ â óíèòàëèçàöèè ýòîé àëãåáðû � ïðèíàäëåæèò
Þ. Î. Ãîëîâèíó. Íàïîìíèì, ÷òî ñòîëáöîì îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ âèäà f(·)x, ãäå f �ôèêñèðîâàííûé íåíóëå-
âîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E,
à x ïðîáåãàåò âñ�å ïðîñòðàíñòâî E. Äëÿ âàæíîãî êëàññà íåñàìîñîïðÿæ¼í-
íûõ îïåðàòîðíûõ àëãåáð � äëÿ CSL-àëãåáð, â ÷àñòíîñòè äëÿ ãíåçäîâûõ
àëãåáð íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, Ãîëîâèí9 äîêàçàë íåîáõîäèìîñòü
ýòîãî óñëîâèÿ â ñëó÷àå, êîãäà àëãåáðà íåðàçëîæèìà. Äëÿ íåðàçëîæèìûõ
ïðîñòðàíñòâåííî ïðîåêòèâíûõ C∗-àëãåáð íàëè÷èå ñòîëáöà îäíîìåðíûõ
îïåðàòîðîâ ñëåäóåò èç îïèñàíèÿ âñåõ ïðîåêòèâíûõ ãèëüáåðòîâûõ ìîäó-
ëåé íàä C∗-àëãåáðàìè, äàííîãî À. ß. Õåëåìñêèì10.

Òåì íå ìåíåå äîëãîå âðåìÿ íå áûëî èçâåñòíî ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâåí-
íî ïðîåêòèâíûõ ðåôëåêñèâíûõ è/èëè ïîëóïðîñòûõ íåðàçëîæèìûõ îïå-
ðàòîðíûõ àëãåáð íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå íå ñîäåðæàò
ñòîëáöà îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðèìåð òàêîé àëãåáðû (òàê íàçûâàåìàÿ
àëãåáðà Ñîáîëåâà) ïðåäñòàâëåí â äàííîé äèññåðòàöèè, ïðè÷�åì ýòà àëãåá-
ðà îêàçûâàåòñÿ îäíîâðåìåííî è ïîëóïðîñòîé, è ðåôëåêñèâíîé. Òàêæå â
äèññåðòàöèè èçó÷åíû íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà íåðàçëîæèìûõ îïåðà-
òîðíûõ àëãåáð, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîåêòèâíîñòüþ.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â äèññåðòàöèè, ñâÿçàíà ñ ÿâëåíè-
åì àìåíàáåëüíîñòè, âîçíèêøåì â òåîðèè ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ãðóïï è çàòåì îáîáù¼ííûì ïðè ïîìîùè ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè
áàíàõîâûõ àëãåáð. Â 1972 ãîäó Á. Å. Äæîíñîí ââ�åë ïîíÿòèå àìåíàáåëüíîé
áàíàõîâîé àëãåáðû. Ýòî íàçâàíèå îïðàâäàíî áëàãîäàðÿ òåîðåìå Äæîíñî-
íà è Ðèíãðîóçà: ãðóïïîâàÿ àëãåáðà L1(G) àìåíàáåëüíà òîãäà è òîëüêî

8Õåëåìñêèé À. ß. Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ñóùíîñòü àìåíàáåëüíîñòè ïî Êîííó: èíúåêòèâíîñòü ïðåäó-
àëüíîãî áèìîäóëÿ. Ìàòåì. ñá. 180 (1989), 1680�1690.

9 Ãîëîâèí Þ. Î. Êðèòåðèé ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîåêòèâíîñòè íåðàçëîæèìîé îïåðàòîðíîé CSL-
àëãåáðû. Óñïåõè ìàòåì. íàóê 49 (1994), âûï. 4, 161�162.

10Helemskii A. Ya. Projective homological classi�cation of C∗-algebras. Comm. in algebra 26 (1998),
� 3, 977�996.

2



òîãäà, êîãäà ãðóïïà G àìåíàáåëüíà.
Ìíîãèå àâòîðû èññëåäîâàëè àìåíàáåëüíîñòü òàê íàçûâàåìûõ äóàëü-

íûõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Ñàìûå èçâåñòíûå ïðèìåðû äóàëüíûõ áàíàõîâûõ
àëãåáð � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà ôîí Íîéìàííà è àëãåáðà ìåð M(G)
íà ëþáîé ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå G. Äëÿ íèõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå
èñïîëüçîâàòü áîëåå ìÿãêîå ïîíÿòèå àìåíàáåëüíîñòè � òàê íàçûâàåìóþ
àìåíàáåëüíîñòü ïî Êîííó, ó÷èòûâàþùåå èõ äóàëüíîñòü êàê áèìîäóëåé
íàä ñîáîé.

Äëÿ àìåíàáåëüíîñòè ïî Êîííó àëãåáð ôîí Íîéìàííà èçâåñòåí êðèòå-
ðèé íà ÿçûêå ãîìîëîãèè áàíàõîâûõ àëãåáð. À èìåííî, À. ß. Õåëåìñêèì8

äîêàçàíî, ÷òî àëãåáðà ôîí Íîéìàííà A àìåíàáåëüíà ïî Êîííó òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåäóàëüíûé áèìîäóëü A∗ èíúåêòèâåí. Îäíàêî ïðî-
äîëæèòåëüíîå âðåìÿ íå áûëî èçâåñòíî, âåðåí ëè ïîäîáíûé êðèòåðèé äëÿ
äðóãèõ äóàëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð (çàäà÷à 2411).

Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî îòìå÷åííûé âûøå êðèòåðèé Õåëåìñêîãî
àìåíàáåëüíîñòè ïî Êîííó àëãåáð ôîí Íîéìàííà íå ïåðåíîñèòñÿ íà àë-
ãåáðû ìåð M(G). Áîëåå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé áåñêîíå÷íîé äèñ-
êðåòíîé ãðóïïû G, íàïðèìåð, óæå äëÿ G = Z, ïðåäóàëüíûé áèìîäóëü
c0(G) àëãåáðû ìåð M(G) (â ñëó÷àå äèñêðåòíîé ãðóïïû M(G) = l1(G))
íå èíúåêòèâåí, õîòÿ ñàìà àëãåáðà M(G) çàâåäîìî àìåíàáåëüíà ïî Êîííó
â ñëó÷àå àìåíàáåëüíîé ãðóïïû G.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ è îöåíêå
îñíîâíûõ ãîìîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àë-
ãåáð � ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè è áèðàçìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îñîáîå âíè-
ìàíèå óäåëåíî êëàññó àëãåáð C(Ω) (íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàê-
òàõ Ω).

Âîïðîñ î âû÷èñëåíèè ãîìîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòåé àëãåáð C(Ω), íåñ-
ìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó, îêàçàëñÿ âåñüìà òðóäíûì. Äàæå äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà Ω = [0, 1], çíà÷åíèÿ ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè è áèðàçìåðíîñòè
àëãåáðû C(Ω) äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíû. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé çàòðóäíåíèé,
âîçíèêàþùèõ çäåñü, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîå ñòðîåíèå ïðîåêòèâíûõ òåíçîðíûõ
ïðîèçâåäåíèé àëãåáð C(Ω) (òàê íàçûâàåìûõ àëãåáð Âàðîïóëîñà).

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå î ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè À. ß. Õå-
ëåìñêîãî12, ëþáàÿ êîììóòàòèâíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà A ñ áåñêîíå÷íûì
ñïåêòðîì èìååò ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü dg A ñòðîãî áîëüøóþ åäèíè-
öû (ýòà òåîðåìà íå èìååò àíàëîãîâ íè äëÿ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð, íè äëÿ
ëîêàëüíî âûïóêëûõ àëãåáð). Â òî æå âðåìÿ äëÿ öåëîãî ðÿäà êîììóòà-
òèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð, íàïðèìåð, äëÿ A = c0, `1 èëè L1(T), âûïîë-

11Runde V. Lectures on amenability. Lecture Notes in Mathematics, 1774, Springer Verlag, Berlin,
2002.

12Õåëåìñêèé À. ß. Íèçøèå çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ãëîáàëüíîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ
ôóíêöèîíàëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Òðóäû ñåìèíàðà èì. È. Ã. Ïåòðîâñêîãî 3 (1978), 223�242.
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íåíî dg A = 2. Áîëåå îáùî, åñëè A áåñêîíå÷íîìåðíà è ïðåäñòàâèìà â
âèäå A0 ⊕ A1 ⊕ · · · ⊕ An, ãäå A0 � áèïðîåêòèâíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ (ò. å.
ïîëóïðîñòàÿ è êîììóòàòèâíàÿ) áàíàõîâà àëãåáðà, à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå
ñóòü óíèòàëèçàöèè áèïðîåêòèâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð,
òî dg A = 2. Äî ñèõ ïîð, îäíàêî, íå áûëî èçâåñòíî íè îäíîãî ïðèìå-
ðà àëãåáðû ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè 2, íå ïðèíàäëåæàùåé óêàçàííîìó
êëàññó.

Â äèññåðòàöèè ïîñòðîåí íîâûé êëàññ ïðèìåðîâ êîììóòàòèâíûõ áàíà-
õîâûõ àëãåáð ñ óêàçàííîé ãîìîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé. Ýòî àëãåáðû
C(Ω) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà òàêîì ìåòðèçóåìîì êîìïàêòå Ω, ó
êîòîðîãî ïðîèçâîäíîå ìíîæåñòâî íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïóñòî.

Â äèññåðòàöèè òàêæå ðàññìîòðåí âîïðîñ î ïîâåäåíèè ãîìîëîãè÷åñêèõ
ðàçìåðíîñòåé óíèòàëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð è áàíàõîâûõ ìîäóëåé íàä
íèìè ïîä äåéñòâèåì îïåðàöèè ïðîåêòèâíîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Âîïðîñû òàêîãî ðîäà èçó÷àëèñü ðàíåå ìíîãèìè àâòîðàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî
âî âñåõ êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ, ðàññìîòðåííûõ â ýòèõ ðàáîòàõ, ãîìîëîãè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé áàíàõîâûõ àëãåáð èëè
ìîäóëåé ðàâíû ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèê ñîìíîæèòå-
ëåé. Íàïðèìåð, �ôîðìóëû àääèòèâíîñòè� äëÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ ðàçìåð-
íîñòåé áàíàõîâûõ àëãåáð â äîâîëüíî áîëüøîé îáùíîñòè áûëè ïîëó÷åíû
Þ. Â. Ñåëèâàíîâûì13: Åñëè A � óíèòàëèçàöèÿ áèïðîåêòèâíîé êîì-
ìóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû ñ áåñêîíå÷íûì ñïåêòðîì, à B � ïðî-
èçâîëüíàÿ óíèòàëüíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà, òî dg A ⊗̂B = dg A + dg B è
db A ⊗̂B = db A + db B.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îáùèõ óíèòàëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð êîíòð-
ïðèìåðîâ ê ýòèì ðàâåíñòâàì íå íàéäåíî. Òàêæå âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
ïîäîáíûå ôîðìóëû àääèòèâíîñòè � ñïåöèôè÷åñêîå ñâîéñòâî áàíàõîâûõ
àëãåáð, íå èìåþùåå àíàëîãîâ â ÷èñòîé àëãåáðå.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ôîðìóëû àääèòèâíîñòè äëÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ
ðàçìåðíîñòåé áàíàõîâûõ àëãåáð è ìîäóëåé ïîëó÷åíû äëÿ íîâîãî êëàñ-
ñà êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð; à èìåííî, äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå
àëãåáð C(Ω) íà ìåòðèçóåìûõ êîìïàêòàõ Ω, ó êîòîðûõ ïðîèçâîäíîå ìíî-
æåñòâî íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïóñòî. À êðîìå òîãî, ýòè ôîðìóëû
óñòàíîâëåíû òàêæå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð Âàðîïóëîñà.

Àëãåáðû C(Ω) åñòåñòâåííî è ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ ãîìîëî-
ãè÷åñêîé òåîðèè ñòðîãèõ áàíàõîâûõ àëãåáð, ò. å. òàêèõ àëãåáð, óìíîæåíèå
êîòîðûõ, êàê áèëèíåéíûé îïåðàòîð, äîïóñêàåò ëèíåàðèçàöèþ, íåïðåðûâ-
íóþ ïî îòíîøåíèþ ê ñëàáîé òåíçîðíîé íîðìå â A⊗A. Ñòðîãèå áàíàõî-
âû àëãåáðû áûëè ââåäåíû â ðàáîòå Í. Âàðîïóëîñà14 ïîä èìåíåì èíú-

13 Selivanov Yu. V. Homological dimensions of tensor products of Banach algebras. Banach Algebras'97
(ed. E. Albrecht and M. Mathieu). Berlin, Walter de Gruyter, 1998, 441�459.

14Varopoulos N. Th. Some remarks on Q-algebras. Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 22 (1972), � 4, 1�11.
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åêòèâíûõ àëãåáð. Ãîìîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñòðîãèõ àëãåáð áûëà ïîñòðî-
åíà Å. Ø. Êóðìàêàåâîé15. Ïðåæäå âñåãî, äëÿ íèõ íåâåðíà �òåîðåìà î
ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè�. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Êóðìàêàåâîé äëÿ
ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìåòðèçóåìîãî êîìïàêòà Ω âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
dg⊗̌C(Ω) = db⊗̌C(Ω) = 1. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñòðîãèå
ãîìîëîãè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè â îáùåì ñëó÷àå íå àääèòèâíû. (Ñèìâîëû
dg⊗̌ è db⊗̌, ñîîòâåòñòâåííî, îáîçíà÷àþò ãëîáàëüíóþ ðàçìåðíîñòü è áè-
ðàçìåðíîñòü äëÿ ñòðîãèõ àëãåáð.) Â òî æå âðåìÿ âîïðîñ î òîì, êàêèå
çíà÷åíèÿ, êðîìå 0 è 1, ïðèíèìàþò ñòðîãèå ãîìîëîãè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè
àëãåáð C(Ω) èëè äðóãèõ ñòðîãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ àëãåáð äî ñèõ ïîð íå
áûë èññëåäîâàí. (Îòìåòèì, ÷òî â �ñòàíäàðòíîé� ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè
áàíàõîâûõ àëãåáð ïîäîáíûé âîïðîñ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì16.)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äàí ïîëíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ. À èìåííî, óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ó ñòðîãîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè è ó ñòðîãîé áèðàçìåðíî-
ñòè íåò çàïðåùåííûõ çíà÷åíèé â êëàññå àëãåáð C(Ω).

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå ãîìîëî-
ãè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåêîòîðûõ �àëãåáð àíàëèçà�: ôóíêöèîíàëüíûõ, ãðóï-
ïîâûõ è îïåðàòîðíûõ àëãåáð. Ýòè àëãåáðû èçó÷àþòñÿ â ðàìêàõ îáùåé
òåîðèè áàíàõîâûõ àëãåáð èëè â ðàìêàõ òåîðèè òàê íàçûâàåìûõ ñòðîãèõ
àëãåáð. Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû ãðóïïèðóþòñÿ âîêðóã ñëåäóþùèõ òåì:
� èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ îïåðàòîðíûõ àëãåáð, ñâÿçàííûõ ñ ïðîåêòèâíî-
ñòüþ ïðîñòðàíñòâåííîãî ìîäóëÿ;
� ðåøåíèå çàäà÷è îá èíúåêòèâíîñòè ïðåäóàëüíîãî áèìîäóëÿ äëÿ àëãåáðû
ìåð íà äèñêðåòíîé ãðóïïå;
� âû÷èñëåíèå ãîìîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê àëãåáð íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé íà êîìïàêòàõ ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå òåíçîðíûõ ïðî-
èçâåäåíèé ýòèõ àëãåáð.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþò-
ñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ
ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû àâòîðà:

1) Ïðåäñòàâëåí ïðèìåð (àëãåáðà Ñîáîëåâà) íåðàçëîæèìîé ïðîñòðàí-
ñòâåííî ïðîåêòèâíîé ðåôëåêñèâíîé è îäíîâðåìåííî ïîëóïðîñòîé îïå-
ðàòîðíîé àëãåáðû íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò
ñòîëáöà îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åíû îáùèå ðåçóëüòàòû î ñâÿçè
íåïðèâîäèìîñòè, ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîåêòèâíîñòè îïåðàòîðíîé àëãåá-
ðû, íåòðèâèàëüíîñòè å¼ êîììóòàíòà è âîçìîæíûì íàëè÷èåì â ñàìîé

15Êóðìàêàåâà Å. Ø. Çàâèñèìîñòü ñòðîãîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè C(Ω) îò òîïîëîãèè Ω.
Ìàòåì. çàìåòêè 55 (1994), âûï. 3, 76�83.

16Helemskii A. Ya. 31 problems of the homology of the algebras of analysis. Linear and complex
analysis, Problem Book 3. Part 1. Lecture Notes in Math. 1573. Springer, Berlin, 1994, 54�78.
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àëãåáðå èëè â å¼ óíèòàëèçàöèè ñòîëáöà îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ. Èçó-
÷åí âîïðîñ î ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîåêòèâíîñòè àëãåáðû Õàðäè, à òàêæå
âîïðîñ î ñëàáîé àìåíàáåëüíîñòè àëãåáðû Ñîáîëåâà.

2) Äîêàçàíà íåèíúåêòèâíîñòü ïðåäóàëüíîãî áèìîäóëÿ äëÿ àëãåáð
ìåð íà áåñêîíå÷íûõ äèñêðåòíûõ ãðóïïàõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî àëãåáðà ìåð
íà àìåíàáåëüíîé ãðóïïå àìåíàáåëüíà ïî Êîííó, ýòîò ôàêò îòðèöàòåëüíî
ðåøàåò èçâåñòíûé âîïðîñ îá èíúåêòèâíîñòè ïðåäóàëüíîãî áèìîäóëÿ äëÿ
òàêèõ àëãåáð11.

3) Ïðèâåäåíû íîâûå ïðèìåðû êîììóòàòèâíûõ ïîëóïðîñòûõ áàíàõî-
âûõ àëãåáð ãëîáàëüíîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè è ãîìîëîãè÷åñêîé
áèðàçìåðíîñòè äâà.

4) Èçó÷åí âîïðîñ î ïîâåäåíèè ãîìîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê óíè-
òàëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð ïîä äåéñòâèåì îïåðàöèè ïðîåêòèâíîãî òåí-
çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äëÿ íîâîãî êëàññà áàíàõîâûõ àëãåáð äîêàçàíû
ôîðìóëû àääèòèâíîñòè äëÿ ãëîáàëüíîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè è
ãîìîëîãè÷åñêîé áèðàçìåðíîñòè áàíàõîâûõ àëãåáð.

5) Èçó÷åíû ñâîéñòâà ñòðîãèõ ãîìîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñòðî-
ãèõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Äîêàçàíû ôîðìóëû àääèòèâíîñòè äëÿ ñòðîãîé
ãëîáàëüíîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè è ñòðîãîé ãîìîëîãè÷åñêîé áè-
ðàçìåðíîñòè ñëàáûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåêîòîðûõ àëãåáð íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî ó ýòèõ õàðàê-
òåðèñòèê íåò çàïðåùåííûõ çíà÷åíèé â êëàññå àëãåáð C(Ω).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû íàñòîÿùåé ðàáîòû ìîãóò íàéòè
ïðèìåíåíèå â ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè áàíàõîâûõ àëãåáð, òåîðèè îïåðàòî-
ðîâ è îïåðàòîðíûõ àëãåáð, àáñòðàêòíîì ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ëè-
íåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è àë-
ãåáð), ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû, òåîðèè ìíî-
æåñòâ è òîïîëîãèè. Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå ìåòîäû ãî-
ìîëîãè÷åñêîé òåîðèè áàíàõîâûõ àëãåáð (òåõíèêà äîïóñòèìûõ ðåçîëüâåíò
è �òîïîëîãè÷åñêèõ� ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ, ñïåöèàëüíûå ðåçîëüâåíòû
è �äèàãîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ� òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è ìîäóëåé).

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñå-
ìèíàðå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîôåññîðà À. ß. Õåëåìñêîãî (íåîäíîêðàòíî ñ 1996 ïî 2007 ãîä), íà ñå-
ìèíàðå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÊÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì
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ïðîôåññîðà À. Í. Øåðñòí¼âà (Êàçàíü, 2007), à òàêæå íà ðàçëè÷íûõ çà-
ðóáåæíûõ ñåìèíàðàõ � â Ïàðèæå (óíèâåðñèòåò Ïàðèæ 6-7, Ôðàíöèÿ,
2003), â Ðåéìñå (óíèâåðñèòåò Ðåéìñà, Ôðàíöèÿ, 2003), â Ñàðàãîñå (óíè-
âåðñèòåò Ñàðàãîñû, Èñïàíèÿ, 2005).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü òàêæå íà Ìåæäóíàðîäíûõ
êîíôåðåíöèÿõ �C∗-àëãåáðû è ýëëèïòè÷åñêàÿ òåîðèÿ� (öåíòð Áàíàõà, Áåä-
ëåâî, Ïîëüøà, 2004), �Áàíàõîâû àëãåáðû 2005� (óíèâåðñèòåò Áîðäî, Áîð-
äî, Ôðàíöèÿ, 2005), �Îïåðàòîðíûå àëãåáðû è òîïîëîãèÿ� (ÌÃÓ, Ìîñêâà,
2007), íà âåñåííåé øêîëå ïî íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè (öåíòð Áàíàõà,
Âàðøàâà, Ïîëüøà, 2005).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
ðàáîòàõ àâòîðà [1�5], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè
ãëàâ (ïðîíóìåðîâàííûõ ñ 0 ïî 5) è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 91
íàèìåíîâàíèå. Ãëàâà 0 ðàçäåëåíà íà 4 ïàðàãðàôà. Îáùèé îáú¼ì äèññåð-
òàöèè � 83 ñòðàíèöû.

ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð è îáúÿñíÿåòñÿ ïðîèñ-
õîæäåíèå çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â äèññåðòàöèè. Òàì æå îïèñàíà ñòðóêòó-
ðà è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé
ïðîåêòèâíîñòè îïåðàòîðíîé àëãåáðû, ñòîëáöà îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ,
àìåíàáåëüíûõ ïî Äæîíñîíó è ïî Êîííó áàíàõîâûõ àëãåáð, èíúåêòèâíî-
ãî áàíàõîâà áèìîäóëÿ, à òàêæå îïðåäåëåíèå ñòðîãîé áàíàõîâîé àëãåáðû.

Ãëàâà 0 èìååò ââîäíûé õàðàêòåð. Â íåé ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðå-
äåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ,
îáùåé òîïîëîãèè, òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, áàíàõîâûõ è îïåðàòîð-
íûõ àëãåáð è ìîäóëåé íàä íèìè, ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ãîìîëîãèè
äëÿ áàíàõîâûõ è ñòðîãèõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Â � 0.1 äîêàçàíî íåáîëüøîå
òåõíè÷åñêîå îáîáùåíèå îäíîé òåîðåìû Ñåðïèíñêîãî èç òåîðèè ìíîæåñòâ,
èãðàþùåé ðåøàþùóþ ðîëü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì ãëàâû 5.
Äîêàçàíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà èç îáùåé òîïîëîãèè, èñïîëüçóåìàÿ â
ãëàâå 4.

Â � 0.2 ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå ñâåäåíèÿ î ìîäóëÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî
ìîðôèçì ëåâûõ áàíàõîâûõ A-ìîäóëåé ϕ : X → Y íàçûâàåòñÿ äîïóñòè-
ìûì, åñëè åãî ÿäðî è îáðàç çàìêíóòû è èìåþò áàíàõîâû äîïîëíåíèÿ â X
è Y , ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì ϕ äîïóñòèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èìååò ïðàâûé îáðàòíûé íåïðåðûâíûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð s : Y → X.
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Ëåâûé áàíàõîâ A-ìîäóëü P íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè êàæäûé
äîïóñòèìûé ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì ëåâûõ A-ìîäóëåé σ : X → P èìååò
ïðàâûé îáðàòíûé ìîðôèçì ëåâûõ áàíàõîâûõ A-ìîäóëåé. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî P � ïðÿìîå ñëàãàåìîå áàíàõîâà A-ìîäóëÿ X. Ïðîåêòèâíûå áèìîäóëè
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ýòîì æå ïàðàãðàôå äîêàçàíà âñïîìîãàòåëü-
íàÿ ëåììà î áèïðîåêòèâíûõ àëãåáðàõ, èñïîëüçóåìàÿ â ãëàâå 3.

Â � 0.3 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòåé. Ïóñòü
A � óíèòàëüíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà. Ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòîé ëåâîãî
áàíàõîâà A-ìîäóëÿ X íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ ëåâûõ áàíàõîâûõ A-ìîäóëåé

. . . → Pn
ϕn−1−−→ . . .

ϕ1−→ P1
ϕ0−→ P0

ε−→ X → 0,

êîòîðûé òî÷åí è, ñâåðõ òîãî, äîïóñòèì (ò. å. âñå ìîðôèçìû â íåì ÿâëÿ-
þòñÿ äîïóñòèìûìè ìîðôèçìàìè); êðîìå òîãî âñå A-ìîäóëè Pn (n > 0)
ïðîåêòèâíû. Äëèíîé òàêîé ðåçîëüâåíòû íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå n òà-
êîå, ÷òî Pi = 0 ïðè i > n, èëè ∞, åñëè òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò. Äëèíà
ñàìîé êîðîòêîé ïðîåêòèâíîé ðåçîëüâåíòû A-ìîäóëÿ X íàçûâàåòñÿ åãî
ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ Adh X. Îïðåäåëåíèå
ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè äëÿ áàíàõîâûõ A-áèìîäóëåé àíàëîãè÷íî.

Âåðõíÿÿ ãðàíü ãîìîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòåé âñåõ óíèòàëüíûõ ëå-
âûõ áàíàõîâûõ A-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ àëãåá-
ðû A. Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü A, êàê áàíàõîâà A-áèìîäóëÿ, íà-
çûâàåòñÿ áèðàçìåðíîñòüþ èëè êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ A. Ïî-
ñëåäíèé òåðìèí ñâÿçàí ñ ýêâèâàëåíòíûì îïðåäåëåíèåì ýòîãî ïîíÿòèÿ, à
èìåííî, ýòî � íàèìåíüøåå n òàêîå, ÷òî ãðóïïû êîãîìîëîãèé Hk(A,X),
ñ êîýôôèöèåíòàìè âî âñåõ áèìîäóëÿõ X è äëÿ âñåõ k > n, òðèâèàëüíû.
Ãëîáàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dg A èëè, áîëåå ïîäðîáíî,
÷åðåç dg⊗̂A, à áèðàçìåðíîñòü ÷åðåç db A èëè ÷åðåç db⊗̂A. Íàïîìíèì,
÷òî äëÿ ëþáîé A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî dg A 6 db A.

Â � 0.4 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ ñòðîãèõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòåé
äëÿ ñòðîãèõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Ïóñòü A � ñòðîãàÿ áàíàõîâà àëãåáðà. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ëåâûé áàíàõîâ A-ìîäóëü X íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð R : A ⊗̌X → X , ÷òî
R(a ⊗ x) = a · x äëÿ ëþáûõ a ∈ A, x ∈ X. Ïîíÿòèÿ ïðîåêòèâíîãî
ñòðîãîãî ìîäóëÿ è ñòðîãîé ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè îïðåäåëÿþò-
ñÿ àíàëîãè÷íî îáû÷íûì. Ñòðîãàÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ñòðîãîãî
ëåâîãî ìîäóëÿ X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Adh⊗̌X. Âåðõíÿÿ ãðàíü ñòðîãèõ ãî-
ìîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòåé âñåõ óíèòàëüíûõ ñòðîãèõ ëåâûõ áàíàõîâûõ
A-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ àëãåáðû A è
îáîçíà÷àåòñÿ dg⊗̌A.

Íàïîìíèì, ÷òî ëåâûé A-ìîäóëü íàçûâàåòñÿ (àëãåáðàè÷åñêè) íåïðè-
âîäèìûì, åñëè îí íå èìååò íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ïîäìîäóëåé, è íå
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ÿâëÿåòñÿ (îäíîìåðíûì) ìîäóëåì ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì. Âåðõíÿÿ ãðàíü
ñòðîãèõ ãîìîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòåé âñåõ íåïðèâîäèìûõ ñòðîãèõ ëåâûõ
áàíàõîâûõ A-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé ìàëîé ãëîáàëüíîé ðàçìåðíî-
ñòüþ àëãåáðû A è îáîçíà÷àåòñÿ ds⊗̌A. (Â ñëó÷àå, åñëè A íå èìååò íåïðè-
âîäèìûõ ñòðîãèõ ëåâûõ áàíàõîâûõ ìîäóëåé, ìû ïîëàãàåì ds⊗̌A = −∞).
Ãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü àëãåáðû A, ðàññìîòðåííîé êàê ñòðîãèé áà-
íàõîâ A-áèìîäóëü, íàçûâàåòñÿ ñòðîãîé áèðàçìåðíîñòüþ èëè ñòðîãîé
êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ A è îáîçíà÷àåòñÿ db⊗̌A. Íàïîìíèì,
÷òî äëÿ ëþáîé ñòðîãîé áàíàõîâîé àëãåáðû A âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
ds⊗̌A 6 dg⊗̌A 6 db⊗̌A.

Òàêæå â � 0.4 ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ ñòðîãèõ ãîìîëîãè÷å-
ñêèõ ðàçìåðíîñòåé ñëàáûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñòðîãèõ áàíàõîâûõ
ìîäóëåé è ñòðîãèõ áàíàõîâûõ àëãåáð, õîðîøî èçâåñòíûå ðàíåå äëÿ ñëó-
÷àÿ îáùèõ áàíàõîâûõ àëãåáð.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìîäóëåé íàä îïåðà-
òîðíûìè àëãåáðàìè. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
ïðèìåðà ðàâíîìåðíî çàìêíóòîé îïåðàòîðíîé àëãåáðû A íà ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ: à) íåðàçëîæèìà, ðåôëåêñèâíà è ïîëóïðîñòà,
á) êîììóòàòèâíà, è ïîòîìó íå ñîäåðæèò ñòîëáöà îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ,
â) è òåì íå ìåíåå îíà ïðîñòðàíñòâåííî ïðîåêòèâíà, ò. å. ïðîåêòèâíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êàê åñòåñòâåííûé A-ìîäóëü. Ýòîò
ïðèìåð åñòü òàê íàçûâàåìàÿ àëãåáðà Ñîáîëåâà (òåîðåìû 3, 4 è 5). Â ïðåä-
ëîæåíèè 12 îòìå÷åíî, ÷òî àëãåáðà Ñîáîëåâà íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî àìåíà-
áåëüíîé.

Êðîìå òîãî, â ãëàâå 1 äîêàçàíû íåêîòîðûå îáùèå óòâåðæäåíèÿ î ñâÿ-
çè íåïðèâîäèìîñòè, òîïîëîãè÷åñêîé íåïðèâîäèìîñòè, ïðîñòðàíñòâåííîé
ïðîåêòèâíîñòè îïåðàòîðíîé àëãåáðû, íåòðèâèàëüíîñòè å¼ êîììóòàíòà è
âîçìîæíûì íàëè÷èåì â ñàìîé àëãåáðå èëè â óíèòàëèçàöèè ýòîé àëãåáðû
ñòîëáöà îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü A � îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî A èëè E èìååò ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèè. Â ïðåäëîæåíèè 6
äîêàçàíî, ÷òî åñëè àëãåáðà A íåïðèâîäèìà è ïðîñòðàíñòâåííî ïðîåêòèâ-
íà, òî îíà ñîäåðæèò ñòîëáåö îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ. Åñëè æå A òîïî-
ëîãè÷åñêè íåïðèâîäèìà, ïîëóïðîñòà è ïðîñòðàíñòâåííî ïðîåêòèâíà, òî,
ïî ïðåäëîæåíèþ 10, îíà íåïðèâîäèìà. Â ïðåäëîæåíèÿõ 9 è 11 äîêàçàíî,
÷òî óíèòàëèçàöèÿ A+ àëãåáðû A ñîäåðæèò ñòîëáåö îäíîìåðíûõ îïåðà-
òîðîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ïðîñòðàíñòâåííî ïðîåêòèâíà è å�å
êîììóòàíò ñêàëÿðåí.

Òàêæå â ïåðâîé ãëàâå èçó÷åí âîïðîñ î ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîåêòèâíî-
ñòè àëãåáðû Õàðäè. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, àëãåáðà Õàðäè H∞(T ), äåé-
ñòâóþùàÿ íà ïðîñòðàíñòâå Õàðäè H2(T ) íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T
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ïîòî÷å÷íûì (ïî÷òè âñþäó) óìíîæåíèåì, ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé, íåðàçëî-
æèìîé è ðåôëåêñèâíîé. Ïîêàçàíî (ïðåäëîæåíèå 13), ÷òî àëãåáðà Õàðäè
H∞(T ) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïðîåêòèâíîé.

Â ãëàâå 2 äîêàçàíî (òåîðåìà 6), ÷òî ïðåäóàëüíûé áèìîäóëü àëãåáðû
ìåð ëþáîé áåñêîíå÷íîé äèñêðåòíîé ãðóïïû íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ñëó÷àå àìåíàáåëüíîé ãðóïïû àëãåáðà ìåð àìåíà-
áåëüíà ïî Êîííó. Òàêèì îáðàçîì, èçâåñòíûé ðåçóëüòàò À. ß. Õåëåìñêîãî
îá ýêâèâàëåíòíîñòè àìåíàáåëüíîñòè ïî Êîííó è èíúåêòèâíîñòè ïðåäó-
àëüíîãî áèìîäóëÿ äëÿ àëãåáð ôîí Íîéìàííà íå ïåðåíîñèòñÿ íà àëãåáðû
ìåð. Äàëåå, â ïðåäëîæåíèè 15 óêàçàíà ïðîñòàÿ ôîðìóëà äëÿ âèðòóàëü-
íîé íîðìàëüíîé äèàãîíàëè àëãåáðû M(G) äëÿ äèñêðåòíîé àìåíàáåëüíîé
ãðóïïû G. Íàêîíåö, â ïðåäëîæåíèè 16 ïðèâåäåí ïðèìåð íåêîòîðîãî êà-
íîíè÷åñêîãî áèìîäóëÿ, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.

Ãëàâû 3�5 ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ãîìîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ àëãåáð íå-
ïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòàõ è òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ýòèõ àë-
ãåáð. Â ãëàâå 3 ïîñòðîåíû íîâûå ïðèìåðû àëãåáð C(Ω) ãëîáàëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè è áèðàçìåðíîñòè 2.

Ïóñòü Ω � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à Ω(n+1) � åãî (n + 1)-å
ïðîèçâîäíîå ìíîæåñòâî.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü Ω � áåñêîíå÷íûé ìåòðèçóåìûé êîìïàêò, ó êîòî-
ðîãî Ω(n+1) = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Òîãäà dg C(Ω) = db C(Ω) = 2.

Êîìïàêòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 8, äîïóñêàþò ïîëíîå
îïèñàíèå. Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå Ìàçóðêåâè÷à � Ñåðïèíñêîãî17 êàæ-
äûé ñ÷¼òíûé êîìïàêò ãîìåîìîðôåí íåêîòîðîìó îòðåçêó òðàíñôèíèòíûõ
÷èñåë â ïîðÿäêîâîé òîïîëîãèè. Ïóñòü ω0 � ïåðâûé ñ÷¼òíûé îðäèíàë, è
ïóñòü

ωω0
0 = ω0 + ω2

0 + . . . + ωn
0 + . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî îòðåçîê Ω = [0, ωω0
0 ] ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì

ñ÷¼òíûì êîìïàêòíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, òàêèì ÷òî åãî ïðî-
èçâîäíîå ìíîæåñòâî Ω(n) ïîðÿäêà n íå ïóñòî äëÿ êàæäîãî n ∈ N. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìû ìîæåì íàïèñàòü ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 8:
Òåîðåìà 9. Ïóñòü ω0 6 α < ωω0

0 . Òîãäà

dg C([0, α]) = db C([0, α]) = 2.

Â êîíöå ãëàâû ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå íåðåø¼ííûå çàäà÷è.
Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ ãîìîëîãè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòåé òåí-

çîðíûõ ïðîèçâåäåíèé óíèòàëüíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Äîêàçàíû ôîðìóëû
17Mazurkiewicz S., Sierpi�nski W. Contributions �a la topologie des ensembles d�enombrales. Fund. Math.

1 (1920), 17�27.
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àääèòèâíîñòè äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ. Ïóñòü Ω � òàêîé æå êîìïàêò, êàê â
òåîðåìå 8. Êàê èçâåñòíî, ëþáîé òàêîé êîìïàêò ñ÷¼òåí. Ñîãëàñíî ëåììå 1
èç � 0.1, â ïðîñòðàíñòâå Ω âñþäó ïëîòíî ìíîæåñòâî âñåõ åãî èçîëèðîâàí-
íûõ òî÷åê. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êó ω ∈ Ω′ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èçîëèðîâàííûõ òî÷åê sn ∈ Ω \ Ω′, ñõîäÿùóþñÿ ê ω.
Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî `∞ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåò-
ñÿ ëåâûì áàíàõîâûì C(Ω)-ìîäóëåì îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî óìíîæåíèÿ
a · x = {a(sn)xn}, ãäå a ∈ C(Ω), x = {xn} ∈ `∞.

Ñíà÷àëà äîêàçàíà ôîðìóëà àääèòèâíîñòè äëÿ ìîäóëåé:
Òåîðåìà 10. Åñëè B � ïðîèçâîëüíàÿ óíèòàëüíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà, à
X � ïðîèçâîëüíûé óíèòàëüíûé ëåâûé áàíàõîâ B-ìîäóëü, òî (ñ ïðåäû-
äóùèìè îáîçíà÷åíèÿìè)

C(Ω) ⊗̂Bdh `∞ ⊗̂X = C(Ω)dh `∞ + Bdh X = 2 + Bdh X.

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â ãëàâå.
Òåîðåìà 11. Åñëè B � ïðîèçâîëüíàÿ óíèòàëüíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà,
òî

dg C(Ω) ⊗̂B = dg C(Ω) + dg B = 2 + dg B.

Òåîðåìà 12. Åñëè B � ïðîèçâîëüíàÿ óíèòàëüíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà, òî

db C(Ω) ⊗̂B = db C(Ω) + db B = 2 + db B.

Îòìåòèì äâà ñëåäñòâèÿ îñíîâíûõ òåîðåì.
Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü Ωi (i = 1, 2, . . . , n) � ìåòðèçóåìûå êîìïàêòû, ó
êàæäîãî èç êîòîðûõ íåêîòîðîå ïðîèçâîäíîå ìíîæåñòâî êîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà ïóñòî. Ïóñòü A = C(Ω1) ⊗̂ . . . ⊗̂C(Ωn) � ïðîåêòèâíîå òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå áàíàõîâûõ àëãåáð C(Ωi). Òîãäà dg A = db A = 2m, ãäå m
� ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ñðåäè Ωi.
Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü A � òàêàÿ æå áàíàõîâà àëãåáðà, êàê â ñëåä-
ñòâèè 10, è ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ óíèòàëüíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà.
Òîãäà dg A ⊗̂B = dg A + dg B è db A ⊗̂B = db A + db B.

Â ãëàâå 5 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíî-
ãî n è äëÿ n = ∞ ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò Ω, ÷òî ñòðîãàÿ ãëîáàëüíàÿ
ðàçìåðíîñòü è ñòðîãàÿ áèðàçìåðíîñòü áàíàõîâîé àëãåáðû C(Ω) ðàâíû n.

Çäåñü ïîëó÷åíû �ôîðìóëû àääèòèâíîñòè� äëÿ ñòðîãèõ ãîìîëîãè÷å-
ñêèõ ðàçìåðíîñòåé:
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Òåîðåìà 13. Ïóñòü K � äèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ìîùíîñòè |K| > ℵ2n. Ïóñòü K+ � åãî îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêà-
öèÿ, à M � ìåòðèçóåìûé êîìïàêò. Òîãäà

dg⊗̌C(M ×Kn
+) = dg⊗̌C(M) + n · dg⊗̌C(K+) = dg⊗̌C(M) + 2n,

db⊗̌C(M ×Kn
+) = db⊗̌C(M) + n · db⊗̌C(K+) = db⊗̌C(M) + 2n.

Êðîìå òîãî, äîêàçàíà ôîðìóëà àääèòèâíîñòè äëÿ ñòðîãîé ìàëîé ãëî-
áàëüíîé ðàçìåðíîñòè:
Òåîðåìà 14. Ïóñòü K � äèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ìîùíîñòè |K| > ℵn, è ïóñòü K+ � åãî îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêà-
öèÿ, à M � ìåòðèçóåìûé êîìïàêò. Òîãäà

ds⊗̌C(M ×Kn
+) = ds⊗̌C(M) + n · ds⊗̌C(K+) = ds⊗̌C(M) + n.

Òàêæå ïîñòðîåí ïðèìåð àëãåáðû C(Ω) áåñêîíå÷íîé ñòðîãîé ìàëîé
ãëîáàëüíîé ðàçìåðíîñòè:
Òåîðåìà 15. Ïóñòü K � äèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ìîùíîñòè |K| > ℵω, è ïóñòü K+ � åãî îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôè-
êàöèÿ, à Kℵ0

+ � òîïîëîãè÷åñêàÿ ñ÷¼òíàÿ ñòåïåíü K+. Òîãäà â àëãåáðå
C(Kℵ0

+ ) èìååòñÿ ìàêñèìàëüíûé èäåàë áåñêîíå÷íîé ñòðîãîé ãîìîëîãè÷å-
ñêîé ðàçìåðíîñòè è, êàê ñëåäñòâèå,

ds⊗̌C(Kℵ0
+ ) = dg⊗̌C(Kℵ0

+ ) = db⊗̌C(Kℵ0
+ ) = ∞.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 5 ÿâëÿåòñÿ
Ñëåäñòâèå 15. Ðàçìåðíîñòè dg⊗̌C(Ω) è db⊗̌C(Ω) ìîãóò ïðèíèìàòü
âñå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è çíà÷åíèå áåñêîíå÷íîñòü.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäè-
òåëÿì ïðîôåññîðó À. ß. Õåëåìñêîìó è ïðîôåññîðó Þ. Â. Ñåëèâàíîâó çà
ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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