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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà âîçíèêàþò â ðàçëè÷-

íûõ çàäà÷àõ ôèçèêè, òàêèõ, êàê, íàïðèìåð, çàäà÷è î ïîëóïðîíèöàåìûõ ñòåí-
êàõ, çàäà÷è ôèëüòðàöèè, çàäà÷è óïðàâëåíèÿ òåìïåðàòóðîé. Âàðèàöèîííûå
íåðàâåíñòâà äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà è îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷àì î ðàâíîâåñèè ïëàñòèíû èëè
ìåìáðàíû, ðàñïîëîæåííîé íàä ïðåïÿòñòâèåì. Ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïîäìíî-
æåñòâ, íà êîòîðûõ çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ, îáëàñòè, â êîòîðûõ ñòàâÿòñÿ ïîäîá-
íûå çàäà÷è, èìåþò âåñüìà ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà îáëàñòè
íå âíîñèò äîïîëíèòåëüíûõ òðóäíîñòåé â äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ýòèõ çàäà÷, îäíàêî íàõîæäåíèå ýòèõ ðåøåíèé êàê
òî÷íûìè, òàê è ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
Ëèøü ïðèâëåêàÿ ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, èíîãäà óäàåòñÿ ïðè-
áëèæåííî íàéòè îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè èçó÷àåìîãî ïðîöåññà ïðè ïîìîùè
çàìåíû ðåøåíèé èñõîäíûõ çàäà÷ ðåøåíèÿìè áîëåå ïðîñòûõ ïðèáëèæåííûõ
çàäà÷. Â îäíèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ íà ïîäìíî-
æåñòâàõ çàìåíÿþòñÿ ðåøåíèÿìè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà âñåì ïðîñòðàíñòâå èëè íà ïîâåðõíîñòè, âäîëü êîòîðîé áûëè ðàñïîëîæå-
íû ýòè ïîäìíîæåñòâà, â äðóãèõ - ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ ñ "óñðåäíåííû-
ìè"ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èëè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà íåêîòîðîé ïîâåðõ-
íîñòè.

Ïîäîáíûìè çàäà÷àìè çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ óñðåäíåíèÿ, íà÷àëî êîòîðîé áûëî
ïîëîæåíî â ðàáîòàõ Ïóàññîíà, Ìàêñâåëëà, Ðåëåÿ. Êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ íàó-
êà òåîðèÿ óñðåäíåíèÿ áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ òàêèõ ìàòåìàòèêîâ, êàê Î.À.
Îëåéíèê, Í.Ñ. Áàõâàëîâ, Â.Â. Æèêîâ, Â.À. Ìàð÷åíêî, Å.ß. Õðóñëîâ, Å. Äå
Äæîðäæè, Æ. Ëèîíñ, Ý. Ñàí÷åñ - Ïàëåíñèÿ, Ã. Äåëü Ìàçî , Ë. Òàðòàð è
ìíîãèå äðóãèå.

Îñíîâû òåîðèè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ áûëè çàëîæåíû â 60-õ ãîäàõ
ïðîøëîãî âåêà â ðàáîòàõ Æ.-Ë. Ëèîíñà è Ã. Ñòàìïàêêüè1, Ã. Äåëü Ìàçî2,
Ã. Ôèêåðû3, Å. Ñàí÷åñ - Ïàëåíñèÿ4. Âïåðâûå çàäà÷è óñðåäíåíèÿ âàðèàöèîí-

1Lions J.-L. and Stampaccia, G. Inèquations variationelles non coercives // C. R. Acad. Sci. Paris, vol. 261,
1965, pp 25-27.

2G. Dal Maso, Trebeschi P. Γ - limit of periodic obstacles // Acta Appl. Math. 2001. v. 65. p 207-215
3Fichera G. Problemi elastostatici con vincoli unilateri: il problema di Signorini con ambigue condizoni al

contorno // Mem. Accad. Naz. Lincei, ser. 8, vol. 7, pp 91-140.
4Sanchez - Palencia E. Bovalue problems in domain containing perforated walls // Nonlinear P.D.E. and

their applications. Coll'ege de Frace Seminar, Vol. III (Research Notes in Mathematics, Vol. 70, pp. 309-32
Pittman, London, 1982).
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íûõ íåðàâåíñòâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà, áûëè ðàññìîò-
ðåíû â ðàáîòàõ Ã. Äåëü Ìàçî5, Ê. Ïèêàð6. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ã. Äåëü
Ìàçî èçó÷àëàñü àñèìïòîòèêà ðåøåíèé çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
∫ | Du |2 +g(x, u)dx íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé ñ äâóñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿ-
ìè φn ≤ u ≤ ψn, â ñëó÷àå, êîãäà îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè íåêî-
òîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â ìîíîãðàôèè Ê. Ïèêàð áûëè
ðàññìîòðåíà çàäà÷à óñðåäíåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà äëÿ áèãàðìîíè÷å-
ñêîãî îïåðàòîðà ñ îäíîñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîäìíîæåñòâàõ, çàâèñÿ-
ùèõ îò ìàëîãî ïàðàìåòðà, ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ ïî âñåé îáëàñòè. Äëÿ
ýòîãî èñïîëüçîâàëîñü ïîíÿòèå Γ - ñõîäèìîñòè, åìêîñòè ìíîæåñòâ è òåõíèêà
èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Â ðàáîòå Ê. Ïèêàð è Ã. Àòòà÷7 èçó÷åíî àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ ñ îäíîñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè, ñîñòàâëÿþùèìè ñõîäÿùóþñÿ â
íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è çàäàííûìè íà âñåé îáëàñòè.
Â çàâèñèìîñòè îò ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé, çàäàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ,
áûëè âûäåëåíû íåñêîëüêî êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïðåäåëüíûõ çàäà÷.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ îïåðà-
òîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè áûñòðî ìåíÿþùèìèñÿ êîýôôèöèåí-
òàìè â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè, çàäàþùèå ïðåïÿòñòâèå, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè
íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èëè îãðàíè÷åíèÿ çàäàíû
íà ïåðôîðèðîâàííîé ÷àñòè ãðàíèöû, èçó÷àëèñü òàêèìè àâòîðàìè, êàê Ã.À.
Èîñèôüÿí8, Ã.Â. Ñàíäðàêîâ9, Ñ.Å. Ïàñòóõîâà10. Ïðîáëåìà óñðåäíåíèÿ ðåøå-
íèé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî è ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà
â îáëàñòè, ïåðôîðèðîâàííîé âäîëü ìíîãîîáðàçèé, áûëà èçó÷åíà â ðàáîòàõ
Î.À. Îëåéíèê11, Ò.À. Øàïîøíèêîâîé12.

Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíà çàäà÷à óñðåäíåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ
5G. Dal Maso Asymptotic Behaviour of Minimum Problems with Bilateral Obstracles //Annali di

Matematica Pura ed Applicata 1981, v. 129, N 1, p.327-366
6Colette Picard "Problème biharmonique avec obstacles variables", Thèse, Universitè Paris-Sud, 1984.
7H. Attouch - C. Picard Variational inequalities with varying obstacles: The general Form of the limit problem

// J. of Functional Analysis 50, 1983, pp 329-386.
8Èîñèôüÿí Ã.À. Îá óñðåäíåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè // Òðóäû

ñåìèíàðà èìåíè È.Ã. Ïåòðîâñêîãî âûï 23, 2003.
9Ñàíäðàêîâ Ã.Â. Îñðåäíåíèå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ çàäà÷ ñ ïðåïÿòñòâèÿìè // Ìàò. ñáîðíèê ò

196, 2005ã, � 4, c. 79 - 98.
10Ïàñòóõîâà Ñ. Å. Îá óñðåäíåíèè îäíîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà äëÿ óïðóãîãî òåëà ñ ïåðèîäè÷åñêè

ðàñïîëîæåííûìè òðåùèíàìè // Ìàòåì. ñá., 2000, ò. 191, â. 2, ñ. 149 - 164
11Îëåéíèê Î.À., Øàïîøíèêîâà Ò.À. Îá óñðåäíåíèè áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè, ïðåôîðè-

ðîâàííîé âäîëü ìíîãîîáðàçèé ìàëîé ðàçìåðíîñòè // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ò 32, � 6, ñ. 830-842.
12T.A. Shaposhnikova On the averaging of the Dirichlet problem for a multiharmonic equation in regions

perforated along a manifold with large codimention // Òðóäû Ìîñêîâ. Ìàòåì. Îáù. ò 61, ñ. 139-195.
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äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà è îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà
íåðàâåíñòâ, çàäàííûìè íà ïîäìíîæåñòâàõ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû âäîëü ìíî-
ãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïðè ýòîì äèàìåòð ïîäìíîæåñòâ, íà
êîòîðûõ çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ è ïåðèîä, ñ êîòîðûì ýòè ïîäìíîæåñòâà ðàñïî-
ëîæåíû, çàâèñÿò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû âñå âîçìîæíûå
ñëó÷àè êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé â çàâè-
ñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, îò ïåðèîäà ñòðóêóòðû è îò äèàìåòðà
ïîäìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ áèãàðìîíè-
÷åñêîãî îïåðàòîðà è îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ,
çàäàííûìè íà ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ âäîëü íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ïîäìíîæåñòâàõ, êîãäà äèàìåòð ïîäìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ çàäàíû îãðàíè÷å-
íèÿ, à òàêæå ïåðèîä, ñ êîòîðûì ðàñïîëîæåíû ýòè ìíîæåñòâà, ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè óñðåäíå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îáùåé òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, à òàêæå ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè,
ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî, ïðèâåäåíû ñ ïîëíûì äîêàçàòåëüñòâîì è
ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé âàðèàöèîííûõ íåðà-
âåíñòâ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ íà ε - ïå-
ðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ âäîëü íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîäìíîæåñòâàõ.
Äèàìåòð ïîäìíîæåñòâ 2aε,s, aε,s < ε. Ðàññìîòðåíû âñå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷-
íûå òèïû ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ äîïðåäåëüíîé çàäà÷è ïðè ε → 0, îïðåäåëÿå-
ìûå ñîîòíîøåíèåì ìåæäó aε,s è ε, à òàêæå êîðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ,
âäîëü êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû ïîäìíîæåñòâà; ïîëó÷åíû ïîñòàíîâêè óñðåäíåí-
íûõ çàäà÷, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðåøåíèé èñõîäíûõ íåðàâåíñòâ ê ðåøåíèþ
ïðåäåëüíîé çàäà÷è â ñîîòâåòñòâóþùåì Ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå. Âî ìíî-
ãèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåøåíèé äîïðåäåëüíîé
çàäà÷è ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è.

2. Èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé âàðèàöèîííûõ íåðà-
âåíñòâ äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ
íà ε ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ âäîëü íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîäìíî-
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æåñòâàõ. Äèàìåòð ïîäìíîæåñòâ 2aε,s, aε,s < ε. Ðàññìîòðåíû âñå êà÷åñòâåí-
íî ðàçëè÷íûå òèïû ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ äîïðåäåëüíîé çàäà÷è ïðè ε → 0,
îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì ìåæäó aε,s è ε, à òàêæå êîðàçìåðíîñòüþ ìíîãî-
îáðàçèÿ, âäîëü êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû ïîäìíîæåñòâà; ïîëó÷åíû ïîñòàíîâêè
óñðåäíåííûõ çàäà÷ è äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðåøåíèé èñõîäíûõ âàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è â ñîîòâåòñòâóþùåì Ñîáîëåâñêîì
ïðîñòðàíñòâå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óñòàíîâëåíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ðåøåíèé äîïðåäåëüíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð; ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ âà-
ðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ, ïðèìåíÿâøàÿñÿ â äèññåð-
òàöèè, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè èçó÷åíèè äðóãèõ âàðèàöèîííûõ íåðà-
âåíñòâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ðàçëè÷íîãî òèïà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæ-
äàëèñü íà ñåìèíàðå "Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è òåîðèÿ óñðåä-
íåíèÿ"êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî - ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì Æèêîâà Â.Â., Øàìàåâà À.Ñ., Øàïîø-
íèêîâîé Ò.À., 17 ìàðòà 2006ã; íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè Functional
Di�erential Equations, Ðîññèÿ, Ìîñêâà, ïðîõîäèâøåé 14 - 21 àâãóñòà 2005ã; íà
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âî-
ïðîñû", ïîñâÿùåííîé 103 - ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ È.Ã. Ïåòðîâñêîãî, Ðîññèÿ,
Ìîñêâà, ïðîõîäèâøåé 16 - 22 ìàÿ 2004ã.

Ïóáëèêàöèè. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî â 5 ðàáîòàõ. Ñïè-
ñîê ðàáîò ïðèâåäåí â êîíöå äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, âñïî-
ìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé è äâóõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 13 ïàðàãðàôîâ, à òàêæå
èç ïðèëîæåíèÿ ñ èëëþñòðàöèÿìè è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû. Ïàðàãðà-
ôû èìåþò äâîéíóþ íóìåðàöèþ, à ôîðìóëû, òåîðåìû, çàìå÷àíèÿ è ðèñóíêè
- ñêâîçíóþ. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 15 òåîðåì è 7 ëåìì. Êðîìå òîãî, òåêñò
ñíàáæåí 3 ðèñóíêàìè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 49 íàèìåíîâàíèé, îá-
ùèé îáúåì äèññåðòàöèè 99 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Âî ââåäåíèè äàí êðàòêèé îáçîð ðàáîò, áëèçêèõ ê òåìå äèññåðòàöèè, ñôîð-

ìóëèðîâàíû îñíîâíûå çàäà÷è è êðàòêî èçëîæåíû ãëàâíûå ðåçóëüòàòû ðàáî-
òû.

Â ïàðàãðàôå 0.2 ñôîðìóëèðîâàíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ èç ôóíê-
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öèîíàëüíîãî àíàëèçà, îáùåé òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è
òåîðèè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ, ÷àñòî
èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé âàðèàöè-
îííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîñòîðîííèì
îãðàíè÷åíèÿì íà ïîäìíîæåñòâàõ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øàðû ðàäèó-
ñà aε,s, 0 < aε,s ≤ dε, d = const > 0, ε - ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûå âäîëü
ìíîãîîáðàçèÿ Mn−s ðàçìåðíîñòè n− s, Mn−s ⊂ Ω.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïåðâîé ãëàâå. Ïóñòü
Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω; Mn−s− ãëàäêîå ìíî-
ãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n − s, s ≥ 0. Ïóñòü P j

n−s− òî÷êà ïðèíàäëåæàùàÿ
Mn−s, j = 1, . . . , Nε è Nε = d0ε

s−n, d0 = const > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T j
aε,s

øàð ðàäèóñà aε,s ñ öåíòðîì â òî÷êå P j
n−s, ãäå ε ìàëûé ïàðàìåòð, aε,s < ε.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T i
aε,s

∩ T j
aε,s

= ∅ äëÿ i 6= j; i, j = 1, . . . , Nε. ×åðåç T j
τ â

äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü øàð ðàäèóñà τ ñ öåíòðîì â òî÷êå P j
n−s, à ÷åðåç

∂T j
τ ãðàíèöó ýòîãî øàðà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òî÷êè P j

n−s ðàñïîëîæåíû
òàê, ÷òî øàðû ðàäèóñà ε ñ öåíòðàìè â ýòèõ òî÷êàõ îáðàçóþò êîíå÷íîêðàòíîå
ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ Mn−s, ïðè÷åì êðàòíîñòü ýòîãî ïîêðûòèÿ îãðàíè÷åíà
ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò ε. Ïóñòü G(n−s)

ε =
Nε∑
j=1

T j
aε,s

.

Â ïàðàãðàôàõ 1.2 - 1.5 èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòèêà ïðè ε → 0 ðåøåíèé
ñëåäóþùåé çàäà÷è: íàéòè ýëåìåíò

uε ∈ Kε = {g ∈ H0
1(Ω)|g(x) ≥ φ(x) ï.â.íà G(n−s)

ε }, (1)

óäîâëåòâîðÿþùèé âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó
∫

Ω

∇uε∇(v − uε)dx ≥
∫

Ω

f(v − uε)dx, (2)

ãäå v - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Kε, ∇u∇g ≡ n∑
j=1

∂u
∂xj

∂g
∂xj

. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ñëåäóþò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ îïåðàòîðà ñ
âûïóêëûìè îãðàíè÷åíèÿìè (ñì. 13 ãë.2,§ 3).

Â ïàðàãðàôå 1.2 èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà ìíîãîîáðàçèå Mn−s òàêîâî, ÷òî
s ≥ 2 è n ≥ 2. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

13Ýêëàíä È., Òåìàì Ð. Âûïóêëûé àíàëèç è âàðèàöèîííûå ïðîáëåìû. Ì.: Ìèð, 1979.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü n ≥ 2 è Ω ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèå Mn−s, 2 ≤ s ≤ n.

Ïóñòü uε - ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2). Òîãäà uε ñõîäèòñÿ ê u0 â H1(Ω) ïðè
ε → 0, ãäå u0 - ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

∆u0 = f , x ∈ Ω, u0|∂Ω = 0. (3)

Åñëè u0 � ãëàäêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3), ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖uε − u0‖2
H1(Ω) ≤ Kan−2

ε,s εs−n, êîãäà n ≥ 3,

è
‖uε − u0‖2

H1(Ω) ≤ K | ln aε,s |−1, êîãäà n = 2.

Â ïàðàãðàôàõ 1.3 - 1.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà n ≥ 2 è îáëàñòü Ω
ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèå Mn−s, ïðè÷åì s = 0, 1. Ïóñòü ε è aε,s óäîâëåòâîðÿþò
îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:





lim
ε→0

a2−n
ε,s εn−s = 0, åñëè n ≥ 3,

lim
ε→0

ε2−s| ln aε,s| = 0, åñëè n = 2;
(4)





lim
ε→0

a2−n
ε,s εn−s = +∞, åñëè n ≥ 3,

lim
ε→0

ε2−s| ln aε,s| = +∞, åñëè n = 2;
(5)





lim
ε→0

a2−n
ε,s εn−s = C > 0, åñëè n ≥ 3,

lim
ε→0

ε2−s| ln aε,s| = C > 0, åñëè n = 2.
(6)

Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ (4) - (6) èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),
(2) ïðè ε → 0; ïîëó÷åíà óñðåäíåííàÿ çàäà÷à, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè uε ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è, à â ñëó÷àå (5) ïðèâåäåíà îöåíêà
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Â ïàðàãðàôå 1.3 èññëåäîâàí ñëó÷àé (4) ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó aε,s è ε è äî-
êàçàíà ñëåäóþùàÿ

Tåîðåìà 2. Ïóñòü uε - ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) è âûïîëíåíî óñëîâèå (4).
Òîãäà uε ñõîäèòñÿ ñëàáî â H0

1(Ω) ê u0 ïðè ε → 0, ãäå u0 - ðåøåíèå çàäà÷è:
íàéòè ýëåìåíò

u0 ∈ K0 = {v ∈ H0
1(Ω) | v(x) ≥ φ(x) ï. â. â Mn−s}, (7)
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óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó
∫

Ω

∇u0∇(h− u0)dx ≥
∫

Ω

f(h− u0)dx (8)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ K0.

Â ïàðàãðàôå 1.4 èññëåäîâàí ñëó÷àé (5) è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 3. Ïóñòü uε - ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2); u0 - ðåøåíèå çàäà÷è (3),

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5). Òîãäà uε ñõîäèòñÿ â H0
1(Ω) ê u0 ïðè ε → 0, è, åñëè

u0 ãëàäêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3), òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖uε − u0‖2
H1(Ω) ≤ Kan−2

ε,s εs−n, åñëè n ≥ 3

è
‖uε − u0‖2

H1(Ω) ≤ Kεs−2 | ln aε,s |−1, åñëè n = 2.

Â ïàðàãðàôå 1.5 èññëåäîâàí òàê íàçûâàåìûé "êðèòè÷åñêèé"ñëó÷àé (6)
ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé uε çàäà÷è (1), (2). Ïóñòü G0 = {x : |x| < a}−
øàð â Rn ðàäèóñà a, G0 ⊂ Q, ãäå Q = {x| − 1/2 ≤ xj < 1/2, j = 1, . . . , n} -
êóá ñ åäèíè÷íûì ðåáðîì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G(n−s)

ε ýòî ñîâîêóïíîñòü
ìíîæåñòâ âèäà aε,sG0, ñîäåðæàùèõñÿ â Ω. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6), s = 0, 1; uε - ðåøåíèå çàäà÷è
(1), (2). Òîãäà uε ñëàáî ñõîäèòñÿ â H0

1(Ω) ê u0 ïðè ε → 0, ãäå u0 ∈ H0
1(Ω) -

ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó
∫

Ω

∇u0∇hdx + C̃
∫

Mn−s

(u0 − φ)−hdx̂ =
∫

Ω

fhdx, (9)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè h ∈ H0
1(Ω); C̃ = ω(n)(n−2)an−2C−1

1 . Êðîìå òîãî,
èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè:

‖uε − u0‖L2(Ω) → 0, êîãäà ε → 0,

‖∇((u0 − φ)+ + φ + ωε(u0 − φ)− − uε)‖L2(Ω) → 0, êîãäà ε → 0.

Çäåñü ωε ∈ H0
1,loc(R

n) - ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: ïóñòü

wj
ε = {|x− Pj|2−n − (aε,s)

2−n}/{(εb)2−n − (aε,s)
2−n}, j = 1, . . . , Nε,

7



äëÿ x ∈ T j
εb \ T j

aε,s
, ãäå b = const, aε,s < εb < ε/2, Nε -êîëè÷åñòâî øàðîâ,

ñîñòàâëÿþùèõ G(n−s)
ε . Ïîëîæèì wε = wj

ε ïðè x ∈ T j
εb \ T j

aε,s
, wε = 0 ïðè

x ∈ T j
aε,s

è wε = 1 ïðè x ∈ Rn \ ∪Nε
j=1T

j
εb.

Â ïàðàãðàôå 1.6 ðàññìîòðåíà çàäà÷à óñðåäíåíèÿ àíàëîãè÷íîãî âàðèàöè-
îííîãî íåðàâåíñòâà ñ îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàííûìè íà ïîäìíîæåñòàõ, ðàñïîëî-
æåííûõ âäîëü ãðàíèöû îáëàñòè. Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn∩{xn >

0} c êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé Γ1 è Γ2, ïðè÷åì
Γ1 = ∂Ω ∩ {x ∈ Rn|xn = 0} 6= ∅.

Îáîçíà÷èì G0 = {x ∈ Rn : |x − P0| < a}, ãäå Po - öåíòð êóáà Q =
{x ∈ Rn : 0 < xj < 1, j = 1, . . . , n}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G0 ⊂ Q. Ïîëîæèì
Gε =

∑
z∈Z ′(aεG0 + εz) = ∪∞j=1G

j
aε
, ãäå Z

′ - ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà z =
(z1, . . . , zn−1, 0), zj (j = 1, . . . , n− 1) - öåëî÷èñëåííûå; Gj

aε
− n− ìåðíûé øàð

ñ öåíòðîì â òî÷êå Pj ðàäèóñà aεa, 0 < aεa < ε/2. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ñ÷èòàåì, ÷òî G1

aε
, . . . , GN(ε)

aε
- âñå òå øàðû èç ñîâîêóïíîñòè Gε, äëÿ êîòîðûõ

Y
j
ε ⊂ Ω ∪ Γ1, j = 1, . . . , N(ε), ãäå Y j

ε = {x : |xi − P j
i | < ε/2, i = 1, . . . , n}, ãäå

N(ε) ∼= ε1−nmesΓ1.
Èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà ïðè ε → 0 ðåøåíèé ñëåäóþùåé çàäà÷è: íàéòè

ýëåìåíò

uε(x) ∈ Kε = {v ∈ H1(Ω, Γ2)| v(x) ≥ φ(x) ï.â. íàGj
aε

, j = 1, . . . , N(ε)},
óäîâëåòâîðÿþùèé âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

∫

Ω

∇uε∇(v − uε)dx ≥
∫

Ω

f(v − uε)dx, (10)

ãäå v− ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Kε.
Äîêàçàíû:
Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4) ñ s = 1; uε - ðåøåíèå íåðàâåí-

ñòâà (10). Òîãäà ‖uε − u0‖H1(Ω) → 0 ïðè ε → 0, ãäå ôóíêöèÿ u0 ∈ K0 = {v ∈
H1(Ω, Γ2) | v ≥ φ ï.â. íà Γ1} óäîâëåòâîðÿåò âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

∫

Ω

∇u0∇(h− u0)dx ≥
∫

Ω

f(h− u0)dx, (11)

äëÿ ëþáîãî h ∈ K0.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5); u0- îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà-
÷è (3). Òîãäà uε ⇀ u0 ñëàáî â H0

1(Ω) ïðè ε → 0. Åñëè u0 - ãëàäêîå ðåøåíèå
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çàäà÷è (3), òî ‖u0 − uε‖2
H1(Ω) ≤ Kan−2

ε ε1−n, êîãäà n ≥ 3, ‖u0 − uε‖2
H1(Ω) ≤ K |

ln aε |−1 ε−1, êîãäà n = 2.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6), uε - ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî

íåðàâåíñòâà (10); u0 - îáîáùåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è:




−∆u0 = f â Ω; u0 = 0 íà Γ2;

∂u0

∂ν + A(n)(u0 − φ)− = 0 íà Γ1,
(12)

ãäå A(n) = (n− 2)ω(n)an−2C−1, n ≥ 3; A(2) = 2πC−1. Òîãäà uε ⇀ u0 ñëàáî â
H1(Ω) ïðè ε → 0 è

‖u0 − uε‖L2(Ω) → 0, åñëè ε → 0,

‖∇[(u0 − φ)+ + φ + wε(u0 − φ)−]−∇uε‖L2(Ω) → 0,

åñëè ε → 0, ãäå ωε - òà æå ôóíêöèÿ, ÷òî è â òåîðåìå 4.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøå-
íèé âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà â îáëàñòè Ω
ïðîñòðàíñòâà Rn ñ îäíîñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîäìíîæåñòâàõ G(n−s)

ε ,
ε - ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ Mn−s, ðàçìåðíîñòü êî-
òîðîãî ðàâíà (n − s), s ≥ 0. Êîãäà s = 0, ñ÷èòàåì, ÷òî Mn - ïîäîáëàñòü Ω.

Ðàññìîòðåíû âñå âîçìîæíûå òèïû àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé uε

âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ïðè ε → 0 â çàâèñèìîñòè îò êîðàçìåðíîñòè ìíîãî-
îáðàçèÿ s, ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìàëûì ïàðàìåòðîì ε - ïåðèîäîì ñòðóêòóðû
è aε,s - êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ ïîäìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ çàäàíû îäíîñòî-
ðîííèå îãðàíè÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæåíèÿ îá îáëàñòè Ω, ìíîãîîáðàçèè Mn−s è
ïîäìíîæåñòâå G(n−s)

ε îñòàþòñÿ òàêèìè æå, êàê è â ï. 1.2 - 1.5.

Â ïàðàãðàôàõ 2.2 - 2.6 èññëåäîâàíà àñèìïòîòèêà ïðè ε → 0 ðåøåíèé
ñëåäóþùåé çàäà÷è: íàéòè ýëåìåíò

uε ∈ Kε = {g ∈ H0
2(Ω)|g(x) ≥ φ(x) ï.â. íà G(n−s)

ε }, (13)
óäîâëåòâîðÿþùèé âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó

∫

Ω

D2uεD
2(v − uε)dx ≥

∫

Ω

f(v − uε)dx, (14)

ãäå v � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Kε. Çäåñü D2vD2u =
n∑

i,j=1

∂2v
∂xi∂xj

∂2v
∂xi∂xj

. Ñóùå-
ñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (13), (14) ñëåäóþò, íàïðèìåð, èç
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òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ
äëÿ îïåðàòîðà ñ âûïóêëûìè îãðàíè÷åíèÿìè (ñì. 14 ãë.2, § 3).

Â ïàðàãðàôå 2.2 èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà n = 2, 3 è êîðàçìåðíîñòü s

ìíîãîîáðàçèÿ, âäîëü êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû ïîäìíîæåñòâà, ïîëîæèòåëüíàÿ.
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Tåîðåìà 8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà n = 2 èëè
n = 3, aε,s → 0, êîãäà ε → 0, uε - ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14). Òîãäà uε ñëàáî
ñõîäèòñÿ ê u0 â H0

2(Ω) ïðè ε → 0, ãäå
u0 ∈ K0 = {v ∈ H0

2(Ω) | v(x) ≥ φ(x) íà Mn−s} (15)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∫

Ω

D2u0D
2(h− u0)dx ≥

∫

Ω

f(h− u0)dx (16)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ K0.

Â ïàðàãðàôå 2.3 èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà n ≥ 4 è ìíîæåñòâî G(n−s)
ε ðàñ-

ïîëîæåíî âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ Mn−s, 4 ≤ s ≤ n. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 9. Ïóñòü n ≥ 4 è Ω ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèå Mn−s, 4 ≤ s ≤ n.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14) uε ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê u0 â H0
2(Ω), ïðè ε → 0

ãäå u0 � ðåøåíèå çàäà÷è

∆2u0 = f , x ∈ Ω, u0|∂Ω =
∂u0

∂ν

∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0. (17)

Åñëè u0 ãëàäêîå ðåøåíèå çàäà÷è (17), òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè:
‖uε − u0‖2

H0
2 (Ω) ≤ Ka

s−4
2

ε,s | ln aε,s |−2, åñëè s ≥ 5,

‖uε − u0‖2
H0

2 (Ω) ≤ K | ln aε,s |−1, åñëè s = 4.

Â ïàðàãðàôàõ 2.4 - 2.6 ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà n ≥ 4 è îáëàñòü Ω ñî-
äåðæèò ìíîãîîáðàçèå Mn−s, ïðè÷åì s = 0, 1, 2, 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ε} è {aε,s} óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:





lim
ε→0

a4−n
ε,s εn−s = 0, åñëè n ≥ 5,

lim
ε→0

ε4−s| ln aε,s| = 0, åñëè n = 4;
(18)

14Ýêëàíä È., Òåìàì Ð. Âûïóêëûé àíàëèç è âàðèàöèîííûå ïðîáëåìû. Ì.: Ìèð, 1979.
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lim
ε→0

a4−n
ε,s εn−s = +∞, åñëè n ≥ 5,

lim
ε→0

ε4−s| ln aε,s| = +∞, åñëè n = 4;
(19)





lim
ε→0

a4−n
ε,s εn−s = C > 0, åñëè n ≥ 5,

lim
ε→0

ε4−s| ln aε,s| = C > 0, åñëè n = 4.
(20)

Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ (18) - (20) èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (13), (14) ïðè ε → 0, ïîëó÷åíà óñðåäíåííàÿ çàäà÷à, äîêàçàíà
ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uε ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è, â ñëó÷àå
(19) íàéäåíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Â ïàðàãðàôå 2.4 èññëåäîâàí ñëó÷àé (18) è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Tåîðåìà 10. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (18), n ≥ 4 è Ω ñîäåðæèò ìíî-

ãîîáðàçèå Mn−s, ïðè÷åì s = 0, 1, 2, 3. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14) uε

ñõîäèòñÿ ñëàáî â H0
2(Ω) ê ðåøåíèþ u0(x) çàäà÷è (15), (16) ïðè ε → 0.

Â ïàðàãðàôå 2.5 èññëåäîâàí ñëó÷àé (19) è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 11. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (19). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (13),

(14) uε ñõîäèòñÿ ñèëüíî â H0
2(Ω) ê u0 - ðåøåíèþ çàäà÷è (17) ïðè ε → 0 ,

ïðè÷åì åñëè u0 - ãëàäêîå ðåøåíèå çàäà÷è (17), òî

‖uε − u0‖2
H0

2 (Ω) ≤ Kan−4
ε,s εs−n, êîãäà n ≥ 5

è
‖uε − u0‖2

H0
2 (Ω) ≤ K | ln aε,s |−1 εs−4, êîãäà n = 4.

Â ïàðàãðàôå 2.6 èññëåäîâàí òàê íàçûâàåìûé "êðèòè÷åñêèé"ñëó÷àé (20)
ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé uε çàäà÷è (13), (14) è äîêàçàíà

Òåîðåìà 12. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (20); s = 0, 1, 2, 3, uε - ðåøåíèå
çàäà÷è (13), (14). Òîãäà uε ñëàáî ñõîäèòñÿ â H0

2(Ω) ê u0 ïðè ε → 0, ãäå
u0 ∈ H0

2(Ω) - ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó
∫

Ω

D2u0D
2hdx + B(n)

∫

Mn−s

(u0 − φ)−hdx̂ =
∫

Ω

fhdx, (21)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè h ∈ H0
2(Ω). Êîíñòàíòà B = n(n−2)(n−4)ω(n)

2C , êîãäà
n ≥ 5 è B = ω(n)

2C , êîãäà n = 4. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
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çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó (21), ñëåäóåò èç òåîðåìû
2.2 (ãë. 2 ï. 2.2)15.

Â ïàðàãðàôå 2.7 èññëåäîâàíà çàäà÷à óñðåäíåíèÿ àíàëîãè÷íîãî âàðèàöè-
îííîãî íåðàâåíñòâà ñ îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàííûìè íà ïîäìíîæåñòàõ, ðàñïî-
ëîæåííûõ âäîëü ãðàíèöû îáëàñòè. Îáëàñòü Ω è ïîäìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ
çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ, çäåñü òàêèå æå, êàê è â ï. 1.6. Ïóñòü

uε ∈ Kε = {g ∈ H2(Ω, Γ2)|g(x) ≥ φ(x) ï.â.íà G(n−1)
ε }, (22)

óäîâëåòâîðÿåò âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó
∫

Ω

D2uεD
2(v − uε)dx ≥

∫

Ω

f(v − uε)dx, (23)

ãäå v - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Kε. Çäåñü φ(x) ∈ C2(Ω), f ∈ L2(Ω), ïîä ïðî-
ñòðàíñòâîì Hm(Ω, γ) ìû ïîíèìàåì ïîïîëíåíèå ïî íîðìå Hm(Ω) ìíîæåñòâà
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Ω ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â îêðåñò-
íîñòè γ, ãäå γ íåêîòîðîå s - ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â Ω. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû:

Tåîðåìà 13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (18) c s = 1. Òîãäà ðåøåíèå
çàäà÷è (22), (23) uε ⇀ u0 ñëàáî â H2(Ω) ïðè ε → 0, ãäå u0− ðåøåíèå çàäà÷è:
íàéòè ýëåìåíò

u0 ∈ K0 = {v ∈ H2(Ω, Γ2) | v(x) ≥ φ(x) ï. â. íà Γ1}, (24)

óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó
∫

Ω

D2u0D
2(h− u0)dx ≥

∫

Ω

f(h− u0)dx (25)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ K0.
Òåîðåìà 14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (19) c s = 1. Òîãäà ðåøåíèå çà-

äà÷è (22), (23) uε ñõîäèòñÿ ñèëüíî ê u0 - ðåøåíèþ çàäà÷è (17) â H2(Ω) ïðè
ε → 0. Åñëè u0 - ãëàäêîå ðåøåíèå (17), òî

‖uε − u0‖2
H2(Ω) ≤ Kan−4

ε ε1−n, êîãäà n ≥ 5

è
‖uε − u0‖2

H2(Ω) ≤ K | ln aε |−1 ε−3, êîãäà n = 4.

15Æ.-Ë. Ëèîíñ Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ Ì.: Ìèð 1972
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Òåîðåìà 15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (20) c s = 1. Òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðåøåíèé çàäà÷è (22), (23) uε ñõîäèòñÿ ñëàáî ê u0(x) â H2(Ω)
ïðè ε → 0, ãäå ôóíêöèÿ u0(x) ∈ H2(Ω, Γ2) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó
òîæäåñòâó

∫

Ω

D2u0D
2hdx + B(n)

∫

Γ1

(u0 − φ)−hdx =
∫

Ω

fhdx (26)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî h ∈ H2(Ω), ãäå B = n(n−2)(n−4)ω(n)
2C , êîãäà n ≥ 5 è B = ω(n)

2C ,

êîãäà n = 4.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ, äîêòîðó ôèçèçèêî - ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Òàòüÿíå Àðäî-
ëèîíîâíå Øàïîøíèêîâîé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, öåííûå ñîâåòû è ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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