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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñëîâèé

âûïîëíåíèÿ àíàëîãà ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õà-
àðà.

Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ � ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå êâàäðàò íîðìû ýëåìåí-
òà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÷åðåç êâàäðàòû
ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýòîãî ýëåìåíòà ïî íåêîòîðîé îðòîãîíàëüíîé
ñèñòåìå ýëåìåíòîâ.

Âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà x ∈ X ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû ðÿä Ôóðüå ýòîãî ýëåìåí-
òà ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå {en} ñõîäèëñÿ ê ñàìîìó ýëåìåíòó x ïî íîðìå
ïðîñòðàíñòâà X. Âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
x ∈ X ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû
îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {en}∞n=1 áûëà ïîëíîé ñèñòåìîé â X.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî X = L2[−π, π] ñîñòîèò èç äåéñòâèòåëü-
íûõ ôóíêöèé, êâàäðàò êîòîðûõ èíòåãðèðóåì ïî Ëåáåãó íà îòðåçêå [−π, π],
ôóíêöèÿ f ∈ L2[−π, π], â êà÷åñòâå ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ôóíê-
öèé âçÿòà òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé è f ∼ a0

2 +
∞∑

n=1
an cos nx+

+bn sin nx, ãäå çíàê ∼ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â ìåòðèêå L2; òîãäà
ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ èìååò âèä

1

π

∫ π

−π

f 2(x) dx =
a2

0

2
+

∞∑
n=1

a2
n(f) + b2

n(f)

è íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ; îíî áûëî óêàçàíî
Ì. Ïàðñåâàëåì (M. Parseval, 1805). Â ýòîì ðàâåíñòâå a0 = 1

π

∫ π

−π f(x) dx,

an = 1
π

∫ π

−π f(x) cos nx dx, bn = 1
π

∫ π

−π f(x) sin nx dx � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
ôóíêöèè f .

Åñëè g ∈ L2[−π, π] è g ∼ a′0
2 +

∞∑
n=1

a′n cos nx + b′n sin nx, òî ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

π

∫ π

−π

f(x)g(x) dx =
1

2
a0a

′
0 +

∞∑
n=1

(ana
′
n + bnb

′
n)

è íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ.
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Âûøåïðèâåäåííûå ôîðìóëû èìåþò ìåñòî íå òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ f ∈ L2,
g ∈ L2, íî è â ðÿäå äðóãèõ ñëó÷àåâ. Äâà ôóíêöèîíàëüíûõ êëàñà K è K ′

áóäåì íàçûâàåò äîïîëíèòåëüíûìè, åñëè îáîáùåííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ
èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ f ∈ K è g ∈ K ′. Ïðè ýòîì ñóììà ðÿäà â ïðàâîé ÷à-
ñòè ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñóììèðîâàíèÿ êàêèì-ëèáî ìåòîäîì. Èññëåäîâàíèÿ
íà òåìó êàêèå êëàññû ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ïðîâîäèëèñü
åùå â XIX âåêå1.

×àñòî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèè f(x), óäîá-
íåå çàäàâàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå: f(x) ∼

+∞∑
n=−∞

cne
inx, ïðè ýòîì êîýôôèöè-

åíòû Ôóðüå cn ôóíêöèè f îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè cn = 1
2π

π∫
−π

f(t)e−intdt,

n ∈ Z.

Äëÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà øèðîêî èçâåñòíî
êëàññè÷åñêîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, îòíîñÿùååñÿ ê ðÿäàì Ôóðüå�Ñòèëòüåñà.

Äîêàçàíî2, ÷òî åñëè f(x) � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà
îòðåçêå [0, 2π], G(x) � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, 2π], òî:

1

2π
(R− S)

2π∫

0

f(x) dG(x) =
+∞∑

k=−∞
f̂(k)d̂G(k),

ãäå f̂(k) = 1
2π

2π∫
0

f(x)e−ikx dx è d̂G(k) = 1
2π(R − S)

2π∫
0

e−ikx dG(x) � ñîîò-

âåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�
Ñòèëòüåñà ôóíêöèè G(x), ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ìîæåò íå ñõîäèòü-
ñÿ, íî ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ, èíòåãðàë â ðàâåí-
ñòâå Ïàðñåâàëÿ è èíòåãðàëû, îïðåäåëÿþùèå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Ñòèë-
òüåñà ôóíêöèè G(x), ïîíèìàþòñÿ êàê èíòåãðàëû Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà.

Â.Ñ. Ãîðÿ÷åâà ïîêàçàëà3, ÷òî â ýòîì óòâåðæäåíèè ìîæíî ðàçðåøèòü
ôóíêöèè f(x) èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà ïðè óñëîâèè,
÷òî ôóíêöèÿ G(x) â íèõ íåïðåðûâíà, à òàêæå ïðèâåëà ïðèìåðû, êîãäà äëÿ

1Áàðè Í.Ê. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Ì., Ôèçìàòëèò, 1961.
2Çèãìóíä À., Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Ò.1. Ìîñêâà. Ìèð, 1965.
3Ãîðÿ÷åâà Â.Ñ., Î ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå�Ñòèëòüåñà.// Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1,

Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 2002. �1. ñ. 32-36.
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íåêîòîðûõ ïàð ôóíêöèé ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå�Ñòèëòüåñà
íå âûïîëíÿåòñÿ. Èç ïðèìåðà, ïîñòðîåííîãî åþ, âèäíî, ÷òî äëÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò òàêèå îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f è íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè G, ÷òî îïðåäåëåí è êîíå÷åí èíòåãðàë
Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà (L−S)

2π∫
0

f(x) dG(x), à ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ýòîé ïà-

ðû ôóíêöèé f è G íå âûïîëíÿåòñÿ. Äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå ôóíêöèè G(x)
âçÿòü ôóíêöèþ Êàíòîðà (êàíòîðîâó ëåñòíèöó) íà [0, 2π], à â êà÷åñòâå ôóíê-
öèè f � ôóíêöèþ, ðàâíóþ íóëþ íà èíòåðâàëàõ ïîñòîÿíñòâà G è ðàâíóþ
åäèíèöå â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îòðåçêà. Â ýòîì ñëó÷àå (L − S)

2π∫
0

f(x) dG(x)

ñóùåñòâóåò è ðàâåí 1, à ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ðàâåí 0.
Ò.Ï. Ëóêàøåíêî äîêàçàë4 ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ðÿäîâ Ôóðüå�Ñòèëòüåñà�Ðèìàíà è ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ Ðèìàíà5 ïðè áî-
ëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè. À èìåííî � îí äîêàçàë, ÷òî ðàâåí-
ñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå�Ñòèëòüåñà îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè f �
2π�ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, G � 2π�ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ñîñòàâëÿþùåé êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, f(x)
è G(x) èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó, ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ïåðèîäå
(ëþáîì îòðåçêå äëèíû 2π) â ñìûñëå Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà ïî ôóíêöèè G(x).
Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ, íî îí ñóììèðóåòñÿ ìå-
òîäîì Ðèìàíà (R, 2).

Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò òîò ôàêò, ÷òî èíòåãðàë
â ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà. Ò.Ï. Ëó-
êàøåíêî áûëî çàìå÷åíî6, ÷òî äëÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ôóíêöèé íå ìîæåò áûòü âåðíûì
íè äëÿ îäíîé ôóíêöèè G îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíîé.

Åñëè æå ôóíêöèÿ G(t) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, òî
(L − S)

∫ b

a f(x) dG(x) = (L)
∫ b

a f(x)g(x) dx, ãäå g(t) = G′(t) ï.â.7. È âñòàåò
4ËóêàøåíêîÒ.Ï., Îá èíòåãðàëå Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà è ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå�

Ñòèëòüåñà.// Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1, Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 2002. �4. ñ. 18-23.
5Êà÷ìàæ Ñ.,Øòåéíãàóç Ã. Òåîðèÿ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Ãîñóäàðñòâåííîå èçäàòåëüñòâî ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, Ì. 1958.
6ËóêàøåíêîÒ.Ï., Î ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé.// Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð.

1, Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 2003. �3. ñ. 32-40.
7ÑàêñÑ., Òåîðèÿ èíòåãðàëà. Ì. Èë. 1949; Ôàêòîðèàë. Ïðåññ. 2004. ñ. 61.
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âîïðîñ î âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ â ñëó÷àå, åñëè íàðÿäó ñ ôóíê-
öèÿìè f è g èíòåãðèðóåìî ïî Ëåáåãó è èõ ïðîèçâåäåíèå f · g.

Â ýòîì íàïðàâëåíèè Ò.Ï. Ëóêàøåíêî áûëî äîêàçàíî8, ÷òî åñëè f è g

òàêèå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå êîìïëåêñíîçíà÷íûå èíòåãðèðóåìûå â ñìûñëå øè-
ðîêîãî èíòåãðàëà Äàíæóà ñ ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìûìè ïåðâîîá-
ðàçíûìè ôóíêöèè, ÷òî ïðîèçâåäåíèå Mf · g èíòåãðèðóåìî ïî Ëåáåãó, ãäå
Mf(x) = sup

h6=0

∣∣∣F (x+h)−F (x−h)
h

∣∣∣ � íåàáñîëþòíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàð-

äè�Ëèòòëâóäà ôóíêöèè f , F � íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë ôóíêöèè f , òî
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ Ðèìàíà

1

2π

2π∫

0

f(x) g(x) dx = (R, 2)
+∞∑

k=−∞
f̂(k)ĝ(k).

À ïðè îáîáùåíèè ðåçóëüòàòîâ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû íà m�
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ò.Ï. Ëóêàøåíêî äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà
áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû9: åñëè ôóíêöèÿ f : Rm → C ÿâëÿ-
åòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà
Tm = [0, 2π]m, ôóíêöèÿ G : Rm → C ÿâëÿåòñÿ ñóììîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé
ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè è ëèíåéíîé ôóíêöèè è èíòåãðèðóåìà ïî
Ëåáåãó íà Tm è ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ôóíêöèè G â ñìûñëå Ðèìàíà�
Ñòèëòüåñà íà ëþáîì áðóñå Tm

a =
∏m

j=1[aj, aj+2π], òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ:

1

(2π)m (R− S)

∫
· · ·

∫

Tm

f dG = (R, 2)
∑

k∈Zm

f̂(k)d̂G(k),

ãäå f̂(k) = f̂(k1, · · · , km) = 1
(2π)m (L)

∫ ··· ∫
Tm

f(t)e−ikt dt1 · · · dtm, è d̂G(k) =

= d̂G(k1, · · · , km) =
m∏

j=1

(
1
2π

∣∣∣
2π

tj=0
+

ikj

2π (L)
∫ 2π

0 dtje
−ikjtj

)
G(t) � ñîîòâåòñòâåí-

íî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Ñòèëòüåñà
ôóíêöèè G(x), ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ìîæåò íå ñõîäèòü-
ñÿ, íî ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì Ðèìàíà (R, 2).

8ËóêàøåíêîÒ.Ï., Î ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé.// Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð.
1, Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 2003. �3. ñ. 32-40.

9ËóêàøåíêîÒ.Ï., Îá èíòåãðàëàõ Ñòèëòüåñà è ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ äëÿ êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ðÿäîâ. // ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåìàòè÷åñêàÿ, Ò.69. 2005. �5. ñ. 149-168.
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Â ýòîé æå ðàáîòå Ò.Ï. Ëóêàøåíêî áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå�Ëåáåãà â m�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Rm → C ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ïî
êàæäîé ïåðåìåííîé è èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà Tm = [0, 2π]m, íåîòðè-
öàòåëüíàÿ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ áðóñà G îïðåäåëåíà íà âñåõ áðóñàõ èç
Rm è 2π-ïåðèîäè÷íà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà îò Mf = max{|f |,Mf} ïî G íà Tm, ãäå Mf(x) =

= sup
x∈Π

|F (Π)|
|Π| (Π � ñîäåðæàùèå òî÷êó x êóáû, ò.å. áðóñû ñ ðåáðàìè îäè-

íàêîâîé äëèíû; F (Π) = (L)
∫ ··· ∫

Π
f dt � ôóíêöèÿ áðóñà) � íåàáñîëþòíàÿ

ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàðäè�Ëèòòëâóäà ôóíêöèè f ïî êóáàì, è
1)èëè ìåðà µ(E) =

∫ ··· ∫
E

Mf(t) dG(t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñè-
òåëüíî ìåðû Ëåáåãà,

2)èëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ëåáåãà îò fMG íà Tm, ãäå MG(x) = sup
x∈Π

G(Π)
|Π|

(Π - ñîäåðæàùèå òî÷êó x êóáû) � ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàðäè�Ëèòòë-
âóäà ôóíêöèè áðóñà G ïî êóáàì,
òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

1

(2π)m
(L− S)

∫
· · ·

∫

Tm

f dG = (R, 2)
∑

k∈Zm

f̂(k)d̂G(k),

ãäå f̂(k) è d̂G(k) � ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f è
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Ñòèëòüåñà ôóíêöèè G, èíòåãðàë â ðàâåíñòâå ÿâ-
ëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà, ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
Ïàðñåâàëÿ ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ, íî ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì Ðèìàíà (R, 2).

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîë-
íåíèÿ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå è Ôóðüå�Ñòèëòüåñà ïî ñèñòå-
ìàì Õààðà è Óîëøà ôóíêöèé îäíîé è ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò
â ñëåäóþùåì.

1)äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà â ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ:
� äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå�Ñòèë-

òüåñà ïî ñèñòåìå Õààðà íà îòðåçêàõ [0, 1], [0, 1]∗ è íà áðóñàõ [0, 1]m, [0, 1]∗
m;
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� ïîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ âåðíî è äëÿ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Óîë-
øà, åñëè ñóììó ðÿäà ïîíèìàòü êàê ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñ íîìåðàìè 2k,
k ∈ N;
2) äëÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà:

� ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ
ðÿäîâ Ôóðüå�Ëåáåãà ïî ñèñòåìå Õààðà;

� äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå�Ëå-
áåãà ïî ñèñòåìå Óîëøà äëÿ ïî÷òè âñåõ äâîè÷íûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òå-
îðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî è êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåîðèè
ðÿäîâ ïî ñèñòåìàì Õààðà è Óîëøà.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü â ÌÃÓ
íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà
ÐÀÍ Ï.Ë. Óëüÿíîâà, ïðîô. Ì.Ê. Ïîòàïîâà è ïðîô. Ì.È. Äüÿ÷åíêî, íà ñå-
ìèíàðå ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîô. Ò.Ï Ëóêàøåíêî, ïðîô. Â.À. Ñêâîðöîâà è ì.í.ñ. À.Ï. Ñîëîäîâà, íà
ñåìèíàðå ïî òåîðèè îðòîïîäîáíûõ ñèñòåì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ò.Ï. Ëó-
êàøåíêî è äîö. Ò.Â. Ðîäèîíîâà, äîö. Â.Â. Ãàëàòåíêî; íà ìåæäóíàðîäíîé
øêîëå-ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè Í.Â. Åôèìîâà (Ðîñòîâ-
íà-Äîíó, 2004); íà Âîðîíåæñêèõ çèìíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ �Ñîâðå-
ìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû� (2005 è 2007), íà
Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëå �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ
ïðèëîæåíèÿ� (Ñàðàòîâ, 2006); íà ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå �Ðÿäû Ôóðüå
è èõ ïðèëîæåíèÿ� (Àáðàó-Äþðñî, 2006).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 8 ðàáîòàõ àâòîðà,
ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 65 ñòðàíèöàõ
è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 19
íàèìåíîâàíèé.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð

ïî òåìå äèññåðòàöèè � ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû Ôóðüå�Ñòèëòüåñà ïî ñèñòåìå Õà-
àðà. Ïðè ýòîì óäàëîñü ñóùåñòâåííî (ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû) ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ íà ôóíêöèè f è G. Ãëàâà
ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì èç íèõ ôóíêöèè çàäàííû íà îòðåç-
êå [0, 1] (è íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1]∗), âî âòîðîì � îáîáùåíèå
ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé m�ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ðåçóëüòàòû íà áðóñå Πm

è ìîäèôèöèðîâàííîì áðóñå Π∗m).
Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû Ôóðüå�Ëåáåãà ïî ñèñòåìàì Õà-

àðà è Óîëøà. Ñòðóêòóðà âòîðîé ãëàâû ïîâòîðÿåò ñòðóêòóðó ïåðâîé.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåðíèçèðîâàííîãî îò-

ðåçêà äîêàçàíî:
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü f(x) è G(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè íà

ìîäåðíèçèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1]∗, f(x) èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå øèðîêîãî
èíòåãðàëà Äàíæóà íà [0, 1]∗ è èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà
ïî ôóíêöèè G(x) íà [0, 1]∗. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

(R− S)

∫

[0,1]∗

f(x) dG(x) =
∞∑

k=1

f̂(k)d̂G(k),

ãäå f̂(k) = (f, χk) = (D)
∫

[0,1]∗
f(x)χk(x) dx è d̂G(k) =

∫
[0,1]∗

χk(x) dG(x) �

ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Äàíæóà ôóíêöèè f è êîýôôèöè-
åíòû Ôóðüå�Ñòèëòüåñà ôóíêöèè G ïî ñèñòåìå Õààðà, èíòåãðàë â ðà-
âåíñòâå Ïàðñåâàëÿ è â îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè G ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðàëîì Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà, ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà Ïàðñåâà-
ëÿ ñõîäèòñÿ, à ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

×òîáû òåîðåìà èìåëà ìåñòî íà îáû÷íîì îòðåçêå [0, 1], íåîáõîäèìî óñè-
ëèòü òðåáîâàíèÿ íà ôóíêöèþ G(x).

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü f(x) è G(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè íà
îòðåçêå [0, 1], ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå øèðîêîãî èíòåãðàëà
Äàíæóà íà [0, 1] è èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà ïî ôóíê-
öèè G(x) íà [0, 1]. Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�
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Ñòèëòüåñà ôóíêöèè G(x) ïî ñèñòåìå Õààðà: d̂G(k) =
∫

[0,1]
χk(x) dG(x).

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

(R− S)

∫

[0,1]

f(x) dG(x) =
∞∑

k=1

f̂(k)d̂G(k),

ãäå f̂(k) = (f, χk) = (D)
∫

[0,1]
f(x)χk(x) dx � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Äàíæóà

ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå Õààðà, èíòåãðàë â ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ è â îïðå-
äåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè G ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà�Ñòèë-
òüåñà, ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ñõîäèòñÿ.

Äîáàâëåíèå òðåáîâàíèé ê óñëîâèÿì òåîðåìû îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå�Ñòèëòüåñà ôóíêöèè G(x) íà [0, 1] ìîãóò è íå ñóùåñòâî-
âàòü, ÷òî ñâÿçàíî ñ ðàçðûâíîñòüþ íà [0, 1] ôóíêöèé ñèñòåìû Õààðà.

Íà ìîäåðíèçèðîâàííîì æå îòðåçêå [0, 1]∗ ýòî òðåáîâàíèå îïóñêàåì, ò.ê.
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Ñòèëòüåñà ôóíêöèè G(x): dG(x) =

∫
[0,1]∗

χk(x) dG(x)

âñåãäà ñóùåñòâóþò. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèè ñèñòåìû Õààðà
íåïðåðûâíû íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå, à èíòåãðàë Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà
îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èí-
òåãðàëîì Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ñïðàâåäëèâî äëÿ ñèñòåìû Óîëøà êàê
íà [0, 1]∗, òàê è íà [0, 1] ñîîòâåòñòâåííî ñ òåìè æå òðåáîâàíèÿìè íà ôóíêöèè
f è G, ÷òî â çàÿâëåííûõ òåîðåìàõ, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììà ðÿäà â ðàâåíñòâå
Ïàðñåâàëÿ ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñ íîìåðàìè âèäà 2k.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþòñÿ äëÿ êðàò-
íûõ ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü f : Π∗m → C èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ëåáå-
ãà íà ìîäèôèöèðîâàííîì áðóñå Π∗m è èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ðèìàíà�
Ñòèëòüåñà ïî ôóíêöèè G : Π∗m → C íà Π∗m. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî Ïàðñåâàëÿ

(R− S)

∫
· · ·

∫

Π∗m

f(x) dG(x) =
∑

k∈Zm
+

f̂(k)d̂G(k),

ãäå f̂(k) = (f, χk) = (L)
∫ ··· ∫
Π∗m

f(x)χk(x) dx è d̂G(k) =
∫ ··· ∫
Π∗m

χk(x) dG(x)
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� ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f è êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå�Ñòèëòüåñà ôóíêöèè G ïî ñèñòåìå Õààðà, èíòåãðàë â ðàâåíñòâå
Ïàðñåâàëÿ è â îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè G ÿâëÿåòñÿ èíòåãðà-
ëîì Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà, ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ñõî-
äèòñÿ â ñìûñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì, à ÷åðòà ñâåðõó îçíà-
÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû íà Πm (áåç *), êàê è â ñëó÷àå èíòåãðèðóå-
ìîñòè íà îòðåçêå, íåîáõîäèìî óñèëåíèå òðåáîâàíèé íà ôóíêöèþ G.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü f è G � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, f : Rm → C
èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ëåáåãà íà Πm, è â ñìûñëå Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà ïî
ôóíêöèè G : Rm → C íà Πm. Ïóñòü òàêæå íà Πm ñóùåñòâóþò êîýôôè-
öèåíòû Ôóðüå�Ñòèëòüåñà ïî ñèñòåìå Õààðà ôóíêöèè G. Òîãäà âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

(R− S)

∫
· · ·

∫

Πm

f(x) dG(x) =
∑

k∈Zm

f̂(k)d̂G(k),

ãäå f̂(k) = (f, χk) = (L)
∫ ··· ∫

Πm

f(x)χk(x) dx è d̂G(k) =
∫ ··· ∫

Πm

χk(x) dG(x)

� ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f è êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå�Ñòèëòüåñà ôóíêöèè G ïî ñèñòåìå Õààðà, èíòåãðàë â ðàâåíñòâå
Ïàðñåâàëÿ è â îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè G ÿâëÿåòñÿ èíòåãðà-
ëîì Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà, ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ñõî-
äèòñÿ.

Äîáàâëåíèå òðåáîâàíèé ê óñëîâèÿì òåîðåìû îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå�Ñòèëòüåñà ôóíêöèè G íà Πm ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü.

Âî âòîðîé ãëàâå èíòåãðàë â ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà.

Äëÿ ñèñòåìû Õààðà, êàê è â ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, äëÿ
èíòåãðàëà Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì, ñôîðìó-
ëèðîâàííûì â ïåðâîé ãëàâå, ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Êàê è â ñëó÷àå òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ñèñòåìû, áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ f ïîäîá-
íûå ðåçóëüòàòû íåëüçÿ ïîëó÷èòü íè äëÿ îäíîé ôóíêöèè G îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé.

Äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà óäàëîñü ïîñòðîèòü ïðèìåð, ïîêàçû-
âàþùèé, ÷òî ñóùåñòâóþò èíòåãðèðóåìûå ïî Ëåáåãó íà îòðåçêå [0, 1] ôóíê-
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öèè f è g òàêèå, ÷òî èíòåãðàë (L)
∫

[0,1]
f(x)g(x) dx ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, íî

ðÿä
∞∑

k=1
f̂(k)ĝ(k) = +∞. È ñëåäîâàòåëüíî:

(L)

∫

[0,1]

f(x)g(x) dx 6=
∞∑

k=1

f̂(k)ĝ(k).

À òàêæå â ïåðâîì ïàðàãðàôå äëÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà ïîëó÷åíî äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ïî ñèñòåìå Õààðà:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà [0, 1], à G
� ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, 1]. Åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà îò Mf = max{|f |,Mf} ïî G, ãäå Mf(x) =

= sup
h 6=0

∣∣∣F (x+h)−F (x)
h

∣∣∣ � íåàáñîëþòíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàðäè�Ëèòòë-
âóäà ôóíêöèè f , F � íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë ôóíêöèè f , è âûïîëíåíî
îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1)ìåðà µ(E) =
∫
E

Mf(t) dG(t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî
ìåðû Ëåáåãà,

2)ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ëåáåãà îò fMG, ãäå MG(x) = sup
h 6=0

∣∣∣G(x+h)−G(x)
h

∣∣∣;
òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

(L− S)

∫

[0,1]

f(x) dG(x) =
∞∑

k=1

f̂(k)d̂G(k),

ãäå f̂(k) è d̂G(k) � ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f è
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Còèëòüåñà ôóíêöèè G, ÷åðòà ñâåðõó îáîçíà÷àåò
êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, èíòåãðàë â ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ ÿâëÿåòñÿ èí-
òåãðàëîì Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà.

À äëÿ ñèñòåìû Óîëøà äîêàçàíà:
Òåîðåìà 2.2. Åñëè f � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó

ôóíêöèÿ íà [0, 1], G � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèà-
öèè íà [0, 1], f̂x(k) = (L)

∫
[0,1]

f(x⊕t)χk(t) dt � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Ëåáåãà

ôóíêöèè fx(t) = f(x ⊕ t), ” ⊕ ” � ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ, òî ðà-
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âåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

(L− S)

∫

[0,1]

f(x⊕ t) dG(t) =
∞∑

k=1

f̂x(k)d̂G(k),

èìååò ìåñòî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 1] â ñìûñëå ñóììèðóåìîñòè ðÿäà
ëþáûì ìåòîäîì, ñóììèðóþùèì ðÿäû Ôóðüå èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó
ôóíêöèé ê ýòèì ôóíêöèÿì ïî÷òè âñþäó, èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû äîêàçûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ êðàò-
íûõ ðÿäîâ Ôóðüå, åñëè èíòåãðàë â ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ ïîíèìàòü â ñìûñëå
Ëåáåãà.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [0, 1]m → C èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó
íà áðóñå [0, 1]m, íåîòðèöàòåëüíàÿ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ áðóñà G îïðåäåëå-
íà íà [0, 1]m. Åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà îò Mf =

= max{|f |,Mf} ïî G íà [0, 1]m, ãäå Mf(x) = sup
Π3x

∣∣∣F (Π)
|Π|

∣∣∣ (Π � ñîäåðæàùèå
òî÷êó x êóáû, F � ôóíêöèÿ áðóñà: F (Π) =

∫ ··· ∫
Π

f(t) dt) � íåàáñîëþò-
íàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàðäè�Ëèòòëâóäà ôóíêöèè f ïî êóáàì, è
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1)ìåðà µ(E) =
∫ ··· ∫E Mf(t) dG(t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëü-

íî ìåðû Ëåáåãà,
2)ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ëåáåãà îò fMG íà [0, 1]m, ãäå MG(x) = sup

Π3x

∣∣∣G(Π)
|Π|

∣∣∣
(Π � ñîäåðæàùèå òî÷êó x êóáû) � ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàðäè�Ëèòòë-
âóäà ôóíêöèè áðóñà G ïî êóáàì;
òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

(L− S)

∫
· · ·

∫

Πm

f dG =
∑

k∈Zm

f̂(k)d̂G(k),

ãäå f̂(k) =
∫ ·· · ∫Πm f(x)χk(x) dx, d̂G(k) = (L − S)

∫
Πm χk(x) dG(x) � ñî-

îòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�
Ëåáåãà�Còèëòüåñà ôóíêöèè G, ÷åðòà ñâåðõó îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñî-
ïðÿæåíèå, èíòåãðàë â ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà�
Ñòèëòüåñà.

13



À äëÿ ñèñòåìû Óîëøà â m−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåðíà ñëåäóþùàÿ òå-
îðåìà.

Òåîðåìà 2.4. Åñëè f : Πm → C � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ èíòåãðèðóå-
ìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ, à G - êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè íà Πm, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Rm ôóíêöèÿ fx(t) = f(x ⊕ t)
èíòåãðèðóåìà â ñìûñëå Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà ïî êîìïëåêñíîé ìåðå, îïðåäå-
ëÿåìîé ôóíêöèåé G. Åñëè f̂x(k) = (L)

∫ ··· ∫
Πm

f(x ⊕ t)χk(t) dt è d̂G(k) =

= (L − S)
∫ ··· ∫

Πm

χk(x) dG(x) � ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�

Ëåáåãà ôóíêöèè fx(t) = f(x ⊕ t) è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå�Ëåáåãà�Ñòèë-
òüåñà ôóíêöèè G(t),”⊕” � ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ � òî ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ

(L− S)

∫
· · ·

∫

Πm

f(x⊕ t) dG(t) =
∑

k∈Zm

f̂x(k)d̂G(k),

èìååò ìåñòî äëÿ ïî÷òè âñåõ x â ñìûñëå ñóììèðóåìîñòè ðÿäà ëþáûì ìå-
òîäîì, ñóììèðóþùèì ðÿäû Ôóðüå èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé ê
ýòèì ôóíêöèÿì ïî÷òè âñþäó, èíòåãðàë â ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ ïîíèìà-
åòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà, à ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèíîøó ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ò.Ï. Ëóêàøåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ðóêîâîäñòâî
â ïîäãîòîâêå ðàáîòû.
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