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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåì â îáëàñòè àíàëèòè÷å-
ñêîé òåîðèè ÷èñåë. Îñíîâíûì ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé, ñîñòàâëÿþùèõ åå
ñîäåðæàíèå, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíàÿ ïðîáëåìà äåëèòåëåé Äèðèõëå. Ïðîáëå-
ìîé äåëèòåëåé íàçûâàþò çàäà÷ó îá èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâå-
äåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äåëèòåëåé Äèðèõëå, ðàñïðîñòðàíåííûõ
íà ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èìåþùèõ ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó. Ïîÿñíèì,
÷òî ôóíêöèåé äåëèòåëåé τk(n) íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé íàòó-
ðàëüíîãî n â âèäå n = x1 . . . xk, ãäå x1, . . . , xk � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äàí-
íàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò ìíîãî÷èñëåííûå àðèôìåòè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå
èíòåðïðåòàöèè. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííàÿ ñàìèì Äèðèõëå àñèìïòîòèêà äëÿ
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà îäíîâðåìåííî
ÿâëÿåòñÿ è àñèìïòîòèêîé äëÿ êîëè÷åñòâà öåëûõ òî÷åê ïîä ãèïåðáîëîé.

Ïðîáëåìà äåëèòåëåé Äèðèõëå áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ êëàññè÷åñêîé ðàáîòû
Ë. Äèðèõëå 1 1849 ã., ïîñâÿùåííîé âûâîäó àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû äëÿ
êîëè÷åñòâà öåëûõ òî÷åê ïîä ãèïåðáîëîé.

Ñîâðåìåííàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû äåëèòåëåé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîãî
ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ, íàèáîëåå âàæíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîëó-
÷åíèÿ íîâûõ îöåíîê îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ∆k(x) â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå
äëÿ ñóììàòîðíîé ôóíêöèè äåëèòåëåé âèäà

Dk(x) =
∑
n6x

τk(n) = xPk−1(lnx) + ∆k(x).

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî x → ∞, è ôóíêöèÿ Pk−1(y) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè k − 1 îò
àðãóìåíòà y = ln x.

Âåðõíåé îöåíêîé îñòàòêà ∆k(x) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû k
çàíèìàëèñü ìíîãèå èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè. Êðîìå óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòû
Ë. Äèðèõëå 1849 ã., â êîòîðîé ïîëó÷åíà îöåíêà âèäà

∆k(x)�ε x
1
2+ε,

ìîæíî óêàçàòü íà ðàáîòû Ã. Ô. Âîðîíîãî 2, Å. Ëàíäàó 3,Õ.-Å. Ðèõåðòà 4,
1Dirichlet L. �Uber die Bestimmung der mittleren Werte in der Zahlentheorie// Abh. Akad.

Berlin (Werke, 2, 49-66). (1849), 69-83.
2Âîðîíîé Ã. Ô. Sur un probleme du calcul des fonctions asymptotiques, F�ur die reine

und angewandte math. 126 (1903), 241-282.
3Landau E. �Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen// G�ottingen

Nachrichten (1912), 687-771.
4Richert H. - E. Einfuhrung in die Theorie der starken Rieszchen Summierbarkeit von

Dirichletreihen// Nachr. Akad. Wiss. G�ottingen (Math. Physik) (1960), 17-75.

1



Æ. âàí äåð Êîðïóòà 5, Ã. Õàðäè è Æ. Ëèòòâóäà 6, À. À. Êàðàöóáû 7 , 8 ,
òàêæå íà ðàáîòû À. Èâè÷à 9 è À. Èâè÷à è Ì. Êâåëåòà 10. Îòäåëüíî îòìå-
òèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Å. Å. Áàÿäèëîâûì â ðàáîòå 11, íåêîòîðûå
èç êîòîðûõ óëó÷øàþòñÿ â äàííîé äèññåðòàöèè.

Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäèìûå íà
ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò è îòðàæåííûå â óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ, â íà-
ñòîÿùèé ìîìåíò åùå äàëåêè îò îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû, êîòî-
ðîå ïðåäïîëàãàåò ïîëó÷åíèå íàèëó÷øåé âåðõíåé îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå, òî åñòü ïîëó÷åíèå îöåíêè òèïà

∆k(x)�ε x
1
2−

1
2k +ε

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñîîòâåòñòâóþùåé Ω � òåîðåìå Ã. Õàðäè 12 äëÿ âåëè÷èíû
∆k(x), óòâåðæäàþùåé, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà òèïà

∆k(x)�ε x
1
2−

1
2k−ε

óæå íå èìååò ìåñòî.
Òàêæå ê ïðîáëåìå äåëèòåëåé îòíîñÿò åùå öåëûé êëàññ çàäà÷, ñîñòîÿùèé

â íàõîæäåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë ñ îöåíêîé îñòàòêà äëÿ ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τk(n), êîãäà n ïðîáåãàåò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ñîâïàäàþùåå ñ íàòóðàëüíûì ðÿäîì. Êîëè÷å-
ñòâî òàêèõ çàäà÷ î÷åíü âåëèêî, êàê è ÷èñëî ðàáîò, èì ïîñâÿùåííûõ. Ìîæ-
íî óêàçàòü, íàïðèìåð, íà ïðîáëåìó íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè äëÿ ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τk([nc]), ðàññìîòðåííóþ â ðàáîòàõ 13,14,15.

5Corput J. G. van der Verscharfung der Abschatzungen beim Teilerproblem// Math. Ann.
87 (1922), 39-65.

6Hardy G. H., Littlewood J. E. The approximate functional equation in the theory of the
zeta-function, with applications to the divisor problems of Dirichlet and Piltz// Proc. London
Math. Soc. (2) (1922), 39-74.

7Êàðàöóáà À. À. Îöåíêè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì È. Ì. Âèíîãðàäîâà è èõ ïðèìåíå-
íèÿ// Òðóäû ÌÈÀÍ ÑÑÑÐ 112 (1971), 245-255.

8Êàðàöóáà À. À. Ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ïðîáëåìå äåëèòåëåé Äèðè-
õëå// Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. 36 �3 (1972), 475-483.

9Ivi�c A. Some recent results on the Riemann zeta-function// Proc. of the Intern. Number
Theory Conf. (1989).

10Ivi�c A., Quellet M. Some new estimates in the Dirichlet divisor problem// Acta
Arithmetica 52�(1989), 241-253.

11Áàÿäèëîâ Å. Å. Î ñðåäíåì çíà÷åíèè ôóíêöèè äåëèòåëåé îò òåðíàðíîé êóáè÷åñêîé
ôîðìû// Äèññ. íà ñîèñê. ó÷. ñòåï. ê. ô.-ì. íàóê, (2002).

12Hardy G. H. On Dirichlet's divisor problem// Proc. Lond. Math. Soc. (2), 15, (1915),1-25.
13Çàêçàê À. Ïðîáëåìà äåëèòåëåé Äèðèõëå â ðåäêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ// Äèññ. íà

ñîèñê. ó÷. ñòåï. ê. ô.-ì. íàóê, (1993), 1-80.
14Ñîëèáà Õ. Ì.Î ñðåäíåì çíà÷åíèè òåðíàðíîé ôóíêöèè äåëèòåëåé íà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè íåöåëûõ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë// Ìàòåðèàëû Ìåæäóí. Êîíô. ïî àíàë. òåîðèè
÷èñåë, Ìîñêâà, ÌÃÓ, (1997), 30.

15Àðõèïîâ Ã. È., ×óáàðèêîâ Â. Í. Î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âèäà [nc]// Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. Ìàòåì. Ìåõ. �6 (1999), 25-35.
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Öåëü ðàáîòû.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë è
îöåíêè îñòàòêîâ, à òàêæå óëó÷øåíèå îöåíîê äëÿ àáñöèññû Êàðëñîíà è
ýêñïîíåíòû Êàðëñîíà â òåîðèè äçåòà - ôóíêöèè Ðèìàíà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäó-
þùåì:

1. äîêàçàí àíàëîã ôîðìóëû Ïåððîíà äëÿ ñðåäíèõ Ðèññà ïðè âñåõ ïîëî-
æèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà îñðåäíåíèÿ;

2. ïîëó÷åíî îáîáùåíèå èçâåñòíîé â òåîðèè äçåòà - ôóíêöèè Ðèìàíà
òåîðåìû Êàðëñîíà î ñâÿçè àáñöèññû Êàðëñîíà è îöåíêàìè ìîìåíòîâ
äçåòà - ôóíêöèè Ðèìàíà íà ñëó÷àé íåöåëûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè
îñðåäíåíèÿ;

3. ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè àáñöèññû Êàðëñîíà è ýêñïîíåíòû Êàðëñîíà
â òåîðèè äçåòà - ôóíêöèè Ðèìàíà;

4. ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè îñòàòêà â ïðîáëåìå äåëèòåëåé Äèðèõëå è
îöåíêà îñòàòêà â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå äëÿ ñðåäíèõ Ðèññà îò ìíîãî-
ìåðíîé ôóíêöèè äåëèòåëåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè äçåòà - ôóíêöèè Ðèìàíà, ñîåäè-
íÿþùèå â ñåáå ìåòîäû òåîðèè ÷èñåë è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè.

Ðåçóëüòàòû àâòîðà íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ
ïî àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë ïîä ðóêîâîäñòâîì Ã. È. Àðõèïîâà è Â. Í. ×ó-
áàðèêîâà íà ìåõàíèêî - ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìî-
íîñîâà, íà IV Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåî-
ðèè ÷èñåë è åå ïðèëîæåíèÿ" â Òóëå â 2001 ã. (10.09.2001 - 15.09.2001), íà V
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðî-
áëåìû è ïðèëîæåíèÿ" â Òóëå â 2003 ã. (19.05.2003 - 20.05.2003), à òàêæå íà
VI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå
ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ" â Ñàðàòîâå â 2004 ã. (13.09.2004 - 17.09.2004).

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïÿòè ðàáîòàõ àâòîðà.
Èõ ñïèñîê ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå
íåò.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà ïàðàãðàôû
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 68 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 43 íàèìåíîâàíèÿ.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ââåäåíèå.

Âî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà è ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð
ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé äèññåðòàöèè. Òàêæå âî ââåäåíèè ôîðìóëè-
ðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è êðàòêî îïèñûâàåòñÿ åå ñîäåð-
æàíèå.

Ãëàâà 1.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ, â ïåðâîì èç êîòîðûõ ïðè-
âåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, à âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçûâà-
åòñÿ àíàëîã ôîðìóëû Ïåððîíà äëÿ ñðåäíèõ Ðèññà ïîðÿäêà α, òî åñòü äëÿ∑
n6x

an

(
1− n

x

)α, ãäå α � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

Ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ α ïîäîáíûå àñèìïòîòèêè ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ
êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Ïåððîíà 16.

Îñíîâíîé òåîðåìîé ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ âûâîä àíàëîãà ôîðìóëû Ïåð-
ðîíà

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ h(s) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî s = σ + it
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì Äèðèõëå âèäà

h(s) =
∞∑

n=1

an

ns
,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè Re s = σ > 1. Äàëåå, ïóñòü A(n) �

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò n è |an| 6 A(n) ïðè âñåõ n. Ïóñòü,
òàêæå, β > 0, δ > 0 è ïðè σ → 1+ âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

∞∑
n=1

|an|n−σ � (σ − 1)−β .

Òîãäà ïðè âñåõ b > 1 + δ, ëþáîì x âèäà x = N + 1
2 , ãäå N � íàòóðàëüíîå

÷èñëî, è T > 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φ(x, α) =
∑
n6x

an

(
1− n

x

)α

=
1

2πi

b+iT∫
b−iT

h(s)xsB(s, α + 1) ds+

16Êàðàöóáà À. À. Îñíîâû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Ì.: Íàóêà, 1983, 75�78.
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+O

(
xb

Tα+1(b− 1)β

)
+ O

(
xA(2x) ln x

Tα+1

)
.

Ãëàâà 2.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí
ïîëó÷åíèþ îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé òåîðåìû Ô. Êàðëñîíà 17 îá îöåíêå àáñ-
öèññû Êàðëñîíà18 σk ñ öåëûõ çíà÷åíèé k íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ âåùå-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé k. Áîëåå òî÷íî, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü k � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, k > 0 è σk �
íèæíÿÿ ãðàíü ÷èñåë σ, òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

1
T

T∫
1

|ζ(σ + it)|2kdt�ε T ε.

Ïóñòü òàêæå ïðè íåêîòîðîì a, ãäå 1 6 a 6 20 è âñåõ t > 1 è σ ∈ ( 1
2 , 1)

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

ζ(σ + it)� ta(1−σ)
3
2 (ln t)

2
3 .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ ( 1
2 , 1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

σk 6 max
(

1− 1
(a(b + 2k))

2
3
, 1− 1− α

1 + µk(α)

)
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî b = 7

65
3
2 , à âåëè÷èíà µk(α) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-

ñòâó

1
T

T∫
1

|ζ(α + it)|2kdt�ε Tµk(α)+ε.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ñ ïîìîùüþ äàííîé òåîðåìû äëÿ àáñ-
öèññû Êàðëñîíà σk ïîëó÷åíà íîâàÿ îöåíêà âèäà

σk 6 1− 1

(3ak)
2
3

ïðè k > 45.

Äàííàÿ îöåíêà àáñöèññû Êàðëñîíà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû k,
à èìåííî, ïðè k > 700000, óëó÷øàåò ðåçóëüòàò ðàáîòû Ã. È. Àðõèïîâà,
Å. Å. Áàÿäèëîâà, Â. Í. ×óáàðèêîâà 18.

17Òèò÷ìàðø Å. Ê. Òåîðèÿ äçåòà - ôóíêöèè Ðèìàíà. Ì.: ÈË, 1953.
18Àðõèïîâ Ã. È., Áàÿäèëîâ Å. Å., ×óáàðèêîâ Â. Í.Îá àáñöèññå è ýêñïîíåíòå Êàðëñîíà

â ïðîáëåìå ìîìåíòîâ äçåòà - ôóíêöèè// Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ìàòåì. Ìåõàí. �1 (2004)
42-45.
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Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîêàçàííàÿ âûøå òåîðåìà 2.3 äîïóñêàåò íåêî-
òîðîå óñèëåíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì óêàçàííîé âûøå ðàáîòû
À. Èâè÷åì è Ì. Êâåëåòîì 10 â 1989 ã., ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì a, ãäå 1 6 a 6 20, t > 1 è âñåõ
σ ∈ ( 1

2 , 1) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

ζ(σ + it)� ta(1−σ)
3
2 .

Äàëåå, ïóñòü k > 40 è k1 = 20
a . Òîãäà äëÿ âåëè÷èíû σk èìååò ìåñòî îöåíêà

σk 6 1− 1

(3a(k − k1))
2
3
.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû, èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå âûøå òåî-
ðåìû îá îöåíêàõ âåëè÷èíû σk, ïîëó÷àåì íîâûé ðåçóëüòàò äëÿ ýêñïîíåíòû
Êàðëñîíà m(σ).

Òåîðåìà 2.3. Ïðè σ > c1 = 1− 1
31.2 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ

ýêñïîíåíòû Êàðëñîíà

m(σ) >
1

3a(1− σ)
3
2

+ k1, ãäå k1 = 79.95.

Ýòà òåîðåìà óëó÷øàåò ðåçóëüòàò À. Èâè÷à è Ì. Êâåëåòà 10

m(σ) >
1

3
3
2 a(1− σ)

3
2
.

Êðîìå òîãî, ïðè k > 93 îíà ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ðåçóëüòàòà Ã. È. Àðõèïîâà,
Å. Å. Áàÿäèëîâà è Â. Í. ×óáàðèêîâà 18.

Ãëàâà 3.

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå äåëèòåëåé Äèðèõëå. Îíà ñîñòîèò èç òðåõ
ïàðàãðàôîâ, â ïåðâîì èç êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íîâûå îöåíêè âåëè÷èíû αk, ãäå
αk ïîíèìàåòñÿ êàê íàèìåíüøåå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì,
÷òî ïðè x→∞ ñïðàâåäëèâà îöåíêà âèäà

∆k(x)�ε xαk+ε.

Ñîâðåìåííûå îöåíêè âåëè÷èíû αk, ïðèâåäåííûå â ðàáîòå À. Èâè÷à è
Ì. Êâåëåòà 10, èìåþò ñëåäóþùèé âèä

αk 6
3k − 4

4k
ïðè 4 6 k 6 8, α9 6

35
54

, α10 6
41
60

, α11 6
7
10

,
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αk 6
k − 2
k + 2

ïðè 12 6 k 6 25, αk 6
k − 1
k + 4

ïðè 26 6 k 6 50,

αk 6
31k − 98

32k
ïðè 51 6 k 6 57, αk 6

7k − 34
7k

ïðè k > 58.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè

ζ(σ + it)� ta(1−σ)
3
2 ln

2
3 t

â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî

αk 6 1− 1
3

2
2
3 (ak)−

2
3 .

Çäåñü a > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî
óëó÷øàåòñÿ. Ïîñëåäíèå îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðà a äàþò çíà÷åíèÿ a 6 15.21,
ïîëó÷åííîå Å. Å. Áàÿäèëîâûì è a = 4.45, ïîëó÷åííîå Ê. Ôîðäîì 19.

Ïðè ðàñòóùèõ k ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ïðèíöèïèàëüíî òî÷íåå, ÷åì îöåíêà
òèïà

αk 6 1− c0

k
,

ãäå c0 � ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Â 1960 ã. Õ.-Å. Ðèõåðò äîêàçàë, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà âèäà

αk 6 1− ck−
2
3 ,

ïðè÷åì ÷èñëîâîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû c íå áûëî óêàçàíî.
Â 1971 ã. À. À. Êàðàöóáà óñòàíîâèë ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé îöåíêè ïðè

c = c0a
2
3 , ãäå c0 = 2−

5
3 ≈ 0.31498.

À. Ôóäæè â ðàáîòå 20 àíîíñèðîâàë îöåíêó òîãî æå òèïà ñî çíà÷åíèåì

c0 = a−
1
2 (
√

8− 1)−
1
3 ≈ 0.57826,

íî ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà â ýòîé ðàáîòå ïðèâåäåíî íå áûëî.
Óïîìÿíóòûé âûøå ðåçóëüòàò À. Èâè÷à è Ì. Êâåëåòà 10 ñîîòâåòñòâóåò

çíà÷åíèþ
c0 =

1
3
2

2
3 ≈ 0.52913.

Íàêîíåö, â 2001 ã. Å. Å. Áàÿäèëîâ â óêàçàííîé âûøå ðàáîòå ïîëó÷èë
îöåíêó âèäà

αk 6 1−
(

2
3a(k − 2k0)

) 2
3

(
1 +

1
a
√

k − 2k0

)−1

, ãäå k0 = 44−
[
22
a

]
,

19Ford K. Vinogradov's integral and bounds for the Riemann zeta-function// Proc. London
Math. Soc. (3) 85 (2002), 565-633.

20Fujii A. On the problem of divisors// Acta aritnm. 31 �4 (1976), 355-360.
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êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî

c0 =
(

2
3

) 2
3

+ δ

ïðè ëþáîì δ > 0 äëÿ âñåõ k > h(δ), ãäå h(δ) > 0 � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ,
çàâèñÿùàÿ îò δ.

Îñíîâíîé òåîðåìîé äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü n, k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, k > 93, τk(n) � êîëè÷å-

ñòâî ïðåäñòàâëåíèé n â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ k íàòóðàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé.

Ïóñòü, äàëåå,

Dk(x) =
∑
n6x

τk(n) =
∑

x1...xk6x

1.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ äçåòà - ôóíêöèè Ðèìàíà ζ(s) â îáëàñòè

Re (s) = σ > 0.9, Im (s) = t > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ζ(s)� ta(1−σ)
3
2 ln t, a ∈ [1, 20].

Òîãäà ïðè x→∞ è ëþáîì ε > 0 ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

Dk(x) = xPk−1(lnx) + ∆k(x), ∆k(x)�ε xαk+ε,

ãäå αk = 1 −
(

2
3a(k−2k1)

) 2
3
, k1 = 79.95, à ìíîãî÷ëåí Pk−1(lnx) îïðåäåëåí

ðàíåå.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè

αk 6 1− c0(ak)−
2
3

ñî çíà÷åíèåì

c0 =
(

2
3

) 2
3

≈ 0.763143.

Äàííîå çíà÷åíèå c0 ÿâëÿåòñÿ óëó÷øåíèåì íå òîëüêî ðåçóëüòàòà À. Èâè÷à
è Ì. Êâåëåòà 10, ãäå

c0 =
1
3
2

2
3 ≈ 0.52913

íî è àíîíñèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ À. Ôóäæè 20 ïðè

c0 = a−
1
2 (
√

8− 1)−
1
3 ≈ 0.57826,

è Å. È. Ïàíòåëååâîé 21

c0 = 2
2
3 ≈ 0.62996,

20Ïàíòåëååâà Å. È. Ê âîïðîñó î ïðîáëåìå äåëèòåëåé Äèðèõëå â ÷èñëîâûõ ïîëÿõ//
Ìàòåì. çàìåòêè 44 �4 (1988), 494-505.
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à òàêæå óëó÷øåíèåì ðåçóëüòàòà Å. Å. Áàÿäèëîâà 11, ãäå

c0 =
(

2
3

) 2
3

+ δ

ïðè ëþáîì δ > 0 äëÿ âñåõ k > h(δ), ãäå h(δ) > 0 � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ,
çàâèñÿùàÿ îò δ.

Âòîðîé ïàðàãðàô òðåòüåé ãëàâû ïîñâÿùåí åùå îäíîìó íàïðàâëåíèþ èñ-
ñëåäîâàíèé â ïðîáëåìå äåëèòåëåé Äèðèõëå, ñîñòîÿùåìó â îöåíêå ïîðÿäêà
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ Rk(x) äëÿ âåëè÷èíû Dk(x) îò ãëàâíîãî
÷ëåíà åå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû, òî åñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíå-
íèå îñòàòêà ∆k(x).

Â ýòîé òåìàòèêå â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âå-
ëè÷èíà βk, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü ÷èñåë β > 0 òàêèõ,
÷òî ïðè x→∞ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

x−1

x∫
1

∆2
k(x) dx� x2β .

Â óæå óïîìèíàâøåéñÿ ðàáîòå À. Èâè÷à è Ì. Êâåëåòà ïîëó÷åíû ñëåäóþ-
ùèå îöåíêè âåëè÷èíû βk

β5 6 0.45625, β7 < 0.55469, β8 < 0.60167,

β9 < 0.63809, β10 < 0.66717,

à åñëè
ζ(σ + it)� ta(1−σ)

3
2 (ln t)

2
3 ,

òî
βk 6 1− 2

3
(ak)−

2
3 .

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû βk ïðè k > 93 íàìè óëó÷øåíà. Äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 3.2. Ïðè k > 93 è k1 = 79.95 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà

βk 6 1−
(

b

3ak3

) 2
3

,

ãäå k3 = k − k1, a = 4.45 è b = 2.5.
Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòà ýòîé òåîðåìû ñ ïîñëåäíåé ïðèâåäåííîé îöåíêîé

À. Èâè÷à è Ì. Êâåëåòà ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíñòàíòà 2
3 = 0.666 . . . óëó÷øåíà

íàìè äî çíà÷åíèÿ (
5
6

) 2
3

≈ 0.885549.
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Â òðåòüåì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå îäèí àñïåêò â
ìíîãîìåðíîé ïðîáëåìå äåëèòåëåé, ñâÿçàííûé ñ íàõîæäåíèåì ñðåäíèõ çíà-
÷åíèé ñïåöèàëüíîãî òèïà äëÿ ôóíêöèè äåëèòåëåé τk(n). Èìåþòñÿ â âèäó
ñðåäíèå Ðèññà äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè α > 0 ñðåäíèå Ðèññà ïîðÿäêà α äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(n) ïðè
x→∞ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Φ(x) = Φ(x, f, α) =
∑
n6x

f(n)
(
1− n

x

)α

.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñðåäíèõ Ðèññà îò àðèôìåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïðè íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ α ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî èíñòðóìåí-
òîì è îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì òåîðèè ÷èñåë.
Â ñëó÷àå α = 0 ñðåäíåå Ðèññà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ñóììàòîðíóþ
ôóíêöèþ äëÿ äàííîé àðèôìåòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Íàìè ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ñðåäíèõ Ðèññà îò ìíîãî-
ìåðíîé ôóíêöèè äåëèòåëåé τk(n) ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè α.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü α > 0 � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà

èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

Dk(x) =
∑
n6x

τk(n)
(
1− n

x

)α

= A(x, α) + ∆(x, α),

ãäå A(x, α) = xPk−1(lnx) � ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè,

∆k(x, α) �ε xκ(k,α)+ε, ãäå ε > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëî è âåëè÷èíà κ(k, α)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

κ(k, α) 6 f(k, α) = 1−
(

d

ak2

) 2
3

ïðè d = 2+3α
3 .

Ýòà òåîðåìà ïðè α = 1 óëó÷øàåò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Å. Å. Áàÿäèëî-
âûì 11.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð ïðèíîñèò ãëóáîêóþ è èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü
ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó Â. Í. ×óáàðèêîâó çà
ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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