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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î
ðàñïðåäåëåíèè íóëåé ôóíêöèé èç îáîáù�åííûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðã-
ìàíà � ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå,
ìîäóëü êîòîðûõ èíòåãðèðóåì ñ íåêîòîðûì âåñîì, à òàêæå ñâÿçàí-
íûé ñ íèì âîïðîñ î ïîëíîòå ñèñòåì ýêñïîíåíò â âåñîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ Lp(R+).

Ïîâåäåíèåì íóëåé ôóíêöèé èç ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ â ñâî�å
âðåìÿ çàíèìàëèñü Íåâàíëèííà, Êàðëåñîí, Øàïèðî, Øèëäñ, Êî-
ãðåí, Øàìîÿí, Éåâòè÷, Ãîðîâèö è äðóãèå.

Ïóñòü f � àíàëèòè÷åñêàÿ â åäèíè÷íîì êðóãå ∆ = {z ∈ C :
|z| < 1} ôóíêöèÿ, è ïóñòü {zn}∞n=0 � óïîðÿäî÷åííàÿ â ïîðÿäêå
íåóáûâàíèÿ ìîäóëåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ôóíêöèè f , ïðè-
÷�åì êàæäûé íóëü ó÷àñòâóåò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòîëüêî ðàç,
êàêîâà åãî êðàòíîñòü.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(z) ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó Õàðäè Hp, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

‖f‖p = sup
0<r<1




2π∫

0

|f(reiθ)|p dθ




1/p

< ∞, 0 < p < ∞,

òî å�å íóëè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Áëÿøêå1 2 3

∞∑

n=0

(1− |zn|) < ∞.

Òî æå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ íóëåé ôóíêöèé, ïðèíàäëå-
æàùèõ áîëåå øèðîêîìó ïðîñòðàíñòâó Íåâàíëèííû, ñîñòîÿùåìó
èç àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ

sup
0<r<1




2π∫

0

log+ |f(reiθ)| dθ


 < ∞,

1Êóñèñ Ï. Ââåäåíèå â òåîðèþ ïðîñòðàíñòâ Hp. � Ì.: Ìèð, 1984.
2Duren P.L., Theory of Hp spaces. Academic Press, New York, 1970
3Garnett J.B., Bounded analytic functions, New York, Academic Press, 1981
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ãäå log+(x) = max(log x, 0).
Ñëîæíåå âåäóò ñåáÿ íóëè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà

Ap � ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé,
òàêèõ ÷òî

‖f(z)‖p
p =

1
π

∫

∆

|f(z)|p dxdy < ∞, z = x + iy, 0 < p < ∞.

Ãîðîâèö4 ïîêàçàë, ÷òî íóëè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ap óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ

lim sup
n→∞

n(1− |zn|)
log n

≤ 1
p
. (1)

Â òîé æå ðàáîòå Ãîðîâèö ïîêàçàë, ÷òî íóëè ôóíêöèé èç ïðî-
ñòðàíñòâ Ap

α (−1 < α < ∞, 0 < p < ∞) � ïðîñòðàíñòâ àíàëèòè÷å-
ñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, òàêèõ ÷òî

‖f(z)‖p
p,α =

1
π

∫

∆

|f(z)|p · (1− |z|2)α dxdy < ∞, z = x + iy,

� óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

lim sup
n→∞

n(1− |zn|)
log n

≤ 1 + α

p
.

Íåñêîëüêèìè ãîäàìè ïîçæå Áåëëåð5 äîêàçàë òî÷íîñòü êîí-
ñòàíòû 1/p â ïðàâîé ÷àñòè (1).

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íóëåé
ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ap ñ âåñîì â âèäå ïðàâèëüíî ìåíÿþùåé-
ñÿ ôóíêöèè, òî åñòü ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåííîé è ìåäëåííî ìåíÿþ-
ùåéñÿ ôóíêöèè.

4Horowitz C., Zeros of functions in the Bergman spaces//Duke Math. J. 41
(1974), 693-710.

5Beller E., Zeros of Ap functions and related classes of analytic
functions"//Israel J. of Math., Vol. 22, �. 1, 1975.
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Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû ïðèìåíÿþòñÿ âî âòîðîé ãëàâå, â çà-
äà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ïîëíîòîé ñèñòåì ýêñïîíåíò â âåñîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ Lp(R+).

Òàêèå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëè Ìþíö è Ñàñ (â ïðîñòðàíñòâàõ
C0[0, 1] è L2(0, 1) ñîîòâåòñòâåííî, è â ýêâèâàëåíòíûõ ïîñòàíîâêàõ
äëÿ ïîëíîòû ñèñòåì ñòåïåíåé), à òàêæå Øâàðö, Ãðàì, Çèãåëü, Ëå-
âèíñîí è äðóãèå. À.Ì. Ñåäëåöêèé6 ðàññìîòðåë òàêóþ çàäà÷ó äëÿ
âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Lp

α = Lp
α(R+), ñîñòîÿùèõ èç ôóíêöèé, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖p
p,α =

∞∫

0

|f(t)|p tα dt < ∞.

è ïîëó÷èë ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåì {e−λnt} â ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ.

Ïóñòü 1 < p ≤ 2, α > p − 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç NΛ(x) ÷èñëî
òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = (λn) â êðóãå ðàäèóñà (x2 − 1)1/2 ñ
öåíòðîì â òî÷êå x > 0. Òîãäà åñëè

δ(Λ) := lim sup
x→∞

NΛ(x)
x log x

>
α− (p− 2)

p
, (2)

òî ñèñòåìà {e−λnt} ïîëíà â Lp
α. Åñëè æå p ≥ 2, α > p − 2, òî äëÿ

ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 íàéä�åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = (λn)
òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà {e−λnt} íåïîëíà â Lp

α è

δ(Λ) ≥ α− (p− 2)
p

− ε

Òàêèì îáðàçîì, ïðè p = 2 êîíñòàíòà (α − (p − 2))/p â ïðàâîé
÷àñòè (2) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ïîëíîòû ñèñòåì {e−λnt} â
ïðîñòðàíñòâàõ Lp

α ñ äîïîëíèòåëüíûì âåñîì â âèäå ìåäëåííî ìåíÿ-
þùåéñÿ ôóíêöèè, â ïîãðàíè÷íîì äëÿ ïðèâåä�åííîé âûøå çàäà÷è
ñëó÷àå α = p− 2.

6Ñåäëåöêèé À.Ì., "Ïðîáëåìà Ìþíöà-Ñàñà è íóëè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
// Òåîðèÿ ôóíêöèé è ïðèáëèæåíèé. � Òð. 3 Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëû. �
ÑÃÓ, 1987. � ñ. 59-63.
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Öåëü ðàáîòû Èññëåäîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé ôóíêöèé
èç ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ñ âåñîì â âèäå ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ
ôóíêöèè è óñëîâèé ïîëíîòû ñèñòåì ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ
Lp(R+) ñ âåñîì â âèäå ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû
� â íåêîòîðîì ñìûñëå íåóëó÷øàåìàÿ îöåíêà ìîäèôèöèðîâàí-

íîé ïëîòíîñòè íóëåé ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ñ âåñîì
â âèäå ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè

� íåóëó÷øàåìîå, â íåêîòîðîì ñìûñëå, óñëîâèå ïîëíîòû ñèñòåì
ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ Lp ñ âåñîì â âèäå ïðàâèëüíî ìåíÿþ-
ùåéñÿ ôóíêöèè

� îöåíêà ðîñòà ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà ñ âåñîì â
âèäå ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè è íåóëó÷øàåìîñòü, â íåêî-
òîðîì ñìûñëå, ýòîé îöåíêè.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû êîì-
ïëåêñíîãî àíàëèçà, òåîðèè àïïðîêñèìàöèè è àïïàðàò ìåäëåííî
ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å�å ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå
â èññëåäîâàíèè ôóíêöèé èç îáîáù�åííûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà è
àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé èç âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Lp.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äî-
êëàäûâàëèñü

íà ñåìèíàðå ìåõ.-ìàò. ô-òà ÌÃÓ "Íåãàðìîíè÷åñêèé ñïåê-
òðàëüíûé àíàëèç"ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðîâ À.Ì. Ñåäëåöêî-
ãî è Â.Â. Âëàñîâà (2004 ã., íåîäíîêðàòíî);

íà 12-îé Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëå "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû
òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ"(Ñàðàòîâ, 2004 ã.).

íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìà-
òåìàòèêè, ìåõàíèêè, èíôîðìàòèêè"(Òóëà, 2005 ã.)
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íà ñåìèíàðå ìåõ.-ìàò. ô-òà ÌÃÓ "Íåãàðìîíè÷åñêèé àíà-
ëèç"ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ì. Ñåäëåöêîãî (2006 ã.);

Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâà-
íû â 4 ðàáîòàõ àâòîðà. Èõ ñïèñîê ïðèâåä�åí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå íåò.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òð�åõ
ãëàâ. Îáùèé îáú�åì äèññåðòàöèè 71 ñòðàíèöà. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
âêëþ÷àåò 29 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äà�åòñÿ êðàòêèé îáçîð ïî òåìå äèññåðòàöèè
� ðàñïðåäåëåíèÿì íóëåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà åäèíè÷íîì
êðóãå, ìîäóëü êîòîðûõ èíòåãðèðóåì ñ âåñîì, è èõ ïðèìåíåíèþ â
òåîðèè àïïðîêñèìàöèè, ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû è
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ (íà áåñêîíå÷íîñòè) ôóíêöèåé íàçûâà-
åòñÿ èçìåðèìàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ íà ïîëóîñè [A; +∞), A > 0
ôóíêöèÿ l(t), òàêàÿ ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ > 0 âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

lim
t→∞

l(λt)
l(t)

= 1. (3)

Ôóíêöèÿ l(x) íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ â íóëå, åñëè
l(1/x) ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ (íà áåñêîíå÷íîñòè).

Çäåñü è äàëåå z = x + iy = reiθ.
Ïóñòü p > 0, α ≥ −1, l(t) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñ-

êîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ. Òîãäà ÷åðåç Ap
α,l(t) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå ∆, òàêèõ ÷òî

‖f‖p
p,α,l(t) =

1
π

∫

∆

|f(z)|p · (1− r2)α · l
(

1
1− r

)
dxdy < ∞.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîñòðàíñòâà Ap
−1,l(t) íà ôóíêöèþ l(t) íà-
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êëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
1∫

0

1
t
· l

(
1
t

)
dt < ∞. (4)

Óñëîâèå (4) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû êëàññû
Ap
−1,l(t) áûëè íåòðèâèàëüíû.
Êðîìå òîãî, ìû, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî l(t) îãðàíè-

÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ â ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîâåäåíèþ íóëåé ôóíêöèé èç ïðî-

ñòðàíñòâ Ap
α,l(t). Ïîñêîëüêó ñëó÷àè α > −1 è α = −1 ñóùåñòâåííî

ðàçëè÷àþòñÿ, îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíî. Èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ Ap
α,l(t), f(0) 6= 0, 0 < p < ∞,

α > −1, {zk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ôóíêöèè f , óïîðÿäî-
÷åííàÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîäóëÿ, l(t) � ôóíêöèÿ, ìåäëåííî
ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è îãðàíè÷åííàÿ â ëþáîé îêðåñò-
íîñòè íóëÿ. Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

N∏

k=1

1
|zk| ≤ C(p, α, l(t))N

1+α
p

(
l(N)

)− 1
p , n ∈ N. (5)

Â ñëó÷àå α = −1 îöåíêà (5) çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåé:
N∏

k=1

1
|zk| ≤ C(p, l(t)) · (L(N)

)− 1
p , (6)

ãäå

L(x) =

1/x∫

0

1
t
· l

(
1
t

)
dt.

Èç (6) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

lim sup
N→∞

N(1− |zN |)
log

(
1/L(N)

) ≤ 1
p
.
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Êîíñòàíòà 1/p â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé îöåíêè òî÷íà, ÷òî
äîêàçàíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà. Ïóñòü 0 < p < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóò-
ñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ l(t), óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ L(1) < ∞, è ôóíêöèÿ f ∈ Ap

−1, l(t), òàêèå,
÷òî

lim sup
N→∞

N(1− |zN |)
log

(
1/L(N)

) >
1

p(1 + ε)
.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ïîëó÷åííûå â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé ïðî-
ñòðàíñòâàì Ap

α,l(t) â òåðìèíàõ å�å êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà. Îíè
òàêæå íàõîäÿò ñâî�å ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè ðîñòà ìîäóëÿ ôóíê-
öèé èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ â òðåòüåé ãëàâå. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå
íà ýòèõ óñëîâèÿõ ïðè α = −1.

Ïóñòü f(z) =
∞∑

k=0

akz
k. Ïîëîæèì

S(q)
n =

n∑

k=1

|ak|q.

Òåîðåìà. Ïóñòü f(z) =
∞∑

k=0

akz
k � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

â åäèíè÷íîì êðóãå ∆, l(t) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷-
íîñòè ôóíêöèÿ. Òîãäà f ∈ A2

−1, l(t) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∞∑

n=1

|an|2L(n) < ∞.

Òåîðåìà. Ïóñòü f(z) =
∞∑

n=0
anzn, 1

p + 1
q = 1, p ≥ 2, l(t)

� ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ. Òîãäà åñëè

1.

∞∑

n=1

S
(q)
n

n + 1
L(n)q−1 < ∞,

2. S(q)
n · Lq−1(n) = O(1), n →∞
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òî f(z) ∈ Ap
−1, l(t).

Òåîðåìà. Ïóñòü 0 < p < 2, 0 < δ < 2/p è l(t) � ìåäëåííî
ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

1∫

0

1
r
· l pδ

2

(
1
r

)
dr < ∞.

Ïóñòü S
(2)
N = O

(
l(N)−(2/p−δ)

)
. Òîãäà f(z) =

∞∑
n=0

anzn ∈ Ap
−1, l(t)

Â ïåðâîé ÷àñòè ïåðâîé ãëàâû àíàëîãè÷íûå òåîðåìû äîêàçàíû
äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ap

α,l(t), α > −1.

Âî âòîðîé ãëàâå, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ïåðâîé, èçó÷àåò-
ñÿ âîïðîñ î ïîëíîòå ñèñòåì ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé,
èíòåãðèðóåìûõ ñ íåêîòîðûì âåñîì íà ïîëóïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå. ×åðåç Lp
α,l(t)(R+) (1 < p < ∞, α ≥ −1, l(t)

� ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ) îáîçíà÷èì
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f íà R+, òàêèõ ÷òî

‖f‖p
p,α,l =

∞∫

0

|f(t)|p tα l

(
1
t

)
dt < ∞.

Ðàññìàòðèâàÿ ïðîñòðàíñòâî Lp
α,l(t), ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ôóíêöèÿ l(t) îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ íà ëþáîì èí-
òåðâàëå âèäà (a, b), 0 < a < b < ∞. Êàê óæå óïîìèíàëàñü, íàè-
áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé α = p− 2.

Íåïîëíîòà ñèñòåìû
{

e−λnt
}∞

n=1
, <λn > 0 (7)

â Lp
α,l(t) ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ íåòðèâèàëüíîé àíàëèòè÷å-

ñêîé ôóíêöèè âèäà

G(w) =
∫

R+

e−wtg(t) dt, u = <w > 0, (8)
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òàêîé ÷òî G(λn) = 0 è g(t) ∈ Lq

−αq/p, l(t)−q/p . Çäåñü è äàëåå 1/p +
1/q = 1.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ïîëíîòå ñèñòåì (7) â ïðîñòðàíñòâàõ
Lp

α,l(t) ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ïîâåäåíèè íóëåé ôóíêöèé âèäà (8) ñ
ôóíêöèÿìè g(t) ∈ Lq

−αq/p, l(t)−q/p . Âàæíûì ïðîìåæóòî÷íûì øàãîì
ïðè ýòîì ñëóæàò äîêàçàííûå â äèññåðòàöèè òåîðåìû î ïðåîáðàçî-
âàíèè Ëàïëàñà êàê îïåðàòîðå íà Lp

α,l(t). Âíà÷àëå íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ap
α,l(t){<w > 0} ïðîñòðàí-

ñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëóïëîñêîñòè {<w > 0}, òàêèõ
÷òî

‖f‖p
p,α,l =

∫

u>0

|f(w)|puαl

(
1
u

)
du dv < ∞.

Òåîðåìà. Ïóñòü 2 ≤ q < ∞, l(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ
â 0 è íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ, îòäåë�åííàÿ îò 0 è îãðàíè÷åí-
íàÿ íà âñåõ èíòåðâàëàõ âèäà (a, b), 0 < a < b < ∞. Ïóñòü
òàêæå L(x) < ∞, 0 < x < ∞, lim

x→0
L(x) = ∞. Òîãäà åñëè

g ∈ Lq
q−2,L(1/t), òî ôóíêöèÿ

G(w) =
∫

R+

e−wtg(t) dt

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Aq
−1,l(t){<w > 0} è

‖G(w)‖q,−1,l(t) ≤ c‖g‖q,q−2,L(1/t),

ãäå êîíñòàíòà c íå çàâèñèò îò g.
Òåîðåìà. Ïóñòü ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ â 0 è íà áåñêîíå÷-

íîñòè ôóíêöèÿ l(x) îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò 0 íà èíòåðâà-
ëàõ âèäà (a, b), 0 < a < b < ∞, è ïóñòü L(x) < ∞ ïðè
0 < x < ∞, lim

x→0
L(x) = ∞. Òîãäà åñëè G(w) ∈ Aq

−1,l(t)(<w >

0), 1 < q ≤ 2, òî G(w) ïðåäñòàâèìà â âèäå

G(w) =
∫

R+

e−wtg(t) dt,
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ãäå g(t) ∈ Lq
q−2,L(1/t) è

‖g‖q,q−2,L(1/t) ≤ c‖G(w)‖q,−1,l(t),

ïðè÷�åì c íå çàâèñèò îò G(w).
Ïðè q = 2 èç ïîñëåäíèõ äâóõ òåîðåì âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà òèïà Ïýëè-Âèíåðà.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ â 0 è íà áåñêî-

íå÷íîñòè ôóíêöèÿ l(x) îãðàíè÷åíà è îòäåëåíà îò 0 íà èíòåð-
âàëàõ âèäà (a, b), 0 < a < b < ∞. Ïóñòü L(x) < ∞ ïðè
0 < x < ∞, lim

x→0
L(x) = ∞. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî A2

−1,l(t){<w > 0}
ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

G(w) =
∫

R+

e−wtg(t) dt, g ∈ L2
0,L(1/t),

ïðè÷�åì

c1‖g‖2,0,L(1/t) ≤ ‖G(w)‖2,−1,l(t) ≤ c2‖g‖2,0,L(1/t).

Êîíñòàíòû c1 è c2 íå çàâèñÿò îò ôóíêöèè g.
Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû äîêàçàíû äëÿ ïðîñòðàíñòâ Lp

β,l(t) ïðè
β < q − 2.

Ñ ïîìîùüþ ïåðå÷èñëåííûõ òåîðåì â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåò-
ñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü L(t) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ, ìåäëåííî ìåíÿ-
þùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ âíå íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè 0, è òàêàÿ, ÷òî L(t) → ∞, t → 0. Ïóñòü òàêæå
ôóíêöèÿ

l(t) = −(q/pt)L(1/t)−qL′(1/t)

îãðàíè÷åíà, îòäåëåíà îò íóëÿ íà âñåõ èíòåðâàëàõ âèäà
[0, a), 0 < a < ∞, è ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ â 0 è íà áåñêîíå÷íî-
ñòè. Òîãäà

1) åñëè 1 < p ≤ 2, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λn}∞n=1 òà-
êîâà, ÷òî

δ(Λ) = lim sup
t→∞

NΛ(t)
t log

(
L(1/t)q/p

) >
1
q
, (9)
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òî ñèñòåìà {e−λnt}∞n=1 ïîëíà â Lp
p−2,L(t).

2) åñëè p ≥ 2, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè L,
ñ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, è òàêîé ÷òî

∞∑

n=1

L−δq/p(1/n)
n + 1

< ∞,

íàéä�åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λn}, òàêàÿ ÷òî ñèñòåìà{
e−λnt

}∞
n=1

íåïîëíà â Lp
p−2,L(t) è δ(Λ) ≥ 1

q − ε.
Ïðè p = 2 èç âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû âûòåêàåò òî÷íîñòü êîí-

ñòàíòû 1/q â ïðàâîé ÷àñòè (9).
Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðîñòà ôóíêöèé èç âåñî-

âûõ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà íà åäèíè÷íîì êðóãå.
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

Ap
α,l(t), 0 < p < ∞, α ≥ −1, l(t) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà

áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà
ðîñòà ìîäóëÿ ôóíêöèè ïðè ïðèáëèæåíèè ê åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè:

|f(reiθ)| = o

(
(1− r)−

2+α
p l−1/p

(
1

1− r

))
, r → 1. (10)

Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè α > −1 â îöåíêå (10) íåëüçÿ çàìåíèòü
ñèìâîë ”o” íè íà îäíó êîíêðåòíóþ ïîëîæèòåëüíóþ, ñòðåìÿùóþñÿ
ê 0 ôóíêöèþ:

Òåîðåìà. Ïóñòü ϕ(r) > 0, 0 ≤ r < 1 è ïóñòü ϕ(r) → 0, r →
1 − 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Ap

α,l(t), (2 ≤ p <

∞, α > −1), ÷òî

|f(rn)| ≥ cϕ(rn)(1− rn)−(2+α)/pl−1/p

(
1

1− rn

)
,

ãäå rn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òàêèõ ÷òî
0 < r1 < · · · < rn < · · · < 1, rn → 1, c � íåêîòîðàÿ êîíñòàí-
òà.

Êðîìå òîãî, â òðåòüåé ãëàâå ïðè îïðåäåë�åííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà ôóíêöèþ l(t) ïîëó÷åíî óòâåðæäåíèå î ôàêòîðèçàöèè, òî åñòü
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ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâ Ap
α,l(t) â ïðî-

èçâåäåíèå ôóíêöèè èç òîãî æå ïðîñòðàíñòâà, íå èìåþùåé íóëåé,
è ïðîèçâåäåíèÿ òèïà Áëÿøêå.

Ïóñòü {zk} � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íóëåé ôóíêöèè f ,

ca(z) =
a− z

1− az
, (|a| < 1)

Ba(z) =
|a|
a

ca(z) =
|a|
a

a− z

1− az
, (0 < |a| < 1)

B0(z) = −c0(z) = z.

h(z) =
∞∏

k=1

Bzk
(z)(2−Bzk

(z)).

Òîãäà ôóíêöèÿ g(z) = f(z)/h(z) òàêæå ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó Ap

α,l(t), ïðè÷åì

‖g‖p,α,l ≤ c‖f‖p,α,l.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðó-
êîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó ÀíàòîëèþÌå÷èñëàâîâè÷ó Ñåäëåöêîìó çà
ïîñòàíîâêó èíòåðåñíîé çàäà÷è, öåííûå ñîâåòû è ïîñòîÿííîå âíè-
ìàíèå ê ðàáîòå.
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