
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè
ÓÄÊ 517.977

Ñàëîáóòèíà Åâãåíèÿ Îëåãîâíà

ÑÈÑÒÅÌÀ ÎÑÖÈËËßÒÎÐÎÂ, ÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÅÄÈÍÎÉ
ÓÏÐÀÂËßÞÙÅÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ

01.01.02 � äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà 2007



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå îáùèõ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü � äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Ì. È. Çåëèêèí

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð À. Â. Àðóòþíîâ,

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò Þ. Ë. Ñà÷êîâ

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ � Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò
èìåíè Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ “9� íîÿáðÿ 2007 ã. â 16 ÷àñ. 15 ìèí.
íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä.501.001.85 ïðè Ìîñêîâñêîì
ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî
àäðåñó: 119992, ÃÑÏ�2, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå Ãîðû, ÌÃÓ, ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16-24.

C äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòñÿ â áèáëèîòåêå ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (14 ýòàæ, Ãëàâíîå çäàíèå).

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí “9� îêòÿáðÿ 2007 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî
ñîâåòà Ä.501.001.85 ïðè ÌÃÓ
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèèõ íàóê,
ïðîôåññîð Ò. Ï. Ëóêàøåíêî



ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
êîëåáàíèÿìè, âîçíèêàþùèìè â ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, îáúåêòîì
ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü êîëåáàíèé áàëêè
Ýéëåðà�Áåðíóëëè. Ðàçâèòèåì ñèñòåìû Ýéëåðà�Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ
òåîðèÿ áàëêè Òèìîøåíêî, ó÷èòûâàþùàÿ èíåðöèþ âðàùåíèÿ è
äåôîðìàöèþ ñå÷åíèÿ, âîçíèêàþùóþ ïðè êîëåáàíèÿõ. Ñîãëàñíî
ðàñ÷åòíîé ñõåìå áàëêè, ïðåäëîæåííîé Òèìîøåíêî, ïëîñêèå ñå÷åíèÿ, äî
äåôîðìàöèè íîðìàëüíûå ê åå îñè, îñòàþòñÿ ïëîñêèìè è ïîñëå èçãèáà, íî
ïåðåñòàþò áûòü íîðìàëüíûìè ê åå èçîãíóòîé îñè. Â ñõåìå Òèìîøåíêî
ïîëîæåíèå êàæäîãî ñå÷åíèÿ äåôîðìèðóåìîé áàëêè îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè: ïîïåðå÷íûì ñìåùåíèåì è óãëîì ïîâîðîòà
ñå÷åíèÿ. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü îäíîðîäíîé áàëêè
Òèìîøåíêî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ëåâûé êîíåö áàëêè ïðèêðåïëåí ê
äèñêó ðàäèóñà r, à äâèæåíèå áàëêè óïðàâëÿåòñÿ óãëîâûì óñêîðåíèå
äèñêà.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ áàëêîé Òèìîøåíêî
èçó÷àëàñü â [1�4]. Â ðàáîòå [2] áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ T ðàçðåøèìà çàäà÷à ïåðåâîäà áàëêè èç
îäíîãî ïîëîæåíèÿ ïîêîÿ â äðóãîå ñ çàäàííûì óãëîì ïîâîðîòà äèñêà è
çà çàäàííîå âðåìÿ T . Îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî
óïðàâëåíèÿ, êîòîðîå ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ïîñòðîåíî [3]
óïðàâëåíèå, êîòîðîå ñòàáèëèçèðóåò ñèñòåìó (áàëêà + äèñê) â ïîëîæåíèè
ïîêîÿ (ãàñèò îáùóþ ýíåðãèþ áàëêè è ñòàáèëèçèðóåò äèñê â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ) çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ. Äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rj}∞j=1 ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ðàäèóñà

[1] Gugat M. Controllability of a rotating Timoshenko beam. ESAIM: Control, Optimisation and
Calculus of Variations. 2001. 6, c. 333�360.
[2] Krabs W., Sklyar G.M. On the controllability of a slowly rotating Timoshenko beam. Z. Anal.
Anwend. 1999. 18, � 2. c. 437�448.
[3] Krabs W., Sklyar G.M. On the stabilizability of a slowly rotating Timoshenko beam. Z. Anal.
Anwend. 2000. 19, � 1. c. 131�145.
[4] Krabs W., Sklyar G.M., Wozniak J. On the set of reachable states in the problem of control-
lability of rotating Timoshenko beams. J. Anal. Appl. 2003. 22, � 1. c. 215�228.

1



äèñêà, ïðè êîòîðûõ áàëêà ÿâëÿåòñÿ íåóïðàâëÿåìîé. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè
çíà÷åíèå ðàäèóñà äèñêà íå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì, òî áàëêà Òèìîøåíêî
ñòàáèëèçèðóåìà. Â [4] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ òî÷íîé óïðàâëÿåìîñòè è
îïèñàíû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè.

Â îòëè÷èå îò óïîìÿíóòîé ñåðèè ðàáîò â äàííîé äèññåðòàöèè
èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ
áàëêè Òèìîøåíêî îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì ïîñòðîåíèå
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ýòîé çàäà÷å îñíîâûâàåòñÿ íà òåõíèêå ðåæèìîâ
ñ ó÷àùàþùèìèñÿ ïåðåêëþ÷åíèÿìè (÷åòòåðèíã�ðåæèìîâ).

Ñóòü ÷åòòåðèíã-ðåæèìîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî óïðàâëåíèå íà
îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåóñòðàíèìûõ
ðàçðûâîâ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðè÷èí
âîçíèêíîâåíèÿ ýòîãî ôåíîìåíà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû
îñîáîãî ðåæèìà. Ïîä îñîáûì ðåæèìîì [5] ïîíèìàåòñÿ òðàåêòîðèÿ,
â òî÷êàõ êîòîðîé óñëîâèå ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà íå îïðåäåëÿåò
îäíîçíà÷íî çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ, òî åñòü ìàêñèìóì ãàìèëüòîíèàíà
äîñòèãàåòñÿ áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. Â çàäà÷àõ, àôôèííûõ ïî
óïðàâëåíèþ, óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïîñëåäîâàòåëüíûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì òîæäåñòâà H1 ≡ 0, ãäå H1 � êîýôôèöèåíò
ïðè u â ãàìèëüòîíèàíå. Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå u âïåðâûå ïîÿâèòñÿ íà
÷åòíîì øàãå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 2q. ×èñëî q íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì
îñîáîé òðàåêòîðèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Êåëëè-Êîïïà-Ìîéåðà [6]
ñîïðÿæåíèå íåîñîáîé êóñî÷íî�ãëàäêîé òðàåêòîðèè ñ îñîáîé òðàåêòîðèåé
÷åòíîãî ïîðÿäêà íåîïòèìàëüíî. Ïîýòîìó ñîåäèíåíèå îñîáîãî ó÷àñòêà
îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè âîçìîæíî òîëüêî ñ ÷åòòåðèíã-òðàåêòîðèåé.

Ïåðâûé ïðèìåð çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìåëî
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè áûë
ïðèâåäåí À.Ò. Ôóëëåðîì íà I êîíãðåññå ÈÔÀÊ â 1960 ãîäó [7]. C òåõ

[5] Ãàáàñîâ Ð., Êèðèëëîâà Ô. Ì. Îñîáûå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ. � Ì. :Íàóêà, 1973.
[6] Kelley H. J., Kopp R.E., Moyer H.G. Singular extremals. Topics in Optimization (ed. Leit-
mann G.) N.Y., 1967. P. 63�103.
[7] Ôóëëåð À. Ò. Îïòèìèçàöèÿ ðåëåéíûõ ñèñòåì ðåãóëèðîâàíèÿ ïî ðàçëè÷íûì êðèòåðèÿì
êà÷åñòâà. Òðóäû I êîíãð. ÈÔÀÊ (Ìîñêâà, 1960). Ì. 1961. Ò. 2. c. 584�605.
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ïîð áûëî íàéäåíî áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷, â êîòîðûõ òàêæå èìååò ìåñòî
ôåíîìåí Ôóëëåðà. Â ðàáîòå [8] È. Êóïêà äîêàçàë, ÷òî äëÿ îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ñ
îäíîìåðíûì óïðàâëåíèåì ñóùåñòâóåò ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè 8,
êîòîðîå îòâå÷àåò ñèñòåìàì ñ ÷åòòåðèíã�ðåæèìàìè. Íåñêîëüêî ïîçäíåå,
â ðàáîòå Ì. È. Çåëèêèíà è Â. Ô. Áîðèñîâà [9], êîðàçìåðíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ áûëà ïîíèæåíà äî 7. Â ðàáîòàõ
Ì. È. Çåëèêèíà è Â. Ô. Áîðèñîâà [9, 10] ïîñòðîåíà òåîðèÿ ÷åòòåðèíã-
ðåæèìîâ è äàíî îïèñàíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà ðàçðûâíûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì â îêðåñòíîñòè îñîáûõ ýêñòðåìàëåé âòîðîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàíî,
÷òî àñèìïòîòèêà ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ çàäàåòñÿ ðåøåíèåì êëàññè÷åñêîé
çàäà÷è Ôóëëåðà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ÷åòòåðèíã�ðåæèìîâ ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ îáëàñòåé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
è íàõîäèò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé íàóêè:
êîñìîíàâòèêà, ðîáîòîòåõíèêà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà è äðóãèå.

Öåëü ðàáîòû. Èçó÷èòü îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ
ïðèáëèæåíèé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ áàëêîé Òèìîøåíêî, à èìåííî, çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî ãàøåíèÿ ïåðâûõ äâóõ è ïåðâûõ n ìîä êîëåáàíèé áàëêè
Òèìîøåíêî. Èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýêñòðåìàëåé
çàäà÷è â îêðåñòíîñòè îñîáûõ ðåæèìîâ, äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è
îïòèìàëüíîñòü ÷åòòåðèíã�ðåæèìîâ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òðàåêòîðèé
âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ìåòîäû òåîðèè

[8] Kupka I. The ambiguity of the Fuller phenomenon. Frace Rep. Inst. Fourier, � 52. � Grenoble,
1986.

[9] Zelikin M. I., Borisov V. F. Theory of chattering with applications to astronautics, robotics,
economics and engineering. Birkh�aser, Boston�Basel�Berlin, 1994.

[10] Çåëèêèí Ì.È, Áîðèñîâ Â.Ô. Ñèíòåç îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ñ íàêîïëåíèåì
ïåðåêëþ÷åíèé. Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñåðèÿ ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ.
Òåìàòè÷åñêèå îáçîðû. 90, Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå 4. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 2001.
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, âûïóêëûé
àíàëèç, ëèíåéíàÿ àëãåáðà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

Ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé ñèíòåç äëÿ äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ,
ñâÿçàííûõ åäèíîé óïðàâëÿþùåé ôóíêöèåé. Äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ
çàäà÷à îáëàäàåò îñîáûìè òðàåêòîðèÿìè âòîðîãî ñóùåñòâåííîãî ïîðÿäêà,
êîòîðûå èìåþò âèä ñïèðàëåé è ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè àñèìïòîòè÷åñêè
ïðèáëèæàþòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Äîêàçàíî, ÷òî íà îñîáûé ðåæèì
îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ âûõîäÿò ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé íà
êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ãàøåíèÿ ïåðâûõ n ìîä êîëåáàíèé áàëêè
Òèìîøåíêî, òî åñòü äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî
îòêëîíåíèÿ n ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îñîáûõ ðåæèìîâ. Äîêàçàíî, ÷òî â íåêîòîðîé
îòêðûòîé îêðåñòíîñòè îñîáîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîâåäåíèå îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé çàäà÷è òàêîå æå, êàê è â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ãàøåíèÿ ïåðâûõ
äâóõ ìîä êîëåáàíèé áàëêè. Òî åñòü îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè n�ìåðíîé
çàäà÷è çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé âûõîäÿò
íà îñîáîå ìíîãîîáðàçèå è îñòàþòñÿ íà íåì, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü
ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè èçó÷åíèè
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îáëàäàþùèõ îñîáûìè ðåæèìàìè,
çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, à òàêæå ïðè èçó÷åíèè çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
ÌÃÓ (2005�2007, íåîäíîêðàòíî), íà ñåìèíàðå êàôåäðû îïòèìàëüíîãî
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óïðàâëåíèÿ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ (2007), íà ñåìèíàðå êàôåäðû
íåëèíåéíîãî àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ôàêóëüòåòà ôèçèêî�
ìàòåìàòè÷åñêèõ è åñòåñòâåííûõ íàóê ÐÓÄÍ (2007), íà êîíôåðåíöèè
“Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ � 2006� (Ìîñêâà, 2006), íà XXVIII Êîíôåðåíöèè
ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ìîñêâà,
2006).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 3 íàó÷íûå ðàáîòû.
Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è 4
ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà ïàðàãðàôû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 51
íàèìåíîâàíèå. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 90 ñòðàíèö.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè äàí îáçîð ðàáîò ïî òåìå äèññåðòàöèè è ïðèâåäåíû
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî
ôóíêöèîíàëà ∫ ∞

0

n∑
j=1

x2
j(t) dt (1)

íà òðàåêòîðèÿõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẍj(t) + λ2
j xj(t) = Cj u, j = 1, . . . , n, (2)

ãäå u � ñêàëÿðíîå óïðàâëåíèå, −1 ≤ u ≤ 1, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

xj(0) = x0
j , ẋj(0) = y0

j , j = 1, . . . , n. (3)

Çàäà÷à (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ïðèáëèæåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ñî ñ÷åòíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ
íà îñíîâå ìåòîäà Ôóðüå çàäà÷à óïðàâëåíèÿ áàëêîé Òèìîøåíêî [11].
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Â äèññåðòàöèè çàäà÷à (1)�(3) èññëåäóåòñÿ â ñëåäóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

Çàäà÷à I: Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì
ñ êâàäðàòè÷íûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà: ìèíèìèçèðîâàòü
ôóíêöèîíàë (1) íà òðàåêòîðèÿõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2), (3)
ïðè n = 1.

Çàäà÷à II: Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ
äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:
ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

∫ ∞

0
(x2

1(t) + C2y2
1(t)) dt

íà òðàåêòîðèÿõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ẋ1 = x2, ẋ2 = −ω2x1 + u, ẏ1 = y2, ẏ2 = −µ2y1 + u,

x1(0) = x̂0
1, x2(0) = x̂0

2, y1(0) = ŷ0
1, y2(0) = ŷ0

2, |u| ≤ 1.

Çàäà÷à III: Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ
ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:
ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë (1) íà òðàåêòîðèÿõ óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû (2), (3).

Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðàâäàíà è ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Ïðè áîëüøèíñòâå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, ñâÿçàííûõ ñ åñòåñòâåííûìè
âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè íà áàëêó, îñíîâíàÿ ÷àñòü ýíåðãèè êîëåáàíèé
ïðèõîäèòñÿ íà ãëàâíóþ ìîäó. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ
ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ áàëêîé
Òèìîøåíêî åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ãàøåíèÿ
ïåðâîé ìîäû êîëåáàíèé � îíà ñîîòâåòñòâóåò Çàäà÷å I. Çàäà÷è II è III
ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî ãàøåíèÿ ïåðâûõ äâóõ è ïåðâûõ n ìîä
êîëåáàíèé áàëêè ñîîòâåòñòâåííî.

[11] Çåëèêèí Ì.È., Ìàíèòà Ë. À. Îïòèìàëüíûå ðåæèìû ñ ó÷àùàþùèìèñÿ ïåðåêëþ÷åíèÿìè
â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ áàëêîé Òèìîøåíêî. Ïðèêë. ìàò. ìåõ. 2006. 70, � 2. c. 295�304.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ãëàâû 1 ñîñòàâëÿåò ïîñòàíîâêà çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áàëêîé Òèìîøåíêî è ñâåäåíèå åå íà
îñíîâå ìåòîäà Ôóðüå ê èçó÷åíèþ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ñ÷åòíîé
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ãëàâà 1 íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð. Â � 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ Çàäà÷à I.
Äëÿ íåå íà÷àëî êîîðäèíàò x ≡ 0 åñòü îñîáûé ðåæèì âòîðîãî ïîðÿäêà, à
îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ñ ÷åòòåðèíãîì äîñòèãàþò íà÷àëà êîîðäèíàò çà
êîíå÷íîå âðåìÿ.

Â ãëàâå 2 ñîáðàíû íåîáõîäèìûå óòâåðæäåíèÿ î ñîïðÿæåíèè îñîáîãî
è íåîñîáîãî ó÷àñòêîâ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëó÷àþ
êóñî÷íî�íåïðåðûâíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â ãëàâå 3 ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé ñèíòåç â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè
ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû ôîðìóëèðóåòñÿ
â âèäå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé (Òåîðåìà 3.1).

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ Çàäà÷è II ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Â çàäà÷å ñóùåñòâóþò îñîáûå òðàåêòîðèè ïîðÿäêà 2 (intrinsic or-

der).

2) Îñîáûå òðàåêòîðèè óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ
îïòèìàëüíîñòè Êåëëè â ñòðîãîé ôîðìå.

3) Ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Uε ìíîãîîáðàçèÿ îñîáûõ
ýêñòðåìàëåé, òàêàÿ, ÷òî

a) äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (x0
1, x0

2, y0
1, y0

2) ∈ Uε îïòèìàëüíûå
òðàåêòîðèè çàäà÷è äîñòèãàþò îñîáîãî ìíîãîîáðàçèÿ çà
êîíå÷íîå âðåìÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé
óïðàâëåíèÿ;

b) îñòàâàÿñü íà îñîáîì ìíîãîîáðàçèè, îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè
ñ óïðàâëåíèåì u = uoc äîñòèãàþò íà÷àëà êîîðäèíàò çà
áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 1), 2), 3b) ñîäåðæèòñÿ â � 3.2. Â ýòîì
ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ýêñòðåìàëåé íà îñîáîì ìíîãîîáðàçèè.
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Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà íà îñîáîì ìíîãîîáðàçèè:

ẋ1 = x2, ẋ2 = − (C2 ω2 + µ2) x1 + C2 (ω2 − µ2) y1

1 + C2 ,

ẏ1 = y2, ẏ2 =
(ω2 − µ2) x1 − (C2 ω2 + µ2) y1

1 + C2 .
(4)

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (4) íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
òî÷êîé òèïà ôîêóñ. Íàéäåíû çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A

ýòîé ñèñòåìû, îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò. Ïóñòü
λi
−, λi

+, (i = 1, 2) � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ñ îòðèöàòåëüíûìè è
ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî, à vi

− (vi
+) �

ñîáñòâåííûé âåêòîð ñèñòåìû, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λi
− (λi

+). Ïî ðåçóëüòàòàì � 3.2 ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü N ∗ � äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííûì âåêòîðàì v1

− è v2
−.

Òîãäà N ∗ çàïîëíåíî òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (4), êîòîðûå èìåþò âèä
ñïèðàëåé è ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþòñÿ
ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðàì v1

+ è v2
+, çàïîëíåíî òðàåêòîðèÿìè

ñèñòåìû (4), êîòîðûå ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè óäàëÿþòñÿ îò íà÷àëà
êîîðäèíàò.

Â �� 3.3, 3.4 ñîäåðæèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3a) Òåîðåìû 3.1.
Â � 3.3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êàæäóþ òî÷êó îñîáîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Çàäà÷è II çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðèõîäèò íåîñîáàÿ ýêñòðåìàëü ñ
áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì. Ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â îêðåñòíîñòè îñîáîé
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òðàåêòîðèè ïðèâîäèòñÿ ê ïîëóêàíîíè÷åñêîìó âèäó

ż1 = z2, ż2 = z3, ż3 = z4,

ż4 = −ω2µ2z1 − 2µ2z3 + (ω2 − µ2) w1 + 2(ω2 − µ2) w3 − (1 + C2) u,

ẇ1 = w2, ẇ2 = ω2µ2z1 + µ2z3 + ω2w1 + (ω2 + µ2) w3,

ẇ3 = w4, ẇ4 = −ω2w3 + u,

u = sgn z1.

(5)

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (5) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì
òåîðåìû î ðàññëîåíèè (Çåëèêèí, Áîðèñîâ, [12]). Òàêèì îáðàçîì,
â ïðîñòðàíñòâå (z1, z2 z3, z4, w1, w2, w3, w4) ñóùåñòâóåò ðàññëîåíèå ñ
áàçîé S0 = {(z, w) | z1 = z2 = z3 = z4 = 0} ñ äâóìåðíûìè êóñî÷íî�
ãëàäêèìè ñëîÿìè, çàïîëíåííûìè òðàåêòîðèÿìè ñ ó÷àùàþùèìèñÿ
ïåðåêëþ÷åíèÿìè, ò.å. â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îñîáîãî ìíîãîáðàçèÿ
ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ äîñòèãàþò îñîáîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Â � 3.4 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3. Ýêñòðåìàëè ñ íàêîïëåíèåì ïåðåêëþ÷åíèé è îñîáûå
ýêñòðåìàëè Çàäà÷è II ëîêàëüíî îïòèìàëüíû.

Ïóñòü π : Σ± → O îáîçíà÷àåò ïðîåêöèþ ðàññëîåíèÿ íà áàçó,
ñîïîñòàâëÿþùóþ âñåì òî÷êàì äâóìåðíîãî ñëîÿ òî÷êó (0, w), à N ∗ �
äâóìåðíîå ïîäìíîãîáðàçèå ïîâåðõíîñòè z = 0, çàïîëíåííîå îñîáûìè
ðåøåíèÿìè, êîòîðûå ïðèõîäÿò â íà÷àëî êîîðäèíàò â ïðÿìîì âðåìåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.3 ñîñòîèò èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé:

1) N ∗ ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì ìíîãîîáðàçèåì.

2) Ìíîãîîáðàçèå π−1(N ∗) ðåãóëÿðíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî.

[12] Çåëèêèí Ì.È, Áîðèñîâ Â.Ô. Îñîáûå îïòèìàëüíûå ðåæèìû â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ýêîíîìèêè. Ñîâð. ìàò. ïðèëîæ. 2003. 11. c. 3�161.
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äâà
îáñòîÿòåëüñòâà: âî�ïåðâûõ, ñîãëàñíî òåîðåìå îá èíòåãðàëüíîì
èíâàðèàíòå Ïóàíêàðå�Êàðòàíà

∮
γ ψ dx =

∮
γT

ψ dx äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
êóñî÷íî�ãëàäêîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà γ ⊂ N ∗ è åãî îáðàçà γT ,
ïîëó÷åííîãî ïîñëå ïåðåíîñà γ ïî òðàåêòîðèÿì ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû (4) íà íåêîòîðîå âðåìÿ T ; âî � âòîðûõ,

∑4
i=1 ψiẋi → 0

ïðè T →∞.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå îñíîâàíî íà ñëåäñòâèè èç òåîðåìû î ðåãóëÿðíîé

ïðîåêöèè [12] è íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèÿõ.
Â ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî

îòêëîíåíèÿ n ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìíîãîîáðàçèÿ, ñîñòîÿùåãî èç îñîáûõ
ýêñòðåìàëåé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè çàäà÷è çà
êîíå÷íîå âðåìÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé âûõîäÿò íà îñîáîå
ìíîãîîáðàçèå è îñòàþòñÿ íà íåì, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàÿñü ê íà÷àëó
êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ Çàäà÷è III ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Â çàäà÷å ñóùåñòâóþò îñîáûå òðàåêòîðèè ïîðÿäêà 2 (intrinsic or-

der).

2) Îñîáûå òðàåêòîðèè ãëîáàëüíî îïòèìàëüíû.

3) Ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü Uε ìíîãîîáðàçèÿ îñîáûõ
ýêñòðåìàëåé, òàêàÿ, ÷òî

a) äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (x0
1, y0

1, . . . , x0
n, y0

n) ∈ Uε

îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè çàäà÷è äîñòèãàþò îñîáîãî
ìíîãîîáðàçèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ;

b) îñòàâàÿñü íà îñîáîì ìíîãîîáðàçèè, îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè
ñ óïðàâëåíèåì u = uoc äîñòèãàþò íà÷àëà êîîðäèíàò çà
áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.

Â � 4.2 äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ 1), 3b) Òåîðåìû 4.1. Â ýòîì
ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå îñîáûõ ýêñòðåìàëåé çàäà÷è.
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Äëÿ Çàäà÷è III ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íà îñîáîì
ìíîãîîáðàçèè èìååò âèä

ẋj = yj,

ẏj = −λ2
j xj +

Cj
n∑

k=1
C2

k

n−1∑

k=1

2Ck (λ2
k − λ2

n) xk + Ck (λ2
k − λ2

n)
2 ϕk,

ψ̇j = λ2
j ϕj + xj,

ϕ̇j = −ψj, j = 1, . . . , n− 1.

(6)

Òåîðåìà 4.3. Cîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîé ñèñòåìû (6)
êîìïëåêñíûå, ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, îòëè÷íîé îò íóëÿ è îáðàçóþò
ìíîæåñòâî, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4.3 ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 4.1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ëèíåéíîé
ñèñòåìû (6) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

1
n∑

j=1
C2

j

n∑

k=1

C2
k

n∏

j=1
j 6=k

(
λ2 + λ2

j

)2
. (7)

Ïî ðåçóëüòàòàì � 4.2 ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü α1
±, . . . , α4n−4

± êîðíè ìíîãî÷ëåíà (7), ïðè÷åì
αi
− (i = 1, . . . , 2n − 2) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ îòðèöàòåëüíîé

âåùåcòâåííîé ÷àñòüþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ∗ èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåíûì çíà÷åíèÿì
α1
−, . . . , α2n−2

− . N ∗ çàïîëíåíî òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (4), êîòîðûå
èìåþò âèä ñïèðàëåé è ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè àñèìïòîòè÷åñêè
ïðèáëèæàþòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Àíàëîãè÷íî, èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì α1

−, . . . , α2n−2
− ,

çàïîëíåíî òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (4), êîòîðûå ïðè âîçðàñòàíèè
âðåìåíè óäàëÿþòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Â � 4.3 ñîäåðæèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ â Çàäà÷å III
÷åòòåðèíã�òðàåêòîðèé è êîíå÷íîñòè âðåìåíè èõ ïðèõîäà íà îñîáîå
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ìíîãîîáðàçèå. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, òàêæå êàê è
àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ Çàäà÷è II, îñíîâûâàåòñÿ íà ïðîâåðêå
âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû î ðàññëîåíèè (Çåëèêèí, Áîðèñîâ, [12]),
îäíàêî îñëîæíÿåòñÿ ïðèâåäåíèåì (4n− 4) � ìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ê ïîëóêàíîíè÷åñêîé ôîðìå.

Â � 4.4 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ëîêàëüíîé îïòèìàëüíîñòè îñîáûõ
ýêñòðåìàëåé è ýêñòðåìàëåé ñ íàêîïëåíèåì ïåðåêëþ÷åíèé (Òåîðåìà 4.5).
Ñòðóêòóðà äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 4.5 íàïîìèíàåò ýòàïû
äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ Çàäà÷è II.

Â � 4.5 äîêàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíàÿ îïòèìàëüíîñòü ïîñòðîåííîãî â
Çàäà÷å III ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé (Òåîðåìà 4.6).

Àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Ì. È. Çåëèêèíà çà ïðåäëîæåííóþ òåìó
è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, Â. Ô. Áîðèñîâà çà ìíîãî÷èñëåííûå
îáñóæäåíèÿ, Ë. À. Ìàíèòó çà îáñóæäåíèå è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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