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ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ãëàâíîå çäàíèå, 14 ýòàæ).
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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ìåõàíèêå,

òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ôèçèêå, áèîëîãèè è ýêîíîìèêå ýôôåêòèâíî

èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÔÄÓ).

Âïåðâûå â äîñòàòî÷íî îáùåé ôîðìå òàêèå óðàâíåíèÿ áûëè

ïðåäñòàâëåíû è èññëåäîâàíû â òðóäàõ Â. Âîëüòåððà 1 2.

Íàèáîëåå ïîëíî ìåòîä ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà áûë ðàçðàáîòàí â

òðóäàõ Í.Í. Êðàñîâñêîãî 3 4, à çàòåì ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Â.Á.

Êîëìàíîâñêîãî, Â.Ð. Íîñîâà, Ñ.Í. Øèìàíîâà, À.À. Øåñòàêîâà, Äæ.

Õåéëà è äðóãèõ ó÷åíûõ.

Ïîñòàíîâêà íîâûõ çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé

è ïðîöåññîâ (â òîì ÷èñëå ìåõàíè÷åñêèõ) ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ,

îòñóòñòâèå óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåõ èëè èíûõ îáùèõ òåîðåì îá óñòîé÷èâîñòè

ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ ñïîñîáîâ èõ ìîäèôèêàöèè, ðàçâèòèÿ

è îáîáùåíèÿ. Àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè â ïîñëåäíåå

âðåìÿ ïðîâîäèëèñü â ðàáîòàõ È.Â. Ãàéøóíà è Ë.Á. Êíÿæèùå, À.Ñ.

Àíäðååâà, Ò.À. Áàðòîíà, Ë. Õàòâàíè è äðóãèõ ó÷åíûõ.

Ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ÔÄÓ ñâîäÿòñÿ çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè

ýðåäèòàðíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, î ñòàáèëèçàöèè ðåãóëèðóåìûõ

ñèñòåì, î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì

çàïàçäûâàíèÿ â ñòðóêòóðå îáðàòíîé ñâÿçè. Èçó÷åíèåì ýòèõ çàäà÷, â

òîì ÷èñëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà, çàíèìàëèñü Í.Í.

Êðàñîâñêèé, Þ.Ñ. Îñèïîâ, Ñ.Ì. Áåëîöåðêîâñêèé, Â.Á. Êîëìàíîâñêèé,

È.Ì. Àíàíüåâñêèé, Äæ. Õåéë, Â.Ñ. Ñåðãååâ è äðóãèå ó÷åíûå.

Òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ

íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ÔÄÓ ñ êîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì, ïðè

óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ çíàêîîïðåäåëåííîãî ôóíêöèîíàëà ñî

çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé, ïîçâîëèëè ðåøèòü ðÿä èíòåðåñíûõ

çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé
1Âîëüòåððà Â. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ áîðüáû çà ñóùåñòâîâàíèå. � Ì.: Íàóêà, 1976. � 288 ñ.
2Âîëüòåððà Â. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëîâ, èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.�

Ì.: Íàóêà, 1982. � 302 ñ.
3Êðàñîâñêèé Í.Í. Î ïðèìåíåíèè âòîðîãî ìåòîäà À.Ì. Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì

ïî âðåìåíè // ÏÌÌ. � 1956. � Ò. 20. � � 3. � Ñ. 315�327.
4Êðàñîâñêèé Í.Í. Îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì // ÏÌÌ. � 1956.

� Ò. 20. � � 4. � Ñ. 513�518.
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ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì 1. Ýòè ðåçóëüòàòû îïðåäåëèëè,

ïî ñóùåñòâó, íîâîå íàïðàâëåíèå â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ÔÄÓ. Îäíàêî

ìíîãèå ïðîáëåìû ýòîãî íàïðàâëåíèÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàâàëèñü

ìàëîèññëåäîâàííûìè èëè íåèññëåäîâàííûìè.

Öåëü ðàáîòû. Ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ôóíêöèîíàëîâ

Ëÿïóíîâà ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè è

ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîëó÷åíû íîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

çàïàçäûâàþùåãî è íåéòðàëüíîãî òèïîâ ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì

çàïàçäûâàíèåì íà îñíîâå ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííûìè

ïðîèçâîäíûìè. Ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáùèõ è

êîíêðåòíûõ çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè ýðåäèòàðíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì,

î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàþùåé

îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Àâòîðîì çàùèùàþòñÿ

ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ:

1. Íîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì è ÷àñòè ïåðåìåííûõ äëÿ íåàâòîíîìíûõ

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî è

íåéòðàëüíîãî òèïîâ ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì,

îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè çíàêîïîñòîÿííûõ è íåìîíîòîííûõ

ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà.

2. Ðåøåíèÿ çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è

ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ ýðåäèòàðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

3. Íîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ î ñòàáèëèçàöèè, â òîì ÷èñ-

ëå, îïòèìàëüíîé è ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé êà÷åñòâà, ðåãóëèðóåìûõ

ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì.

4. Ðåøåíèÿ çàäà÷ î ñòàáèëèçàöèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî

òåëà.

5. Ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè òðåõîñíîé îðèåíòàöèè òâåðäîãî

òåëà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà îñíîâå óïðàâëÿþùèõ
1Àíäðååâ À.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü íåàâòîíîìíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.�

Óëüÿíîâñê: Óëüÿíîâñêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò, 2005. � 328 ñ.
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ìîìåíòîâ, ôîðìèðóåìûõ ñ îáðàòíîé çàïàçäûâàþùåé ñâÿçüþ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòå, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè ÔÄÓ,

äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé ýðåäèòàðíûõ ìåõàíè÷åñêèõ

ñèñòåì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðû óïðàâëåíèÿ â çàäà÷àõ î ñòàáèëèçàöèè

äâèæåíèé óïðàâëÿåìûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è

îáñóæäàëèñü íà: Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Óñòîé÷èâîñòü,

óïðàâëåíèå è äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà"(Äîíåöê, 1996 ã., 2005 ã.);

Óêðàèíñêîé êîíôåðåíöèè "Ìîäåëèðîâàíèå è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

ñèñòåì"(Êèåâ, 1994 ã., 1996 ã.); 11-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

ïî ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè (Óëüÿíîâñê, 1996 ã.);

Ðåãèîíàëüíîé êîíôåðåíöèè "Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè

è ìåõàíèêè"(ã. Óëüÿíîâñê, 1996 ã.); ñåìèíàðå ïî àíàëèòè÷åñêîé

ìåõàíèêå è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè â ÌÃÓ ïîä ðóê. àêàä. ÐÀÍ Â.Â.

Ðóìÿíöåâà, ïðîô. À.Â. Êàðàïåòÿíà è ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Â.Â. Áåëåöêîãî

(ìàðò 1997 ã.); Ïÿòîé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ, ñîöèàëüíûõ

ñèñòåì è ïðîöåññîâ"(Óëüÿíîâñê, 2003 ã.); International Conference "Dy-

namical System Modeling and Stability Investigat"(Êèåâ, 2003 ã., 2007

ã.); Øåñòîé è Ñåäüìîé Êðûìñêîé Ìåæäóíàðîäíîé Ìàòåìàòè÷åñêîé

Øêîëû "Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è åãî ïðèëîæåíèé"(Êðûì, Àëóøòà,

2002 ã., 2004 ã.); IX ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå èì. Å.Ñ. Ïÿòíèöêîãî

"Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ"(Ìîñêâà,

2006 ã.); IX Âñåðîññèéñêîì ñúåçäå ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé

ìåõàíèêå (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2006 ã.); Âñåðîññèéñêîì ñåìèíàðå ïî

àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè â ÌÃÓ ïîä ðóê. àêàä.

ÐÀÍ Â.Â. Ðóìÿíöåâà, ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Â.Â. Áåëåöêîãî è ïðîô. À.Â.

Êàðàïåòÿíà (14 ìàðòà 2007 ã.); Âñåðîññèéñêîì ñåìèíàðå ïî íåëèíåéíîé

äèíàìèêè â ÂÖ ÐÀÍ (15 ìàðòà 2007 ã.).

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ïðåäñòàâëåííûå íà çàùèòó ðåçóëüòàòû

ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 26

ðàáîòàõ.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4 ãëàâ,

5



ïðèëîæåíèÿ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ãëàâû ðàçáèòû íà

ðàçäåëû. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 248 ñòðàíèö, áèáëèîãðàôèÿ

ñîäåðæèò 168 èñòî÷íèêà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ïî

âñåì è ÷àñòè ïåðåìåííûõ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ êîíå÷íûì

çàïàçäûâàíèåì.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, òåîðåìû

ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò

íà÷àëüíûõ äàííûõ. Èçëàãàþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðàâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå.

Ïóñòü R = ]−∞,+∞[ åñòü äåéñòâèòåëüíàÿ îñü, R+ = [0,+∞[,

Rn åñòü äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî n-âåêòîðîâ x ñ íîðìîé

|x|, h > 0 � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, C[α,β] � áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ϕ : [α, β] → Rn ñ íîðìîé

‖ϕ‖ = sup (|ϕ(s)|, α ≤ s ≤ β), CH =
{
ϕ ∈ C[−h,0] : ‖ϕ‖ < H

}
, äëÿ

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x : ]−∞,+∞[ → Rn è êàæäîãî t ∈ R ôóíêöèÿ

xt ∈ C[−h,0] îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì xt (s) = x(t + s) äëÿ −h ≤ s ≤ 0,

ïîä ẋ(t) áóäåì ïîíèìàòü ïðàâîñòîðîííþþ ïðîèçâîäíóþ.

Ïóñòü äàíî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

çàïàçäûâàþùåãî òèïà:

ẋ(t) = f(t, xt), f(t, 0) ≡ 0, (1.1)

ãäå f : R+ × CH → Rn åñòü íåêîòîðîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è

íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé (1.1) îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè (1.1).

Ïðåäïîëîæåíèå 1.1. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà r, 0 < r < H, ñóùåñòâóåò

ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ µr(0) = 0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u : [a, b] → C̄r, C̄r = {ϕ ∈ C : ‖ϕ‖ ≤ r} ïðè

ëþáûõ t1, t2 ∈ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

|
t2∫

t1

f(τ, u(τ))dτ | ≤ µr(|t2 − t1|).
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Ïðåäïîëîæåíèå 1.2. Äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâàK ⊂ CH

ôóíêöèÿ f = f(t, ϕ) îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî

(t, ϕ) ∈ R+ × K, ò. å. äëÿ ëþáîãî K ⊂ CH èìååòñÿ m = m(K) è äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ = δ(ε,K) > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáûõ (t, ϕ), (t1, ϕ1), (t2, ϕ2) ∈ R+ × K : |t2 − t1| < δ, ‖ϕ2 − ϕ1‖ < δ,

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

|f(t, ϕ)| ≤ m, |f(t2, ϕ2)− f(t1, ϕ1)| < ε.

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñåìåéñòâî ñäâèãîâ {f τ(t, ϕ) = f(τ + t, ϕ)}
ïðåäêîìïàêòíî â íåêîòîðîì ìåòðèçóåìîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå

F íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : R+ × Γ → Rn ñ êîìïàêòíî

îòêðûòîé òîïîëîãèåé, ãäå Γ ⊂ CH � åñòü íåêîòîðàÿ ïîäîáëàñòü,

ñîäåðæàùàÿ ñåìåéñòâî ôóíêöèé {xt(α, ϕ), t ≥ α + h}, îáðàçóåìîå êà-

æäûì ðåøåíèåì (1.1) x = x(t, α, ϕ), (α, ϕ) ∈ R+ × CH , òàêèõ, ÷òî

|x(t, α, ϕ)| ≤ r < H, t ∈ R+ 1.

Ôóíêöèÿ f ∗ : R+ × Γ → Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé ê

f , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞, òàêàÿ, ÷òî

{f (n)(t, ϕ) = f(tn + t, ϕ)} ñõîäèòñÿ ê f ∗(t, ϕ) â F . Óðàâíåíèå:

ẋ(t) = f ∗(t, xt) (1.2)

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ê (1.1). Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (1.2) ïî

ïîñòðîåíèþ ìîæíî ïðèíÿòü îáëàñòü R× Γ.

Äàëåå â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû î âçàèìîñâÿçè ðåøåíèé

óðàâíåíèé (1.1) è (1.2), î êâàçèèíâàðèàíòíîñòè ïîëîæèòåëüíîãî

ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà Ω+(xt(α, ϕ)) = {ϕ∗ ∈ CH : ∃tn → +∞,

n → ∞, xtn(α, ϕ) → ϕ∗ ïðè n → ∞} ðåøåíèÿ (1.1) x = x(t, α, ϕ),

îãðàíè÷åííîãî êîìïàêòîì K ⊂ CH äëÿ âñåõ t ≥ α − h.

Ñâîéñòâî êâàçèèíâàðèàíòíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîé

ïðåäåëüíîé òî÷êè ϕ∗ ∈ Ω+(x(t, α, ϕ)) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå

ẋ(t) = f ∗(t, xt), òàêîå, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ x(t, 0, ϕ∗)

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå {xt(0, ϕ
∗) : t ∈ R+} ⊂ Ω+(xt(α, ϕ)).

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè

ïðè ñóùåñòâîâàíèè çíàêîïîñòîÿííîãî è íåìîíîòîííîãî ôóíêöèîíàëà

Ëÿïóíîâà.
1Àíäðååâ À.Ñ., Õóñàíîâ Ä.Õ. Ïðåäåëüíûå óðàâíåíèÿ â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1998. � 34, � 4. � Ñ. 435�440.
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Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ðåøåíèå x = 0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ðàâíîìåðíîãî ïðèòÿæåíèÿ ðåøåíèé âñåãî ñåìåéñòâà ïðåäåëüíûõ

óðàâíåíèé {ẋ(t) = f ∗(t, xt)} îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Λ ⊂ CH , åñëè ïðè

íåêîòîðîì ∆ > 0 äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò T = T (ε) > 0, òàêîå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x∗(t, 0, ϕ), ϕ ∈ Λ
⋂
{‖ϕ‖ < ∆} ëþáîãî óðàâíåíèÿ

ẋ(t) = f ∗(t, xt) äëÿ âñåõ t ≥ T âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: ‖x∗t (0, ϕ)‖ < ε.

Ïóñòü V : R+×CH → R åñòü íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, x = x(t, α, ϕ)

� íåêîòîðîå ðåøåíèå (1.1), îïðåäåëåííîå äëÿ âñåõ t ≥ α−h. Âäîëü ýòîãî
ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàë V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

âðåìåíè V (t) = V (t, xt(α, ϕ)). Äëÿ ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíÿÿ

ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ:

V̇ (t, xt(α, ϕ)) = lim
∆t→0+

sup
1

∆t
(V (t+ ∆t, xt+∆t(α, ϕ))− V (t, xt(α, ϕ))) .

Ïðè t = α, â ÷àñòíîñòè, èìååì çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé V̇ (α, ϕ).

Áóäåì ïðèìåíÿòü îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåííîé ïîëîæèòåëüíîñòè è

áåñêîíå÷íî ìàëîãî âûñøåãî ïðåäåëà äëÿ ôóíêöèîíàëà V èç 1,

ñîîòâåòñòâåííî ÷åìó ôóíêöèîíàë V (t, ϕ) äîëæåí èìåòü îöåíêè

V (t, ϕ) ≥ ω(|ϕ(0)|) è |V (t, ϕ)| ≤ ω(‖ϕ‖), ãäå ω � ôóíêöèÿ òèïà Õàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äëÿ íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà

V (t, ϕ) è íåêîòîðîãî ÷èñëà c ∈ R ìíîæåñòâî V −1(∞, c) =

= {ϕ ∈ CH : ∃ϕn ∈ CH , tn → +∞ : ϕn → ϕ, V (tn, ϕn) → c}.
Íà îñíîâå ýòèõ îïðåäåëåíèé äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë V : R+ × CH → R+, òàêîé,

÷òî:

V (t, ϕ) ≥ 0, V (t, 0) ≡ 0, V̇ (t, ϕ) ≤ 0, (t, ϕ) ∈ R+ × CH ;

2) ðåøåíèå x = 0 åñòü òî÷êà ðàâíîìåðíîãî ïðèòÿæåíèÿ ðåøåíèé

{ẋ(t) = f ∗(t, xt)} îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Λ0 = V −1(∞, 0).

Òîãäà ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Åñëè,

äîïîëíèòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ V (t, ϕ) ≤ ω(‖ϕ‖), òîãäà ðåøåíèå x = 0 (1.1)

ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî.
1Êîëìàíîâñêèé Â.Á., Íîñîâ Â.Ð. Óñòîé÷èâîñòü è ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû ðåãóëèðóåìûõ ñèñòåì ñ

ïîñëåäåéñòâèåì.� Ì.: Íàóêà, 1981. � 448 ñ.
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Ïóñòü tn → +∞ åñòü íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ êàæäî-

ãî t ∈ R è c ∈ R îïðåäåëèì ìíîæåñòâî V −1
∞ (t, c) ⊂ CH ñëåäóþùèì

îáðàçîì: òî÷êà ϕ ∈ V −1
∞ (t, c), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ϕn ∈ Γ, ϕn → ϕ}, òàêàÿ, ÷òî: limn→+∞ V (t+ tn, ϕn) = c.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíîé V̇ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

V̇ (t, ϕ) ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0,∀(t, ϕ) ∈ R× Λ,

ãäå íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë W = W (t, ϕ) îãðàíè÷åí è ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâåí íà êàæäîì ìíîæåñòâå R+ × K, K � êîìïàêò èç CH .

Êàê è â ñëó÷àå f(t, ϕ), ïðè òàêîì óñëîâèè ñåìåéñòâî ñäâèãîâ

{W τ(t, ϕ), τ ∈ R+} ïðåäêîìïàêòíî â íåêîòîðîì ôóíêöèîíàëüíîì

ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé FG = {G : R × Γ ∈ R} ñ

ìåòðèçóåìîé êîìïàêòíî îòêðûòîé òîïîëîãèåé.

Ôóíêöèîíàë W ∗ ∈ FG íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ê W , åñëè ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞, òàêàÿ, ÷òî {W (n)(t, ϕ) = W (tn + t, ϕ)}
ñõîäèòñÿ ê W ∗(t, ϕ) â FG. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî V −1

∞ (t, c), îïðåäåëÿåìîå

òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ tn → +∞, îïðåäåëèì êàê ñîîòâåòñòâóþùåå

W ∗.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ðåøåíèå x = 0 óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî êà-

æäîãî ìíîæåñòâà Λ = V −1
∞ (0, 0)

⋂
{W ∗(0, ϕ) = 0} ðàâíîìåðíî ïî

{ẋ(t) = f ∗(t, xt)}, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü δ = δ(ε) > 0,

òàêîå, ÷òî èç ϕ ∈ Λ
⋂
{‖ϕ‖ < δ} ñëåäóåò ‖x∗t (0, ϕ)‖ < ε äëÿ êàæäîãî

ðåøåíèÿ x∗(t, 0, ϕ) óðàâíåíèÿ ẋ(t) = f ∗(t, xt) ïðè âñåõ t ≥ 0.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ðåøåíèå x = 0 íàçûâàåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ìíîæåñòâà

Λ = V −1
∞ (0, 0)

⋂
{W ∗(0, ϕ) = 0} ðàâíîìåðíî ïî {ẋ(t) = f ∗(t, xt)},

åñëè îíî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî Λ ðàâíîìåðíî ïî {ẋ(t) = f ∗(t, xt)} è

ñóùåñòâóåò 4, òàêîå, ÷òî èç ϕ ∈ Λ
⋂
{‖ϕ‖ < 4} ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå

x∗(t, 0, ϕ) óðàâíåíèÿ (1.2) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè t→∞.

Íà îñíîâå ýòèõ ïîñòðîåíèé âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.2. Òåîðåìà 1.1 îñòàíåòñÿ âåðíà, åñëè óñëîâèå 2) â íåé

áóäåò èìåòü âèä:

2) ðåøåíèå x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî êà-

æäîãî ìíîæåñòâà Λ0 = V −1
∞ (0, 0)

⋂
{W ∗(0, ϕ) = 0} ðàâíîìåðíî ïî

{ẋ(t) = f ∗(t, xt)}.
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Ðàçëè÷èå òåîðåì 1.1 è 1.2 ñîñòîèò, ïðåæäå âñåãî, â îïðåäåëåíèè

ìíîæåñòâ V −1(∞, 0) è V −1(t, 0). Ïî îïðåäåëåíèþ V −1
∞ (t, 0) ⊂ V −1(∞, 0).

Ïîýòîìó óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2 â ïðèìåðàõ áîëåå òî÷íûå, ÷åì óñëîâèÿ 1.1,

íî ìíîæåñòâî V −1
∞ (∞, 0) îïðåäåëÿåòñÿ ëåã÷å.

Åùå áîëåå óäîáíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ òåîðåìû, óñëîâèÿ

êîòîðîé ïðåäïîëàãàþòñÿ òîëüêî îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñèñòåìû (1.1).

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ââåñòè ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) íàçûâàåòñÿ

óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Λ ⊂ CH , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0

ìîæíî óêàçàòü δ = δ(ε) > 0, òàêîå, ÷òî èç ϕ ∈ Λ
⋂
{ϕ : ‖ϕ‖ < δ} ñëåäóåò

‖xt(0, ϕ)‖ < ε ïðè âñåõ t ≥ 0.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) íàçûâàåòñÿ

ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Λ,

åñëè îíî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî Λ è ñóùåñòâóåò 4 > 0, òàêîå, ÷òî

äëÿ êàæäîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü T = T (ε) > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

ϕ ∈ Λ
⋂
{‖ϕ‖ < 4} ñëåäóåò ‖xt(0, ϕ)‖ < ε ïðè t ≥ T (ε).

Òåîðåìà 1.3. Â òåîðåìå 1.1 óñëîâèå 2) ìîæíî çàìåíèòü íà

ñëåäóþùåå: ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Λ0 = V −1(∞, 0).

Äàëåå â ðàçäåëå âûâîäÿòñÿ äâå òåîðåìû, â êîòîðûõ áîëåå ñóùåñòâåííî

èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ìíîæåñòâ V −1
∞ (t, c) è {W ∗(t, ϕ) = 0}.

Äîêàçàíà òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñ

èñïîëüçîâàíèåì íåìîíîòîííîãî ôóíêöèîíàëà.

Òåîðåìà 1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1.1) ìîæíî íàéòè

ôóíêöèîíàë V = V (t, ϕ) òàêîé, ÷òî:

1) |V (t, ϕ)| ≤ a1(‖ϕ‖) äëÿ (t, ϕ) ∈ R+ × CH , V (t, ϕ) ≥ 0 äëÿ êàæäîãî

t ∈ R+ è êàæäîé ôóíêöèè ϕ ∈ CH òàêîé, ÷òî ‖ϕ‖ = |ϕ(0)|;
2) ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèîíàëà V â ñèëó ñèñòåìû

(1.1) V̇ (t, ϕ) ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0 äëÿ âñåõ

(t, ϕ) ∈ R+ × {ϕ ∈ CH : V (t, ϕ)0, ‖ϕ‖ = |ϕ(0)|};
3) äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé ïàðû (f ∗,W ∗) ìíîæåñòâî

{V −1
∞ (t, c) : c = const > 0}

⋂
{W ∗(t, ϕ) = 0} íå ñîäåðæèò ðåøåíèé

x∗(t, ϕ) óðàâíåíèÿ (1.2);

4) ðåøåíèå x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

{V −1
∞ (t, c) : c ≤ 0} ðàâíîìåðíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé
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(1.2).

Òîãäà ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.

Îòëè÷èåì ýòîé òåîðåìû îò ïðåäûäóùèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ïðåäïîëàãàåòñÿ âîçìîæíûì çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà V (t, ϕ) < 0.

Ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ òåîðåì ïîêàçàíà â ðåøåíèè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ.

Äîêàçàííûå òåîðåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçâèòèå è îáîáùåíèå

òåîðåì Í.Í. Êðàñîâñêîãî 1, Äæ. Õåéëà 2, Ë.Á. Êíÿæèùå è Â.À. Ùåãëî-

âà 3, À.Ñ. Àíäðååâà è Ä.Õ. Õóñàíîâà 4. Îíî ñîñòîèò, â öåëîì,

â îáîñíîâàíèè ïðèìåíèìîñòè â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ÔÄÓ

íåçíàêîîïðåäåëåííûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà.

Â òðåòüåì ðàçäåëå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ î ÷àñòè÷íîì

ïðèòÿæåíèè ðåøåíèé, ÷àñòè÷íîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è

íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ çàïàçäûâàþùåãî òèïà ïîñðåäñòâîì ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà,

èìåþùåãî çíàêîïîñòîÿííóþ ïðîèçâîäíóþ.

Ïóñòü Rm, Rp åñòü ëèíåéíûå äåéñòâèòåëüíûå

ïðîñòðàíñòâà m- è p-âåêòîðîâ ñ íîðìàìè |y|, |z|, Rn

åñòü ëèíåéíîå äåéñòâèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî n-âåêòîðîâ

x = (x1, x2, ..., xn) = (y1, y2, ..., ym, z1, z2, ..., zp) = (y, z) ñ íîðìîé

|x| = |y| + |z|, n = m + p; h ≥ 0 � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,

C(n) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ϕ : [−h, 0] → Rn ñ

íîðìîé ‖ϕ‖ = sup (|ϕ(s)|,−h ≤ s ≤ 0), ϕ = (ϕ(y), ϕ(z)).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.1), îïðåäåëåííàÿ íà R+ × Λ,

Λ = C
(m)
H × C(p), òàêîâà, ÷òî ðåøåíèÿ (1.1) z-ïðîäîëæèìû.

Âíà÷àëå ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ ê (1.1) ñèñòåì,

ó÷èòûâàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî

ïîñòðîåíèþ èç ðàçäåëà (1.1)). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ

óñëîâèÿõ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
1Êðàñîâñêèé Í.Í. Î ïðèìåíåíèè âòîðîãî ìåòîäà À.Ì. Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì

ïî âðåìåíè // ÏÌÌ. � 1956. � Ò. 20. � � 3. � Ñ. 315�327.
2Õåéë Äæ. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. � Ì.: Ìèð, 1984. � 421 ñ.
3Êíÿæèùå Ë.Á., Ùåãëîâ Â.À. Î çíàêîîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà è óñòîé÷èâîñòè

îäíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì. � Ìèíñê, 1994. � 32 ñ.
4Àíäðååâ À.Ñ., Õóñàíîâ Ä.Õ. Ê ìåòîäó ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè è

íåóñòîé÷èâîñòè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1998. � 34, � 7. � Ñ. 876�885.
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ñëåäñòâèåì ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîãî ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé.

Äîêàçàíû òåîðåìû î ïðèòÿæåíèè ðåøåíèé, îá àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ

íà îñíîâå çíàêîîïðåäåëåííîãî ïî êîíòðîëèðóåìûì ïåðåìåííûì

ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà, èìåþùåãî çíàêîïîñòîÿííóþ ïðîèçâîäíóþ.

Òåîðåìà 1.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü N òî÷êè x = 0, èç êîòîðîé ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1.1) îãðàíè÷åíû ïî z;

2) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë V : R+×Λ → R+, òàêîé ÷òî:

V (t, 0) ≡ 0, V (t, ϕ) ≥ ω1(|ϕ(y)(0)|), V̇ ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0

äëÿ âñåõ t ∈ R+, ϕ ∈ C̄(m)
δ1

× C̄
(p)
δ2
;

3) äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé ïàðû (f ∗,W ∗) ñ ìíîæåñòâîì V −1
∞ (t, c),

ìíîæåñòâî {V −1
∞ (t, c) : c = const ≥ 0}

⋂
{W ∗(t, ϕ) = 0} íå ñîäåðæèò

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ(t) = f ∗(t, xt), êðîìå ðåøåíèé x = x(t) = (y(t), z(t))

òàêèõ, ÷òî y = 0.

Òîãäà ðåøåíèå (1.1) x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 1.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü N òî÷êè x = 0, èç êîòîðîé ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1.1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî z;

2) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë V : R+ × Λ → R+,

îãðàíè÷åííûé è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûé íà êàæäîì ìíîæåñòâå R+×K,

ãäå K ⊂ Λ åñòü êîìïàêò, è òàêîé, ÷òî:

ω1(|ϕ(y)(0)|) ≤ V (t, ϕ) ≤ ω2(‖ϕ‖), V (t, 0) ≡ 0,

V̇ (t, ϕ) ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0, (t, ϕ) ∈ R+ × Λ;

3) êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü (f ∗, V ∗,W ∗) òàêîâà, ÷òî

ìíîæåñòâî {V ∗(t, ϕ) = c > 0}
⋂
{W ∗(t, ϕ) = 0} íå ñîäåðæèò ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ ẋ = f ∗(t, xt).

Òîãäà ðåøåíèå (1.1) x = 0 ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî.

Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ïî z â ýòèõ òåîðåìàõ ìîæåò áûòü

çàìåíåíî óñëîâèåì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà, åñëè ââåñòè

ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü V = V (t, ϕ) � ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà,

c ∈ R � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òî÷êà ϕ(y) = (ϕ1, ..., ϕm) ∈ C
(m)
H
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ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó L∞(c), åñëè ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

tk → +∞, ϕk
(y) → ϕ(y), ‖ϕk

(z)‖ → +∞, òàêèå, ÷òî: V (tk, ϕ(y), ϕ(z)) → c

ïðè k →∞.

Ñîîòâåòñòâåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé

ôóíêöèîíàë V : R+ × Λ → R+, òàêîé, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò ÷èñëî Q > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÷èñëà

δ > 0 limV (t, ϕ(y), ϕ(z)) ≥ Q ïðè ϕ(z) → ∞ ðàâíîìåðíî ïî

t ∈ R+, ϕ(y) ∈ {δ ≤ ‖ϕ(y)‖ ≤ H1 < H};
2) V (t, 0) ≡ 0, V (t, ϕ) ≥ ω(|ϕ(y)(0)|), V̇ (t, ϕ) ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0 äëÿ âñåõ

(t, ϕ) ∈ R+ × Λ;

3) äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé ïàðû (f ∗,W ∗) ìàêñèìàëüíî èíâàðèàíòíîå

ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {V −1
∞ (t, c) : c = c0 = const}

⋂
{W ∗(t, ϕ) = 0}

ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå {ϕ ∈ CH : ϕ(y) = 0}.
Òîãäà ðåøåíèå (1.1) x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè y-óñòîé÷èâî.

Äàëåå âûâîäÿòñÿ òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ

íà îñíîâå çíàêîïîñòîÿííîãî ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà. Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû èç ðàçäåëà 2.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåãî ðàçäåëà ðàçâèâàþò è îáîáùàþò ðåçóëüòàòû Â.È.

Âîðîòíèêîâà 1, Ò.À. Êàëèñòðàòîâîé 2 è äðóãèõ ó÷åíûõ â íàïðàâëåíèè

øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèÿ çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ âòîðîãî

è òðåòüåãî ðàçäåëîâ äëÿ ñëó÷àÿ àâòîíîìíîãî, ïåðèîäè÷åñêîãî è ïî÷òè

ïåðèîäè÷åñêîãî óðàâíåíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì

íà îñíîâå çíàêîîïðåäåëåííûõ è çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèîíàëîâ

Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé. Äëÿ óðàâíåíèé ñ

íåîãðàíè÷åííûì çàïàçäûâàíèåì çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè

òàêèõ óðàâíåíèé èãðàåò âûáîð ïîäõîäÿùåãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â ðàçäåëå 2.1 ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà îñíîâå

àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå Äæ. Õåéëà è
1Âîðîòíèêîâ Â.È. Óñòîé÷èâîñòü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè ïåðåìåííûõ. � Ì.:

Íàóêà, 1991.
2Êàëèñòðàòîâà Ò.À. Îá óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì //

Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. � 1986. � � 5. � Ñ. 32�37.
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Äæ. Êàòî 1. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ

óðàâíåíèé â ôîðìå, íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîé, ÷åì äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì.

Ïóñòü B � åñòü äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèáî:

1) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ (−∞, 0] â Rn, è äëÿ

ϕ, ψ ∈ B ñ÷èòàåì ϕ = ψ, åñëè ϕ(s) = ψ(s) äëÿ âñåõ s ∈ (−∞, 0], ëèáî

2) èçìåðèìûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ (−∞, 0] â Rn, è äëÿ ϕ, ψ ∈ B
ñ÷èòàåì ϕ = ψ, åñëè ϕ(s) = ψ(s) äëÿ ïî÷òè âñåõ s ∈ (−∞, 0] è

ϕ(0) = ψ(0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå B îïðåäåëåíà íîðìà ‖.‖B, òàêàÿ,

÷òî ïðîñòðàíñòâî (B, ‖.‖B) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì. Â ïðîñòðàíñòâå Rn, êàê

è ðàíåå, íîðìó îáîçíà÷èì ÷åðåç |.|.
Äëÿ ôóíêöèè x : (−∞, A) → Rn, 0 < A ≤ +∞, îïðåäåëèì ôóíêöèþ

xt : (−∞, 0] → Rn ôîðìóëîé xt(s) = x(t + s), s ≤ 0, äëÿ êàæäîãî

t ∈ [0, A).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïðîñòðàíñòâî B íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè

ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå K > 0, J > 0 è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

M : [0,∞) → [0,∞), òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. Ïóñòü

0 ≤ a < A ≤ ∞. Åñëè x : (−∞, A) → Rn íåïðåðûâíà íà [a,A) è xa ∈ B,
òî äëÿ âñåõ t ∈ [a,A) ñïðàâåäëèâî:

B1) xt ∈ B è xt íåïðåðûâíî ïî t îòíîñèòåëüíî ‖.‖B;

B2) ‖xt‖B ≤ Kmaxa≤s≤t |x(s)|+M(t− a)‖xa‖B;

B3) |ϕ(0)| ≤ J‖ϕ‖B äëÿ âñåõ ϕ ∈ B;

B4) M(t) → 0 ïðè t→∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè ϕ îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà (−∞, 0], òî

ϕ ∈ B è âñå ôóíêöèè ϕ−t, t ≥ 0, îãðàíè÷åíû ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà

B: ‖ϕ−t‖B ≤ L, äëÿ íåêîòîðîãî L > 0 (çäåñü ϕ−t(s) = ϕ(−t + s),

s ∈ (−∞, 0]).

Ïóñòü B åñòü äîïóñòèìîå ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî H > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî BH = {ϕ ∈ B : ‖ϕ‖B < H},
B̄H = {ϕ ∈ B : ‖ϕ‖B ≤ H}.

1Hale J.K., Kato J. Phase space for retarded equations with in�nite delay // Funk. Ekv. � 1978. � V.
21. � P. 11�41.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ(t) = f(t, xt). (2.1)

Çäåñü f åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå

R+ × BH → Rn äëÿ íåêîòîðîãî 0 < H ≤ +∞, îãðàíè÷åííîå íà êàæäîì

ìíîæåñòâå R+×B̄h, |f(t, ϕ)| ≤ m(h) äëÿ âñåõ (t, ϕ) ∈ R+×B̄h, 0 < h < H.

Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (α, ϕ) ∈ R+ × BH

ñóùåñòâóåò íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå x(t, α, ϕ) óðàâíåíèÿ (2.1),

îïðåäåëåííîå äëÿ [α, β) äëÿ íåêîòîðîãî β > α.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèÿ f(t, ϕ), îïðåäåëåííàÿ íà R × B,

èìååò êîìïàêòíóþ îáîëî÷êó, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà

K ′ ⊂ R × B ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}, tn ≥ 0, ñîäåðæàùàÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tm}, òàêóþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{f(t+ tm, ϕ)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè (t, ϕ) ∈ K ′.

Îáîëî÷êîé H+(f) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð (f ∗,Ω), Ω ⊂ R+ × BH ,

òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}, tn → +∞, n → ∞, äëÿ

êîòîðîé {f(t + tn, ϕ)} ñõîäèòñÿ ê f ∗(t, ϕ), (t, ϕ) ∈ Ω, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ

f ∗ : R+ ×BH → Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé ê f .

Ïðåäïîëîæåíèå 2.1. Äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà

K ⊂ BH ôóíêöèÿ f = f(t, ϕ) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî (t, ϕ) ∈ R+×K.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ f , è

âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 2.1 îáîëî÷êà H+(f) áóäåò êîìïàêòíîé.

Äëÿ êàæäîé ïàðû (f ∗,Ω) ∈ H+(f) îïðåäåëèì ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå:

ẋ(t) = f ∗(t, xt). (2.2)

Â ðàçäåëå 2.2 íà îñíîâå çíàêîîïðåäåëåííûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà

ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû î ëîêàëèçàöèè

ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà, îá àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) V (t, ϕ) : R+ × BH → R åñòü íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë,

îãðàíè÷åííûé ñíèçó íà êàæäîì êîìïàêòå K ⊂ BH :

V (t, ϕ) ≥ m(K) ∀(t, ϕ) ∈ R+ ×K,

åãî ïðîèçâîäíàÿ

dV

dt
≤ −W (t, ϕ) ≤ 0 ∀(t, ϕ) ∈ R+ ×BH ;
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2) x = x(t, α, ϕ) � ðåøåíèå (2.1), òàêîå, ÷òî |x(t, α, ϕ)| ≤ τ < H, äëÿ

âñåõ t ≥ α.

Òîãäà èìååòñÿ c = c0 ≥ m, ïðè êîòîðîì äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé

òî÷êè ϕ∗ ∈ Ω+(xt(α, ϕ)) ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü

(f ∗,W ∗,Ω) ∈ H+(f,W ) ñ V −1
∞ (t, c) è ðåøåíèå x∗(t, 0, ϕ∗) óðàâíåíèÿ

ẋ = f ∗(t, xt) òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî {x∗t (0, ϕ∗) : t ∈ R+} ⊂ Ω+(xt(α, ϕ)) è

{x∗t (0, ϕ∗) : t ∈ R+} ⊂ {V −1
∞ (t, c) : c = c0 = const}

⋂
{W ∗(t, ϕ) = 0}.

Òåîðåìà 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë V : R+ × BH → R+, òàêîé,

÷òî:

ω1(|ϕ(0)|) ≤ V (t, ϕ), V (t, 0) ≡ 0,

V̇ (t, ϕ) ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0, (t, ϕ) ∈ R+ ×BH ;

2) äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé ñîâîêóïíîñòè (f ∗,W ∗) è êàæäîãî c0 ≥ 0

ìíîæåñòâî {V −1
∞ (t, c) : c = c0}

⋂
{W ∗(t, ϕ) = 0} íå ñîäåðæèò ðåøåíèé

ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f ∗(t, xt), êðîìå íóëåâîãî x = 0.

Òîãäà ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ñíèçó íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë

V : R+ ×BH → [−m,+∞), òàêîé, ÷òî:

V (t, 0) ≡ 0, V̇ ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0

äëÿ âñåõ t ∈ R+, ϕ ∈ BH , è ïðèíèìàþùèé â ëþáîé ìàëîé îêðåñòíîñòè

x = 0 îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ;

2) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ c0 < 0 ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíàÿ

ïàðà (f ∗,W ∗) ñ ìíîæåñòâîì V −1
∞ (t, c), òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî

{V −1
∞ (t, c) : c = c0}

⋂
{W ∗(t, ϕ) = 0} íå ñîäåðæèò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

ẋ(t) = f ∗(t, xt).

Òîãäà ðåøåíèå (2.1) x = 0 íåóñòîé÷èâî.

Â ðàçäåëå 2.3 ýòè ðåçóëüòàòû ðàçâèâàþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ

äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñî çíàêîïîñòîÿííûìè ôóíêöèîíàëàìè Ëÿïóíîâà.

Â ðàçäåëå 2.4 èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïî ðåøåíèþ çàäà÷è îá

óñòîé÷èâîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ. Çíà÷èìîñòü ðàçëè÷íûõ òåîðåì

ïîÿñíÿåòñÿ íà ïðèìåðàõ.
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Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçâèòèå è îáîáùåíèå

èçâåñòíûõ òåîðåì Hale J.K., Kato J. 1 2.

Â òðåòüåé ãëàâå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ òåîðåì èç ãëàâ

1 è 2 â ðåøåíèè çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ðåãóëèðóåìûõ ñèñòåì ñ

çàïàçäûâàíèåì.

Ïîñòàíîâêà íîâûõ çàäà÷ î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé ìåõàíè÷åñêèõ

ñèñòåì, îòñóòñòâèå óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ

Ëÿïóíîâà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ìîäèôèêàöèè è îáîáùåíèÿ

èçâåñòíûõ ðàíåå òåîðåì î ñòàáèëèçàöèè, â ÷àñòíîñòè â íàïðàâëåíèè

ìîäèôèêàöèè è îáîáùåíèÿ òåîðåì îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

è íåóñòîé÷èâîñòè ïóòåì îñëàáëåíèÿ çíàêîîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèîíàëà

Ëÿïóíîâà è åãî ïðîèçâîäíîé. Â ýòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðåäëàãàþòñÿ

òàêèå ìîäèôèêàöèè è îáîáùåíèÿ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

î ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ïîëó÷åíû òåîðåìû î ñòàáèëèçàöèè,

â òîì ÷èñëå ÷àñòè÷íîé, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà

ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ óðàâíåíèé

çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì. Â ýòîì

ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ñòàáèëèçàöèÿ ñèñòåì, ìîäåëèðóåìûõ

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ òîëüêî íà îñíîâå èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé â

ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè, è çàâèñèò îò êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè,

èçìåðåííûõ â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ

àâòîíîìíîãî ñëó÷àÿ, à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ ïåðåìåííîãî çàïàçäûâàíèÿ è

çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòîâ â óïðàâëåíèè. Ðàññìîòðèì

óïðàâëÿåìóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû,

îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà:

q̈(t) = u,

ãäå óïðàâëåíèå u îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

u = −b(t)q(t− r(t))− a(t)q̇(t− r(t)).

1Hale J.K., Kato J. Phase space for retarded equations with in�nite delay // Funk. Ekv. � 1978. � V.
21. � P. 11�41.

2Kato J. Stability problem in functional di�erential equations with in�nite delay // Funk. Ekv. � 1978.
� V. 21. � P. 63�80.
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Íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ íà ôóíêöèè a(t), b(t) è r(t) ïðè êîòîðûõ

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ òàêîé ñèñòåìû ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.

Âî âòîðîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá

îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè. Ïðåäëîæåíî ðåøàòü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîé

ñòàáèëèçàöèè íà îñíîâå çíàêîîïðåäåëåííûõ è çíàêîïîñòîÿííûõ

ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé. Ïîëó÷åíû

òåîðåìû îá îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè, â òîì ÷èñëå ÷àñòè÷íîé,

ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé

ïðîèçâîäíîé. Ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè

ñèñòåì ñî ñòàöèîíàðíûìè ñâÿçÿìè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, äâèæåíèå êîòîðîé

îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

çàïàçäûâàþùåãî òèïà:

ẋ(t) = f(t, xt, u). (3.1)

Çäåñü xt ∈ CH , x(t) ∈ Rn, u = u(t, xt) ∈ U ⊂ Rm, u(t, 0) ≡ 0,

ãäå u åñòü óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, U � íåêîòîðûé êëàññ äîïóñòèìûõ

óïðàâëåíèé; f(t, xt, u) : R+ × CH × Rm → Rn, f(t, 0, 0) ≡ 0 åñòü

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå â R+ ×CH ×Rm óñëîâèÿì

ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé

(3.1) îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Ïóñòü u = u0(t, xt) ∈ U åñòü íåêîòîðîå âûáðàííîå óïðàâëÿþùåå

âîçäåéñòâèå, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî óðàâíåíèÿ óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ

(3.1) ïðèíèìàþò âèä:

ẋ(t) = f0(t, xt), f0(t, xt) = f(t, xt, u
0(t, xt)). (3.2)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (3.2) óäîâëåòâîðÿåò

ïðåäïîëîæåíèÿì 1.1 è 1.2 ãëàâû 1. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî

ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé ê (3.2):

ẋ(t) = f ∗0 (t, xt), (3.3)

ãäå f ∗0 (t, xt) = limtn→+∞ f0[tn + t, xt].

Îïðåäåëåíèå 3.1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ

â íàõîæäåíèè óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ u = u0(t, xt) ∈ U ,

îáåñïå÷èâàþùåãî àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî
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äâèæåíèÿ x = 0 óðàâíåíèÿ (3.1) è òàêîãî, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ ëþáûìè

äðóãèìè óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè u = u(t, xt) ∈ U , ðåøàþùèìè

çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ x = 0 óðàâíåíèÿ (3.1), äëÿ âñåõ

(α, ϕ) ∈ R+ × CH0
, 0 < H0 < H âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

+∞∫
α

W (t, x0
t , u

0(t, x0
t ))dt ≤

+∞∫
α

W (t, xt, u(t, xt))dt

ïðè óñëîâèÿõ x0
α = ϕ.

Òåîðåìà 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x = 0

äëÿ ñèñòåìû (3.1) ìîæíî íàéòè íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë V0(t, ϕ) è

óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u0(t, ϕ) ∈ U , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:
1) ω1(|ϕ(0)|) ≤ V0(t, ϕ) ≤ ω2(|ϕ|),∀(t, ϕ) ∈ R+ × CH ;

2) èìååò ìåñòî òîæäåñòâî:

B[V0, t, xt, u
0(t, xt)] = V̇0 +W (t, xt, u

0) ≡ 0;

3) äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé ñîâîêóïíîñòè (f ∗0 ,W
∗
0 ) è êàæäîãî c0 > 0

ìíîæåñòâî {V −1
0∞(t, c) : c = c0}

⋂
{W ∗

0 (t, ϕ) = 0} íå ñîäåðæèò ðåøåíèé

ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = f ∗0 (t, xt), êðîìå íóëåâîãî x = 0;

4) äëÿ âñåõ (t, ϕ, u) ∈ R+ × CH × U ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

B[V0, t, xt, u(t, xt)] ≥ 0.

Òîãäà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u0(t, ϕ) ðåøàåò çàäà÷ó îá

îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (3.1), ïðè ýòîì

V0(α, ϕ) =

+∞∫
α

W (t, x0
t , u

0(t, x0
t ))dt = min

u∈U

+∞∫
α

W (t, xt, u(t, xt))dt.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïîëó÷åíû òåîðåìû î ñòàáèëèçàöèè ñ

ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó

îïðåäåëåíèþ.

Ïóñòü W (t, xt, u(t, xt)) åñòü íåêîòîðûé íåïðåðûâíûé

íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë ïåðåìåííûõ (t, xt, u) ∈ R+ × CH × Rm,

õàðàêòåðèçóþùèé êà÷åñòâî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u = u0(t, xt)

íàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé êà÷åñòâà
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óïðàâëåíèÿ P (t, xt), åñëè îíî îáåñïå÷èâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ

óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ x = 0 óðàâíåíèÿ (3.1), è

ïðè ýòîì íà êàæäîì óïðàâëÿåìîì äâèæåíèè x0(t), x0
α = ϕ, ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî:

I =

+∞∫
α

W (t, x0
t (α, ϕ), u0(t, x0

t (α, ϕ)))dt ≤ P (α, ϕ). (3.4)

Ïðèâåäåííàÿ âûøå ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî

ðàñøèðèòü êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷ ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé îá

îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè.

Òåîðåìà 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (3.1) ñ îöåíêîé

êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ (3.4) ìîæíî íàéòè íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë

V0(t, ϕ) è óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u0(t, ϕ) ∈ U , óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì 1), 3) òåîðåìû 3.1, à òàêæå:

2) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

B[V0, t, xt, u
0(t, xt)] ≤ 0.

Òîãäà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u0(t, ϕ) ðåøàåò çàäà÷ó î

ñòàáèëèçàöèè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (3.1) ñ ãàðàíòèðîâàííîé

îöåíêîé êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ P (α, ϕ) = V0(α, ϕ). Ïðè ýòîì ðåøåíèå

x = 0 ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ñ íåêîòîðîé îáëàñòüþ

ïðèòÿæåíèÿ CH0
.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è î

ñòàáèëèçàöèè ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ ñèñòåì

ñî ñòàöèîíàðíûìè ñâÿçÿìè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå íà îñíîâå ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäóþòñÿ

çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé óïðàâëÿåìûõ

ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì: ñòàáèëèçàöèÿ ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ óïðàâëÿåìûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñòàöèîíàðíûìè,

ãîëîíîìíûìè èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè; ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåãóëÿòîðû ñ

íåîãðàíè÷åííûì çàïàçäûâàíèåì; ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ ýðåäèòàðíîé

ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû; ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè íåóñòîé÷èâîãî

ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ

ãîëîíîìíûìè íåñòàöèîíàðíûìè ñâÿçÿìè; ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è
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î ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ãîëîíîìíîé ìåõàíè÷åñêîé

ñèñòåìû; ðåøàþòñÿ çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè ìàÿòíèêà â âåðõíåì

íåóñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, î ñòàáèëèçàöèè âðàùàòåëüíîãî

äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, î ñòàáèëèçàöèè ãîëîíîìíîé ñèñòåìû ïî ÷àñòè

ïåðåìåííûõ ïðè îãðàíè÷åííîñòè è íåîãðàíè÷åííîñòè íåêîíòðîëèðóåìûõ

êîîðäèíàò, î ñòàáèëèçàöèè îäíîîñíîé îðèåíòàöèè òâåðäîãî òåëà, î

ñòàáèëèçàöèè òðåõîñíîé îðèåíòàöèè òâåðäîãî òåëà â èíåðöèàëüíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Â ïåðâîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

óïðàâëÿåìûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñòàöèîíàðíûìè, ãîëîíîìíûìè

èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè, îïèñûâàåìûõ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè

Ëàãðàíæà:
d

dt

∂T

∂q̇
− ∂T

∂q
= Q(t, qt, q̇t), (4.1)

ãäå Q(t, qt, q̇t) � ìàòðèöà-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè n × 1 îáîáùåííûõ ñèë,

äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó äî ðàâíîìåðíîé

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íà îñíîâå óïðàâëåíèé, êîòîðûå çàâèñÿò

òîëüêî îò êîîðäèíàò ñèñòåìû:

Qy(t, qt) = −C(t)q(t) +

0∫
−h

F (t, s)q(t+ s)ds, (4.2)

Qy(t, qt) = −F0(t)q(t) + C0(t)q(t− h).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå óïðàâëåíèÿ:

Qy(t, qt, q̇t) = −C(t)q(t− h)− F (t)q̇(t),

Qy(t, qt, q̇) = −F (t)q̇(t)− C(t)

0∫
−h

q(t+ s)ds,

Qy(t, q̇t, q) = −F (t)q(t)−
0∫

−h

C(t)q̇(t+ s)ds,

Qy(t, qt, q̇t) = −Cq(t− h)−Dq̇(t− h).

Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óêàçàííûå óïðàâëåíèÿ ñòàáèëèçèðóþò

ñèñòåìó äî ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Íàïðèìåð,

ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

21



Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü:

1) ìàòðèöû C(t) è F (t, s) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ñèììåòðè÷íûìè

ìàòðèöàìè ðàçìåðíîñòåé n× n ïðè t ∈ R+, s ∈ [−h, 0];

2) ìàòðèöà M(t) = C(t) −
∫ 0
−h F (t, s)ds ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé, îãðàíè÷åííîé è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ïðè

t ∈ R+;

3) ìàòðèöà F (t, s) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t è s, ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíàÿ ïðè t ∈ R+,

F (t, s) ≥ 0,
∂F (t, s)

∂s
− ∂F (t, s)

∂t
≥ a0E, a0 = const > 0,

Ṁ(t) ≤ 0, t ∈ R+, s ∈ [−h, 0].

Òîãäà óïðàâëåíèå âèäà (4.2) ðåøàåò çàäà÷ó î ðàâíîìåðíîé

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ q = q̇ = 0 ñèñòåìû

(4.1).

Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåãóëÿòîðû ñ íåîãðàíè÷åííûì

çàïàçäûâàíèåì, êîãäà óïðàâëåíèå èìååò âèä:

Qy(t, qt) = −C(t)q(t) +

t∫
0

F (t− s)q(s)ds. (4.3)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èíòåãðàë
∫ +∞

0 F (s)ds ñõîäèòñÿ è ïîëàãàÿ:

M(t) = C(t)−
t∫

0

F (s)ds,

èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü:

1) ìàòðèöû C è F ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ðàçìåðíîñòåé n× n;

2) ìàòðèöà M ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé è

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ïðè t ∈ R+;

3) ìàòðèöà F (s) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, F (s) ≥ 0, Ḟ (s) ≤ 0;

4) Ċ(t) ≤ F (t);

Òîãäà óïðàâëåíèå âèäà (4.3) åñòü ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå, ïðè

ýòîì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ q = q̇ = 0 ñèñòåìû (4.1) àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.
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Â ïåðâîì è âî âòîðîì ðàçäåëàõ âûâîäÿòñÿ òàêæå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

ðåãóëÿòîðàìè îáåñïå÷èâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî ÷àñòè

ïåðåìåííûõ.

Â òðåòüåì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèé ýðåäèòàðíûõ

ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ

ãîëîíîìíûìè ñòàöèîíàðíûìè ñâÿçÿìè, îïðåäåëÿåìàÿ îáîáùåííûìè

êîîðäèíàòàìè q1, q2, . . . , qn, ïðè÷åì ïåðâûå m êîîðäèíàò ñèñòåìû,

(q1, . . . , qm)T = q1 (m < n) ïîçèöèîííûå, îñòàëüíûå (n −m) êîîðäèíàò

(qm+1, . . . , qn)
T = q2 � öèêëè÷åñêèå, è îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèÿìè:

d

dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂q
= −∂Π

∂q
+

t∫
0

Φ(t− s)q(s)ds+Q, (4.4)

ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, Π = Π(q) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

ñèñòåìû, ∂T/∂q2 = ∂Π/∂q2 = 0, ïðè ýòîì Φ ∈ Rm×m � ñèììåòðè÷íàÿ

ìàòðèöà, m < n, Φ′ = Φ ≥ 0 (
∫∞

0 Φ(s)ds ñõîäèòñÿ), âûðàæàþùàÿ ñâîé-

ñòâî ýðåäèòàðíîñòè èëè âëèÿíèÿ ïðåäûñòîðèè ñèñòåìû (íàïðèìåð, åå

âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà), Q = Q(q, q̇) � îáîáùåííûå ãèðîñêîïè÷åñêèå

è äèññèïàòèâíûå ñèëû. Ñèñòåìà áóäåò èìåòü öèêëè÷åñêèå èíòåãðàëû

∂T/∂q̇2 = c, è äëÿ íåå ìîæíî îïðåäåëèòü ïðèâåäåííóþ ïîòåíöèàëüíóþ

ýíåðãèþ ñèñòåìû.

Ïóñòü ∂W/∂q1 = 0 ïðè q1 = 0 è c = c0, òàê, ÷òî ñèñòåìà (4.4) èìååò

ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå:

q̇1 = 0, q1 = 0, q̇2 = q̇2
0 = const, q2(t) = q2

0 + q̇2
0(t− t0), (4.5)

îòâå÷àþùåå çíà÷åíèþ c = c0 öèêëè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ.

Òåîðåìà 4.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) èçìåíåííàÿ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ýðåäèòàðíîñòè ïðèâåäåííàÿ

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû:

S(q1, c) = W (q1, c)− 1

2
(q1)T

 ∞∫
0

Φ(s)ds

 q1

èìååò èçîëèðîâàííûé ìèíèìóì â òî÷êå q1 = 0 ïðè c = c0 è

S(q1, c) ≥ ω(|q1|);
2) ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ Φ, òàêîâà, ÷òî Φ̇(s) ≤ 0.
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Òîãäà ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå (4.5) óñòîé÷èâî ïî (q̇1, q1, q̇2) è

ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì äëÿ âîçìóùåííûõ äâèæåíèé ñ öèêëè÷åñêèìè

ïîñòîÿííûìè c = c0, à òàêæå êàæäîå âîçìóùåííîå äâèæåíèå èç îáëàñòè

óñòîé÷èâîñòè (4.5) íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ïðè tn → +∞ ê

îäíîìó èç ïðåäåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé, îòâå÷àþùåìó çíà÷åíèþ

c = c1 = c0 + δc.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ

äâèæåíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè íåóñòîé÷èâîãî

ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ

ãîëîíîìíûìè íåñòàöèîíàðíûìè ñâÿçÿìè. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ

íà îñíîâå ðåãóëÿòîðà, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò êîîðäèíàò ñèñòåìû.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè

ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ãîëîíîìíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî

èñõîäíàÿ ñèñòåìà çàìåíîé ñâîäèòñÿ ê íîâîé, òàê, ÷òî èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ

ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè çàäàííîãî ïðîãðàììíîãî

äâèæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

íåñòàöèîíàðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Â øåñòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à

î ñòàáèëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â âåðõíåì, íåóñòîé÷èâîì

ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîì, ïðèëîæåííûì ê íåìó íà îñè ïîäâåñà.

Óðàâíåíèÿ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= x1 + x3,

dx3

dt
= u, (4.6)

ãäå x1 = ϕ � óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëè, x2 = ϕ̇, u �

óïðàâëÿþùèé ìîìåíò, ïðèëîæåííûé ê ìàÿòíèêó.

Äîïóñòèì, ÷òî â ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ ìàÿòíèêîì êîîðäèíàòû x1, x2,

x3 îïðåäåëÿþòñÿ ñ çàïàçäûâàíèåì τ = τ(t), 0 ≤ τ(t) ≤ h = const, τ(t)

åñòü ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ïî t ∈ R+ ôóíêöèÿ.

Óïðàâëÿþùèé ìîìåíò u îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà:

u = −a(x1((t− τ(t)) + x2(t− τ(t)))− bx3(t− τ(t)). (4.7)

Íà îñíîâå çíàêîïîñòîÿííîãî ôóíêöèîíàëà ñî çíàêîïîñòîÿííîé

ïðîèçâîäíîé îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ a, b è τ , ïðè êîòîðûõ

óïðàâëåíèå u áóäåò ñòàáèëèçèðóþùèì.
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Â ñåäüìîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé

òâåðäîãî òåëà: î ñòàáèëèçàöèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà,

î ñòàáèëèçàöèè îäíîîñíîé îðèåíòàöèè òâåðäîãî òåëà, î ñòàáèëèçàöèè

òðåõîñíîé îðèåíòàöèè òâåðäîãî òåëà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå äîñòèãàåòñÿ íà îñíîâå çíàêîïîñòîÿííûõ è çíàêîîïðåäåëåííûõ

ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé.

Äëÿ òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî

ãëàâíûõ îñåé Ox, Oy è Oz îáîçíà÷èì ÷åðåç A,B è C, à p, q, r � ïðîåêöèè

óãëîâîé ñêîðîñòè íà ýòè îñè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòà

Mx = My = 0, Mz = Mz(t)

òåëî ìîæåò ñîâåðøàòü íåñòàöèîíàðíîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âèäà:

p = q = 0, r = r0(t), |r0(t)| ≤ R0 = const > 0. (4.8)

Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ (4.8)

äîñòèãàåòñÿ íà îñíîâå ìîìåíòîâ:

M1 = −b1x1(t− τ1(t)),

M2 = −b1x2(t− τ2(t)), (4.9)

M3 = −b2x3(t− τ3(t)),

ïðè÷åì âðàùåíèå (4.8) âîêðóã íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé îñåé

èíåðöèè ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòîâ (4.9) ñ êîýôôèöèåíòàìè óñèëåíèÿ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè

äîïóñêàþò ñòàöèîíàðíîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âîêðóã ãëàâíîé îñè

(ïðèìåì åå çà îñü Oz), íåóñòîé÷èâîå, åñëè ýòà îñü ñðåäíÿÿ, B > C > A.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè òàêîãî äâèæåíèÿ, à èìåííî,

äâèæåíèÿ âîêðóã îñè Oz, p = q = 0, r = r0 = const > 0. Óðàâíåíèÿ

âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé â

ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå:
ẋ1 = (B−C)

A r0x2 + u1,

ẋ2 = (C−A)
B r0x1 + u2,

ẋ3 = u3.

(4.10)
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Çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ x1 = x2 = x3 = 0 ýòîé ñèñòåìû

ðåøàåòñÿ óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè

u1 = −k1x1(t− τ(t)), u2 = −k1x2(t− τ(t)), u3 = −k2x3(t− τ(t)),

(4.11)

ãäå τ(t), 0 ≤ τ(t) ≤ h, åñòü çàïàçäûâàíèå â ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ, k1 è

k2 � êîýôôèöèåíòû óñèëåíèÿ, âûáèðàåìûå èç íåêîòîðûõ óñëîâèé. Ýòè

óñëîâèÿ òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå çíàêîïîñòîÿííîãî ôóíêöèîíàëà

Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé.

Â âîñüìîì ðàçäåëå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè óïðàâëÿåìîé

ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ãîëîíîìíûìè ñòàöèîíàðíûìè ñâÿçÿìè ïî ÷àñòè

ïåðåìåííûõ ïðè äîïóùåíèè íåîãðàíè÷åííîñòè íåêîíîòðîëèðóåìûõ

êîîðäèíàò.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ðàçâèâàþò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîò Í.Í.

Êðàñîâñêîãî, Þ.Ñ. Îñèïîâà 1, È.Ì. Àíàíüåâñêîãî è Â.Á. Êîëìàíîâñêî-

ãî 2.

Â ïðèëîæåíèè ïðîâîäèòñÿ ðàçâèòèå ìåòîäîâ, ïîëó÷åííûõ â ïåðâîé

ãëàâå, â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà (ÍÔÄÓ).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÍÔÄÓ ñëåäóþùåãî âèäà:

d

dt
[x(t)−G(t, xt)] = F (t, xt), (Π.1)

ãäå F : Ω → Rn, G : Ω → Rn � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè,

Ω ⊂ R+ × C[−h,0] îòêðûòî.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ,

åäèíñòâåííîñòè è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé ÍÔÄÓ îò

íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Â ðàçäåëå 2 ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ëîêàëèçàöèè ïîëîæèòåëüíîãî

ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà àâòîíîìíîãî ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà ñ êîíå÷íûì

çàïàçäûâàíèåì íà îñíîâå ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà, èìåþùåãî

çíàêîïîñòîÿííóþ ïðîèçâîäíóþ 3.
1Êðàñîâñêèé Í.Í., Îñèïîâ Þ.Ñ. Î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà ñ

çàïàçäûâàíèåì // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, Òåõíè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà. � 1963. � � 6. � Ñ. 3�15.
2Àíàíüåâñêèé È.Ì., Êîëìàíîâñêèé Â.Á. Î ñòàáèëèçàöèè íåêîòîðûõ ðåãóëèðóåìûõ ñèñòåì ñ

ïîñëåäåéñòâèåì // ÀèÒ. � 1989. � � 9. Ñ. 34�42.
3Õåéë Äæ. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. � Ì.: Ìèð, 1984. � 421 ñ.
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Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåàâòîíîìíîå ÍÔÄÓ,

ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ ñèñòåì è âûâîäèòñÿ ñâîéñò-

âî êâàçèèíâàðèàíòíîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà

ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî â (Ï.1) ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ

ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèîíàëà, ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ ñèñòåì äëÿ ÍÔÄÓ

îòëè÷íî îò ïîñòðîåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî òèïà.

Îïðåäåëåíèå Ï.1. Êîìïàêòíîé îáîëî÷êîé H+(F,G) ôóíêöèé

F (t, ϕ) è G(t, ϕ), îïðåäåëåííûõ íà R+ × CH , íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ñîâîêóïíîñòåé (F ∗, G∗,Λ), ãäå F ∗, G∗ ∈ C(Λ, Rn),Λ = R+×Λ1,Λ1 ⊂ CH ,

òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn → +∞, n → ∞, äëÿ

êîòîðîé {F (t + tn, ϕ)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê F ∗(t, ϕ), à {G(t + tn, ϕ)}
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê G∗(t, ϕ) íà êàæäîì ìíîæåñòâå [0, n] × K, ãäå

n = 1, 2..., ìíîæåñòâî K � êîìïàêò èç Λ1. Ôóíêöèè F ∗ è G∗:

R+ × Λ1 → Rn íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè ê ôóíêöèÿì F è G.

Äëÿ êàæäîé (F ∗, G∗,Λ) ∈ H+(F,G) îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåëüíîå

óðàâíåíèå:
d

dt
[x(t)−G∗(t, xt)] = F ∗(t, xt). (Π.2)

Â ðàçäåëå 4 ïîëó÷åíà òåîðåìà î ëîêàëèçàöèè ïîëîæèòåëüíîãî

ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ (Ï.1).

Ïóñòü V (t, ϕ, Z(t, ϕ)) : R+ × CH → R(Z(t, ϕ) = ϕ(0) − G(t, ϕ) �

ÿäðî óðàâíåíèÿ (Ï.1)) åñòü íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé è

íåïðåðûâíûé ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ äëÿ âñåõ ϕ ∈ CH è t ∈ R+ è

òàêîé, ÷òî âåðõíÿÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ V̇ (t, ϕ) âäîëü ðåøåíèÿ

x = x(t, α, ϕ) ñóùåñòâóåò.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíîé V̇ (t, ϕ) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

îöåíêà:

V̇ (t, ϕ, Z(t, ϕ)) ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0,∀(t, ϕ) ∈ R+ × CH ,

ãäå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ W = W (t, ϕ) îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà êàæäîì ìíîæåñòâå R+ ×K, K � êîìïàêò èç CH .

Ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå H+(F,G,W,Λ), àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèþ Ï.1.

Â ïÿòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

è íåóñòîé÷èâîñòè íà îñíîâå ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé

ïðîèçâîäíîé, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî G(t, 0) ≡ 0 è F (t, 0) ≡ 0.
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Â ðàçäåëå 6 èññëåäóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü

íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà â ïðåäïîëîæåíèè ñâîéñòâà

ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà

è ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà Ï.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë

V (t, xt, Z(t, xt)) : R+ × CH → R, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî â ñèëó ñèñòåìû

(Ï.1) ñóùåñòâóåò, ïðè ýòîì:

ω1(|Z(t, xt)|) ≤ V (t, xt, Z(t, xt)) ≤ ω2(‖xt‖);
dV

dt
≤ −W (t, ϕ) ≤ 0;

2) äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé ñîâîêóïíîñòè (F ∗, G∗,W ∗,Λ) ìíîæåñòâî

{W ∗(t, ϕ) = 0} ñîäåðæèò èç âñåõ ðåøåíèé ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ
d
dt [y(t)−G∗(t, yt)] = F ∗(t, yt) òîëüêî òðèâèàëüíîå y = 0.

Òîãäà ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (Ï.1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.

Â ðàçäåëå 7 èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè ÍÔÄÓ íà îñíîâå çíàêîïîñòîÿííîãî ïî ÿäðó ôóíêöèîíàëà

Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà Ï.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë V (t, xt, Z(t, xt)), òàêîé, ÷òî:

0 ≤ V (t, xt, Z(t, xt)) ≤ ω2(‖xt‖), V (t, 0, Z(t, 0)) ≡ 0,

V̇ (t, ϕ, Z(t, ϕ)) ≤ 0,∀(t, ϕ) ∈ R+ × CH ;

2) ðåøåíèå x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

V −1(∞, 0) ðàâíîìåðíî ïî { d
dt [x(t)−G∗(t, xt)] = F ∗(t, xt)}.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (Ï.1) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî.

Â ðàçäåëå 8 èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ÍÔÄÓ ïî ÷àñòè

ïåðåìåííûõ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 3�8 ïðèëîæåíèÿ äèññåðòàöèè

ðàçâèâàþò ðåçóëüòàòû ðàáîò Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî, Â.Ð. Íîñîâà 1,

Äæ. Õåéëà 2, À.Ñ. Àíäðååâà 3 ïî èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè
1Êîëìàíîâñêèé Â.Á., Íîñîâ Â.Ð. Óñòîé÷èâîñòü è ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû ðåãóëèðóåìûõ ñèñòåì ñ

ïîñëåäåéñòâèåì. � Ì.: Íàóêà, 1981. � 448 ñ.
2Õåéë Äæ. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. � Ì.: Ìèð, 1984. � 421 ñ.
3Àíäðååâ À.Ñ. Óñòîé÷èâîñòü íåàâòîíîìíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �

Óëüÿíîâñê: Óëüÿíîâñêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò, 2005. � 328 ñ.
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ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà. Îíè

ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ, íàïðèìåð, â èññëåäîâàíèè çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè

íåóñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ òåëà, îáòåêàåìîãî æèäêîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, â äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû íîâûå ìåòîäû

èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ïðèëîæåíèè ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ îá óñòîé÷èâîñòè è

ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé íåàâòîíîìíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.

Çàêëþ÷åíèå
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Âûâîäÿòñÿ íîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè,

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âñåì è ÷àñòè ïåðåìåííûõ

äëÿ íåàâòîíîìíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

çàïàçäûâàþùåãî è íåéòðàëüíîãî òèïîâ ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì

çàïàçäûâàíèÿìè, îáîñíîâûâàþùèå øèðîêîå ïðèìåíåíèå

çíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà [1�11, 13�16, 18, 19, 23].

2. Âûâîäÿòñÿ íîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ î ñòàáèëèçàöèè, â òîì ÷è-

ñëå, îïòèìàëüíîé è ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé êà÷åñòâà, ðåãóëèðóåìûõ

ñèñòåì, óïðàâëÿåìûõ ðåãóëÿòîðàìè ñ ïåðåìåííûì è áåñêîíå÷íûì

çàïàçäûâàíèåì. Â îñíîâå ýòèõ ìåòîäîâ ëåæèò ïðèìåíåíèå ôóíêöèîíàëîâ

Ëÿïóíîâà, èìåþùèõ çíàêîïîñòîÿííóþ ïðîèçâîäíóþ [ 4�12, 17, 19�22].

3. Ðåøàþòñÿ çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è

ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ ýðåäèòàðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû; çàäà÷è î

ñòàáèëèçàöèè ïî âñåì è ÷àñòè ïåðåìåííûõ óïðàâëÿåìîé ãîëîíîìíîé

ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ â ñòðóêòóðå óïðàâëåíèÿ,

â òîì ÷èñëå, çàäà÷è î ñòàáèëèçàöèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî

òåëà [1, 3, 4, 5�7, 9, 24�26].
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