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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âàæíûé êëàññ ðèìàíîâûõ îäíîðîäíûõ

ïðîñòðàíñòâ M ñîñòàâëÿþò èçîòðîïíî íåïðèâîäèìûå ïðîñòðàíñò-
âà, êëàññèôèöèðîâàííûå Î.Ìàíòóðîâûì è, ïîçäíåå, íåçàâèñèìî,
Äæ.Âîëüôîì 1). Êàæäàÿ èíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà g íà òàêîì
ïðîñòðàíñòâå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéíøòåéíà ricci(g) = λg.

Â ÷àñòíîñòè, ýòîò êëàññ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ âêëþ÷àåò íå-
ïðèâîäèìûå ðèìàíîâû ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ äåéñòâèÿìè
ïîëíûõ ñâÿçíûõ ãðóïï èçîìåòðèé. Îòêðûòèå ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòð-
àíñòâ Ý.Êàðòàíîì 2) îêîëî 1926 ã. è ïîñëåäîâàâøåå ïîñòðîåíèå òåîðèè
ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâèëèñü îäíèìè èç ãëàâíûõ äîñòèæåíèé XX âåêà.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ áîëåå øèðîêèé êëàññ îäíîðîäíûõ ïðîñòð-
àíñòâ M = G/H ñ îäíîêðàòíûì ñïåêòðîì ïðåäñòàâëåíèÿ èçîòðîïèè.
Ýòîò êëàññ ñîäåðæèò, íàðÿäó ñ ðåäêî âñòðå÷àþùèìèñÿ, ìíîãèå èç
íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ M (èõ ðàññìîòðåíèå
â ðàìêàõ îäíîãî êëàññà ïðîäèêòîâàíî ñõîäñòâîì ìíîãîîáðàçèé èíâà-
ðèàíòíûõ ìåòðèê). Âàæíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ýòîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ
âñå êîìïàêòíûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ïîëîæèòåëüíîé ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêè, â òîì ÷èñëå âñå (îáîáùåííûå) ôëàãîâûå ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïîä ôëàãîâûì ïðîñòðàíñòâîì ïîíèìàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
ñâÿçíîé ïîëóïðîñòîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G ïî öåíòðàëèçàòîðó
ëþáîãî òîðà â G.

Îñíîâíûìè ïðèìåðàìè ôëàãîâûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ êîìïëå-
êñíîå n-ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn, ãðàññìàíîâî ìíîãî-
îáðàçèå Grk+1,n+1, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ k-ìåðíûå ïîäïðîñò-
ðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà CPn, è ïðîñòðàíñòâî ôëàãîâ, òî÷êàìè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâóõ è áîëåå âëîæåííûõ äðóã â

1)Î.Â.Ìàíòóðîâ. Îäíîðîäíûå íåñèììåòðè÷åñêèå ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà ñ
íåïðèâîäèìîé ãðóïïîé âðàùåíèé. ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 141 (1961), 792�795. Ðèìàíîâû
ïðîñòðàíñòâà ñ îðòîãîíàëüíûìè è ñèìïëåêòè÷åñêèìè ãðóïïàìè äâèæåíèé è
íåïðèâîäèìîé ãðóïïîé âðàùåíèé. ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 141 (1961), 1034�1037. Îäíîðîäíûå
ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåïðèâîäèìîé ãðóïïîé èçîòðîïèè. Òðóäû ñåìèíàðà ïî
âåêòîðíîìó è òåíçîðíîìó àíàëèçó, 13 (1966), 68�145.

J.A. Wolf, The geometry and structure of isotropy irreducible homogeneous spaces,
Acta. Math. 120 (1968) 59-148. Erratum, Acta. Math. 152 (1984) 141-142.

Ïðîäîëæåíèå êëàññèôèêàöèè íà ñëó÷àé èçîòðîïíî íåïðèâîäèìûõ ïðîñòðàíñòâ,
ãäå ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà èçîòðîïèè ïðèâîäèìà: M.Y. Wang and W. Ziller, On isotropy
irreducible Riemannian manifolds, Acta Math. 199 (1991) 223-261.

2)E.Cartan. Sur une classe remarquable d' espaces de Riemann, Oeuvres compl�etes,
t.I, vol. 2, 587�659. Èìååòñÿ ñîêðàùåííûé ïåðåâîä ñ ôð. â ñá.: Ý.Êàðòàí, Ãåîìåòðèÿ
ãðóïï Ëè è ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, Ì.: ÈË, 1949, íà ñ. 112�149.
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äðóãà ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà CPn; ïåðâûå äâà èç íèõ ÿâëÿ-
þòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè; ïðîñòðàíñòâî ôëàãîâ ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíî
ïðèâîäèìûì. Íåñîìíåííî, ðîëü óæå òîëüêî ýòèõ òðåõ îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâ â ìàòåìàòèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå îãðîìíà.

Ïî òåîðåìå Âàíà (1954ã) ôëàãîâûå ïðîñòðàíñòâà, è òîëüêî îíè,
ñîñòàâëÿþò êëàññ îäíîñâÿçíûõ êîìïàêòíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ
êýëåðîâà òèïà 3). Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå ôëàãîâîå ïðîñòðàíñòâî M
äîïóñêàåò îäíó è òîëüêî îäíó, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè,
èíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó Êýëåðà-Ýéíøòåéíà äëÿ êàæäîé ïàðû ïðîòè-
âîïîëîæíûõ èíâàðèàíòíûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð â M . Îïèñàíèå
èíâàðèàíòíûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð â M è ñîîòâåòñòâóþùèõ êý-
ëåðîâûõ êîíóñîâ âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêîìó îïèñàíèþ êàìåð Âåéëÿ.
Òåîðèÿ èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê Êýëåðà è Êýëåðà�Ýéíøòåéíà âî ôëàãî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ áûëà ïîñòðîåíà â îñíîâíîì âñêîðå ïîñëå ðàáîòû
Âàíà â êëàññè÷åñêèõ ñòàòüÿõ 4) Áîðåëÿ, Êîøóëÿ, Õàíî, Ìàöóñèìû,
Áîðåëÿ�Õèðöåáðóõà5) â 1954-1958ãã. è ïîçäíåå ñîâåðøåíñòâîâàëàñü 6).

Òåîðèÿ íåêýëåðîâûõ èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà âî ôëàãî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ äàëåêà îò çàâåðøåíèÿ.

Â êëàññå èçîòðîïíî ïðèâîäèìûõ ïðîñòðàíñòâ ñ îäíîêðàòíûì ñïå-
êòðîì ïðåäñòàâëåíèÿ èçîòðîïèè çàäà÷à îïèñàíèÿ èíâàðèàíòíûõ
ìåòðèê Ýéíøòåéíà è äàæå îöåíêè èõ ÷èñëà ðåøåíà òîëüêî äëÿ
ìåòðèê ñïåöèàëüíîãî âèäà, íàïðèìåð, äëÿ ìåòðèê Êýëåðà-Ýéíø-
òåéíà âî ôëàãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, î êîòîðûõ òîëüêî ÷òî ãîâîðèëîñü.
Îòñþäà î÷åâèäíà àêòóàëüíîñòü èõ ðàññìîòðåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå.

3)H.C. Wang. Closed manifolds with homogeneous complex structure. Amer., J.
Math., 76 (1954), 1�32.

4)A. Borel, K�ahlerian coset spaces of semi-simple Lie groups, Proc. Nat. Acad. Sci.
USA, 40 (1954), No 12, 1147-1151.

J.L. Koszul, Sur la forme hermitienne canonique des espaces homog�enes complexes,
Canad. J. Math., 7 (1955), No. 4, 562�576.

J.I. Hano, On K�ahelrian homogeneous spaces of unimodular Lie groups, Amer. J.
Math., 79 (1957), 885�900.

Y. Matsushima. Sur les espaces homog�nes k�ahleries d'un groupe de Lie r�eductif,
Nagoya Math. J., 11, 53�60 (1957), J.I. Hano and Y. Matsushima, Some studies
of K�ahelrian homogenous spaces, Nagoya Math. J., 11, 77�92 (1957), Y. Matsushi-
ma. Sur la structure du groupe d'hom�eomorphismes analitiques d'une sertaine vari�et�e
k�ahlerienne, Nagoya Math. J., 11, 145�150 (1957).

5)A. Borel and F. Hirzebruch, Characteristic classes and homogeneous spaces I,
Amer. J. Math. 80 (1958), No 2, 458�538.

6)Ñì., â ÷àñòíîñòè: Y. Matsushima, Remarks on K�ahler-Einstein manifolds.
Nagoya Math. J., 46, 161�173 (1972).
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îöåíêå ÷èñëà ðåøåíèé àëãåáðàè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, òî÷íåå, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ãîìîòåòè-
÷åñêèõ êëàññîâ èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå
M = G/H ãðóïïû Ëè G ñ êîìïàêòíîé ïîäãðóïïîé èçîòðîïèè H è ñ
îäíîêðàòíûì ñïåêòðîì ïðåäñòàâëåíèÿ èçîòðîïèè.
Öåëü ðàáîòû. Îöåíêà ÷èñëà ãîëîìîðôíûõ èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê

Ýéíøòåéíà (ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè)
â êîìïëåêñèôèêàöèÿõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ M = G/H ñ îäíîêðà-
òíûì ñïåêòðîì ïðåäñòàâëåíèÿ èçîòðîïèè. Íàõîæäåíèå êîíñòðóêöèé
êîìáèíàòîðèêè è ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè ïðè çàäàííîì M .
Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ñðåäñòâà ðèìàíîâîé ãåî-

ìåòðèè è òåîðèè îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñæàòèÿ àëãåáð Ëè,
ãðóïï Ëè, îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ è ò. ä. Ýëåìåíòû êîìïëåêñíîé
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ñèñòåì ðàöèîíàëü-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (Ëîðàíà), ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòàõ
À.Ã.Êóøíèðåíêî è Ä.Í.Áåðíøòåéíà. Êîìïëåêñíûå òîðè÷åñêèå ìíî-
ãîîáðàçèÿ ëèøü óïîìèíàþòñÿ (èç íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî CP 3 ×
CP 2); âìåñòî íèõ íåïîñðåäñòâåííî ïðèâëåêàþòñÿ ìíîãîãðàííèêè
Íüþòîíà, êîòîðûìè ýòè ìíîãîîáðàçèÿ çàäàþòñÿ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè. Ðàçâèò ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñîïîñòàâëåíèè îäíîðîäíîìó
ïðîñòðàíñòâó M ñ îäíîêðàòíûì ñïåêòðîì ïðåäñòàâëåíèÿ èçîòðîïèè
(â ÷àñòíîñòè, êàæäîìó ôëàãîâîìó ïðîñòðàíñòâó) êîìïàêòíîãî
âûïóêëîãî öåëî÷èñëåííîãî ìíîãîãðàííèêà P = PM è àññîöèðîâàííîãî
ñ P òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòèôèêàöèåé
êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê íà M .

Ââåäåí èíâàðèàíò ν(M) = vol(P )/ vol(S) (S � ñòàíäàðòíûé
ñèìïëåêñ) îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû íà M , íàçâàííûé öåëûì ÷èñëîì
Íüþòîíà, òàêîé, ÷òî äëÿ îòëè÷íîãî îò òîðà êîìïàêòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Ýéíøòåéíà M âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ν(M) > 0.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.
Ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå îòêëîíåíèÿ δM 6= 0 ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ

êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà â M îò
÷èñëà ν(M) (ïðè ν(M) > 0) ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ òàêèõ ðåøåíèé
â ïîäõîäÿùåì ñæàòèè îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà M .

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ δM ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñæàòèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà M=G/H, ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íûå ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèÿì
ñæàòèé ñëîÿ è áàçû G-ýêâèâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ñóáìåðñèè G/H →
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G/K, ãäå H ⊂ K. Äëÿ íóìåðàöèè ñæàòèé (â íåêîòîðûõ âàæíûõ
ñëó÷àÿõ) èñïîëüçîâàíû ìåòðè÷åñêèå ãðàôû.
Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé

õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîñò-
ðàíñòâ ìîäóëåé èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà. Ïîëåçíî áûëî áû
ïîïûòàòüñÿ ïåðåíåñòè èõ íà ðàçëè÷íûå êëàññû ýéíøòåéíîâûõ ìåòðèê.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè Euler and Modern Combinatorics (St.-
Petersburg, June 1-7 2007) è íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ ìåõ-ìàò ôà-
êóëüòåòà ÌÃÓ: íà êàôåäðàëüíîì ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé ãåîìå-
òðèè è òîïîëîãèè, íà ñåìèíàðå èì. Ì.Ì. Ïîñòíèêîâà, ðóêîâîäèìîì
Â.Ì. Áóõøòàáåðîì è À.Â. ×åðíàâñêèì, è íà ñåìèíàðå Ý.Á. Âèíáåðãà
è À.Ë. Îíèùèêà �Ãðóïïû Ëè è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ�.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â äâóõ

ðàáîòàõ àâòîðà, ïîëíûå íàçâàíèÿ êîòîðûõ ïðèâåäåíû â êîíöå
ðåôåðàòà [1-2].
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà

èçëîæåíà íà 110 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ ãëàâ.
Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 21 íàèìåíîâàíèå.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòð-
àíñòâ M = G/H (G � íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, H
� êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà) ñ îäíîêðàòíûì ñïåêòðîì ïðåäñòàâëåíèÿ
èçîòðîïèè ι : H → GL(g/h).

×åðåç d îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò â ι.
Ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà M ÿâëÿåòñÿ

êîíóñîì (R>0)d.
Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà (C \ 0)d íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè èíâàðè-

àíòíûìè ìåòðèêàìè â âåùåñòâåííîì ìíîãîîáðàçèè M = G/H. Åñëè
ñóùåñòâóåò êîìïëåêñèôèêàöèÿ MC = GC /HC îäíîðîäíîãî ïðîñòðà-
íñòâà M , òî îíè ñîîòâåòñòâóþò ãîëîìîðôíûì ìåòðèêàì â MC . Ñ òî÷-
íîñòüþ äî íàêðûòèé M ← M̃ → M ′ ïðîñòðàíñòâî M âñåãäà îáëà-
äàåò îäíîñâÿçíîé êîìïëåêñèôèêàöèåé. Êîìïëåêñíûå èíâàðèàíòíûå
ìåòðèêè (Ýéíøòåéíà) â M � ýòî îãðàíè÷åíèÿ ãîëîìîðôíûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ìåòðèê (ñîîòâåòñòâåííî ìåòðèê Ýéíøòåéíà) â GC /HC íà
âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.

Â �1 äàåòñÿ îöåíêà ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ êîìïëåêñíûõ ìåòðèê
Ýéíøòåéíà â M , ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè,
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ò.å. äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îíî íå ïðå-
âîñõîäèò öåëîãî ÷èñëà ν(M) < 6 d−1, íàçâàííîãî ÷èñëîì Íüþòîíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ãîìîòåòè÷åñêèõ êëàññîâ êîìïëåêñíûõ ìåòðèê
Ýéíøòåéíà êîíå÷íî, åñëè è òîëüêî åñëè êàæäûé èç íèõ ìîæíî
èçîëèðîâàòü îò îñòàëüíûõ (â êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèè â (C \ 0)d−1).

Â 2004 ã. Ê.Á�åì, Ì.Âàí è Â.Öèëëåð îïóáëèêîâàëè äîêàçàòåëüñòâî
êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûõ èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà îáúåìà 1 íà ëþáîì
êîìïàêòíîì îäíîðîäíîì ìíîãîîáðàçèè ñ êîíå÷íîé ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïîé 7). Ýòî ïðèâåëî èõ ê ãèïîòåçå î êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ãîìî-
òåòè÷åñêèõ êëàññîâ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ èíâàðèàíòíûõ ìåò-
ðèê Ýéíøòåéíà ïîëîæèòåëüíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû s > 0 â îäíîðî-
äíîì ïðîñòðàíñòâå M=G/H ñ îäíîêðàòíûì ñïåêòðîì ïðåäñòàâëåíèÿ
èçîòðîïèè. Åñòåñòâåííî ñôîðìóëèðîâàòü òàêóþ æå ãèïîòåçó äëÿ ã.ê.
êîìïëåêñíûõ ìåòðèê Ýéíøòåéíà â M (ãäå M êîìïàêòíî, à s 6= 0).

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ èç äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîêàçûâàþò,
÷òî îáå ýòè ãèïîòåçû ñïðàâåäëèâû ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå âûïîë-
íåíèÿ íåêîòîðûõ óñëîâèé òèïà �îáùåãî ïîëîæåíèÿ� äëÿ M , è ïî-
çâîëÿþò ýôôåêòèâíî íàõîäèòü ýòè ñëó÷àè.

Ïðè d = 1 èíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà M åäèíñòâåííà, ñ
òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè, è ÿâëÿåòñÿ ýéíøòåéíîâîé (ïî çàìå÷àíèþ 8)

åùå Ý.Êàðòàíà). Òîãäà ìû ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ ν(M) = 1.
Ïðè d > 1 ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ èíâàðèàíòíûõ

ãîëîìîðôíûõ ìåòðèê íà MC ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé d−1 îäíîðîäíûõ ðà-
öèîíàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (Ëîðàíà) äëÿ d ïåðåìåííûõ.
Ïåðåõîäÿ îò èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê ê èõ ãîìîòåòè÷åñêèì êëàññàì
(ã.ê.), ïîëó÷àåì òàêóþ æå ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ d− 1
ïåðåìåííûõ. Èìååòñÿ òåîðèÿ Êóøíèðåíêî � Áåðíøòåéíà òàêèõ ñèñòåì
óðàâíåíèé9). Â ñèëó ýòîé òåîðèè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå.
1) ×èñëî E(M) èçîëèðîâàííûõ ðåøåíèé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé

7)C. B�ohm, M. Wang, W. Ziller. A variational approach for compact homogeneous
Einstein manifolds. Geom. Funct. Anal. 14 (2004), 681-733.

8)E.Cartan. Sur la d�etermination d'un syst�eme orthogonal complet dans un espace
de Riemann symmetric clos. Rendic. di Circ. Matem. di Palermo 53 (1929) 217�252

9)Ä.Í.Áåðíøòåéí. ×èñëî êîðíåé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ôóíêöèîíàëüíûé Àíàëèç
è åãî ïðèëîæåíèÿ, 9 (1975), âûï. 3. 1�4.

A.G.Kouchnirenko, Poly�edres de Newton et nombres de Milnor. Invent. Math., 32
(1976) No.1, 1�31.

À.Ã.Êóøíèðåíêî. Ìíîãîãðàííèêè Íüþòîíà è òåîðåìà Áåçó. Ôóíêöèîíàëüíûé
Àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, 10 (1976), âûï. 3. 82�83.
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íå ïðåâîñõîäèò îáúåìà ñîîòâåòñòâóþùåãî êîìïàêòíîãî âûïóêëîãî
ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà X, îòíåñåííîãî ê îáúåìó ñòàíäàðòíîãî
d− 1-ìåðíîãî ñèìïëåêñà S;

E(M) 6 ν(M) = vol(X)/ vol(S).

2) Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà E(M) = ν(M) > 0 âñå ðåøåíèÿ èçîëèðîâàíû.
3) Ðàâåíñòâî E(M) = ν(M) ïðè ν(M) > 0 èìååò ìåñòî â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà �ñóæåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé� íà êàæäóþ
p-ãðàíü ìíîãîãðàííèêà X, ãäå 0 < p < d−1, íå èìååò ðåøåíèé â (C \
0)d (ò.å. âûïîëíåíî äèñêðèìèíàíòíîå óñëîâèå Ä.Í.Áåðíøòåéíà).

Çäåñü ñóæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ðÿäà Ëîðàíà íà ãðàíü ìíîãîãðàííèêà
X îçíà÷àåò ñóììó ÷ëåíîâ ðÿäà ñ ïîêàçàòåëÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè ýòîé
ãðàíè. Êîìïàêòíîñòü M íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Èìååì ν(M) ∈ Z . Öåëîå ÷èñëî ν(M) íàçâàíî ÷èñëîì Íüþòîíà.
Âîçíèêàþò âîïðîñû îá ýôôåêòèâíîé ïðîâåðêå è âûïîëíèìîñòè

óñëîâèé ν(M) > 0 (ò.å. dimX = d − 1, ãäå d > 1) è E(M) = ν(M).
Îòâåò íà ýòè âîïðîñû ïðèâîäèòñÿ íèæå.
Ïðåäëîæåíèå. Â êëàññå îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ M = G/H
ïîëóïðîñòûõ ãðóïï Ëè G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ν(M) > 0 è, äëÿ
íåêîòîðûõ M , äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî E(M) = ν(M).

Íàïðèìåð, íà M = SU3/T 2 ñóùåñòâóþò 4 ïîïàðíî íåãîìîòåòè÷íûå
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìåòðèêè Ýéíøòåéíà (èçó÷àâøèåñÿ
Ä.Â.Àëåêñååâñêèì 10), 1986), è ν(M) = 4. Íî, êàê ïîêàçàíî â äèññåðòà-
öèè, E(M) < ν(M) äëÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâ M ïðîñòûõ êîìïàêòíûõ
ãðóïï Ëè ïî èõ ìàêñèìàëüíûì òîðàì, êðîìå M = SUl+1/T l, l = 1, 2.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ÷èñëà Íüþòîíà.

Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà êëàññà a. Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî
óñëîâèå ν(M) > 0 âëå÷åò óíèìîäóëÿðíîñòü ãðóïïû G è ÷òî ν(M) > 0
â ñëó÷àå ïîëóïðîñòîé ãðóïïû Ëè G. Óñëîâèå

X ⊃ S

âëå÷åò ïîëóïðîñòîòó ãðóïïû G. Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà M ,
äëÿ êîòîðûõ X ⊃ S, ñîñòàâëÿþò âàæíûé êëàññ a. Êëàññ a
âêëþ÷àåò, íàïðèìåð, ëþáûå êîìïàêòíûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñò-
âà ïîëîæèòåëüíîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè è, â ÷àñòíîñòè, âñå
ôëàãîâûå ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíûõ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï Ëè G.

10)D. V. Alekseevsky. Homogeneous Einstein metrics, in : Differential Geometry
and its Applications, communications. (Proceedings of Brno Conference, 1986). Univ.
of J. E. Purkyn�e, Brno, 1987, 1-21.
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Îäíàêî, îáîáùåííûå ðàññëîåíèÿ Õîïôà M íàä ôëàãîâûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè M ′ ýòîìó êëàññó íå ïðèíàäëåæàò (ïîä îáîáùåííûì
ðàññëîåíèåì Õîïôà ïîíèìàåòñÿ ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòåé
ëþáîãî îáèëüíîãî ãîëîìîðôíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàä M ′).
Ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà PM . Êðèòåðèé ðàâåíñòâà ν(M) =

E(M) è åãî äîñòèæèìîñòü. Â �1 êàæäîìó îäíîðîäíîìó ïðîñòðàí-
ñòâó M ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì ïðåäñòàâëåíèÿ èçîòðîïèè ñîïîñòàâëåí
êîìïàêòíûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê P = PM � ìíîãîãðàííèê
Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà s(t), t = (t1, . . . , td), âûðàæàþùåãî ñêà-
ëÿðíóþ êðèâèçíó èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè t :

P = Nw(s).

Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû Ëè G

X = P

(íà ñàìîì äåëå ðàâåíñòâî X = P âûïîëíÿåòñÿ è â íåóíèìîäóëÿðíîì
ñëó÷àå çà íåêîòîðûìè èñêëþ÷åíèÿìè, êîòîðûå ìîæíî ëåãêî îïèñàòü,
ðàññìàòðèâàÿ ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî Ln ñ òðàíçèòèâíûì äåéñò-
âèåì ðàñøèðåíèÿ R iR n−1 ïîñðåäñòâîì ñîõðàíÿþùåé òî÷êó ãðóïïû
èçîìåòðèé H). Â �1 ðàâåíñòâî X = P äëÿ óíèìîäóëÿðíîãî ñëó÷àÿ
îáúÿñíÿåòñÿ èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà äëÿ ñåìåéñòâà âñåõ
èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê � òåîðåìû Ãèëüáåðòà�Éåíñåíà, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ â �4. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé òåîðåìû è äèñêðèìè-
íàíòíûõ óñëîâèé Ä.Í.Áåðíøòåéíà äîêàçàíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïóñòü sγ(t) � ñóæåíèå ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà s(t) íà ãðàíü γ ⊂ P .
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G � ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè. Òîãäà
íåðàâåíñòâî E(M) 6= ν(M) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ
íåêîòîðîé p-ãðàíè γ ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà P òàêîé, ÷òî 0 <
dim(γ) < d − 1, êîìïëåêñíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â (C \ 0)d, çàäàííàÿ
óðàâíåíèåì sγ(t) = 0, èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî êðèòåðèÿ ïîñòðîåíû áåñêîíå÷íûå ñåðèè îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâ M = G/H êîìïàêòíûõ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè G ñ ôèêñè-
ðîâàííûì ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà PM = P , â êîòîðûõ ðàâåíñòâî

E(M) = ν(M)

äîñòèãàåòñÿ äëÿ âñåõ èëè äëÿ áîëüøèíñòâà ÷ëåíîâ.
Äîñòèæèìîñòü ðàâåíñòâà E(M) = ν(M) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

îñíîâíûõ ñäåëàííûõ â äèññåðòàöèè íàáëþäåíèé. Ýòèì íàáëþäåíèåì
ìîòèâèðîâàíî äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà P =
Nw(s). Êðîìå òîãî, îíî ïîêàçûâàåò äîñòàòî÷íîñòü âåðõíåé îöåíêè
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÷èñëà E(M) îáúåìîì ìíîãîãðàííèêà P ,
E(M) 6 ν(M) = vol(PM )/ vol(S)

(îñíîâàííîé íà òåîðåìå À.Ã.Êóøíèðåíêî) âìåñòî áîëåå òîíêîé
âåðõíåé îöåíêè ÷èñëà E(M) ñìåøàííûì îáúåìîì Ìèíêîâñêîãî íåñ-
êîëüêèõ ìíîãîãðàííèêîâ (îñíîâàííîé íà òåîðåìå Ä.Í.Áåðíøòåéíà).
Òåîðåìû ãëàâû 1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñôîðìó-

ëèðîâàíû â òðåõ òåîðåìàõ ãëàâû 1, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ïðèâî-
äÿòñÿ â ãëàâàõ 1 è 2. Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Â �2 äîêàçàíà òåîðåìà î äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ìíîãîãðàííèêîì
P = PM è êîíóñîì, ñîñòîÿùèì èç ôèëüòðàöèé íåêîòîðîé àëãåáðû Ëè
ĝ èëè j, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðîñòîìó óñëîâèþ äîïóñòèìîñòè.

Ñ÷èòàÿ M îäíîñâÿçíûì èëè èìåþùèì îäíîñâÿçíóþ êîìïëåêñèôè-
êàöèþ, ìû ìîæåì çàìåíèòü ãðóïïó G ãðóïïîé J âñåõ èçîìåòðèé,
ñîõðàíÿþùèõ ñðàçó âñå G-èíâàðèàíòíûå ðèìàíîâû ìåòðèêè (èëè,
÷òî ýêâèâàëåíòíî, îäíó òàêóþ ìåòðèêó, íàõîäÿùóþñÿ â îáùåì
ïîëîæåíèè). Ìîæíî òàêæå çàìåíèòü G íåêîòîðûì �ðàñøèðåíèåì�
Ĝ ⊂ J (ïîñðåäñòâîì òîðà). Â äèññåðòàöèè ãðóïïà Ĝ ⊃ G ÿâíî
ñòðîèòñÿ ïî G. Â íåîäíîñâÿçíîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû Ëè
ĝ è j ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäàëãåáðû ïîëíîé àëãåáðû Ëè ðîñòêîâ
êèëëèíãîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â òî÷êå eH ∈ G/H ïî îòíîøåíèþ ê
ôèêñèðîâàííîé èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå â G/H.

Ïîä ôèëüòðàöèåé àëãåáðû Ëè g ïîíèìàåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ôèëü-
òðàöèÿ (Fa g) a∈R :

. . . ⊂ Fa g ⊂ . . . ⊂ Fa+1 g ⊂ . . . , [Fa g, Fb g] ⊂ Fa+b g ,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåé è îòäåëèìîé, è äëÿ êîòîðîé ôóíê-
öèÿ a 7→ dim(Fa g) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó. Ôèëüòðàöèÿ F
íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè

h ⊂ F0g, Ad(H) · Fag = Fag ∀a ∈ R .
×åðåç C(P ) îáîçíà÷åí äâîéñòâåííûé êîíóñ ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà

P, ÿâëÿþùèéñÿ âûïóêëûì d-ìåðíûì ìíîãîãðàííûì êîíóñîì â R d :
C(P ) = {f ∈ R d : 〈x, f〉 6 0 ∀x ∈ P}

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. òåîðåìó 2.1):
1) Äëÿ ïðîñòðàíñòâ M êëàññà a

C(P ) = {äîïóñòèìûå ôèëüòðàöèè àëãåáðû Ëè g}
2) Ðàâåíñòâà èç ï.1) ìîæíî äîáèòñÿ äëÿ êàæäîãî îäíîðîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà M óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû Ëè G ñ ïðîñòûì ñïåêò-
ðîì ïðåäñòàâëåíèÿ èçîòðîïèè, çàìåíÿÿ, â ñëó÷àå íàäîáíîñòè, G íà
ëþáóþ èç óïîìèíàâøèõñÿ ãðóïï J èëè Ĝ ⊂ J .
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3) Åñëè g ïîëóïðîñòà, òî j ðåäóêòèâíà è ĝ = g + c, ãäå c � öåíòð
àëãåáðû Ëè j (ÿâíî îïèñàííûé â äèññåðòàöèè). Ïðîñòðàíñòâî M
ïðèíàäëåæèò êëàññó a, åñëè è òîëüêî åñëè j ïîëóïðîñòà.

Â �2 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå êîíóñà C(P ) ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà P =
Nw(s) è íîñèòåëÿ supp(s) äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà M =
G/H ïîëóïðîñòîé ãðóïïû Ëè G ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì ïðåäñòàâëåíèÿ
èçîòðîïèè, ñîñòîÿùèì èç d íåïðèâîäèìûõ ñëàãàåìûõ.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà M êëàññà a êîíóñ C(P )
çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà

f(i) + f(j) > f(k) ∀ (i, j, k) ∈ T,

ãäå T ⊂ [d] × [d] × [d] � ñèììåòðè÷íîå òðîéíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå èíäåêñîâ [d] = {1, . . . , d}, íóìåðóþùèõ ÷àñòè ñïåêòðà.
(Òðîéíîå îòíîøåíèå T íàçâàíî èíâàðèàíòîì äå Çèáåíòàëÿ îäíî-
ðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà M .) Âî Ââåäåíèè ýòî îïèñàíèå êîíóñà C(P )
ñïåöèàëèçèðîâàíî äëÿ îäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà M , χ(M) > 0.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå êîíóñà C(P ) â ñëó÷àå ôëàãîâîãî ïðîñòðàíñò-
âà M = G/H, ò.å. ôàêòîðïðîñòðàíñòâà ïîëóïðîñòîé êîìïàêòíîé
ãðóïïû Ëè G ïî öåíòðàëèçàòîðó H ëþáîãî òîðà â G. Ïóñòü
T ⊂ H � ìàêñèìàëüíûé öåíòðàëüíûé òîð ãðóïïû H. Ïóñòü
Ω = {ω1,−ω1, . . . , ωd,−ωd} � ïîëíàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ õàðàêòåðîâ
åñòåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òîðà T â ïðîñòðàíñòâå gC /hC . Ñëåäóÿ
Ä.Â.Àëåêñååâñêîìó è À.Ì.Ïåðåëîìîâó11), áóäåì íàçûâàòü Ω ñèñòåìîé
T -êîðíåé ôëàãîâîãî ïðîñòðàíñòâà M . Òîãäà C(P ) ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì
÷åòíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé f : Ω → R>0, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:
C(P ) = {f : f(ω) = f(−ω) > 0, f(α) + f(β) > f(γ) ïðè α + β + γ = 0}.

Èç ýòîãî îïèñàíèÿ ÿñíî, ÷òî ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà P ôëàãîâî-
ãî ïðîñòðàíñòâà M çàâèñèò òîëüêî îò ñèñòåìû T -êîðíåé Ω, êîòîðóþ
äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî àâòîìîðôèçìîâ ðåøåòêè
ZΩ = Z k, ò.å.

P = P (Ω).
Â ðàáîòå äàíà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì T -êîðíåé Ω ôëàãî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè ñ òî-
÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìîâ ðåøåòîê ZΩ (óòî÷íåíèå êëàññèôèêàöèè,
äàííîé â ñòàòüå Àëåêñååâñêîãî è Ïåðåëîìîâà):

11)Ä.Â.Àëåêñååâñêèé, À.Ì.Ïåðåëîìîâ. Èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè Êýëåðà�Ýéíø-
òåéíà íà êîìïàêòíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ôóíêöèîíàëüíûé Àíàëèç è
åãî ïðèëîæåíèÿ, 20 (1986), âûï. 3. 1�16.
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1) êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû êîðíåé òèïà Ak, Ck è íåïðèâåäåííûå ñèñòå-
ìû êîðíåé BCk,
2) íåïîëíûå ñèñòåìû êîðíåé ñëåäóþùèõ òèïîâ:

Dk, . . . , Ck,j−1, Ck,j , . . . , Ck, Bk, . . . , BCk,j−1, BCk,j , . . . , BCk,

(ñðåäè êîòîðûõ ñèñòåìû êîðíåé Bk = BCk,0 è Dk = Ck,0), ãäå Xk,j−1

ïîëó÷àåòñÿ èç èç Xk,j èñêëþ÷åíèåì ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ äëèííûõ
êîðíåé; 1 6 j 6 k. Êàæäîé èç ýòèõ ñèñòåì, êðîìå Dk, k > 3, îòâå÷àþò
áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïðîñòðàíñòâ M ñ îáùèì ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà
P = P (Ω). Ìåæäó ïåðå÷èñëåííûìè ñèñòåìàìè T -êîðíåé ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî èçîìîðôèçìîâ, â òîì ÷èñëå A1 ' B1 ' C1, A2 ' C2,1.

Â äèññåðòàöèè â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåðèè ôëàãî-
âûõ è èíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìíîãîãðàííèêàìè Íüþòîíà
P (A2) � ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê,
P (B2) � òðåõìåðíàÿ ïðèçìà,
P (A3) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òåòðàýäðà è ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà,
è äðóãèìè ìíîãîãðàííèêàìè Íüþòîíà, â òîì ÷èñëå P (G2).

Âî Ââåäåíèè ïåðå÷èñëåíû ïðîñòûå (ò.å. äâîéñòâåííûå ê ñèìïëè-
öèàëüíûì) ìíîãîãðàííèêè P , ñëóæàùèå ìíîãîãðàííèêàìè Íüþòîíà
ôëàãîâûõ ïðîñòðàíñòâ M = G/H êîìïàêòíûõ ïðîñòûõ ãðóïï
Ëè G (ïðîñòîòà ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì äîïîëíèòåëüíûì
óñëîâèåì íà M). Ýòî, ïðåæäå âñåãî, òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ýðìèòîâûì ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì, è åùå 5 ìíîãîãðàííèêîâ
P , à èìåííî: îòðåçîê, òðàïåöèÿ, à òàêæå P (A2), P (B2) = 42 × I è
P (A3) = 43 ×42.

Â �3 êàæäîé ãðàíè γ 6= P ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà P = PM îäíîðî-
äíîãî ïðîñòðàíñòâà M = G/H ñîïîñòàâëåíî íîâîå îäíîðîäíîå ïðîñò-
ðàíñòâî Mγ = Gγ/HP ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì ïðåäñòàâëåíèÿ èçîòðîïèè
òàêîå, ÷òî PMγ = γ. Îíî ÿâëÿåòñÿ, ãðóáî ãîâîðÿ, ñæàòèåì îäíîðîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà M .

Ïðè ν(M) > 0 íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîãî äåôåêòà ν(M)− E(M) > 0
èíòåðïðåòèðîâàíî êàê óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ãîëîìîðôíîé ìåòðèêè
Ýéíøòåéíà gγ â êîìïëåêñèôèêàöèè õîòÿ áû îäíîãî èç ïðîñòðàíñòâ
Mγ , ∅ $ γ $ P .

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè G ïîëóïðîñòà, òî êàæäàÿ èíâàðèàíòíàÿ
êîìïëåêñíàÿ ìåòðèêà Ýéíøòåéíà â Mγ èìååò íóëåâóþ ñêàëÿð-
íóþ êðèâèçíó, è óñòàíîâëåíî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ýòèõ
ìåòðèê è îñîáûõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè sγ(t) = 0 â (C \ 0)d. Ýòî
ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü íåðàâåíñòâî E(M) < ν(M) êàê óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ ó M ðè÷÷è-ïëîñêèõ ñæàòèé Mγ (òåîðåìà 3.1).
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Â îïðåäåëåíèè Mγ è gγ èìååòñÿ ïðîèçâîë. Â ñëó÷àå îäíîðîäíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà M êëàññà a ïðîñòðàíñòâî Mγ ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê ñæàòèå îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà M è àëãåáðó Ëè gγ � êàê
ñæàòèå Èíåíþ�Âèãíåðà àëãåáðû Ëè g. Âìåñòî ñæàòèÿ Èíåíþ�Âèãíåðà
ìîæíî, ïåðåéäÿ íà àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê, ãîâîðèòü î ïåðåõîäå ê
ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðå gγ îò ôèëüòðîâàííîé àëãåáðû Ëè g. Ïðè
ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ôèëüòðàöèÿ Fg àëãåáðû Ëè g, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïåðåñå÷åíèè êîíóñà C(P ) âåêòîðíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì γ⊥ ⊂ R d (γ⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
ìíîæåñòâà γ, à γ⊥∩C(P ) � ãðàíü ìíîãîãðàííîãî êîíóñà C(P )). Ôèëü-
òðàöèÿ Fg àëãåáðû Ëè g ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò àëãåáðó Ëè gγ . Â
îáùåì ñëó÷àå (ïðè ëþáîì M) â îïðåäåëåíèÿõ Mγ è gγ ãðóïïà G

çàìåíÿåòñÿ íà Ĝ èëè J è èñïîëüçóþòñÿ ôèëüòðàöèè F ĝ èëè F j àë-
ãåáð Ëè ĝ èëè j ñîîòâåòñòâåííî.

Â �3.2 ïîñòðîåíû ïðèìåðû ñæàòèé ïðîñòðàíñòâà M , ïðèâîäÿùèõ ê
ïîÿâëåíèþ ïîëîæèòåëüíîãî äåôåêòà δM = ν(M)− E(M) > 0.

Äàëåå â �3.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ
ãðóïï Ëè H ⊂ K ⊂ G è ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå

π : G/H → G/K

òàêèå, ÷òî áàçà M ′ = G/K, òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî M = G/H è (â
åñòåñòâåííîì ñìûñëå) ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà M ′′ ñëîÿ K/H ñîäåðæàòñÿ
â êëàññå a. Ñíàáäèì M èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, ïî
îòíîøåíèþ ê êîòîðîé π áóäåò ðèìàíîâîé ñóáìåðñèåé. Òåîðèÿ ñæàòèé
òàêèõ ðèìàíîâûõ ñóáìåðñèé π ðàçâèâàåòñÿ îòäåëüíî â ãëàâå 2 (�6).
Äàåòñÿ êðèòåðèé òîãî, ÷òî ñæàòèå òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà M ëî-
êàëüíî èçîìåòðè÷íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñæàòèé ñëîÿ è áàçû. Èç
ýòîãî êðèòåðèÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (òåîðåìà 3.2):

a) åñëè E(M ′′) < ν(M ′′) òî E(M) < ν(M);
b) ïðè E(M ′) < ν(M ′) è íåêîòîðîì

äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè òàêæå E(M) < ν(M).
Äàåòñÿ îöåíêà äåôåêòà δM ïðè óñëîâèÿõ òèïà îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Â ñèëó a), äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê
èññëåäîâàíèþ òðåõ ñëó÷àåâ M = Sp2/T 2, SU4/T 3, G2/T 2 (ðàññìî-
òðåííûõ âìåñòå ñ äðóãèìè ïðèìåðàìè â �7.2, 7.3 è 8.6):

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè ðàíãà
n > 2, T n � åå ìàêñèìàëüíûé òîð, M = G/T n. Òîãäà èëè ν(M) 6=
E(M), èëè M = SU3/T 2.
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×àñòíûå ñëó÷àè. Îñòàíîâèìñÿ íà ïðîñòîì ïðèìåðå. Ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî E(SU3/T 2) = ν(SU3/T 2) = 4. Â ýòîì ñëó÷àå d = 3.
Êîíóñ C(P ) â R 3 çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà:

x1 + x2 − x3 > 0,

x1 − x2 + x3 > 0,

−x1 + x2 + x3 > 0.

Ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà P ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì â R 3 ñ âåðøèíàìè
(−1,−1, 1), (−1, 1,−1), (1,−1,−1). Â íåì ñîäåðæèòñÿ, î÷åâèäíî, ñòà-
íäàðòíûé òðåóãîëüíèê S ñ âåðøèíàìè (−1, 0, 0), (0,−1, 0), (0, 0,−1).
Ïîýòîìó âñÿêîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî M = G/H ñ ìíîãîãðàííè-
êîì Íüþòîíà PM = P ïðèíàäëåæèò êëàññó a, â ÷àñòíîñòè, G ïîëó-
ïðîñòà. Â äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ðàâåíñòâà E(M) = 4 è áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ïðîñòðàíñòâ M ñ E(M) = 4.
Ïðîâåðêà ýòîãî óñëîâèÿ (ïðèçíàê 7.2) íå òðåáóåò âû÷èñëåíèé 12).

Â �7 è �8 ðàññìàòðèâàåòñÿ äåñÿòü ìíîãîãðàííèêîâ P , ñåìü èç
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ò.å. äâîéñòâåííûìè ê ñèìïëèöèàëüíûì
ìíîãîãðàííèêàì. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñòðîèòñÿ ñåðèÿ êîìïàêòíûõ
îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ M ñ ôèêñèðîâàííûì ìíîãîãðàííèêîì
Íüþòîíà PM = P . Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ν(M) = E(M). ×àñòî îíî ñëåäóåò áåç âû÷èñëåíèé èç ïðèçíàêîâ 7.1
è 7.2. Ïîÿâëÿþòñÿ òàêæå èñêëþ÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì äåôåêòîì
δM = ν(M)− E(M) > 0. Íàéäåíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ δM .

Íàïðèìåð, ðàññìîòðåí ïÿòèìåðíûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê
P (A3) = 43 ×42,

ñîîòâåòñòâóþùèé ñèñòåìå êîðíåé Ω òèïà A3 (ïðèìåðû 1.4, 1.5, 3.2,
7.3). Îí ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñò-
âà SU4/T 3 (ñì. ïðèìåð 1.7 è çàìå÷àíèå 7.2). Ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî
Íüþòîíà ðàâíî 80, ν = ν(P (A3)) = 80. Â �7.3 ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ
áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ M = G/H ñ ìíîãîãðàí-
íèêîì Íüþòîíà P (A3) :

SUn/S(Un1 × . . .×Un4), (ni > 1), Spn/Spn1
× . . .× Spn4

, (ni > 1),
SOn/SOn1 × . . .× SOn4 , ((n1, n2) 6= (1, 1), (2, 2);n3 > 3, n4 > 3),

12)×èñëî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ èíâàðèàíòíûõ ýèíèòéíîâûõ ìåòðèê íà
îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ýòèì òðåóãîëüíèêîì P äîñòèãàåò 4-õ, íàïðèìåð, äëÿ
ôëàãîâûõ ïðîñòðàíñòâ (Ì.Êèìóðà, 1990). Î ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà 4-ì
ñì.: À.Ì.Ëîìøàêîâ, Þ.Ã.Íèêîíîðîâ è À.Â.Ôèðñîâ. Èíâàðèàíòíûå ýéíøòåéíîâû
ìåòðèêè íà ëîêàëüíî òðèñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, Siberian Adv. Math.
14 (2004), no. 3, 43-62 (Translation of Mat. Tr. 6 (2003), no. 2, 80-101)
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ãäå n = n1 + n2 + n3 + n4. Â �7.3 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ
M äåôåêò δ = 80 − E(M) ïðèíèìàåò ïÿòü çíà÷åíèé: 0, 2, 4, 12, 18 (â
çàâèñèìîñòè îò n1, n2, n3, n4). Èìåííî, ïóñòü

f = n2n3 − n1n4, dε = det
(

n + n1 + n4 + ε (n1 + n4 + ε) n1n4

n + n2 + n3 + ε (n2 + n3 + ε) n2n3

)
,

ãäå ε = 0, 1,−2, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ G = SUn, Spn, SOn, è ïóñòü
n1 6 n2 6 n3 6 n4. Òîãäà
1) 80 = E(M), åñëè è òîëüêî åñëè f 6= 0, dε 6= 0;
2) äåôåêò δ = 80 − E(M) ïîëîæèòåëåí òîëüêî â ñëåäóþùèõ 4-õ
ñëó÷àÿõ:

δ =





18 ïðè n1 = n2 = n3 = n4;
12 ïðè n1 = n2 < n3 = n4;
4 ïðè dε 6= 0, f = 0;
2 ïðè dε = 0, f 6= 0;

3) âñå ðåøåíèÿ [gM
t ] óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà èçîëèðîâàíû.

Ïðèâåäåì âñå ïðîñòðàíñòâà òàêèå, ÷òî d ε = 0, f 6= 0, n < 44 :

Sp 21/Sp 1 × Sp 4 × Sp 4 × Sp 12;
SO 27/SO 5 × SO 5 × SO 16 (n1 = 1);
SU39/S(U1 ×U5 ×U8 ×U25).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûì, ýòè îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà
äîïóñêàþò ðè÷÷è-ïëîñêèå ñæàòèÿ (îïèñàííûå â ïðèìåðå 3.2).

Â �8 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïÿòèìåðíûé ìíîãîãðàííèê P = P (Ω), ãäå Ω
� ñèñòåìà êîðíåé ðàíãà 2 òèïà G2. Ñóùåñòâóåò ïÿòü ôëàãîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ M ñ ýòîé ñèñòåìîé T -êîðíåé, à çíà÷èò, ñ ìíîãîãðàííèêîì
Íüþòîíà P (Ω), à èìåííî:

G2/T 2, E6/T 2(A2)2, E7/T 2A5, E8/T 2E6, F4/T 2A2,
ãäå T 2A5 ⊂ A2A5 ⊂ E7. Äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ M â äèññåðòàöèè
äîêàçàíî ðàâåíñòâî

ν(M) = 152,

è ïðèâåäåíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äåôåêòà δ = ν(M)− E(M) :

δ =

{
18, ïðè M = G2/T 2,
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïóñòü σ : M → M � àâòîìîðôèçì îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà
M , ñîîòâåòñòâóþùèé îòðàæåíèþ ñèñòåìû êîðíåé òèïà G2. Â �8

13



ïðîâåðåíî, ÷òî ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà
M/σ òðåõìåðåí, è

E(M/σ) = ν(M/σ) = 16.

Ýòè 16 ðåøåíèé îïèñàíû â äîáàâëåíèÿõ, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäè
íèõ ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìåòðèêè
Ýéíøòåéíà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðèâîäèò ê �ðèìàíîâûì íåêýëåðîâûì�
ìåòðèêàì Ýéíøòåéíà â äâåíàäöàòèìåðíîì îñîáîì îäíîðîäíîì ïðîñò-
ðàíñòâå M = G2/T 2 (ïî-âèäèìîìó, ðàíåå íåèçâåñòíûì).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå äðóãèå ïðèìåðû.
Â �9 ðàçâèò ïîäõîä ê îïèñàíèþ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà îä-

íîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ êëàññà a. Ðàññìîòðåíû òàêæå áîëåå îáùèå ìíî-
ãîãðàííèêè P , àññîöèèðîâàííûå ñ ñèììåòðè÷íûìè òðîéíûìè îòíî-
øåíèÿìè. Èõ äâîéñòâåííûå êîíóñû çàäàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè òðåóãîëü-
íèêà. Â ýòèõ òåðìèíàõ îïðåäåëåíû íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ (êàìåð, êîðíåé
1 è 2 òèïîâ è äð.) Îíè èëëþñòðèðîâàíû ïðèìåðàìè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèìè êàìåðàìè Âåéëÿ êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî
îáúåìîâ è ò.ä. Â �9.10 ãðàíè äâîéñòâåííîãî êîíóñà C ìíîãîãðàííèêà
P (An−1) èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêèõ ãðàôîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó ó÷èòå-
ëþ ïðîôåññîðó Ä. Â. Àëåêñååâñêîìó. Ïðèâåäåííàÿ çäåñü íà 10-é ñòðà-
íèöå êëàññèôèêàöèÿ íàïèñàíà â ïðîäîëæåíèå îäíîé èç åãî ðàáîò. Ìíå
ïðèÿòíî ïîáëàãîäàðèòü ïðîôåññîðà Â. À. Ãîëóáåâó è ñâîåãî íàó÷íîãî
ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà À. Â. ×åðíàâñêîãî çà âíèìàíèå è ïîääåðæ-
êó â ìîåé ðàáîòå è çà ïðåäîñòàâëåíèå âàæíîé íàó÷íîé èíôîðìàöèè. ß
ïðèçíàòåëåí êîëëåêòèâó êàôåäðû âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè çà
äðóæåëþáíóþ àòìîñôåðó è ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
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