
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÓÄÊ 519.2

Àëåêñàíäðîâà Äàðüÿ Åâãåíüåâíà

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÁÐÀÇÎÂ ÌÅÐ
ÏÎ ÂÀÐÈÀÖÈÈ

01.01.01 � ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà, 2008



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíî-
ãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãî-
ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîð Â.È. Áîãà÷åâ.

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê À.Â. Êîëåñíèêîâ,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîð Â.Â. Óëüÿíîâ

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÐÀÍ
èì. Â.À. Ñòåêëîâà

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ "23 ìàÿ" 2008 ã. â 16 ÷àñîâ 45 ìèíóò
íà çàñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä.501.001.85 â Ìîñêîâñêîì ãî-
ñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: 119991,
ÃÑÏ-1, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16�24.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ìåõàíèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (ãëàâíîå çäàíèå, 14 ýòàæ).

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí "23 àïðåëÿ" 2008 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî
ñîâåòà Ä.501.001.85 â ÌÃÓ,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîð È.Í. Ñåðãååâ



1

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ðàçëè÷-
íûå âèäû ñõîäèìîñòè ìåð èãðàþò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ çàäà÷àõ
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ. Èçó÷åíèå ýòèõ îáúåêòîâ áûëî íà÷àòî â 1930�1950
ãîäàõ â êëàññè÷åñêèõ òðóäàõ À.Í. Êîëìîãîðîâà, Äæ. ôîí Íåéìàíà,
Í.Í. Áîãîëþáîâà, Í.Ì. Êðûëîâà, À.Ä. Àëåêñàíäðîâà, Ë.Â. Êàíòî-
ðîâè÷à, Þ.Â. Ïðîõîðîâà, À.Â. Ñêîðîõîäà è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé.
Îñîáåííî çäåñü ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû1,2,3,4. Ïîäðîáíûé èñòîðèêî-
áèáëèîãðàôè÷åñêèé îáçîð äàí â êíèãå5. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâ-
íûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðîäîëæàþòñÿ, îáîãàùàÿ âçà-
èìîäåéñòâóþùèå îáëàñòè ìàòåìàòèêè.
Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå äâà îáùèõ âîïðîñà íåëèíåéíîé òå-

îðèè ìåðû, ñ êîòîðûìè òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíî ìíîæåñòâî ñàìûõ
ðàçíûõ áîëåå ñïåöèàëüíûõ çàäà÷. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé Fj íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé µ. Áóäóò ëè
èíäóöèðîâàííûå ìåðû µ ◦ F−1

j ñõîäèòüñÿ â êàêîì-òî ñìûñëå? Ìíî-
ãèå çàäà÷è íåëèíåéíîãî àíàëèçà è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèâîäÿò ê
ðàññìîòðåíèþ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ìåð, îäíàêî âåñüìà âàæåí è ñëó-
÷àé áîëåå ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïî âàðèàöèè, ïðè÷åì ýòîò ñëó÷àé ãî-
ðàçäî ìåíåå èçó÷åí; ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åí çäåñü â ñâÿçè
ñ ïðåäåëüíûìè òåîðåìàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé6,7 è âàðèàöèîííûì
èñ÷èñëåíèåì8. Â ýòîì íàïðàâëåíèè â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ñõîäè-
ìîñòü ïî âàðèàöèè îáðàçîâ çàäàííîé ìåðû îòíîñèòåëüíî ñõîäÿùåéñÿ
â ïîäõîäÿùåì ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé. Òèïè÷íàÿ
ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ñõîäèìîñòè äèôôåðåíöèðóåìûõ â ñìûñëå
Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (èëè äàæå åùå áîëåå ñëàáîì ñìûñëå) îòîáðàæåíèé ê

1Bogoliouboff N.N., Kryloff N.M. La th�eorie g�en�erale de la mesure dans son application �a l'�etude
de syst�emes dynamiques de la m�ecanique non-lin�eaire. Ann. Math., 1937, B. 38, 65�113.

2Àëåêñàíäðîâ À.Ä. Î ïîâåðõíîñòíîé ôóíêöèè âûïóêëîãî òåëà. Ìàòåì. ñá., 1939, ò. 6(48),
â. 1, 167�174.

3Êàíòîðîâè÷ Ë.Â. Î ïåðåìåùåíèè ìàññ. ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1942, ò. 37, â. 7-8, 227�229.
4Ïðîõîðîâ Þ.Â. Ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé. Òåîðèÿ âåðîÿòí. è åå ïðèìåí., 1956, ò. 1, â. 2, 177�238.
5Áîãà÷åâ Â.È. Îñíîâû òåîðèè ìåðû. Ò. 1,2. 2-å èçä. ÐÕÄ, Ìîñêâà�Èæåâñê, 2006.
6Äàâûäîâ Þ.À., Ëèôøèö Ì.À., Ñìîðîäèíà Í.Â. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ñòî-

õàñòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ. Ôèçìàòëèò, Ìîñêâà, 1995.
7Æàêîä Æ., Øèðÿåâ À.Í. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ò. 1,2. Íàóêà,

Ìîñêâà, 1994.
8Giaquinta M., Modica G., Sou�cek J. Cartesian currents in the calculus of variations. V. I, II.

Springer, Berlin � New York, 1998.
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îòîáðàæåíèþ, ó êîòîðîãî ïðîèçâîäíàÿ íåâûðîæäåííà ïî÷òè âñþäó
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçóåìîé ìåðû. Ðåçóëüòàòû ýòîé ÷àñòè ðàáîòû
òåñíî ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèåé ìåðû9,10,11 è ñóùåñòâåííî
îïèðàþòñÿ íà ïîñëåäíþþ.
Âòîðîé îáùèé âîïðîñ ñâÿçàí ñ âîçìîæíîñòüþ ïðåîáðàçîâàòü îä-

íó çàäàííóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ â äðóãóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìå-
ðó ν. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè âåñüìà øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþòñÿ. Íàïðèìåð, òàê îáñòîèò äåëî, åñëè
ýòè ìåðû çàäàíû íà äîñòàòî÷íî õîðîøèõ ïðîñòðàíñòâàõ (íàïðèìåð,
ïîëíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ èëè ñóñëèíñêèõ) è µ íå èìå-
åò àòîìîâ. Îäíàêî ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîãî ðîäà îáû÷íî çàäàþòñÿ
âåñüìà íåÿâíî. Êðîìå òîãî, ïîäîáíûå îáùèå òåîðåìû ñóùåñòâîâà-
íèÿ íå äàþò êàêèõ-ëèáî êàíîíè÷åñêèõ ñïîñîáîâ âûáîðà ïðåîáðàçî-
âàíèÿ. Ëèøü äëÿ ìåð íà ïðÿìîé èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ
ïåðåâîäà îäíîé ìåðû â äðóãóþ ñ ïîìîùüþ èõ ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ è îáðàòíûõ ê íèì. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìå-
ðó áåç àòîìîâ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ëþáóþ äðóãóþ ìåðó ñ ïîìî-
ùüþ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè. Èìåþòñÿ ñîäåðæàòåëüíûå ìíîãîìåð-
íûå è áåñêîíå÷íîìåðíûå àíàëîãè âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé. Âàæíûé
äëÿ ïðèëîæåíèé êëàññ òàêèõ îòîáðàæåíèé ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàå-
ìûå îïòèìàëüíûå òðàíñïîðòèðîâêè, âîçíèêàþùèå â çàäà÷å Ìîíæà�
Êàíòîðîâè÷à è åå ñîâðåìåííûõ âåðñèÿõ12,13. Îäíàêî â ïîñëåäíèå ãî-
äû ñòàë èíòåíñèâíî èçó÷àòüñÿ ïî÷òè íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ êëàññîì
îïòèìàëüíûõ îòîáðàæåíèé äðóãîé êëàññ ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ âîç-
ðàñòàþùèõ ôóíêöèé, ñîñòîÿùèé èç òðåóãîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ýòè îòîáðàæåíèÿ èìåþò ÿñíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó è íà-
õîäÿò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ íà ñòûêå âûïóêëîé ãåîìåòðèè
è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ñì. ðàáîòû14,15). Ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæå-
íèå â èçó÷åíèè ñâîéñòâ òðåóãîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äîñòèãíóòî â

9Ôåäåðåð Ã. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìåðû. Íàóêà, Ìîñêâà, 1987.
10Ãîëüäøòåéí Â.Ì., Ðåøåòíÿê Þ.Ã., Êâàçèêîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ è ïðîñòðàíñòâà Ñî-

áîëåâà. Íàóêà, Íîâîñèáèðñê, 1983.
11Ðåøåòíÿê Þ.Ã. Ïðîñòðàíñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì èñêàæåíèåì. Íàóêà,

Ìîñêâà, 1982.
12Rachev S.T., R�uschendorf L. Mass transportation problems. V. 1,2. Springer, New York, 1998.
13Villani C. Topics in optimal transportation. Amer. Math. Soc., Rhode Island, 2003.
14Knothe H. Contributions to the theory of convex bodies. Michigan Math. J., 1957, v. 4, 39�52.
15Bobkov S.G. Large deviations via transference plans. Adv. Math. Research, 2003, v. 2, 151�

175.
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ðàáîòàõ16,17 (ñì. òàêæå êíèãó5), â êîòîðûõ ââåäåí ðÿä íîâûõ èíòå-
ðåñíûõ îáúåêòîâ, â ÷àñòíîñòè, ïîíÿòèå êàíîíè÷åñêîãî òðåóãîëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ. Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü êàíîíè÷åñêèõ
òðåóãîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îäíîé ñõîäÿùåéñÿ ïî âàðèàöèè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìåð â äðóãóþ çàäàííóþ ñõîäÿùóþñÿ ïî âàðèàöèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îáà îáñóæäàâøèõñÿ
íàïðàâëåíèÿ èìåþò èíòåðåñíûå ñâÿçè ñ òåîðèåé óñëîâíûõ ìåð (ñì.
êíèãó5).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñâÿçàíû ñ èññëåäîâàíèåì ñõî-

äèìîñòè ïî âàðèàöèè îáðàçîâ ôèêñèðîâàííîé ìåðû îòíîñèòåëüíî
ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, à òàê-
æå ñ èçó÷åíèåì â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíîé çàäà÷è î ñõîäèìîñòè
òðåóãîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæäåííûõ ñõîäÿùèìèñÿ ìåðàìè.
Òàêèì îáðàçîì, òåìàòèêà ðàáîòû àêòóàëüíà äëÿ îáåèõ óêàçàííûõ
âûøå îáùèõ çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè ìåðû.

Öåëü ðàáîòû. Ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïî âà-
ðèàöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð, èíäóöèðîâàííûõ ñõîäÿùèìè-
ñÿ ñëàáî äèôôåðåíöèðóåìûìè îòîáðàæåíèÿìè. Èññëåäîâàòü çàâèñè-
ìîñòü êàíîíè÷åñêèõ òðåóãîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìåð îò ïðåîáðàçó-
åìûõ ìåð è èõ îáðàçîâ ïðè íàäåëåíèè ïðîñòðàíñòâà ìåð ðàññòîÿíèåì
ïî âàðèàöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
1. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïî âàðèàöèè îáðàçîâ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîé ìåðû µ íà Rd ïðè îòîáðàæåíèÿõ Fj : Rd → Rd, êîòîðûå ñõîäÿò-
ñÿ ê îòîáðàæåíèþ F , ïðè óñëîâèè, ÷òî ÿêîáèàíû Fj óäîâëåòâîðÿþò
íåêîòîðûì óñëîâèÿì îãðàíè÷åííîñòè, à ÿêîáèàí F íåâûðîæäåí ïî-
÷òè âñþäó îòíîñèòåëüíî µ.
2. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî èñïîëüçîâàííûå â òå-

îðåìå î ñõîäèìîñòè óñëîâèÿ áëèçêè ê îïòèìàëüíûì è íå ìîãóò áûòü
ñóùåñòâåííî îñëàáëåíû.
3. Ïîëó÷åíû àíàëîãè ïåðâîãî ðåçóëüòàòà äëÿ îòîáðàæåíèé ïðî-

ñòðàíñòâ èëè ìíîãîîáðàçèé ðàçíîé ðàçìåðíîñòè, à òàêæå äëÿ îòîá-
ðàæåíèé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ â êîíå÷íîìåðíûå.

16Áîãà÷åâ Â.È., Êîëåñíèêîâ À.Â., Ìåäâåäåâ Ê.Â. Òðåóãîëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåð. Ìàòåì.
ñá., 2005, ò. 196, n 3, 3�30.

17Áîãà÷åâ Â.È., Êîëåñíèêîâ À.Â. Íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûïóêëûõ ìåð. Òåîðèÿ âå-
ðîÿòí. è åå ïðèìåí., 2005, ò. 51, n 1, 27�51.
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4. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òðåóãîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìåð íà
ñ÷åòíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâ è äîêàçàíà ñõîäè-
ìîñòü êàíîíè÷åñêèõ òðåóãîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Tµn,νn

çàäàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µn íà R∞ â äðóãóþ çàäàí-
íóþ íà R∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð νn ïðè óñëîâèè
ñõîäèìîñòè îáåèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìåð ïî âàðèàöèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè
ìåðû, â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ óñëîâíûõ ìåð, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à òàêæå íåêîòîðûå îðèãèíàëüíûå êîíñòðóê-
öèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû â òåîðèè ìåðû, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ, íåëèíåéíîì àíàëèçå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàò-
íî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñå-
ìèíàðå ½Áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç è ñòîõàñòèêà� ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîô. Â.È. Áîãà÷åâà è Í.À. Òîëìà÷åâà (1998�2007 ãã.), íà ìåæäó-
íàðîäíîì ñåìèíàðå ½Áåñêîíå÷íîìåðíûé ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç� â
Áèëåôåëüäå (Ãåðìàíèÿ, íîÿáðü 1999 ã.), íà êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ
ó÷åíûõ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìî-
íîñîâà (àïðåëü 2005 ã.) è íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé â ã. ×åðíîâöû (èþíü, 2005 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû
â 4 ðàáîòàõ àâòîðà, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
äâóõ ãëàâ, âêëþ÷àþùèõ 5 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 48
íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 58 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ãëàâà 1.

Â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü ξj � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ â Rn, ñõîäÿùàÿñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê
ñëó÷àéíîìó âåêòîðó ξ. Êîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ξj ñõîäÿòñÿ ê
ðàñïðåäåëåíèþ ξ ïî âàðèàöèè? Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè
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ïðåäåëüíûõ òåîðåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ñì., íàïðèìåð, êíèãè6,7 è
ðàáîòó18); îíà èìååò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Ïðîñòîå äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïî âàðèàöèè ïîëó÷åíî Þ.À. Äàâûäîâûì â
öèòèðîâàííîé ðàáîòå, ãäå {ξj} � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
íà îòðåçêå [0, 1], ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ê àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè ξ, ïðè÷åì ‖ξ′j − ξ′‖L1[0,1] → 0. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñóæåíèå
λ|E ìåðû Ëåáåãà íà ìíîæåñòâî E = {ξ′ 6= 0} ïåðåâîäèòñÿ ôóíê-
öèÿìè ξj â ìåðû, ñõîäÿùèåñÿ ïî âàðèàöèè ê îáðàçó ìåðû λ|E ïðè
îòîáðàæåíèè ξ. Â äèññåðòàöèè äàíî äîêàçàòåëüñòâî çíà÷èòåëüíî áî-
ëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå âåð-
íî, åñëè ξj è ξ � èçìåðèìûå îòîáðàæåíèÿ â Rn ñî ñâîéñòâîì Ëóçè-
íà (N) (ò.å. ïåðåâîäÿùèå ìíîæåñòâà ìåðû â ìíîæåñòâà ìåðû íóëü),
ïî÷òè âñþäó èìåþùèå ïðîèçâîäíûå (èëè õîòÿ áû ðåãóëÿðíûå àï-
ïðîêñèìàòèâíûå ïðîèçâîäíûå) Dξj è Dξ, êîòîðûå ëîêàëüíî ðàâíî-
ìåðíî èíòåãðèðóåìû, ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ ξj ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî
íà êîìïàêòàõ ê ξ, à èõ ïðîèçâîäíûå ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå íà îãðàíè-
÷åííîì èçìåðèìîì ìíîæåñòâå E ê ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ ξ, êî-
òîðàÿ íåâûðîæäåííà íà E. Òàêèì îáðàçîì, è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
ðåçóëüòàò ðàáîòû Þ.À. Äàâûäîâà óñèëåí. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòà-
òû ïîëó÷åíû äëÿ îòîáðàæåíèé ìåæäó êîíå÷íîìåðíûìè ðèìàíîâû-
ìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ãäå íåâûðîæäåííîñòü ïðîèçâîäíîé Dξ îãðàíè-
÷åííîãî îòîáðàæåíèÿ çàìåíÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîñòüþ Dξ. Êðîìå òîãî,
ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äëÿ îòîáðàæåíèé èç áåñ-
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïðèìåíèìûå ê øèðîêèì êëàññàì ìåð,
â ÷àñòíîñòè, ê ãàóññîâñêèì ìåðàì è ãèááñîâñêèì ðàñïðåäåëåíèÿì.
Ïðèâåäåì òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè.
Äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ Rd è âñÿêîãî ÷èñëà p ≥ 1

ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W p,1(Ω) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f ∈ Lp(Ω),
îáîáùåííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåí-
òàìè Lp(Ω). Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W p,1(Ω,Rn) ñîñòîèò èç îòîáðà-
æåíèé

f = (f1, . . . , fn) : Ω → Rn,

òàêèõ, ÷òî fi ∈ W p,1(Ω). Ñèìâîëîì W p,1
loc (Ω,Rn) îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ

îòîáðàæåíèé f : Ω → Rn, äëÿ êîòîðûõ ζf ∈ W p,1(Ω,Rn) ïðè âñåõ
ζ ∈ C∞

0 (Ω), ãäå C∞
0 (Ω) � êëàññ âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíû-

ìè íîñèòåëÿìè â Ω.

18Äàâûäîâ Þ.À. Î ñõîäèìîñòè ïî âàðèàöèè îáðàçîâ îäíîìåðíûõ ìåð. Çàï. íàó÷í. ñåìèí.
ÏÎÌÈ, 1992, ò. 194. Ïðîáëåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, XII. Ñ. 48�58.
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Â îñíîâíîé òåîðåìå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå àïïðîêñèìàòèâíîé ïðî-
èçâîäíîé (ñì. êíèãó10). Îáû÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü f â òî÷êå
âëå÷åò àïïðîêñèìàòèâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ýòîé òî÷êå, ïðè-
÷åì îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ Df â ýòîì ñëó÷àå ñëóæèò àïïðîêñèìà-
òèâíîé. Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ, â îïðåäåëåíèè àïïðîê-
ñèìàòèâíîé ïðîèçâîäíîé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îòîáðàæåíèå f áûëî
îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Ëþáîå îòîáðàæåíèå f êëàññà
W 1,1

loc (Rd,Rn) îáëàäàåò ìîäèôèêàöèåé, èìåþùåé ïî÷òè âñþäó ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå, ÷òî âëå÷åò àïïðîêñèìàòèâíóþ äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòü ïî÷òè âñþäó. Ïðè æåëàíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íèæå ðå÷ü
èäåò îá îáû÷íûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äà-
æå â ñëó÷àå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Ïóñòü äàíî èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (X,A) ñ êîíå÷íîé ìåðîé µ,

Aµ � ïîïîëíåíèå A îòíîñèòåëüíî µ. Åñëè f � µ-èçìåðèìîå îòîáðà-
æåíèå ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Y,B),
ò.å. f−1(B) ∈ Aµ ïðè B ∈ B, òî îáðàç ìåðû µ ïðè îòîáðàæåíèè f
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç µ ◦ f−1 è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

µ ◦ f−1(B) = µ
(
f−1(B)

)
, B ∈ B.

Ñóæåíèå ìåðû µ íà èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç µ|E.
Ìåðà Ëåáåãà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç λ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F : Rn → Rn è Fj : Rn → Rn � èçìåðèìûå
îòîáðàæåíèÿ, λ � ìåðà Ëåáåãà íà Rn, à E � èçìåðèìîå ìíîæå-
ñòâî êîíå÷íîé ëåáåãîâñêîé ìåðû â Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî âñÿ-
êîé òî÷êå x ∈ E ñóùåñòâóþò àïïðîêñèìàòèâíûå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå DiF (x) è DiFj(x), i = 1, . . . , n, ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ Fj ñõî-
äÿòñÿ ïî ìåðå íà ìíîæåñòâå E ê F , à èõ àïïðîêñèìàòèâíûå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå DiFj, i = 1, . . . , n, ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå íà ìíîæå-
ñòâå E ê ñîîòâåòñòâóþùèì àïïðîêñèìàòèâíûì ÷àñòíûì ïðîèç-
âîäíûì F . Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî àïïðîêñèìàòèâíûé ÿêîáèàí
J(F ) := det DF îòîáðàæåíèÿ F íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà E. Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
(i) äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ E ìåðû λ|A ◦ F−1

j

ñõîäÿòñÿ ïî âàðèàöèè ê ìåðå λ|A ◦ F−1;
(ii) äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ E è âñÿêîãî δ > 0

ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò Kδ ⊂ A, ÷òî λ(A\Kδ) ≤ δ è âûïîëíå-
íî ðàâåíñòâî lim

j→∞
λ
(
Fj(Kδ)

)
= λ

(
F (Kδ)

)
.
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Åñëè íå æåëàòü èìåòü äåëî ñ àïïðîêñèìàòèâíûìè ïðîèçâîäíûìè,
òî â ôîðìóëèðîâêå ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû èõ ìîæíî çàìåíèòü
íà áîëåå ïðèâû÷íûå îáû÷íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (õîòÿ ïðè ýòîì
ïîëó÷èòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå). Íàïðèìåð, òåîðåìà
ïðèìåíèìà ê îòîáðàæåíèÿì èç êëàññà W 1,1

loc (Rn,Rn), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèì óñëîâèÿì ñõîäèìîñòè íà E.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèòóàöèè òåîðåìû 1 âûïîë-
íåíî êàêîå-íèáóäü èç ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé (i) èëè (ii), ïðè÷åì E
ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íóþ ìåðó Ëåáåãà. Ïóñòü µ � àáñîëþòíî
íåïðåðûâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Rn. Òîãäà ìåðû µ|E ◦F−1

j ñõî-

äÿòñÿ ïî âàðèàöèè ê ìåðå µ|E ◦ F−1.

Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î íåâûðîæäåííîñòè
J(F ) íà ìíîæåñòâå E ñóùåñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî íåâûðîæäåííîñòü
J(F ) íà E íåîáõîäèìà è äëÿ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíäóöè-
ðîâàííîé ìåðû λ|E ◦ F−1. Åñëè îòîáðàæåíèÿ Fj èíúåêòèâíû íà E,
òî óñëîâèå (i) òåîðåìû 1 (ñëåäîâàòåëüíî è óñëîâèå (ii)) ñëåäóåò èç
ïðåäïîëîæåíèé ýòîé òåîðåìû. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ðàâíîñèëü-
íûå óñëîâèÿ (i) è (ii) íå âûòåêàþò àâòîìàòè÷åñêè èç ïðåäïîëîæåíèé
äîêàçàííîé òåîðåìû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïîñòðîåí â äèññåð-
òàöèè. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî èç óñëîâèÿ
(ii) íå ñëåäóåò, ÷òî λ

(
Fj(E)

)
→ λ

(
F (E)

)
.

Ïðèâåäåì òåïåðü óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ âûïîëíåíèÿ (ii). Ýòè
óñëîâèÿ, íå ÿâëÿÿñü íåîáõîäèìûìè, äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ïðîâåðêè ìî-
ãóò îêàçàòüñÿ áîëåå ïîëåçíûìè.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ Fj : Rn → Rn

ñõîäÿòñÿ ê íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ F : Rn → Rn ðàâíîìåð-
íî íà êîìïàêòàõ, ïðè÷åì Fj è F îáëàäàþò (N)-ñâîéñòâîì Ëóçèíà
è ïî÷òè âñþäó èìåþò ðåãóëÿðíûå àïïðîêñèìàòèâíûå ïðîèçâîäíûå
(íàïðèìåð,îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå) DFj è DF , òàêèå, ÷òî DFj ñõî-
äÿòñÿ ê DF ïî ìåðå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E êîíå÷íîé ìåðû
Ëåáåãà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî det DF 6= 0 íà E è ÷òî íà êàæäîì
êîìïàêòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {| det DFj|} ðàâíîìåðíî èíòåãðèðó-
åìà. Òîãäà ìåðû λ|E ◦ F−1

j ñõîäÿòñÿ ïî âàðèàöèè ê ìåðå λ|E ◦ F−1.
Êðîìå òîãî, åñëè µ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà
íà Rn, òî ìåðû µ|E ◦ F−1

j ñõîäÿòñÿ ïî âàðèàöèè ê ìåðå µ|E ◦ F−1
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(ýòî âåðíî òàêæå äëÿ E áåñêîíå÷íîé ìåðû Ëåáåãà). Íàêîíåö,

lim
j→∞

µ
(
Fj(A)4 F (A)

)
= 0 è lim

j→∞
µ
(
Fj(A)

)
= µ

(
F (A)

)
äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ E.

Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì, â êîòîðîì âûïîëíåíû óêàçàííûå âûøå
óñëîâèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ. Ïóñòü Fj, F ∈ W p,1

loc (Rn,Rn),
ãäå p ≥ n, è ïóñòü îòîáðàæåíèÿ Fj ñõîäÿòñÿ ê F ïî ñîáîëåâñêîé íîð-
ìå ‖ · ‖p,1 íà êàæäîì øàðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E ⊂ {det F 6= 0}
� èçìåðèìîå ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ëåáåãîâñêîé ìåðû. Òîãäà ìåðû
λ|E ◦ F−1

j ñõîäÿòñÿ ïî âàðèàöèè ê ìåðå λ|E ◦ F−1. Â ñëó÷àå p > n òî
æå ñàìîå âåðíî, åñëè âìåñòî ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ‖ · ‖p,1 íà êàæäîì
øàðå ïîòðåáîâàòü îãðàíè÷åííîñòü {Fj} â W p,1(U,Rn) äëÿ êàæäîãî
øàðà U è ñõîäèìîñòü Fj ê F ïî÷òè âñþäó.

Äëÿ îòîáðàæåíèé ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé
èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü F, Fj : Rd → Rn � íåïðåðûâíûå îòîáðà-
æåíèÿ ñ (N)-ñâîéñòâîì Ëóçèíà, èìåþùèå ïî÷òè âñþäó ðåãóëÿðíûå
àïïðîêñèìàòèâíûå ïðîèçâîäíûå (íàïðèìåð, ïðîñòî îáû÷íûå ïðîèç-
âîäíûå) DF è DFj, è ïóñòü E ⊂ Rd � ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ëåáå-
ãîâñêîé ìåðû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Fj ñõîäÿòñÿ ê F
ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ, îòîáðàæåíèÿ DFj ñõî-
äÿòñÿ ê DF ïî ìåðå íà E, è ÷òî ìèíîðû ïîðÿäêà n ìàòðèö DFj

ëèáî ñõîäÿòñÿ â L1(K) äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K,
ëèáî ìàæîðèðóþòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ëîêàëüíî èíòåãðè-
ðóåìîé ôóíêöèåé. Åñëè îïåðàòîð DF (x) ñþðúåêòèâåí äëÿ ïî÷òè
âñåõ x ∈ E, òî ìåðû λ|E ◦ F−1

j ñõîäÿòñÿ ê λ|E ◦ F−1 ïî âàðèàöèè.
Áîëåå òîãî, åñëè µ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ êîíå÷íàÿ ìåðà, òî
ìåðû µ|E ◦ F−1

j ñõîäÿòñÿ ê ìåðå µ|E ◦ F−1 ïî âàðèàöèè (ýòî âåðíî
è äëÿ E áåñêîíå÷íîé ëåáåãîâñêîé ìåðû).

Ýòî ïðåäëîæåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ðèìà-
íîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå óñëî-
âèÿ âûïîëíåíû â ëîêàëüíûõ êàðòàõ.

Ïðèâåäåì ñëåäñòâèå äëÿ îòîáðàæåíèé èç áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ïóñòü äàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ðàäîíîâñêàÿ ìåðà µ íà ëîêàëü-
íî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X (ò.å. äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæå-
ñòâà B ⊂ X è âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò Kε ⊂ B,
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÷òî µ(B\Kε) < ε). Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé êîíå÷íîìåð-
íîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Z è çàìêíóòîãî ëèíåéíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µy íà
ìíîæåñòâàõ y + Z, ãäå y ∈ Y , íàçûâàåìûõ óñëîâíûìè ìåðàìè, äëÿ
êîòîðûõ ïðè âñÿêîì áîðåëåâñêîì ìíîæåñòâå B âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

µ(B) =

∫
Y

µy(B) ν(dy),

ãäå ν � îáðàç µ îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè X íà Y .

Òåîðåìà 2.Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â Z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâ-
íûå ìåðû µy íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Z + y, y ∈ Y , àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíû îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ ëåáåãîâñêèõ ìåð íà Z, ïîðî-
æäàåìûõ êàêèì-íèáóäü ëèíåéíûì èçîìîðôèçìîì ìåæäó Z è Rn,
ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè ëèáî ëîêàëüíî ñòðîãî ïî-
ëîæèòåëüíû, ëèáî íåïðåðûâíû. Ïóñòü Fj, F : X → Rn � µ-èç-
ìåðèìûå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x àáñîëþòíî
íåïðåðûâíû íà ïðÿìûõ x + R1ei, i = 1, . . . , n, ïðè÷åì Fj → F è
∂ei

Fj → ∂ei
F â Lp(µ,Rn), ãäå p ≥ n. Åñëè E � òàêîå µ-èçìåðèìîå

ìíîæåñòâî, ÷òî det
(
(∂ei

F, ∂ek
F )

)n

i,k=1
6= 0 íà E, òî ìåðû µ|E◦F−1

j

ñõîäÿòñÿ ïî âàðèàöèè ê ìåðå µ|E ◦ F−1.

Ýòà òåîðåìà ïðèìåíèìà ê ãèááñîâñêèì ìåðàì (ñì. êíèãó19), îáëà-
äàþùèì àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè óñëîâíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñ
ëîêàëüíî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè ïëîòíîñòÿìè íà êîíå÷íîìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâàõ.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, îòíîñÿùèéñÿ ê ãàóññîâñêèì ìåðàì (èñïîëüçóå-

ìûå çäåñü ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ãàóññîâñêèõ ìåð èìåþòñÿ â êíèãå20).
Ïóñòü γ � ðàäîíîâñêàÿ ãàóññîâñêàÿ ìåðà íà ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðî-
ñòðàíñòâå X, èìåþùàÿ ïðîñòðàíñòâî Êàìåðîíà�Ìàðòèíà H. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç W p,1(γ,Rn) îïðåäåëÿåìûé åþ êëàññ Ñîáîëåâà Rn-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, âõîäÿùèõ âìåñòå ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè
â Lp(γ). Ïóñòü Fj, F ∈ W p,1(γ,Rn), ãäå p ≥ n, ïðè÷åì èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü Fj → F ïî íîðìå W p,1(γ,Rn). Òîãäà äëÿ âñÿêîãî γ-
èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂

{
x : D

H
F (x)(H) = Rn

}
ìåðû γ|E ◦ F−1

j

ñõîäÿòñÿ ïî âàðèàöèè ê ìåðå γ|E ◦ F−1.

19Ãåîðãè Õ.-Î. Ãèááñîâñêèå ìåðû è ôàçîâûå ïåðåõîäû. Ìèð, Ìîñêâà, 1992.
20Áîãà÷åâ Â.È. Ãàóññîâñêèå ìåðû. Íàóêà, Ìîñêâà, 1997.
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Ãëàâà 2.

Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî èññëåäóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå òðåóãîëü-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåð, ò.å. òàêèå îòîáðàæåíèÿ T = (Ti) : X → X
êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ X =

⊗∞
i=1 Xi èçìåðèìûõ ïðî-

ñòðàíñòâ Xi, ÷òî êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ Ti çàâèñèò òîëüêî
îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xi: Ti(x) = Ti(x1, . . . , xi). Â ðàáîòàõ16,17 äàíû
èíòåðåñíûå ïðèìåíåíèÿ òðåóãîëüíûõ îòîáðàæåíèé. Â ýòèõ æå ðàáî-
òàõ â ñëó÷àå êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðÿìûõ ââåäåíî
ïîíÿòèå êàíîíè÷åñêîãî òðåóãîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ êàê òàêîãî áîðå-
ëåâñêîãî òðåóãîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ T ñ êîìïîíåíòàìè Ti, ÷òî ïðè
âñåõ i ôóíêöèè xi 7→ Ti(x1, . . . , xi−1, xi) âîçðàñòàþò. Ïðè ýòîì ïîêà-
çàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ
íà Rn è âñÿêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà Rn ñóùåñòâóåò êàíîíè÷å-
ñêîå òðåóãîëüíîå îòîáðàæåíèå Tµ,ν, ïåðåâîäÿùåå µ â ν, ïðè÷åì òàêîå
îòîáðàæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîïðåäåëåíèÿ íà ìíî-
æåñòâå µ-ìåðû íóëü. Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå µ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ìåðó Ëåáåãà λ íà êóáå è ïîëó÷àòü âñå îñòàëüíûå ìåðû êàê îáðà-
çû λ ïðè êàíîíè÷åñêèõ òðåóãîëüíûõ îòîáðàæåíèÿõ. Â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå êàíîíè÷åñêîå òðåóãîëüíîå îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå ìåðû Ëåáå-
ãà â çàäàííóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó ν ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû ν (íóæíî âçÿòü ïñåâäîîáðàòíóþ ôóíêöèþ); ýòî
íàáëþäåíèå âîñõîäèò ê À.Í. Êîëìîãîðîâó. Çàìå÷àòåëüíîé îñîáåí-
íîñòüþ êàíîíè÷åñêèõ òðåóãîëüíûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî,
â îòëè÷èå îò îáùèõ èçìåðèìûõ èçîìîðôèçìîâ ìåð, îíè ñòðîÿòñÿ
êîíñòðóêòèâíî ïî èíäóêöèè ñ ïîìîùüþ óñëîâíûõ ìåð. Â ñëó÷àå ìåð
ñ ïëîòíîñòÿìè òàêèå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî çàäàâàòü â ÿâíîì âèäå,
ïðàâäà, ïðè n > 2 ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ âåñüìà
ãðîìîçäêèìè. Â äèññåðòàöèè èçó÷åíû òðåóãîëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìåð íà ïðîèçâåäåíèÿõ ñóñëèíñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñóñëèíñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïîë-
íîãî ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè íåïðåðûâíîì
îòîáðàæåíèè. Ïóñòü Xi, ãäå i ∈ N, � ñóñëèíñêèå ïðîñòðàíñòâà è
ïóñòü µ è ν � áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà X :=

∏∞
i=1 Xi.

Â ãëàâå 2 ïîêàçàíî, ÷òî íàéäåòñÿ áîðåëåâñêîå òðåóãîëüíîå îòîáðà-
æåíèå T : X → X, äëÿ êîòîðîãî µ◦T−1 = ν. Â öèòèðîâàííûõ âûøå
ðàáîòàõ16,17 áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà îòîáðàæàåìàÿ ìåðà µ íà
Rn àáñîëþòíî íåïðåðûâíà. Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ýòî âåðíî
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äëÿ ìåð èç ñóùåñòâåííîãî áîëåå øèðîêîãî êëàññà, ðàññìàòðèâàåìî-
ãî íèæå. Íàêîíåö, â ðàáîòå óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå òðåóãîëüíûõ
îòîáðàæåíèé ñ îäíèì ïîëåçíûì ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè, ÷òî è ñî-
ñòàâëÿåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü µ è ν � áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìå-
ðû íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì n ïðîåêöèÿ ìåðû µ íà∏n

j=1 Xj è óñëîâíûå ìåðû íà Xn äëÿ ýòîé ïðîåêöèè íå èìåþò àòî-
ìîâ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå áîðåëåâñêîå òðåóãîëüíîå îòîáðàæåíèå
T : X → X, ÷òî µ ◦ T−1 = ν.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 2 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç P0 êëàññ âñåõ áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ íà X, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. ×åðåç P îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà X.

Òåîðåìà 3. Êàæäîé ïàðå ìåð µ ∈ P0 è ν ∈ P ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü áîðåëåâñêîå òðåóãîëüíîå îòîáðàæåíèå Tµ,ν, ïåðåâîäÿùåå µ â
ν è îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìåð µj ∈ P0 ñõîäèòñÿ ïî âàðèàöèè ê ìåðå µ ∈ P0, à ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìåð νj ∈ P ñõîäèòñÿ ïî âàðèàöèè ê ìåðå ν ∈ P, òî
íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé Tµj ,νj

ñõîäèòñÿ ê
îòîáðàæåíèþ Tµ,ν µ-ï.â.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè X ìåòðèçóåìî (ò.å. âñå ïðîñòðàíñòâà Xn

ìåòðèçóåìû), òî îòîáðàæåíèÿ Tµj ,νj
ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå µ ê îòîá-

ðàæåíèþ Tµ,ν.

Èìåþòñÿ ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â óòâåðæäåíèè î ñõîäè-
ìîñòè ïî÷òè âñþäó âûäåëåíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâåííî,
ò.å. âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îáÿçàíà ñõîäèòüñÿ ïî÷òè âñþäó.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ ïðîôåññîðó Â.È. Áîãà÷åâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿí-
íîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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