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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âïåðâûå ôðåéì áûë îïðåäåëåí â ðàáîòå Ð. Äàôôèíà
è À. Øåôôåðà1. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óæå â ýòîé ðàáîòå áûëî äàíî îáùåå
îïðåäåëåíèå ôðåéìà, ïðèâåäåííîå íèæå, à òàêæå äîêàçàíû íåêîòîðûå åãî
ñâîéñòâà, îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü ñâîéñòâàì ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñèñòåì
{eiλnt}n∈N, t ∈ [−γ, γ]. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñèñòåìà {ϕn}n∈K â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, ãäå K � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, íàçûâàåòñÿ
ôðåéìîì, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû a, b, 0 < a 6 b < ∞, òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ
g ∈ H

a ‖ g ‖26
∞∑

n=1

|(g, ϕn)|2 6 b ‖ g ‖2 .

×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ãðàíèöàìè ôðåéìà. Îíè íå åäèíñòâåííû. Òî÷íàÿ
íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà âñåõ âåðõíèõ ãðàíèö b (òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
ìíîæåñòâà âñåõ íèæíèõ ãðàíèö a) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëüíîé
âåðõíåé (îïòèìàëüíîé íèæíåé) ãðàíèöåé ôðåéìà. Åñëè âîçìîæíî âûáðàòü
ãðàíèöû a è b òàê, ÷òîáû a = b, òî ôðåéì íàçûâàåòñÿ æåñòêèì, êîíñòàíòà a � åãî
ãðàíèöåé. Åñëè ïðè ýòîì a = b = 1, òî ôðåéì íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ.

Ïîñëå ýòîãî ôðåéìû äîëãîå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àëèñü â
èññëåäîâàíèÿõ, çà èñêëþ÷åíèåì ðàáîòû Ð. Þíãà2.

Â êîíöå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà èíòåðåñ ê ôðåéìàì âîçîáíîâèëñÿ â ñâÿçè
ñ âîçíèêíîâåíèåì è ðàçâèòèåì òåîðèè âñïëåñêîâ (âýéâëåòîâ).

Ôðåéìû îáëàäàþò ìíîãî÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè, ïîçâîëÿþùèìè øèðîêî
èñïîëüçîâàòü èõ êàê â òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è â ïðàêòè÷åñêèõ öåëÿõ, ê ïðèìåðó,
äëÿ àíàëèçà çâóêîâûõ ñèãíàëîâ èëè èçîáðàæåíèé. Â ïÿòîé ãëàâå ìîíîãðàôèè
Ñ. Ìàëëà3 îïèñàíû ïðèìåíåíèÿ ôðåéìîâ â àíàëèçå ñèãíàëîâ äëÿ óìåíüøåíèÿ
øóìà, à òàêæå â àíàëèçå èçîáðàæåíèé. Äðóãèå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ôðåéìîâ
ìîæíî íàéòè â êíèãàõ È. Äîáåøè4, ×. ×óè5, Ê. Áëàòòåðà6, Î. Êðèñòåíñåíà7.

Ôðåéìû îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå æåñòêîãî ôðåéìà äëÿ âñåõ

1Du�n R. J., Schae�er A. C. A class of nonharmonic Fourier series. Trans. Amer. Math. Soc.
1952. V. 72. P. 341-366.

2Young R. An introduction to nonharmonic Fourier series. Academic Press, New York, 1980.
3Ìàëëà Ñ. Âýéâëåòû â îáðàáîòêå ñèãíàëîâ. Ì.: Ìèð, 2005.
4Äîáåøè È.Äåñÿòü ëåêöèé ïî âåéâëåòàì. Ì.-Èæåâñê: ÐÕÄ, 2001.
5×óè ×. Ââåäåíèå â âåéâëåòû. Ì.: Ìèð, 2001.
6Áëàòòåð Ê. Âýéâëåò-àíàëèç. Îñíîâû òåîðèè. Ì.: Òåõíîñôåðà, 2004.
7Christensen O. An introduction to frames and Riesz bases. Birkhaeuser, 2003.
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x ∈ H â ñëàáîì ñìûñëå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

x = a−1

∞∑
n=1

(x, ϕn)ϕn.

Ýòà ôîðìóëà ïîõîæà íà ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó
áàçèñó. Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôðåéìà, åñëè â
ðàçëîæåíèè áðàòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íå ñ ýëåìåíòàìè ñàìîãî ôðåéìà, à ñ
ýëåìåíòàìè äâîéñòâåííîãî ôðåéìà. Îäíàêî ôðåéìû (äàæå ôðåéìû Ïàðñåâàëÿ),
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñàìè. Â îòëè÷èå îò
áàçèñà, ôðåéì íå îáÿçàòåëüíî ñîñòîèò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ,
âñëåäñòâèå ÷åãî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
ïî ôðåéìó, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííû. Èíà÷å ãîâîðÿ, ôðåéì ÿâëÿåòñÿ
ïåðåïîëíåííîé, èëè èçáûòî÷íîé ñèñòåìîé.

Èçáûòî÷íîñòü ôðåéìà ìîæíî îïèñàòü òàêæå ñ ïîìîùüþ ÷èñëà ôðåéìîâ,
äâîéñòâåííûõ ê íåìó. Ñðåäè ìíîæåñòâà äâîéñòâåííûõ ê ôðåéìó ìîæíî
åñòåñòâåííî (ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà, íàçûâàåìîãî
ôðåéìîâûì îïåðàòîðîì, èëè îïåðàòîðîì àíàëèçà) âûäåëèòü òàê íàçûâàåìûé
êàíîíè÷åñêèé äâîéñòâåííûé ôðåéì.

Êàíîíè÷åñêèé äâîéñòâåííûé ôðåéì îáëàäàåò èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì: l2-
íîðìà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ïî êàíîíè÷åñêîìó äâîéñòâåííîìó
ôðåéìó ìèíèìàëüíà. Èìåííî, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn}∞n=1 ∈
l2(N) âûïîëíåíî

y =
∞∑

n=1

cnϕn

òî ∞∑
n=1

|(y, ϕ̃n)|2 6
∞∑

n=1

|cn|2,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà cn = (y, ϕ̃n) äëÿ âñåõ
n ∈ N.

Â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ ôðåéìû ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî äëÿ ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ K. Ìåæäó òåì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè
íåïðåðûâíîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ïîëó÷àåìûå ñèñòåìû ñîõðàíÿþò ìíîãèå
ñâîéñòâà ôðåéìîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíåíèÿìè. Ïåðâîå îáîáùåíèå òàêîãî
ðîäà áûëî ñäåëàíî Ò.Ï. Ëóêàøåíêî8. Èì áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îðòîïîäîáíîé

8Ëóêàøåíêî Ò.Ï. Îðòîïîäîáíûå íåîòðèöàòåëüíûå ñèñòåìû ðàçëîæåíèÿ. Âåñòí. Ìîñê.
óí-òà. Ìàòåì. Ìåõàí. 1997. �5. Ñ. 27-31.
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ñèñòåìû {eω}ω∈Ω â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H � òàêîé ñèñòåìû ðàçëîæåíèÿ,
÷òî ëþáîé ýëåìåíò y ∈ H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y =

∫

Ω

(y, eω)eω dµ(ω).

Åñëè âçÿòü Ω = N, Ωk = {1, 2, ..., k}, µ(k) > 0 äëÿ âñåõ k ∈ N,
òî ïîëó÷èì, â ÷àñòíîñòè, ñ÷åòíûå ïîëíûå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû. Òàêèì
îáðàçîì, ïîíÿòèå îðòîïîäîáíîé ñèñòåìû îáîáùàåò ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîé
ñèñòåìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñòíûì ñëó÷àåì îðòîïîäîáíîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ � ôðåéìû Ïàðñåâàëÿ.
Ñâîéñòâà îðòîïîäîáíûõ ñèñòåì (ðàçëîæåíèå ïî îðòîïîäîáíîé ñèñòåìå, ñâîéñòâà
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, àíàëîã òåîðåìû Ðèññà-Ôèøåðà è íåêîòîðûå
äðóãèå) ïîäðîáíî èçó÷åíû â ðàáîòå Ò.Ï. Ëóêàøåíêî9.

Ñóùåñòâóþò ñèñòåìû, îáëàäàþùèå òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è îðòîïîäîáíûå
ñèñòåìû, íî íå ÿâëÿþùèåñÿ îðòîïîäîáíûìè ñèñòåìàìè. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðîâ òàêèõ ñèñòåì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(R) ìîæíî ïðèâåñòè
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F (f) = f̂(ω) =

∫
R exp(−2πiωx)f(x)dx è ïðåîáðàçîâàíèå

Ãèëüáåðòà f̃(ω) = limε→+0

∫
|x−ω|≥ε

f(x)
π(ω−x)

dx; äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ10, îäíàêî îíè íå ÿâëÿþòñÿ îðòîïîäîáíûìè ñèñòåìàìè â L2(R), òàê
êàê íè ôóíêöèè {exp(2πiωx)}ω∈R , íè { 1

π(ω−x)
}ω∈R íå ïðèíàäëåæàò L2(R).

Ò.Ï. Ëóêàøåíêî11 ââåë íîâûé êëàññ ñèñòåì, íàçâàííûõ èì îáîáùåííûìè
îðòîïîäîáíûìè ñèñòåìàìè, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê îðòîïîäîáíûå
ñèñòåìû, òàê è ñèñòåìû, çàäàþùèå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïðåîáðàçîâàíèå
Ãèëüáåðòà, à òàêæå íåêîòîðîå äðóãèå ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî èì áûëî èñïîëüçîâàíî
ïîíÿòèå îáîáùåííîé ñèñòåìû, ïðèâåäåííîå íèæå â èçëîæåíèè ñîäåðæàíèÿ
ðàáîòû. Ýëåìåíò ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå � ýòî íå íåïîñðåäñòâåííî ýëåìåíò
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èñ÷åðïûâàþùèõ
ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîä÷èíåííûõ íåêîòîðûì óñëîâèÿì, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
òàêèì æå îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è Ãèëüáåðòà. Ïîëó÷åííûå ñèñòåìû,
íàçâàííûå àâòîðîìì îáîáùåííûìè îðòîïîäîáíûìè ñèñòåìàìè, ñîõðàíÿþò
ìíîãèå ñâîéñòâà îðòîïîäîáíûõ ñèñòåì12.

9Ëóêàøåíêî Ò.Ï. Î êîýôôèöèåíòàõ ñèñòåì ðàçëîæåíèÿ, ïîäîáíûõ îðòîãîíàëüíûì.
Ìàòåì. ñá. 1997. 188, �12. Ñ. 57-72.

10Êàøèí Á.Ñ., Ñààêÿí À.À. Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû. Ì.: Èçä-âî ÀÔÖ, 1999.
11Ëóêàøåíêî Ò.Ï. Îáîáùåííûå ñèñòåìû ðàçëîæåíèÿ, ïîäîáíûå îðòîãîíàëüíûì. Âåñòí.

Ìîñê. óí-òà. Ñåð.1. Ìàòåì. Ìåõàí. 1998. �4. Ñ. 6-10.
12Ëóêàøåíêî Ò.Ï. Î ñâîéñòâàõ îáîáùåííûõ ñèñòåì ðàçëîæåíèÿ, ïîäîáíûõ

îðòîãîíàëüíûì. Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ìàòåìàòèêà. 2000. �10(461). Ñ.
33-48.
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Öåëü ðàáîòû. Ââåñòè è èçó÷èòü îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ôðåéìà â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè
ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò
â ñëåäóþùåì:

1. Ââåäåíî ïîíÿòèå èíòåãðàëüíîãî ôðåéìà è äîêàçàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà
òàêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà ïî ôðåéìó è ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî êàíîíè÷åñêîãî
äâîéñòâåííîãî ôðåéìà.

2. Ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ôðåéìà è äîêàçàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà
òàêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà ïî ôðåéìó è ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî êàíîíè÷åñêîãî
äâîéñòâåííîãî ôðåéìà.

3. Òåîðåìà î òîì, ÷òî ëþáîé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îáðàòèìûé îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé èç ñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà â L2(Ω), çàäàåò
íåêîòîðûé îáîáùåííûé ôðåéì, îáîáùåíà äëÿ ñëó÷àÿ íåñåïàðàáåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåíî ïîíÿòèå òðàíñîáîáùåííîãî ôðåéìà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð; ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
ñïåöèàëèñòàìè ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî
äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè
îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Ï.Ë. Óëüÿíîâà,
ïðîô. Ì.Ê. Ïîòàïîâà è ïðîô. Ì.È. Äüÿ÷åíêî(2004, 2008), íà ñåìèíàðå
ïî òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô.
Ò.Ï Ëóêàøåíêî, ïðîô. Â.À. Ñêâîðöîâà è ì.í.ñ. À.Ï. Ñîëîäîâà (2006, 2007), íà
ñåìèíàðå ïî îðòîãîíàëüíûì ðÿäàì ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ ïðîô. Á.Ñ.
Êàøèíà è ïðîô. Ñ.Â. Êîíÿãèíà (2006), íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè îðòîïîäîáíûõ
ñèñòåì ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ò.Ï. Ëóêàøåíêî, äîö. Ò.Â. Ðîäèîíîâà è
äîö. Â.Â. Ãàëàòåíêî (2006, 2007); íà ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-ñåìèíàðå ïî
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ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè Í.Â. Åôèìîâà (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2004); íà Ñåäüìîé
ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé ëåòíåé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè (Êàçàíü, 2005);
íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå �Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè
ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû� (Âîðîíåæ, 2007), íà Ñàðàòîâñêèõ çèìíèõ
øêîëàõ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ� (Ñàðàòîâ,
2004 è 2006).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 9
ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1]-[9].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,
ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 33 íàèìåíîâàíèÿ.
Îáùèé îáúåì òåêñòà � 54 ñòðàíèöû. Íóìåðàöèÿ òåîðåì â àâòîðåôåðàòå
ñîâïàäàåò ñ íóìåðàöèåé â äèññåðòàöèè.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî òåìå äèññåðòàöèè è
ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå çàäà÷è è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäèòñÿ îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ôðåéìà � èíòåãðàëüíûé
ôðåéì, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîíÿòèå îðòîïîäîáíîé ñèñòåìû,
à òàêæå è (äèñêðåòíûå) ôðåéìû ñ ïðîèçâîëüíûìè ãðàíèöàìè a, b. Íàçîâåì
ñèñòåìó ôóíêöèé {ϕω}ω∈Ω ⊂ H èíòåãðàëüíûì ôðåéìîì, åñëè (g, ϕω) µ-èçìåðèìà
äëÿ âñåõ g ∈ H è ñóùåñòâóþò a, b, 0 < a 6 b < ∞, òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ g ∈ H

a ‖ g ‖26
∫

Ω

|(g, ϕω)|2dµ(ω) 6 b ‖ g ‖2 .

Åñëè ïîëîæèòü Ω = N è âûáðàòü ìåðó µ òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈
N µ(k) = 1, òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ôðåéìà. Àíàëîãè÷íî äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ,
îïðåäåëÿþòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îïòèìàëüíûå ãðàíèöû êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ
ãðàíü ìíîæåñòâà âñåõ âåðõíèõ ãðàíèö b (òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà âñåõ
íèæíèõ ãðàíèö a) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè âîçìîæíî âûáðàòü ãðàíèöû a è b òàê,
÷òîáû a = b, èíòåãðàëüíûé ôðåéì íàçûâàåòñÿ æåñòêèì. Æåñòêèé èíòåãðàëüíûé
ôðåéì Ïàðñåâàëÿ (èíòåãðàëüíûé ôðåéì ñ êîíñòàíòàìè a = b = 1) � ýòî
îðòîïîäîáíàÿ ñèñòåìà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè òàêîãî ðîäà îáîáùåíèè ñèñòåìû ñîõðàíÿþò
îñíîâíûå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ ôðåéìîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíåíèÿìè.
Îïðåäåëÿþòñÿ ôðåéìû, äâîéñòâåííûå ê èíòåãðàëüíîìó ôðåéìó, â ÷àñòíîñòè,
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îïðåäåëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèé äâîéñòâåííûé ôðåéì è äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü
åãî îïðåäåëåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã ýêñòðåìàëüíîãî ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïî ôðåéìó (èìåííî, ÷òî
íàèìåíüøåé L2-íîðìîé îáëàäàþò êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ïî
êàíîíè÷åñêîìó äâîéñòâåííîìó ôðåéìó) � îáîáùåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ ôðåéìîâ:
Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé c(ω) ∈ L2(Ω) âûïîëíåíî

y =

∫

Ω

c(ω)ϕωdµ(ω),

òî ∫

Ω

|(y, ϕ̃ω)|2dµ(ω) 6
∫

Ω

|c(ω)|2dµ(ω),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c(ω) = (y, ϕ̃ω) ï.â.
íà Ω.

Ïðèâîäèòñÿ òàêæå ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
ïî ñèñòåìå, ÿâëÿþùåéñÿ èíòåãðàëüíûì ôðåéìîì. Êðîìå òîãî, äëÿ èíòåãðàëüíûõ
ôðåéìîâ äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ðèññà-Ôèøåðà:
Òåîðåìà 4. Ïóñòü {ϕω}ω∈Ω � èíòåãðàëüíûé ôðåéì â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, c(ω) � ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà L2(Ω) ñî çíà÷åíèÿìè
â R èëè C â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàä êàêèì ïîëåì ðàññìàòðèâàåòñÿ
H, {Λk}∞k=1 � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ Ω, ÷òî
lim inf

k→∞
Λk = Ω è c(ω)ϕω èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà Λk. Òîãäà â H ñóùåñòâóåò

lim
k→∞

(L)

∫

Λk

c(ω)ϕωdµ(ω),

ïðè÷åì çíà÷åíèå ïðåäåëà íå çàâèñèò îò âûáðàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîäìíîæåñòâ {Λk}∞k=1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíî äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ôðåéìà.
Åñëè {Hn}∞n=1 � ñèñòåìà çàìêíóòûõ âëîæåííûõ (Hn ⊂ Hn+1) ðàñøèðÿþùèõñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâ â H, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ âñþäó ïëîòíî â H, è {ϕω}ω∈Ω �
ñèñòåìà, òàêàÿ ÷òî ëþáîé åå ýëåìåíò ϕω ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {ϕω

n}∞n=1

ýëåìåíòîâ H, ϕω
n ∈ Hn è ϕω

n � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ϕω
n+1 íà Hn, òî {ϕω}ω∈Ω �

îáîáùåííàÿ ñèñòåìà â H. Íàçîâ¼ì îáîáùåííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé {ϕω}ω∈Ω ⊂ H
îáîáùåííûì ôðåéìîì, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû a, b : 0 < a 6 b < ∞, òàêèå
÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Hn âñå ôóíêöèè (y, ϕω

n) èçìåðèìû è äëÿ ëþáîãî y ∈ Hn

a ‖ y ‖26
∫

Ω

|(y, ϕω
n)|2dµ(ω) 6 b ‖ y ‖2 . (1)
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Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îïòèìàëüíûå ãðàíèöû îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â
èíòåãðàëüíîì ñëó÷àå. Î÷åâèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ýòî ïîíÿòèå
âêëþ÷àåò îáîáùåííûå îðòîïîäîáíûå ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå è Ãèëüáåðòà. Ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåæåñòêèé îáîáùåííûé ôðåéì, íå ÿâëÿþùèéñÿ èíòåãðàëüíûì ôðåéìîì.
Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïî îáîáùåííîìó ôðåéìó â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω).
Òåîðåìà 5. Åñëè {ϕω}ω∈Ω � îáîáùåííûé ôðåéì â H, òî äëÿ ëþáîãî y ∈
H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè (ñîâïàäåíèÿ
ïî÷òè âñþäó) ôóíêöèÿ y(ω) íà Ω, òàêàÿ ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
yn

ω = (y, ϕω
n) ñõîäèòñÿ ê íåé â ñìûñëå

lim
n→∞

∫

Ω

|yn
ω − y(ω)|2dµ(ω) = 0.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðåìû ïîëó÷èì, â ÷àñòíîñòè, òàêîå
óòâåðæäåíèå:
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè {ϕω}ω∈Ω � îáîáùåííûé ôðåéì â H, òî äëÿ ëþáîãî y ∈ H

a‖y‖2 6
∫

Ω

|y(ω)|2dµ(ω) 6 b‖y‖2. (2)

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ L2-èçìåðèìûå îáîáùåííûå ôðåéìû
{ϕω}ω∈Ω, òî åñòü òàêèå îáîáùåííûå ôðåéìû, äëÿ êîòîðûõ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
c(ω) ∈ L2(Ω) ñî çíà÷åíèÿìè â R èëè C âñå ôóíêöèè c(ω)ϕω

n èçìåðèìû êàê
ôóíêöèè íà Ω ñî çíà÷åíèÿìè â H. Äëÿ îáîáùåííûõ L2-èçìåðèìûõ ôðåéìîâ
äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 8. Ïóñòü {ϕω}ω∈Ω � îáîáùåííûé L2-èçìåðèìûé ôðåéì â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, òîãäà äëÿ ëþáîé c(ω) � ôóíêöèè èç
ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà L2(Ω) � â H ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

y = lim
n→∞

∫

Ω

c(ω)ϕω
ndµ(ω).

Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã ýêñòðåìàëüíîãî ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ
ýëåìåíòà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïî ôðåéìó � äàëüíåéøåå îáîáùåíèå
òåîðåìû 3:
Òåîðåìà 9. Ïóñòü {ϕω}ω∈Ω � îáîáùåííûé ôðåéì â H. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé cn(ω) ∈ L2(Ω), ñõîäÿùåéñÿ â L2(Ω) ê ôóíêöèè
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c(ω), äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà y ∈ H âûïîëíåíî

y = lim
n→∞

∫

Ω

cn(ω)ϕω
ndµ(ω),

òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
∫

Ω

|ỹ(ω)|2dµ(ω) 6
∫

Ω

|c(ω)|2dµ(ω),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c(ω) = ỹ(ω) ï.â.
íà Ω.

Êàê ñëåäóåò èç ïðèìåðîâ, ïðèâåäåííûõ â íà÷àëå âòîðîé ãëàâû, ñóùåñòâóþò
îáîáùåííûå ôðåéìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ èíòåãðàëüíûìè ôðåéìàìè. Ïîýòîìó
åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèå óñëîâèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ, ÷òîáû
îáîáùåííûé ôðåéì áûë èíòåãðàëüíûì ôðåéìîì. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ,
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîáùåííûé ôðåéì ÿâëÿëñÿ òàêæå
è èíòåãðàëüíûì ôðåéìîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Òåîðåìà 10. Ïóñòü {ϕω}ω∈Ω � îáîáùåííûé L2-èçìåðèìûé ôðåéì â
ïðîñòðàíñòâå H (ñ ñèñòåìîé ïîäïðîñòðàíñòâ {Hn}∞n=1 è èíäåêñàìè èç
Ω). Îí âåñü (ïî÷òè âåñü) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì èíòåãðàëüíûì ôðåéìîì â
ïðîñòðàíñòâå H ñ ω, ïðîáåãàþùèì âñå (ïî÷òè âñå) çíà÷åíèÿ èç Ω â òîì
ñìûñëå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N è êàæäîãî (ïî÷òè êàæäîãî) ω ∈ Ω ýëåìåíò
ϕω

n � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ϕω èç H íà Hn, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
êàæäîãî (ïî÷òè êàæäîãî) ω ∈ Ω sup

n∈N
‖ϕω

n‖ < +∞.
Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî

îáîáùåííûé ôðåéì ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ôðåéìîì â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Êàê ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî àíàëîãà ôîðìóë äëÿ ôðåéìîâîãî îïåðàòîðà,
ïðèâåäåííûõ â ïåðâîé ãëàâå, äëÿ ëþáîãî èíòåãðàëüíîãî ôðåéìà ôðåéìîâûé
îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îáðàòèìûì îïåðàòîðîì èç H â
L2(Ω). Îäíàêî ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû ñ îãðàíè÷åííûì
îáðàòíûì èç H â L2(Ω), íå çàäàþùèå íèêàêîãî èíòåãðàëüíîãî ôðåéìà (â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â H = L2(R)). Â
çàâåðøåíèå âòîðîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 12. Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω
� ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ, L2(Ω) � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà íàä Ω, A �
îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ îãðàíè÷åííûì îáðàòíûì, äåéñòâóþùèé èç
H â L2(Ω) (òî åñòü ñóùåñòâóþò a, b : 0 < a 6 b < ∞, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ H a‖x‖2 6 ‖Ax‖2 6 b‖x‖2). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà {ϕω}ω∈Ω,
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ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåííûì ôðåéìîì â H, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ H âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî A(x) = (L2) lim

n→∞
(x, ϕω

n). Â êà÷åñòâå ôðåéìîâûõ êîíñòàíò ìîæíî
âçÿòü a, b.

Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà âìåñòå ñî ñëåäñòâèåì òåîðåìû î ñõîäèìîñòè
êîýôôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïî
îáîáùåííîìó ôðåéìó óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññîì îáîáùåííûõ
ôðåéìîâ è êëàññîì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ â
ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Òàê êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ
ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà H, âîçíèê âîïðîñ, ìîæíî ëè îïèñàòü ïîõîæèì
îáðàçîì ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îáðàòèìûå îïåðàòîðû â ïðîèçâîëüíîì
(âîçìîæíî, íåñåïàðàáåëüíîì) ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñ ýòîé öåëüþ â
òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ââîäÿòñÿ òðàíñîáîáùåííûå ôðåéìû, îòëè÷àþùèåñÿ
îò îáîáùåííûõ ôðåéìîâ òåì, ÷òî âìåñòî ñ÷åòíîãî èñ÷åðïûâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå (âîçìîæíî, íåñ÷åòíîå) èñ÷åðïûâàíèå.

Ñëåäóÿ Íàòàíñîíó13, îáîçíà÷èì çà Wα ìíîæåñòâî âñåõ ïîðÿäêîâûõ ÷èñåë,
ìåíüøèõ ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà α. Ïóñòü {Hk}k∈Wα � ñèñòåìà çàìêíóòûõ
ðàñøèðÿþùèõñÿ (Hk ⊂ Hn äëÿ âñåõ k < n) ïîäïðîñòðàíñòâ â H, îáúåäèíåíèå
êîòîðûõ âñþäó ïëîòíî â H. {ϕω}ω∈Ω � ñèñòåìà, òàêàÿ ÷òî ëþáîé åå ýëåìåíò
ϕω ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {ϕω

k}k∈Wα ýëåìåíòîâ H è ϕω
k = PHn→Hk

ϕω
n, ãäå

PHn→Hk
� îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ èç Hn â Hk äëÿ âñåõ k < n. Òîãäà {ϕω}ω∈Ω

� òðàíñîáîáùåííàÿ ñèñòåìà â H. Íàçîâ¼ì òðàíñîáîáùåííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé
{ϕw}w∈Ω ⊂ H òðàíñîáîáùåííûì ôðåéìîì, åñëè ñóùåñòâóþò a, b : 0 < a 6 b < ∞,
òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Hn, n ∈ Wα, âñå ôóíêöèè (y, ϕw

n ) èçìåðèìû è
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

a ‖ y ‖2
Hn

6
∫

Ω

|(y, ϕw
n )|2dµ(w) 6 b ‖ y ‖2

Hn

äëÿ ëþáîãî y ∈ Hn.
Ñ ïîìîùüþ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî îïèñàòü ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îáðàòèìûå

îïåðàòîðû â ïðîèçâîëüíîì (â òîì ÷èñëå íåñåïàðàáåëüíîì) ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå.
Òåîðåìà 13. Ïóñòü A � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ îãðàíè÷åííûì
îáðàòíûì, äåéñòâóþùèé èç H â L2(Ω) (òî åñòü ñóùåñòâóþò a, b : 0 <
a 6 b < ∞, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ H a‖y‖ 6 ‖Ay‖ 6 b‖y‖). Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà {ϕω}ω∈Ω, ÿâëÿþùàÿñÿ òðàíñîáîáùåííûì ôðåéìîì

13Íàòàíñîí È.Ï. Òåîðèÿ ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ì. Íàóêà, 1974.
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â H c ñèñòåìîé ïîäïðîñòðàíñòâ {Hk}k∈Wα, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ H âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî A(y) = (L2) lim

n∈Wα

(y, ϕω
n).

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ïðîôåññîðó Ò.Ï. Ëóêàøåíêî çà ïðåäëîæåííóþ òåìó è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê
ðàáîòå.
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