
Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè
ÓÄÊ 517.983

Íåêëþäîâ Àëåêñàíäð Þðüåâè÷

ÒÅÎÐÅÌÛ ×ÅÐÍÎÂÀ È ÒÐÎÒÒÅÐÀ-ÊÀÒÎ ÄËß
ËÎÊÀËÜÍÎ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

Ñïåöèàëüíîñòü 01.01.01 � ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ìîñêâà � 2008



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Î. Ã. Ñìîëÿíîâ

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Å. Ò. Øàâãóëèäçå

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Ñ. Â. Êîçûðåâ

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò
ýëåêòðîíèêè è ìàòåìàòèêè
(òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò)

Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 17 îêòÿáðÿ 2008 ã. â 16 ÷. 45 ìèí. íà çàñåäà-
íèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä.501.001.85 ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì
óíèâåðñèòåòå èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî àäðåñó: 119991, ÃÑÏ-1, Ìîñêâà, Ëå-
íèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, àóäèòîðèÿ 16-24.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ãëàâíîå çäàíèå, 14 ýòàæ).

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 17 ñåíòÿáðÿ 2008 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî
ñîâåòà Ä.501.001.85 ïðè ÌÃÓ
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð

È. Í. Ñåðãååâ



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è áåñêî-
íå÷íîìåðíîãî àíàëèçà, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè

ẋ = Ax, x(0) = x0 ∈ D(A) (1)

äëÿ ïëîòíî îïðåäåëåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâA ∈ ZX â ëîêàëüíî âûïóê-
ëîì ïðîñòðàíñòâåX, ãäå ZX ñîñòîèò èç âñåõ îïåðàòîðîâ, èãðàþùèõ ðîëü àíà-
ëîãè÷íóþ ãåíåðàòîðàì ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï (íî
íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèõñÿ ãåíåðàòîðàìè). Â íåé ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèå
ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ôîðìóëû òèïà
×åðíîâà, îáîáùåíèÿ òåîðåì ×åðíîâà, Òðîòòåðà è Òðîòòåðà-Êàòî äëÿ ñåêâåí-
öèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî çàìûêàíèå îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ëîêàëüíî
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ýòèõ òåîðåì íå èñïîëüçîâàëàñü ðåçîëüâåíòíàÿ òåõíèêà, òàê ÷òî íàø
ïîäõîä ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, èñïîëüçîâàí-
íîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîíà÷àëüíûõ âàðèàíòîâ è íåêîòîðûõ îáîáùåíèé
ýòèõ òåîðåì.

Ïåðå÷èñëåííûå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé
áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà, íà ïðîòÿæåíèè áîëåå 50 ëåò íàõîäÿùåìóñÿ â öåí-
òðå âíèìàíèÿ ñïåöèàëèñòîâ � òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ðîæäåíèå ýòîé òåîðèè íà÷àëîñü ñ ïóáëèêàöèåé êíèãè Å. Õèëëå "Ôóíêöèî-
íàëüíûé àíàëèç è ïîëóãðóïïû" â 1948 ãîäó. Ñ òåõ ïîð âûøëî áåñ÷èñëåííîå
êîëè÷åñòâî ëèòåðàòóðû ïîñâÿùåííîé ýòîé îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-
çà; îòìåòèì â ÷àñòíîñòè, ìîíîãðàôèè 1, 2 , 3, 4, 5 è ìíîãî÷èñëåííûå æóð-
íàëüíûå ñòàòüè êàê ýòèõ, òàê è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ, â òîì ÷èñëå Þ.Ë.
Äàëåöêîãî, Õ. Òðîòòåðà, Ï. ×åðíîâà, Â. Ôåëëåðà, Ò. Êàòî, Ð. Ñ. Ôèëëèïñà,
Ê. Èîñèäà, Î. Ã. Ñìîëÿíîâà è ìíîãèõ äðóãèõ. Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåî-
ðèè îãðîìíà è âêëþ÷àåò â ÷àñòíîñòè çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Âñ¼ ñêàçàííîå è îïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü
äèññåðòàöèè.

1Ñ.Ã. Êðåéí, Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, Ì.: Íàóêà, 1967.
2E. B. Davies, One-Parameter Semigroups, St. John's College, Oxford, England (1980).
3K.-J. Engel and R. Nagel, One-Parameter Semigroups for Linear Evolution Equations, Graduate Texts. in

Math., vol. 194, Springer-Verlag, 2000.
4J. A. Goldstein, Semigroups of Linear Operators and Applications, Oxford Univercity Press, New York,

1985.
5A. Pazy, Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Di�erential Equations, Appl. Math.

Sci., vol. 44, Springer- Verlag, 1983.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñ-
íîâíûå èç íèõ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ òåîðåì ×åðíîâà è Òðîòòåðà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëî-
êàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï, çàäàííûõ íà ñåêâåíöèàëüíî
ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ.
2. Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû Òðîòòåðà-Êàòî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíî
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï, çàäàííûõ íà ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ
ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ: à èìåííî, äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ñõîäè-
ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëóãðóïï è ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-
ðîæäàþùèõ ãåíåðàòîðîâ.
3. Äîêàçàíî ïðåäñòàâëåíèå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè
óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ôîðìóëû òèïà ×åðíîâà äëÿ ïëîòíî îïðåäåëåííûõ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâA ∈ ZX â ïðîèçâîëüíîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå
X.
4. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1) äëÿ ïëîòíî îïðåäåëåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
A ∈ ZX â ïðîèçâîëüíîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâåX.
5. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî çàìûêàíèÿ îïå-
ðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ ïî-
ëóãðóïï, çàäàííûõ íà ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

Ðåçóëüòàòû ïóíêòîâ 3-5 ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â áà-
íàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà, à òàêæå

ðÿä ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêöèé.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Êðîìå òîãî íåêîòîðûå ðåçóëü-

òàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è â óðàâíåíèÿõ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ â Ìîñêîâñêîì óíè-

âåðñèòåòå, à òàêæå íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:
1) XXVIII Êîíôåðåíöèÿ Ìîëîäûõ Ó÷¼íûõ ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà,
Ìîñêâà, 2006;
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2) XXIX Êîíôåðåíöèÿ Ìîëîäûõ Ó÷¼íûõ ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà,
2007;
3) XXII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è
ñìåæíûå âîïðîñû", ïîñâÿù¼ííàÿ ïàìÿòè È.Ã.Ïåòðîâñêîãî, Ìîñêâà, 2007;
4) XXX Êîíôåðåíöèÿ Ìîëîäûõ Ó÷¼íûõ ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà,
2008.

Ïóáëèêàöèè
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ÷åòûð¼õ ðàáîòàõ àâòîðà.
Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òð¼õ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû. Îáùèé îáú¼ì

äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 95 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 36 íàçâà-
íèé.
Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Â òåîðèè ïîëóãðóïï õîðîøî èçâåñòíà ïðîáëåìà î ñâÿçè ìåæäó ñõîäèìî-

ñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëóãðóïï è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðîæäàþùèõ ãå-
íåðàòîðîâ. Â ñëó÷àå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà òåîðåìà Òðîòòåðà-Êàòî6 äîñòà-
òî÷íî ïîëíî ðåøàåò ýòó çàäà÷ó. Ýòà òåîðåìà è å¼ ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè èã-
ðàþò âàæíåéøóþ ðîëü â òåîðèè ïîëóãðóïï (7, 8). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
Òðîòòåðà-Êàòî èçíà÷àëüíî èñïîëüçîâàëàñü ðåçîëüâåíòíàÿ òåõíèêà. Ðàçâèòèå
ýòîé òåõíèêè äëÿ òåîðèè ïîëóãðóïï â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ
áûëî îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì â ðàáîòàõ 8, 9, 10, 11, 12, 13 è äðóãèõ.
Îòìåòèì îòäåëüíî ðàáîòó 14. Èñïîëüçóÿ ðåçîëüâåíòíóþ òåõíèêó, ðàçâèòóþ
â 11, â íåé äîêàçûâàþòñÿ îáîáùåíèÿ òåîðåìû Òðîòòåðà-Êàòî (òåîðåìû 15, 17)
äëÿ ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï, çàäàííûõ íà ñåêâåí-
öèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ. Â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ â ýòîé ðàáîòå, â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåìû
Òðîòòåðà-Êàòî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ ïî-
ëóãðóïï. À èìåííî, íàì óäàëîñü ïîêàçàòü ïðè åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ ýêâè-
âàëåíòíîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðå-

6H. Trotter, On the product of semigroups of operators, Proc. Amer. Math. Soc. 10 (1959), 545�551.
7A. A. Albanese, E. Mangino, Trotter�Kato theorems for bi-continuous semigroups and applications to Feller

semigroups, J. Math. Anal. Appl. 289 (2004) 477�492.
8C. Grosu, The Trotter product formula in locally convex spaces, I. Rev. Roumaine Math. Pures Appl.- 31.-

1986, no. 1, p.29-42.
9H. Komatsu, Semi-groups of operators in locally convex spaces, J. Math. Soc. Japan, 16 (1964), 230-262.
10T. Komura, Semigroups of operators in locally convex spaces, J. Functional Analysis, 2 (1968), 258-296.
11S. Ouchi, Semi-groups of operators in locally convex spaces, Math. Soc. Japan, Vol. 25, No. 2, 1973.
12L. Schwartz, Lectures on mixed problems in partial di�erential equations and the representation of semi-

groups, Tata Institute of Fundamental Research, 1958.
13K. Yosida, Functional analysis, Springer, Berlin, 1965.
14A. A. Albanese, F. Kühnemund, Trotter-Kato approximation theorems for locally equicontinuous semi-

groups, Riv. Mat. Univ. Parma 1 (2002) 19�53.
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ðûâíûõ ïîëóãðóïï è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ ãåíåðàòîðîâ, íå íàêëàäûâàÿ íè-
êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ãåíåðàòîðû ýòèõ ïîëóãðóïï. Ýòîò ðåçóëü-
òàò ïðèìåíèì äàæå äëÿ ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïïT,
çàäàííûõ íà ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâåX, ãå-
íåðàòîð Z êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: íå ñóùåñòâóåò ÷èñëà
λ ∈ C, ïðè êîòîðîì îáðàç îïåðàòîðà λI − Z áóäåò ïëîòåí â X. Â ÷àñòíîñòè
òàêàÿ ïîëóãðóïïà ïðèâîäèòñÿ â ïðèìåðå 1.

Äðóãèì öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì â òåîðèè ïîëóãðóïï ìîæíî ñ÷èòàòü òåî-
ðåìó ×åðíîâà 15 (ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Òðîòòåðà 16). Òåîðåìà
×åðíîâà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ
(1). ×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêèå âàæíûå óðàâíåíèÿ â
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå êàê óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîä-
íîñòè è ìíîãèå äðóãèå. Ý. Íåëüñîí 17 èñïîëüçîâàë ôîðìóëó Òðîòòåðà (ÿâ-
ëÿþùóþñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû ×åðíîâà) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ôåéíìàíà ïî òðàåêòîðèÿì â
êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Òåîðåìà ×åðíîâà áûëà èñïîëüçîâàíà â18

äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà êîìïàêòíîì ðè-
ìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè è â 19 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà â âèäå ôåéíìàíîâñêîãî èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ýòà òåîðåìà òàêæå áûëà èñïîëüçîâàíà â ðàáîòàõ 20, 21 è äðóãèõ.
Îáîáùåíèÿ òåîðåì ×åðíîâà è Òðîòòåðà äëÿ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ
ìîæíî íàéòè â 7, 14. Â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ýòèõ ñòàòüÿõ,
â äèññåðòàöèè áûëè äîêàçàíû îáîáùåíèÿ ýòèõ òåîðåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëî-
êàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï, çàäàííûõ íà ñåêâåíöèàëüíî
ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû ×åðíîâà ïðåäïîëàãàåòñÿ ãëî-
áàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1) äëÿ
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíà òåîðåìà (4) î ïðåäñòàâèìî-
ñòè ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ôîðìóëû òèïà ×åðíîâà, êîòî-

15P. R. Cherno�, Note on product formulas for operator semigroups, J. Funct. Anal. 2 (1968), 238�242.
16H. Trotter, On the product of semigroups of operators, Proc. Amer. Math. Soc. 10 (1959), 545�551.
17E. Nelson, Feynman integrals and the Schrodinger equation, J. Math. Phis., 1964, Vol. 5, no. 3, p. 332-343.
18O. G. Smolyanov, H. von Weizsacker, O. Wittich, Brownian Motion on a Manifold as Limit of Stepwise

Conditioned Standard Brownian Motions, Canadian Math. Society Conference Proceedings, 589-602, 29 (2000).
19O. G. Smolyanov, A. G. Tokarev, A. Truman, Hamiltonian Feynman path integral via the Cherno� formula,

J. Math. Phys., Vol. 43, No. 10, October 2002.
20ß. À. Áóòêî, Ôóíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè�Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëàñòè êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðè-
êëàäíàÿ ìàòåìàòèêà, 2006, òîì 12, âûïóñê 6, ñòð. 3-15.

21X. ôîí Âàéöçåêêåð, Î.Ã. Ñìîëÿíîâ, Î. Âèòòèõ, Äèôôóçèÿ íà êîìïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
è ïîâåðõíîñòíûå ìåðû, äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê, 371 (2000), N 4, 442�447.
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ðàÿ íå ïðåäïîëàãàåò íè åäèíñòâåííîñòü ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1),
íè òåì áîëåå ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì
óðàâíåíèå âèäà (1) ìû ðàññìàòðèâàåì íà ïðîèçâîëüíîì ëîêàëüíî âûïóêëîì
ïðîñòðàíñòâå. Òåîðåìà (4) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì â äèññåðòàöèè.
Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèÿ òåîðåì ×åðíîâà, Òðîòòåðà
è Òðîòòåðà-Êàòî íà ñëó÷àé ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Äàæå â ñëó÷àå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû
(4) çíà÷èòåëüíî øèðå, ÷åì ó òåîðåìû ×åðíîâà. Â ÷àñòíîñòè èç íå¼ ñëåäóåò,
÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẋ = Zx (2)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 äëÿ äèññèïàòèâíîãî îïåðàòîðà Z â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåX, òî ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå ôîðìóëû òèïà
×åðíîâà. Òàêæå èç ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî èç ñóùåñòâîâà-
íèÿ ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî
ðåøåíèÿ â âèäå ôåéíìàíîâñêîãî èíòåãðàëà. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó (4), â äèñ-
ñåðòàöèè äîêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1). Êàê ñëåäñòâèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ,
ìû ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî çàìûêàíèÿ îïå-
ðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ ïî-
ëóãðóïï, çàäàííûõ íà ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå êðèòå-
ðèè òîãî, ÷òî ñóììà äâóõ ãåíåðàòîðîâ ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ
ïîëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíîé ïî-
ëóãðóïïû è ïðè ýòîì ôîðìóëà Òðîòòåðà ñïðàâåäëèâà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñàìî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (4), ïîñêîëüêó îíî ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îöåíêè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
óðàâíåíèÿ âèäà (1).

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè óðàâíåíèÿ (1). Â íåé äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), òî òîãäà ýòî
ðåøåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì è å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè áóäåò íåïðåðûâ-
íîé. Òàêæå â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëü-
òàòû, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ.

Ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå �1.1 ôîðìóëèðóþòñÿ îñ-
íîâíûå îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâàE íàä ïîëåì T ∈
{R,C} ñ òîïîëîãèåé çàäàâàåìîé ïîëóíîðìàìè ‖ · ‖α, α ∈ Ω, ìû ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî L(E) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â
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E ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè (ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè),I
� òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â E. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè C, îïðåäåëåííîé íà
ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâàE, ÷åðåç D(C) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ C. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè S : [0, ∞) 7→ L(E) îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗ ôóíê-
öèþ èç [0,∞) â L(E) òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî S∗(s) = (S(s))∗ äëÿ
êàæäîãî s ≥ 0.
Îïðåäåëåíèå 7. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé Gβ ∈ L(E), β ∈ Γ, ðàâíîñòåïåí-
íî íåïðåðûâíî, åñëè äëÿ ëþáîãî α ∈ Ω ñóùåñòâóþò {αi}n

i=1, αi ∈ Ω, è
{bi}n

i=1, bi > 0, òàêèå, ÷òî sup
β∈Γ

‖Gβx‖α ≤
∑n

i=1 bi‖x‖αi
äëÿ êàæäîãî x ∈ E.

Îïðåäåëåíèå 8. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F : [0,∞) 7→ L(E) è ëþáîãî ÷èñëà
s ≥ 0 ïóñòü BF

s ⊂ L(E) � ñåìåéñòâî ôóíêöèé {Fm( d
n)|md/n ≤ s, n, m ∈

N, d ≥ 0}.
Îïðåäåëåíèå 9. EE � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé F :
[0, ∞) 7→ L(E) òàêèõ, ÷òî F(0) = I è äëÿ êàæäîãî s ≥ 0 ìíîæåñòâî
BF

s ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.
Îïðåäåëåíèå 12. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F : [0, ∞) 7→ L(E) ïóñòü EF

� ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ f ∈ E äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {fs}s≥0 òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim

h→0
fh = f ,

lim
h→0

h−1(S(h)− S(0))fh.
Îïðåäåëåíèå 13. Ìû íàçîâåì (ñèëüíîé) ìíîãîçíà÷íîé ýôôåêòèâíîé ïðî-
èçâîäíîé â 0 ôóíêöèè S : [0, ∞) 7→ L(E) îòîáðàæåíèå S′mef(0) : EF 7→ 2E

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî f ∈ EF S′mef(0)f ñîñòîèò èç âñåõ
g ∈ E äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fs}s≥0 òàêèå, ÷òî
ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim

h→0
fh = f , lim

h→0
h−1(S(h)− S(0))fh = g.

Îïðåäåëåíèå 14. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S′mef(0) îäíîçíà÷íàÿ, åñëè
S′mef(0)f ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà äëÿ êàæäîãî f ∈ EF.
Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü S � ôóíêöèÿ èç [0, ∞) â L(E) è S′mef(0) îäíî-
çíà÷íà. Ìû íàçîâåì (ñèëüíîé) ýôôåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé â0 ôóíêöèè S ëè-
íåéíîå îòîáðàæåíèå S′ef(0) : EF 7→ E òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî f ∈ EF

S′ef(0)f ∈ S′mef(0)f. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò (ñèëüíàÿ) ýôôåê-
òèâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ S′ef(0), åñëè S′mef(0) îäíîçíà÷íà.
Îïðåäåëåíèå 16. Ìû íàçîâåì (ñèëüíîé) ïðîèçâîäíîé â 0 ôóíêöèè S :
[0, ∞) 7→ L(E) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå S′(0) : D(S′(0)) 7→ E îïðåäåëåííîå
ðàâåíñòâîì S′(0)ψ = lim

h→0
h−1(S(h)ψ − S(0)ψ), ψ ∈ D(S′(0)), ãäå D(S′(0)) ñî-

ñòîèò èç âñåõ ψ ∈ E äëÿ êîòîðûõ ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.
Îïðåäåëåíèå 17. Ôóíêöèþ T : [0, ∞) → L(E) íàçîâ¼ì lC0-ïîëóãðóïïîé,
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åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) T(0) = I, T(l + m) = T(l)T(m) äëÿ êàæäûõ l, m ∈ [0, ∞).
2) Ôóíêöèÿ T íåïðåðûâíà.
3) T ∈ EE.

Îïðåäåëåíèå 18. Ëèíåéíûé îïåðàòîð Z íàçîâ¼ì ãåíåðàòîðîì lC0-
ïîëóãðóïïû T, åñëè Z ÿâëÿåòñÿ (ñèëüíîé) ïðîèçâîäíîé â íóëå 0 ôóíêöèè
T.

Õîðîøî èçâåñòåí ôàêò, ÷òî èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó lC0-ïîëóãðóïïàìè è èõ ãåíåðàòîðàìè.
Îïðåäåëåíèå 19. Íàçîâ¼ì D ÿäðîì ãåíåðàòîðà Z lC0-ïîëóãðóïïû T, åñ-
ëè çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {(x, Zx)|x ∈ D} â E × E ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì
ôóíêöèè Z.
Îïðåäåëåíèå 20. FE � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé F :
[0, ∞) 7→ L(E) òàêèõ, ÷òî F ∈ EE è D(S′mef(0)) ïëîòíî â E.
Îïðåäåëåíèå 21. ZE � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïëîòíî îïðåäåëåí-
íûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â E äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ôóíêöèè F ∈ FE

òàêèå, ÷òî D(Z) ⊂ D(F′ef(0)) è Zf = F′ef(0)f äëÿ êàæäîãî f ∈ D(Z).
Äàëåå âñþäó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òîX � õàóñäîðôîâî ëîêàëüíî âûïóêëîå

ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåìT ∈ {R,C}) ñ òîïîëîãèåé ïîðîæäåííîé ïîëóíîðìàìè
‖·‖α, α ∈ Ω, è B � ëèáî ñåïàðàáåëüíîå ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
ëèáî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèå õàóñäîðôîâîñòè ïðîñòðàíñòâà X íà ñàìîì äå-
ëå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, ïîñêîëüêó âìåñòî ëþáîãî ëîêàëüíî âû-
ïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî.

Â ïàðàãðàôå �1.2 ìû äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòèâíîé ïðîèçâîä-
íîé S′ef(0) äëÿ ôóíêöèé S ∈ FX. Òàêæå â íåé äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü F ∈ FX. Ïóñòü òàêæå ëèíåéíûé îïåðàòîð Z èìååò
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(Z) ⊂ D(F′ef(0)) è

Zf = F′ef(0)f, f ∈ D(Z).

Òîãäà îïåðàòîð Z çàìûêàåì.
Èç òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè Z ∈ ZX, òî òîãäà Z �

çàìûêàåìûé îïåðàòîð.
Çàìå÷àíèå 4. Äàëåå ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî îïåðàòîð
Z ∈ ZX ÿâëÿåòñÿ çàìûêàåìûì îïåðàòîðîì, è â óñëîâèÿõ íåêîòîðûõ óòâåð-
æäåíèé ìû íå áóäåì ïîÿñíÿòü ñóùåñòâîâàíèå çàìûêàíèÿ îïåðàòîðàZ (Z),
åñëè èç äðóãèõ óñëîâèé ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òîZ ∈ ZX.
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Â ïàðàãðàôå �1.3 ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ è äîêàçûâà-
þòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ ðåøåíèé.
Îïðåäåëåíèå 22. Ôóíêöèÿ g : [0, l) 7→ X, l > 0, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì
ðåøåíèåì íà ïîëóèíòåðâàëå [0, l) ñèñòåìû

f ′(t) = Zf(t), t ∈ [0, l),

f(0) = h ∈ D(Z),

ãäå Z ∈ ZE, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) g(s) ∈ D(Z) ïðè êàæäîì s ∈ [0, l).
2) g(0) = h è (g(s))′s = Zg(s), ïðè êàæäîì s ∈ [0, l).

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ïîêàçûâàþò åäèíñòâåííîñòü è ãëàäêîñòü ëîêàëü-
íûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé:
Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F ∈ FX è t > 0. Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Z èìååò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(Z) ⊂
D(F′ef(0)) è

Zf = F′ef(0)f, f ∈ D(Z).

Åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ðåøåíèå f : [0, l) 7→ X ñèñòåìû

f ′(s) = Zf(s), s ∈ [0, l),

f(0) = g ∈ D(Z),

òî òîãäà ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííîå è

f(s) = w- lim
n→∞

{F(t/n)}[n s
t ]g, s ∈ [0, l).

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ∈ FX. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ëè-
íåéíûé îïåðàòîð Z èìååò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿD(Z) ⊂ D(F′ef(0)) è

Zf = F′ef(0)f, f ∈ D(Z).

Ïóñòü f : [0, l) 7→ X � ëîêàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû

f ′(t) = Zf(t), t ∈ [0, l),

f(0) = g ∈ D(Z).

Òîãäà f ∈ C1([0, l), X).
Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïðåäñòàâèìîñòè ëîêàëüíîãî ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ôîðìóëû òèïà ×åðíîâà, êîòîðàÿ íå ïðåäïîëàãàåò
íè åäèíñòâåííîñòü ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), íè òåì áîëåå ñóùå-
ñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå âèäà
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(1) ìû ðàññìàòðèâàåì íà ïðîèçâîëüíîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå.
Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì â äèññåðòàöèè. Èñïîëüçóÿ
ýòó òåîðåìó, ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèÿ òåîðåì ×åðíîâà, Òðîòòåðà è Òðîòòåðà-
Êàòî íà ñëó÷àé ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ. Â
÷àñòíîñòè èç ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ
ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî ðå-
øåíèÿ â âèäå ôåéíìàíîâñêîãî èíòåãðàëà. Òàêæå ýòà òåîðåìà â äàëüíåéøåì
áóäåò èñïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1). È êàê ñëåäñòâèå ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ, ìû â äàëüíåéøåì ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
òîãî, ÷òî çàìûêàíèÿ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ëîêàëüíî ðàâíîñòå-
ïåííî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï, çàäàííûõ íà ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî
âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå �2.1 äîêàçûâàåòñÿ
òåîðåìà î ïðåäñòàâèìîñòè ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ôîðìóëû
òèïà ×åðíîâà. Îíà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F ∈ FX. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,
÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Z èìååò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿD(Z) ⊂ D(F′ef(0)) è

Zf = F′ef(0)f, f ∈ D(Z).

Åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ðåøåíèå f : [0, l) 7→ X ñèñòåìû

f ′(t) = Zf(t), t ∈ [0, l),

f(0) = h ∈ D(Z),

òî òîãäà F( t
n)nh ñõîäèòñÿ ê f(t) ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, t0] äëÿ

êàæäîãî t0 ∈ (0, l).
Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (4) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ

îöåíêè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ âèäà (1).
Â ïàðàãðàôå �2.2 äîêàçûâàþòñÿ îáîáùåíèÿ òåîðåì ×åðíîâà, Òðîòòåðà è

Òðîòòåðà-Êàòî äëÿ ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû ×åðíîâà15 äëÿ ëîêàëü-

íî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü îïåðàòîð Z ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì lC0-ïîëóãðóïïû â
ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâåX è D ÿâëÿåòñÿ
ÿäðîì (ñóùåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ)ãåíåðàòîðà Z. Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ FX òàêàÿ, ÷òî

F′ef(0)f = Zf
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äëÿ êàæäîãî f ∈ D. Òîãäà F(t/n)nf ñõîäèòñÿ ê exp (tZ)f ïðè n → ∞ äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî f ∈ X ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, t0] äëÿ êàæäîãî t0 > 0.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îáîáùåíèå òåîðåìû
Òðîòòåðà-Êàòî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûõ
ïîëóãðóïï, çàäàííûõ íà ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðî-
ñòðàíñòâ: à èìåííî, â íåé óòâåðæäàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïîëóãðóïï è ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðîæäàþùèõ
ãåíåðàòîðîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ.
Òåîðåìà 7. Äëÿ êàæäîãî s ≥ 0 ïóñòü Zs ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì lC0-
ïîëóãðóïïû â ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâåX.
Ïóñòü òàêæå ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ

Al0 = {exp (lZs)|l ∈ [0, l0], s ≥ 0}
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî äëÿ êàæäîãî l0 ≥ 0. Ïóñòü D ñîñòîèò èç
âñåõ f ∈ D(Z0) äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fs}s>0,
fs ∈ D(Zs), òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
s→0

fs = f,

lim
s→0

Zsfs = Z0f.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
i) exp (lZs)f ñõîäèòñÿ ê exp (lZ0)f ïðè s → 0 ðàâíîìåðíî ïî l ∈ [0, t0] äëÿ
êàæäûõ t0 > 0 è f ∈ X.

ii) D � ÿäðî (ñóùåñòâåííàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ) ãåíåðàòîðàZ0.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Òðîòòåðà äëÿ ëîêàëü-

íî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü A, B è Z ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè lC0-ïîëóãðóïï â ñå-
êâåíöèàëüíî ïîëíîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X è D ÿâëÿåòñÿ
ÿäðîì (ñóùåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ) ãåíåðàòîðàZ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî D ⊂ D(A) ∩ D(B),

Zf = Af + Bf

äëÿ êàæäîãî f ∈ D è ôóíêöèÿ

{exp (·A) exp (·B) : [0, ∞) → L(X)} ∈ EX.

Òîãäà (exp ( t
nA) exp ( t

nB))nf ñõîäèòñÿ ê exp (tZ)f ïðè n →∞ äëÿ âñåõ f ∈ X
ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, t0] äëÿ êàæäîãî t0 > 0.

Â çàêëþ÷åíèå ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ7, 14 â îòëè-
÷èå îò ïðèâåäåííûõ âûøå, íå ïðèìåíèìû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàâíîñòåïåííî
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íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï íà ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ãåíåðàòîðZ ëîêàëüíî ðàâ-
íîñòåïåííî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïûT, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ: íå ñóùåñòâóåò ÷èñëà λ ∈ C, ïðè êîòîðîì îáðàç îïåðàòîðà λI − Z
áóäåò ïëîòåí â X. Ñëåäóþùèé ïðèìåð óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ:
Ïðèìåð 1. Ïóñòü X ñîñòîèò èç âñåõ êîìïëåñíîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è òîïîëîãèÿ íàX çàäàåòñÿ ïîëóíîðìà-
ìè ‖·‖r, r > 0,, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè‖f‖r = sup

|x|≤r

|f(x)|, x ∈
C, äëÿ êàæäîãî f ∈ X. Îïðåäåëèì îïåðàòîð óìíîæåíèÿ Z : X → X
ðàâåíñòâîì Z(f(x)) = xf(x), f ∈ X, x ∈ C. Òîãäà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî Z ïîðîæäàåò lC0-ïîëóãðóïïó T, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
T(s)(f(x)) = esxf(x), s ≥ 0, f ∈ X, x ∈ C. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþ-
áîì λ ∈ C çàìûêàíèå îáðàçà λI−Z íå ñîäåðæèò íè îäíó íå îáðàùàþùóþñÿ
â 0 íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ èç X. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îáðàç
îïåðàòîðà λI− Z íå ïëîòåí â X.

Â òðåòüåé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1). È êàê ñëåäñòâèå ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ, âûâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî çà-
ìûêàíèÿ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî íåïðå-
ðûâíûõ ïîëóãðóïï, çàäàííûõ íà ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå �3.1 äîêàçûâàþò-
ñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ âèäà (1).
Òåîðåìà 9. Ïóñòü îïåðàòîð Z ∈ ZX è t > 0. Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ F ∈ FX òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
i) D(F′(0)) ⊃ D(Z) è F′(0)f = Zf, f ∈ D(Z).
ii) D(F∗′(0)) *-ïëîòíî â X∗.
Òîãäà ëîêàëüíîå ðåøåíèå f : [0, l) 7→ X, l > 0, ñèñòåìû

f ′(v) = Zf(v),

f(0) = h ∈ D(Z),

ñóùåñòâóåò íà ïîëóèíòåðâàëå [0, l) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F[ns/t]( t

n)g}n∈N,
g ∈ {h, Zh}, s ∈ [0, l), ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.
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b) Äëÿ ëþáûõ s ∈ [0, l) è φ ∈ X∗ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f s
n}∞n=1,

f s
n ∈ D(Z), òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

‖F[ns/t]( t
n)h− f s

n‖φ = 0.

c) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Zf s
n}n∈N, s ∈

[0, l), ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Áîëåå òîãî, åñëè óñëîâèÿ (a)-(c) âûïîëíåíû, òî òîãäà

f(v) = lim
n→∞

{F(v/n)}nh, v ∈ [0, l).

Èç òåîðåìû 9 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü îïåðàòîð Z ∈ ZX è t > 0. Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ F ∈ FX òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
i) D(F′(0)) ⊃ D(Z) è F′(0)f = Zf, f ∈ D(Z).
ii) D(F∗′(0)) *-ïëîòíî â X∗.
Òîãäà ëîêàëüíîå ðåøåíèå f : [0, l) 7→ X, l > 0, ñèñòåìû

f ′(v) = Zf(v),

f(0) = h ∈ D(Z),

ñóùåñòâóåò íà ïîëóèíòåðâàëå [0, l) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F[ns/t]( t

n)g}n∈N,
g ∈ {h, Zh}, s ∈ [0, l), ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.
b) Äëÿ ëþáûõ s ∈ [0, l) è φ ∈ X∗ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f s

n}∞n=1,
f s

n ∈ D(Z), òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

‖F[ns/t]( t
n)h− f s

n‖φ = 0

è
lim
n→∞

‖F[ns/t]( t
n)Zh− Zf s

n‖φ = 0.

Áîëåå òîãî, åñëè óñëîâèÿ (a)-(b) âûïîëíåíû, òî òîãäà

f(v) = lim
n→∞

{F(v/n)}nh, v ∈ [0, l).

Åñëè çàìåíèòü óñëîâèå (a) òåîðåìû 9 íà óñëîâèå, ÷òî èç ëþáîé ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F[ns/t]( t

n)h}n∈N, s ∈ [0, l), ìîæíî âûáðàòü
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ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé
òåîðåìû, óñëîâèå (iii) ìîæíî îïóñòèòü.
Òåîðåìà 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z � ïëîòíî îïðåäåëåííûé ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð â ëîêàëüíîì âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâåX è t > 0. Ïðåäïîëîæèì òàê-
æå, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ FX òàêàÿ, ÷òî D(F′(0)) ⊃ D(Z) è
F′(0)f = Zf, f ∈ D(Z).
Òîãäà ëîêàëüíîå ðåøåíèå f : [0, l) 7→ X, l > 0, ñèñòåìû

f ′(v) = Zf(v),

f(0) = h ∈ D(Z),

ñóùåñòâóåò íà ïîëóèíòåðâàëå [0, l) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F[ns/t]( t

n)h}n∈N,
s ∈ [0, l), ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
b) Äëÿ ëþáîãî s ∈ [0, l) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f s

n}∞n=1, f s
n ∈

D(Z), òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë w- lim
n→∞

(F[ns/t]( t
n)h− f s

n) = 0 è èç ëþ-
áîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{Zf s

n}n∈N ìîæíî âûáðàòü
ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Áîëåå òîãî, åñëè óñëîâèÿ (a)-(b) âûïîëíåíû, òî òîãäà

f(v) = lim
n→∞

{F(v/n)}nh, v ∈ [0, l).

Èç òåîðåìû 11 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü t > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C è D ÿâëÿþòñÿ ãåíåðà-
òîðàìè lC0-ïîëóãðóïï exp (sC) è exp (sD) â ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîì ëîêàëüíî
âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:
i) D(C) ∩ D(D) ïëîòíî â X.
ii) {[0, ∞) 3 s 7→ exp (sC) exp (sD)} ∈ EX.
Òîãäà ëîêàëüíîå ðåøåíèå f : [0, l) 7→ X, l > 0, ñèñòåìû

f ′(v) = (C + D)f(v),

f(0) = h ∈ D(C + D),

ñóùåñòâóåò íà ïîëóèíòåðâàëå [0, l) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{{exp ( t

nC) exp ( t
nD)}[ns]h}n∈N, s ∈ [0, l/t), ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ

ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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b) Äëÿ ëþáîãî s ∈ [0, l/t) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{f s

n}∞n=1, f s
n ∈ D(C) ∩ D(D), òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

w- lim
n→∞

{exp ( t
nC) exp ( t

nD)}[ns]f − f s
n) = 0 è èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(C + D)f s
n}∞n=1 ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ

ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Áîëåå òîãî, åñëè óñëîâèÿ (a)-(b) âûïîëíåíû, òî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

f(s)f = lim
n→∞

{exp ( s
nC) exp ( s

nD)}nf, s ∈ [0, l),

äëÿ êàæäîãî f ∈ X.
Â ïàðàãðàôå �3.2 äîêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî,

÷òî çàìûêàíèÿ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ëîêàëüíî ðàâíîñòåïåííî
íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï, çàäàííûõ íà ñåêâåíöèàëüíî ïîëíûõ ëîêàëüíî âû-
ïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Òåîðåìà 12. Ïóñòü X � ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðî-
ñòðàíñòâî è ôóíêöèÿ F ∈ FX. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Z
èìååò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿD(Z) ⊂ D(F′(0)) è

Zf = F′(0)f, f ∈ D(Z).

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òîA ⊂ D(Z) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ëèíåéíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì X è ñóùåñòâóåò ôèêñèðîâàííîå l > 0 òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò
ëîêàëüíîå ðåøåíèå f : [0, l) 7→ X ñèñòåìû

f ′(s) = Zf(s), s ∈ [0, l),

f(0) = f0

äëÿ âñåõ f0 ∈ A. Òîãäà Z çàìûêàåì è Z ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì lC0-
ïîëóãðóïïû S. Áîëåå òîãî, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

S(t)f = lim
n→∞

F(t/n)nf, t ≥ 0,

äëÿ êàæäîãî f ∈ X.
Âûøå ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 2.27 èç 2 äëÿ

ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ. Èç òåîðåì 9 è 12 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò:
Òåîðåìà 13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z � ïëîòíî îïðåäåëåííûé ëèíåéíûé
îïåðàòîð â ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîì ëîêàëüíîì âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâåX è
t > 0. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿF ∈ FX óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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i) F ∈ FX.
ii) D(F′(0)) ⊃ D(Z) è F′(0)f = Zf, f ∈ D(Z).
iii) D(F∗′(0)) *-ïëîòíî â X∗.
Òîãäà îïåðàòîð Z çàìûêàåì è åãî çàìûêàíèå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì lC0-
ïîëóãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâîA ⊆ D(Z) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ f ∈ A è s ≥ 0 ñóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f s

n}∞n=1, f s
n ∈ D(Z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:
a) lim

n→∞
‖F[ns]( t

n)f − f s
n‖φ = 0 äëÿ êàæäîãî φ ∈ X∗.

b) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{Zf s
n} ìîæíî âû-

áðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
c) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{f s

n} ìîæíî âû-
áðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 13, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 14. Ïóñòü Z � ïëîòíî îïðåäåëåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â ñå-
êâåíöèàëüíî çàìêíóòîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâåX è t > 0. Òîãäà
Z çàìûêàåì è åãî çàìûêàíèå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîìlC0-ïîëóãðóïïû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿF ∈ FX òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
i) D(F′(0)) ⊃ D(Z) è F′(0)f = Zf, f ∈ D(Z).
ii) D(F∗′(0)) *-ïëîòíî â X∗.
iii) Ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâîA ⊆ D(Z) òàêîå, ÷òî äëÿ
êàæäûõ f ∈ A, s ≥ 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f s

n}∞n=1, f s
n ∈ D(Z),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
a) lim

n→∞
‖F[ns]( t

n)f − f s
n‖φ = 0 äëÿ êàæäîãî φ ∈ X∗.

b) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{Zf s
n}n∈N ìîæíî

âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
c) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f s

n}n∈N ìîæíî
âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Áîëåå òîãî, åñëè óñëîâèÿ (i)-(iii) âûïîëíåíû, òî òîãäà exp (tZ)f =
lim
n→∞

F(t/n)nf .
Åñëè çàìåíèòü óñëîâèå (b) òåîðåìû 14 íà óñëîâèå, ÷òî èç ëþáîé ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{F[ns/t]( t
n)f}n∈N ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùó-

þñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû,
óñëîâèå (ii) ìîæíî îïóñòèòü.
Òåîðåìà 15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z � ïëîòíî îïðåäåëåííûé ëèíåéíûé
îïåðàòîð â ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîì ëîêàëüíîì âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâåX è
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t > 0. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿF ∈ FX òàêàÿ, ÷òî
D(F′(0)) ⊃ D(Z) è F′(0)f = Zf, f ∈ D(Z). Òîãäà îïåðàòîð Z çàìûêàåì è åãî
çàìûêàíèå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì lC0-ïîëóãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊆ D(Z) òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáûõ f ∈ A è s ≥ 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f s

n}∞n=1,
f s

n ∈ D(Z), òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) w- lim

n→∞
(F[ns]( t

n)f − f s
n) = 0.

b) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F[ns/t]( t
n)f}n∈N

ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
c) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{Zf s

n}∞n=1 ìîæíî
âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Èç òåîðåìû 15 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü t > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C è D ÿâëÿþòñÿ ãåíåðà-
òîðàìè lC0-ïîëóãðóïï exp (sC) è exp (sD) â ñåêâåíöèàëüíî ïîëíîì ëîêàëüíî
âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:
i) D(C) ∩ D(D) ïëîòíî â X.
ii) {[0, ∞) 3 s 7→ exp (sC) exp (sD)} ∈ EX.
Òîãäà ñóììà îïåðàòîðîâ C è D ÿâëÿåòñÿ çàìûêàåìûì îïåðàòîðîì è åãî
çàìûêàíèå áóäåò ãåíåðàòîðîì lC0-ïîëóãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîA ⊆ D(C) ∩ D(D) òàêîå,
÷òî äëÿ êàæäûõ f ∈ A è s ≥ 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f s

n}∞n=1,
f s

n ∈ D(C) ∩ D(D), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
a) w- lim

n→∞
((exp ( t

nC) exp ( t
nD))[ns]f − f s

n) = 0.
b) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F[ns/t]( t

n)f}n∈N
ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
c) Èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(C + D)f s

n}∞n=1
ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Áîëåå òîãî, åñëè óñëîâèÿ (a)-(c) âûïîëíåíû, òî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

exp (s(C + D))f = lim
n→∞

{exp ( s
nC) exp ( s

nD)}nf, s > 0,

äëÿ êàæäîãî f ∈ X.
Â ïàðàãðàôå �3.3 âûâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ ïðåäûäóùèõ ðåçóëü-

òàòîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà X ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì ñåïàðàáåëüíûì áàíàõî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì èëè ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãèå
ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû:
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Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü Z : B ⊃ D(Z) → B ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì,
D(Z) ïëîòíî â B è t > 0. Òîãäà îïåðàòîð Z çàìûêàåì è åãî çàìûêàíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿF : [0,∞) 7→ L(B) óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:
i) F(0) = I è ñóùåñòâóþò a ∈ R è M ≥ 1 òàêèå, ÷òî ‖Fm( s

n)‖ ≤ M exp(asm
n )

äëÿ êàæäûõ n, m ∈ N è s ≥ 0.
ii) D(F′(0)) ⊃ D(Z) è F′(0)f = Zf, äëÿ f ∈ D(Z).
iii) D(F∗′(0)) *-ïëîòíî â B∗.
iv) Ñóùåñòâóåò ïîëíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîA ⊆ D(Z) òàêîå, ÷òî
äëÿ êàæäûõ f ∈ A è s ≥ 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=1, fn ∈
D(Z), äëÿ êîòîðîé, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

w- lim
n→∞

(F[ns]( t
n)f − fn) = 0,

è, âî-âòîðûõ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zfn}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.
Áîëåå òîãî, åñëè óñëîâèÿ (i)-(iv) âûïîëíåíû, òî òîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
exp (sZ)f = lim

n→∞
F(s/n)nf, s > 0, äëÿ êàæäîãî f ∈ B.

Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü Z : B ⊃ D(Z) → B ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì,
D(Z) ïëîòíî â B è t > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F :
[0,∞) 7→ L(B) äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
i) F(0) = I è ñóùåñòâóþò a ∈ R è M ≥ 1 òàêèå, ÷òî

‖Fm( s
n)‖ ≤ M exp (asm

n )

äëÿ ëþáûõ n, m ∈ N è s ≥ 0.
ii) D(F′(0)) ⊃ D(Z) è F′(0)f = Zf, f ∈ D(Z).
iii) D(F∗′(0)) *-ïëîòíî â B∗.
Òîãäà îïåðàòîð Z çàìûêàåì è åãî çàìûêàíèå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî
íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïëîòíîå
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊆ D(Z) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ f ∈ A è s ≥
0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=1, fn ∈ D(Z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ðàâåíñòâó w- lim

n→∞
(F[ns]( t

n)f − fn) = 0, è äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{F′(0)fn}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.
Ñëåäñòâèå 12. Ïóñòü t > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîðû C è D ÿâëÿ-
þòñÿ ãåíåðàòîðàìè ñèëüíî íåïðåðûâíûõ ïîëóãðóïï exp(sC) è exp(sD) â B
è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
i) D(C) ∩ D(D) ïëîòíî â B.
ii) D(C∗) ∩ D(D∗) *-ïëîòíî â B∗.
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iii) Ñóùåñòâóþò a ∈ R è M ≥ 1 òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖{exp ( s
nC) exp ( s

nD)}m‖ ≤ M exp (asm
n )

äëÿ ëþáûõ n, m ∈ N è s > 0.
Òîãäà ñóììà îïåðàòîðîâ C è D ÿâëÿåòñÿ çàìûêàåìûì îïåðàòîðîì è åãî
çàìûêàíèå áóäåò ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîA ⊆
D(C) ∩ D(D) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ f ∈ A è s ≥ 0 ñóùåñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=1, fn ∈ D(C) ∩ D(D), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:
a) w- lim

n→∞
((exp ( t

nC) exp ( t
nD))[ns]f − fn) = 0.

b) {(C + D)fn}∞n=0 � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Áîëåå òîãî, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (a)-(b), òî òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî

exp (s(C + D))f = lim
n→∞

{exp ( s
nC) exp ( s

nD)}nf, s > 0,

äëÿ êàæäîãî f ∈ B.

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè îïåðàòîðû iC è iD ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè, òî
òîãäà óñëîâèÿ (ii), (iii) â ñëåäñòâèè 12 ìîæíî îïóñòèòü.

Â çàêëþ÷åíèå ÿ õî÷ó âûðàçèòü ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó íàó÷íîìó
ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Îëåãó Ãåîðãèåâè÷ó Ñìîëÿíîâó çà ïîñòàíîâêó çà-
äà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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