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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð âîç-
íèêëà â øåñòèäåñÿòûå ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, è ïðàêòè÷åñêè
ñðàçó îôîðìèëàñü êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ äèñöèïëèíà. Ïðè÷èíîé
ýòîãî ìîæíî ñ÷èòàòü âûñîêèé èíòåðåñ ê îáîáùåíèþ òåîðèè äèñ-
êðåòíûõ èãð íà íåïðåðûâíûé ñëó÷àé. Îñíîâàòåëåì òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ èãð ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûé àìåðèêàíñêèé ìàòåìà-
òèê Ð. Àéçåêñ. Îí ðàçâèë èäåè Äæ. ôîí Íåéìàíà è Ä. Ìîðãåí-
øòåðíà, âëîæåííûå èìè â òåîðèþ äèñêðåòíûõ èãð è ïðåäëîæèë
ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è1: ïóñòü â èãðå ó÷àñòâóþò äâà èã-
ðîêà, ïðåñëåäóþùèå ðàçëè÷íûå èíòåðåñû. Íàçîâåì èõ P è E. Èõ
ôàçîâûå êîîðäèíàòû x(t) è y(t) èç íåêîòîðîãî àôôèííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Rn ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:{

ẋ = ϕ(x, y, u),

ẏ = ψ(x, y, v),

ãäå u è v - èõ óïðàâëåíèÿ, à ôóíêöèè ϕ(·) è ψ(·) îïèñûâàþò
âîçìîæíîñòè âîçäåéñòâèÿ èãðîêîâ íà ñîñòîÿíèå èãðû.

Îñíîâíîé ïðèíöèï, èñïîëüçîâàâøèéñÿ Ð. Àéçåêñîì ïðè ðåøå-
íèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ è ïîñòðîåíèè îáùåé òåîðèè çàêëþ÷àëñÿ
â òîì, ÷òî èãðîêè P è E âûáèðàþò ñâîå óïðàâëåíèå íåçàâèñè-
ìî äðóã îò äðóãà è èñõîäÿ òîëüêî èç òåêóùèõ ôàçîâûõ êîîðäè-
íàò èãðû, íå èñïîëüçóÿ íè ïðåäøåñòâóþùóþ èñòîðèþ èãðû, íè
óïðàâëåíèå, âûáèðàåìîå ïðîòèâíèêîì â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè:

u(t) = u(x(t), y(t)),

v(t) = v(x(t), y(t)).

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ñîäåðæèò î÷åâèäíûå íåäîñòàòêè, îäíàêî â
ðÿäå êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ äàåò íåïëîõèå ðåçóëüòàòû. Â ïîñëåä-
ñòâèè ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðåäëîæåííàÿ P. Àéçåêñîì, áûëà ìíî-

1Àéçåêñ Ð. �Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû�, Ìîñêâà, Ìèð, 1967
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ãîêðàòíî ïåðåñìîòðåíà è ìîäåðíèçèðîâàíà ìíîãèìè èçâåñòíûìè
ìàòåìàòèêàìè.

Öåëè ïðåñëåäóåìûå èãðîêàìè â êàæäîé êîíêðåòíîé èãðå ìîãóò
áûòü ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð, â èãðå ïðåñëåäîâàíèÿ èãðîê P ñòà-
ðàåòñÿ äîãíàòü èãðîêà E, òî åñòü ñòàðàåòñÿ äîñòèãíóòü ñîñòîÿíèÿ
èãðû ‖x(t)− y(t)‖ ≤ R, èãðîê æå E íàîáîðîò ïûòàåòñÿ èçáåæàòü
äàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Èòàê ðåçóëüòàò â èãðå ïðåñëåäîâàíèÿ - ýòî
âîçìîæíîñòü èëè íåâîçìîæíîñòü ïîéìàòü èãðîêà E. Îäíàêî, îöå-
íèâàòü òàêîé ðåçóëüòàò î÷åíü íå óäîáíî â ñèëó åãî äèñêðåòíîñòè,
ïîýòîìó îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ äðóãèå êðèòåðèè, íàïðèìåð:

1. Èãðîê P ñòàðàåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ ïîèìêè, à èãðîê
E, ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìèçèðîâàòü.

2. Èãðîê P ñòàðàåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ðàññòîÿíèå ‖x(t)−y(t)‖,
à èãðîê E, ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìèçèðîâàòü.

Åñòåñòâåííî, òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð íå îãðàíè÷èâà-
åòñÿ ïðèâåäåííîé âûøå èãðîé ïðåñëåäîâàíèÿ, à âêëþ÷àåò â ñåáÿ
øèðîêèé ñïåêòð çàäà÷, òàêèõ êàê ëèíåéíî êâàäðàòè÷íûå èãðû2,
ïîçèöèîííûå èãðû, èãðû ñ ëèíèåé æèçíè3 è ìíîãèå äðóãèå4, íàõî-
äÿùèå ÷àñòîå è îáøèðíîå ïðèìåíåíèå â ýêîíîìèêå, âîåííîì äåëå
è ò.ä.

Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, è ïîýòîìó ïðè ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ â
ýòîé îáëàñòè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ è ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà56, óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

2Æóêîâñêèé Â.È., ×èêðèé À.À, �Ëèíåéíî êâàäðàòè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû�, Êèåâ, Íàóêîâà

äóìêà, 1994 ã.
3Ïøåíè÷íûé Á.Í., �Î ðåøåíèè èãð ñ ëèíèåé æèçíè�, Êèåâ, ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ è

îïòèìèçàöèè ñèñòåì, �3, ñ. 38-46, 1969 ã.
4Ïøåíè÷íûé Á.Í., Îñòàïåíêî Â.Â., �Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû�, Êèåâ, Íàóêîâà äóìêà, 1992 ã.
5Àëåêñååâ Â.Ì., Òèõîìèðîâ Â.Ì., Ôîìèí Ñ.Â., �Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå�, 2-å èçä., Ìîñêâà, ÔÈÇÌÀÒ-

ËÈÒ, 2005ã.
6Èîôôå À.Ä., Òèõîìèðîâ Â.Ì., �Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷�, Ìîñêâà, Íàóêà, ãëàâ. ðåä. Ôèçèêî-

Ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1974 ã.
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â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ7, âûïóêëûé àíàëèç8 è ìåòîäû ëèíåàðè-
çàöèè910

Ñåé÷àñ â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áóðíî ðàçâèâàåò-
ñÿ òåîðèÿ ÷åòòåðèíã ðåæèìîâ11. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì, â êîòî-
ðîì âîçíèêàåò ÷åòòåðèíã ðåæèì, ìîæåò ñëóæèòü çàäà÷à Ôóëëåðà:
ìàññèâíûé øàð äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé
îãðàíè÷åííîé ïî ìîäóëþ ñèëû. Ýòà ñèëà ñëóæèò óïðàâëåíèåì.
Òðåáóåòñÿ îñòàíîâèòü øàð â òî÷êå 0 � íà÷àëå êîîðäèíàò, ìèíè-
ìèçèðîâàâ ïðè ýòîì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îò 0:

T∫
0

x2 dt→ min,

x(0) = x0, ẋ(0) = y0,

x(T ) = 0, ẋ(T ) = 0,

ẍ = u, |u| ≤ 1.

Â îòëè÷èå îò çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ (â òåõ æå óñëîâèÿõ íåîá-
õîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ äîñòèæåíèÿ òî÷êè 0: T → min),
îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ â ïðîñòåéøåé çàäà÷å Ôóëëåðà äîñòèãàåò
íà÷àëà êîîðäèíàò çà êîíå÷íîå âðåìÿ, íî ïðè ýòîì ñîâåðøàåò ñ÷åò-
íîå ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.
Òàêîå ïîâåäåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì
äëÿ çàäà÷ â òåîðèè ÷åòòåðèíã ðåæèìîâ.

Èíòåðåñíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: âîçíèêàþò ëè ïîäîáíûå îñîáåííîñòè îïòèìàëüíûõ òðàåê-
òîðèé â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð?

7Àðóòþíîâ À.Â., �Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Àíîðìàëüíûå è âûðîæäåííûå çàäà÷è.�, Ìîñêâà, Ôàêòîðèàë,

1997 ã.
8Ïîëîâèíêèí Å.Ñ., Áàëàøîâ Ì.Â, �Ýëåìåíòû âûïóêëîãî è ñèëüíî âûïóêëîãî àíàëèçà�, Ìîñêâà, ÔÈÇ-

ÌÀÒËÈÒ, 2004 ã.
9Íèêîëüñêèé Ì.Ñ., �Ëèíåàðèçóåìûå îáúåêòû è èõ ïðèìåíåíèå â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ ïðåñëåäî-

âàíèÿ�, Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ, òîì 205 �4, 1972 ã.
10Ïøåíè÷íûé Á.Í., �Ìåòîä ëèíåàðèçàöèè�, Ìîñêâà, Íàóêà, ãëàâ. ðåä. Ôèçèêî-Ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðà-

òóðû, 1983 ã.
11Zelikin M.I., Borisov V.F. �Theory of Chattering Control with Applications to Astronautics, Robotics,

Economics and Engineering�. Birkhauser, Boston. 1994.
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Îñîáîå ìåñòî â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð çàíèìàþò òàê
íàçûâàåìûå èãðû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé. Èõ ïðèíöèïèàëüíîå
îòëè÷èå îò îïèñàííûõ âûøå èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èãðîê P íå ðàñïîëàãàåò òî÷íîé èíôîðìàöèåé î
ôàçîâûõ êîîðäèíàòàõ èãðîêà E è âûíóæäåí ñòðîèòü ñâîþ ñòðàòå-
ãèþ ïîâåäåíèÿ èñõîäÿ ëèøü èç ÷àñòè÷íîé èíôîðìàöèè îá èãðîêå
E. Â ñåìèäåñÿòûõ-âîñüìèäåñÿòûõ ãîäàõ â ðàáîòàõ ×åðíîóñüêî è
Ìåëèêÿíà èññëåäîâàëèñü ïîäîáíûå èãðû12. Èìè áûë ïðåäëîæåí
ìåòîä ñêàíèðîâàíèÿ äëÿ ïîèñêà ïîäâèæíîãî èãðîêà. Â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî èãðîê P çíàåò ôàçîâûå êîîðäèíàòû èãðîêà E â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è, âîçìîæíî, â êàêèå-òî äðóãèå ïðî-
ìåæóòêè âðåìåíè, óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî òàêèå èãðû ñ íåïîëíîé
èíôîðìàöèåé ýêâèâàëåíòíû òàê íàçûâàåìûì èìïóëüñíûì èãðàì
ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé.

Äðóãîé ïîäõîä ê èãðàì ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé îòíîñèòñÿ ê
èãðàì ïðåñëåäîâàíèÿ è ñîïðÿæåí ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé: èãðîê
P íå çíàåò òî÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ èãðîêà E, îäíàêî åìó èçâåñòíà
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âîçìîæíîãî íàõîæäåíèÿ èãðîêà E è íà-
îáîðîò. Â òàêîãî ðîäà çàäà÷àõ ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå óäàåòñÿ
íàéòè îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè, òàê òàê êàæäûé èç èãðîêîâ äîë-
æåí îïðåäåëÿòü ñâîå ïîâåäåíèå èñõîäÿ èç ïîâåäåíèÿ ïðîòèâíèêà
è ñåäëîâîé òî÷êè 13 íå âîçíèêàåò. Åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì,
ïîæàëóé, ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ðàáîòà Ì.È. Çåëèêèíà 14 î çàäà÷å ïðå-
ñëåäîâàíèÿ íà îêðóæíîñòè, â êîòîðîé óäàëîñü íàéòè îïòèìàëü-
íûå òðàåêòîðèè â êëàññå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé, ââèäó íàëè÷èÿ
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñèììåòðèé â çàäà÷å.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà ñ íåïîë-
íîé èíôîðìàöèåé, ñòîÿùàÿ íà ñòûêå òàêèõ îáëàñòåé ìàòåìàòè-

12×åðíîóñüêî Ô.Ë., Ìåëèêÿí À.À., �Èãðîâûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ è ïîèñêà�, Ìîñêâà, Íàóêà, 1978 ã.
13Êðàñîâñêèé Í.Í., Ñóááîòèí À.È., �Ïîçèöèîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû�, Ìîñêâà, Íàóêà, ãëàâ. ðåä.

Ôèçèêî-Ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1974 ã.
14Çåëèêèí Ì.È., �Îá îäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé�, Äîêëàäû Àêàäåìèè

Íàóê ÑÑÑÐ, òîì 202, �5, 1972 ã.
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êè, êàê òåîðèè ÷åòòåðèíã ðåæèìîâ è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé. Â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å ïîèñêà íåò
îïèñàííîé âûøå ïðîáëåìû îòñóòñòâèÿ ñåäëîâîé òî÷êè, òàê êàê
èãðîê E â íåé íåïîäâèæåí. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó,
îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè â ýòîé çàäà÷å ÷àñòî ñîäåðæàò íåîæè-
äàííûå îñîáåííîñòè ïðè íà÷àëå è îêîí÷àíèè äâèæåíèÿ. Ýòè îñî-
áåííîñòè â ÷åì-òî ñõîæè ñ îñîáåííîñòÿìè ÷åòòåðèíã ðåæèìà.

Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàòü îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè â çàäà÷àõ
ïîèñêà íåïîäâèæíîãî îáúåêòà íà n-ìåðíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèÿõ ñ íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè; ïîêà-
çàòü íàëè÷èå íåóñòðàíèìîé âèõðåâîé îñîáåííîñòè â îïòèìàëüíûõ
ñòðàòåãèÿõ äëÿ òàêèõ çàäà÷; äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëü-
íîé ñòðàòåãèè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå; èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïîâåäåíèå îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé âáëèçè âèõðåâîé îñîáåí-
íîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòî-
äû ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé, òåîðèè èãð, à òàê æå ìåòîäû îáùåé òîïîëîãèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íî-
âûìè è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Â çàäà÷àõ ïîèñêà íåïîäâèæíîãî îáúåêòà ñ íåîãðàíè÷åííîé
ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äîêàçàíî íàëè÷èå âèõðå-
âûõ îñîáåííîñòåé â îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèÿõ ïðè íà÷àëå äâè-
æåíèÿ.

2. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èçó÷åíî ïîâåäåíèå îïòèìàëüíûõ ñòðà-
òåãèé ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ ïëîòíîñòè, à òàêæå íàéäåíà îïòèìàëü-
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íàÿ ñòðàòåãèÿ â êëàññå íàòóðàëüíûõ ïàðàìåòðèçàöèé ëîãà-
ðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé.

3. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ îïòè-
ìàëüíîé ñòðàòåãèè è ïîêàçàíî îòñóòñòâèå åäèíñòâåííîñòè.
Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, â íåêî-
òîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííûå ê âèõðåâûì, âû÷èñëåíà àñèìï-
òîòèêà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé âáëèçè
îáîèõ òèïîâ îñîáåííîñòåé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ
íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð; ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè ïî òåîðèè èãð è îïòèìàëüíî-
ìó óïðàâëåíèþ.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äî-
êëàäûâàëèñü àâòîðîì íåîäíîêðàòíî íà ñåìèíàðå ïðîô.
Ì.È. Çåëèêèíà ïî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ (2006-2008 ã.),
íà êîíôåðåíöèè ¾Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ¿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (Ìîñêâà 2007 ã.), íà ñåìèíàðå ïðîô. Å.Ñ.
Ïîëîâèíêèíà êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè Ìîñêîâñêîãî Ôèçèêî-
Òåõíè÷åñêîãî Èíñòèòóòà (2008 ã.), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ�, ïîñâÿùåííîé
100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà (Ìîñêâà, 2008ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêî-
âàíû â 4 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðà-
òà [1-4].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-
äåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.
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Îáùèé îáúåì òåêñòà � 64 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåð-
æèò 31 íàèìåíîâàíèå.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè èçëîæåíà êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ, è
ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå çàäà÷è è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷ ïîèñêà íà ðèìàíîâîì
ìíîãîîáðàçèè M , â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò äâà èãðîêà. Èãðîê P �
ïðåñëåäîâàòåëü, äâèæóùèéñÿ ñ îãðàíè÷åííîé ïî ìîäóëþ ñêîðî-
ñòüþ |ẋ(t)| ≤ v0 è íà÷èíàþùèé ñâîå äâèæåíèå â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t0 = 0 èç íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè o ∈ M .
Îí èùåò èãðîêà E, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü íåïîäâèæåí (ýòî-
ãî �èãðîêà� âåðíåå áûëî áûëî áû íàçâàòü íåïîäâèæíûì îáúåê-
òîì, íî òðàäèöèÿ òðåáóåò íàçûâàòü åãî èãðîêîì è â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ èìåííî òàêîãî òåðìèíà). Èãðîêó P

íåèçâåñòíî òî÷íîå ðàñïîëîæåíèå èãðîêà E, îäíàêî åìó èçâåñòíà
ôóíêöèÿ ψ(x) ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ èãðîêà E.

Ïîèñê çàêàí÷èâàåòñÿ â òîò ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà èãðîê P

âïåðâûå óâèäèò èãðîêà E. Îáëàñòü âèäèìîñòè èãðîêà P â ìîìåíò
âðåìåíè t � ýòî çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà R0 ñ öåíòðîì â òî÷êå x(t)

ðàñïîëîæåíèÿ èãðîêà P . Îáîçíà÷èì òàê æå ÷åðåç B0 � îáëàñòü
âèäèìîñòè èãðîêà P â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Åñòåñòâåííî
ñ÷èòàòü, ÷òî ψ(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ B0.

Ïîñêîëüêó èãðîê E íåïîäâèæåí, òî ñòðàòåãèåé èãðîêà P â äàí-
íîì êëàññå çàäà÷ ñëóæèò çàðàíåå âûáðàííàÿ òðàåêòîðèÿ x(t) =

γ(t). Åñòåñòâåííî, îíà äîëæíà íà÷èíàòüñÿ â òî÷êå o è óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèþ ëèïøèöà15:

|γ(t2)− γ(t1)| ≤ v0|t2 − t1| ∀t1 ≥ 0, t2 ≥ 0.

15Íàòàíñîí È.Ï., �Êîíñòðóêòèâíàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé�, Ìîñêâà-Ëåíèíãðàä, ÒåõÒåîðËèò, 1949 ã.
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Îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé â çàäà÷àõ ïîèñêà ìû áóäåì ñ÷èòàòü
òó ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âðåìåíè ïîèñêà èãðîêà E èãðîêîì P .

Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � ïîêàçàòü íàëè÷èå íåîæèäàííûõ îñî-
áåííîñòåé â îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèÿõ, âîçíèêàþùèõ â øèðîêîì
êëàññå çàäà÷ îïèñàííîãî âûøå òèïà.

Òàêæå â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà òàêèõ
îñîáåííîñòåé íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, â êîòîðûõ îòêðûòàÿ
îêðåñòíîñòü U(o, 1 + δ) òî÷êè o ðàäèóñà 1 + δ èçîìîðôíà êàê
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå îòêðûòîìó øàðó òàêîãî æå ðàäèóñà â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå:

Îïðåäåëåíèå (1.1). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ γ(t) èìå-

åò âèõðåâóþ îñîáåííîñòü (ñì. [1]) ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ, åñëè

äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî âûïóêëîãî îñòðîóãîëüíîãî êîíóñà K+ ñ âåð-

øèíîé â òî÷êå o è ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ∆t íàéäåòñÿ ìîìåíò

âðåìåíè 0 < t1 < ∆t, òàêîé ÷òî

γ(t1) /∈ K+.

Ñòðàòåãèÿ ñ âèõðåâîé îñîáåííîñòüþ ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ êàê
ìèíèìóì íå èìååò ïðîèçâîäíîé ïðè t = 0. Òàê, íàïðèìåð, â çà-
äà÷å ïîèñêà íà îòðåçêå ïðåñëåäîâàòåëü P çà ñêîëü óãîäíî ìàëûé
íà÷àëüíûé èíòåðâàë âðåìåíè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ìåíÿåò íà-
ïðàâëåíèå ñâîåãî äâèæåíèÿ, ÷òîáû çà ýòîò íà÷àëüíûé èíòåðâàë
âðåìåíè ïîáûâàòü ñ îáåèõ ñòîðîí îò òî÷êè o. Â ñëó÷àå äâóìåðíî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ âåêòîð ñêîðîñòè èãðîêà P ñîâåðøàåò çà ëþáîé
ñêîëü óãîäíî ìàëûé íà÷àëüíûé èíòåðâàë âðåìåíè ñ÷åòíîå ÷èñ-
ëî ïîëíûõ îáîðîòîâ (ýòî è ïîñëóæèëî ïðè÷èíîé íàçâàíèÿ òàêèõ
îñîáåííîñòåé âèõðåâûìè). Åùå áîëåå òðóäíî ïðåäñòàâèìûå îï-
òèìàëüíûå ñòðàòåãèè âîçíèêàþò ïðè ïîèñêå íà ìíîãîîáðàçèÿõ
ñ ðàçìåðíîñòüþ áîëüøå äâóõ. Çäåñü çà ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìà-
ëûé íà÷àëüíûé èíòåðâàë âðåìåíè èãðîê P ñòðåìèòñÿ ïîëíîñòüþ
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îñìîòðåòü îêðåñòíîñòü ãðàíèöû îáëàñòè âèäèìîñòè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè16.

Â �1.3 äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà äëÿ çàäà÷ ïîèñêà íà n-ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè:

Òåîðåìà (1.1). Åñëè γ̂(t) - îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ, è ψ(x) ðàâ-

íîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè x → ∂B0 ñíàðóæè øàðà, òîãäà

γ̂(t) èìååò âèõðåâóþ îñîáåííîñòü ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ψ(x) óñòðîåíà êàê â òåîðåìå 1.1, òîãäà
ïðè îïòèìàëüíîì ïîèñêå èãðîê P äîëæåí íà÷àòü ñâîå äâèæåíèå
ñ òîãî, ÷òî �âçäðîãíóòü� � òî åñòü îñìîòðåòü âñþ ìàëóþ âíåøíþþ
îêðåñòíîñòü ãðàíèöû øàðà ∂B0 çà ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëûé
íà÷àëüíûé èíòåðâàë âðåìåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâåäåíî îò ïðîòèâíîãî: åñëè
îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ γ̂(t) â óñëîâèÿõ òåîðåìû íå îáëàäàåò âèõ-
ðåâîé îñîáåííîñòüþ ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ, òî â ñåìåéñòâå èãîëü-
÷àòûõ âàðèàöèé ýòîé ñòðàòåãèè âñåãäà ìîæíî îòûñêàòü ñòðàòå-
ãèþ ñî ñòðîãî ìåíüøèì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âðåìåíè ïî-
èñêà èãðîêà E.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà áîëåå äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ âèõðåâûõ îñî-
áåííîñòåé íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. Êàê ïîêàçàíî â �2.1, ïðè
íàëîæåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè ψ(x) îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ â äîïîë-
íåíèå ê âèõðåâîé îñîáåííîñòè ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ èììåò áîëåå
ñåðüåçíîå âûðîæäåíèå, à èìåííî:

Òåîðåìà (2.1). Åñëè γ̂(t) � îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ â çàäà÷å ïî-

èñêà íà äâóìåðíîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè M , è íà ôóíêöèþ ψ(x)

âáëèçè ãðàíèöû êðóãà ∂B0 íàëîæåíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷å-

íèå (ρ(·, ·) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå íà M)
16Âî ââåäåíèè ïðè ïîÿñíåíèè ðàçëè÷íûõ òåîðåì è óòâåðæäåíèé àâòîð ïîçâîëÿåò ñåáå íåêîòîðóþ âîëü-

íîñòü èçëîæåíèÿ, çà òåì ëèøü, ÷òîáû íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü èõ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Òî÷íûå

ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà ÷èòàòåëü ñìîæåò íàéòè â òåêñòå äèññåðòàöèè.
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∀x /∈ B0 ψ(x) ≥ const

(ρ(x, o)− 1)α
, ãäå

1

2
< α < 1,

òîãäà òðàåêòîðèÿ γ̂(t) çà ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå âðåìÿ ∆t

îáÿçàíà ïîáûâàòü â îáîèõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ëþáîé

ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó o.

Ïðèìåðîì òàêîé òðàåêòîðèè ìîæåò ñëóæèòü ëþáàÿ ñïèðàëü
êîíå÷íîé äëèíû, äåëàþùàÿ ñ÷åòíîå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã òî÷êè
o. Ïîñêîëüêó ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè ÷àñòî äîñòàâëÿþò àñèìï-
òîòèêó îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé â ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷àõ, â �2.2
ïîäðîáîíî èçó÷åí ýòîò êëàññ òðàåêòîðèé. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâà-
íèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â êëàññå íàòóðàëüíûõ ïàðàìåòðèçà-
öèé γexp(k, t) ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé âèäà

r = ek(ϕ−ϕ0),

íà êðóãå U(o, 1 + δ) ⊆ M ñ öåíòðîì â òî÷êå o è ðàäèóñà 1 + δ

ñ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ψ(x) = ψ(ρ(x, o)):

Òåîðåìà (2.2). Ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû 0 < kmin <

kmax < +∞, íåçàâèñÿùèå îò δ è ψ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì

δ è ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ψ(ρ) ñóùåñòâóåò k0 ∈ [kmin; kmax],

ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ γexp(k0, t) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ñðå-

äè âñåõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ãëàâû 3 ñîñòîèò èç èññëåäîâàíèÿ îä-
íîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Â �3.1 ïîäðîáíî èçó÷åí êëàññ ñòðàòåãèé
SW∞(A,B) íà îòðåçêå [−A;B] ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì
ïåðåêëþ÷åíèé è âûÿâëåíû îñíîâíûå åãî ñâîéñòâà. ��3.2 è 3.3 ñî-
äåðæàò äâà êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòà ïðî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëü-
íîé ñòðàòåãèè â îäíîìåðíîé çàäà÷å ïîèñêà íà îòðåçêå. Âî-ïåðâûõ
äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ëèïøèöåâîé ñòðàòåãèè γ(t)

âñåãäà ìîæíî íàéòè ñòðàòåãèþ γ̃(t) ∈ SW∞(A,B), èìåþùóþ íå
õóäøåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ïîèñêà:
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Òåîðåìà (3.1). Íåçàâèñèìî îò ôóíêöèè ψ(x) â çàäà÷å ïîèñêà íà

îòðåçêå [−A;B] ïî ëþáîé äîïóñòèìîé ëèïøèöåâîé ñòðàòåãèè

γ(t) ìîæíî ïîñòðîèòü ñòðàòåãèþ γ̃(t) ∈ SW∞(A,B) ñ òàêèì

æå èëè ìåíüøèì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âðåìåíè ïîèñêà.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíôèìóì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âðåìåíè

ïîèñêà ñîâïàäàåò äëÿ êëàññîâ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé è ñòðà-

òåãèé ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé.

Âî-âòîðûõ äîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñóùåñòâóåò
ïðè ëþáîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ψ(x), è, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäó-
ùåé òåîðåìû, åå âñåãäà ìîæíî íàéòè èìåííî ñðåäè ñòðàòåãèé ñ
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé:

Òåîðåìà (3.2). Â çàäà÷å ïîèñêà íà îòðåçêå ñ ëþáîé ôóíêöè-

åé ïëîòíîñòè ψ(x) ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ γ̂(t) ∈ SW∞(A,B),

ÿâëÿþùàÿñÿ îïòèìàëüíîé ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ ëèïøèöåâûõ

ñòðàòåãèé.

Â ãëàâå 4 èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè íà
îòðåçêå êàê äëÿ ôóíêöèé ïëîòíîñòè ψ(x), êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê
+∞ ïðè ïðèáëèæåíèè x ê ãðàíèöå øàðà ∂B0 = {R0,−R0}, òàê
è â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà ψ(x), íàîáîðîò, îãðàíè÷åíà (R0 -
ðàäèóñ âèäèìîñòè èãðîêà P ; A,B > R0, è çà òî÷êó o, åñòåñòâåííî,
âçÿò 0):

Òåîðåìà (4.4). Ïóñòü ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ψ(x)

íåïðåðûâíà íà îáúåäèíåíèè [−A;−R0) ∪ (R0;B]. Åñëè ψ(x) →
+∞ ïðè x → R0 ñïðàâà è x → −R0 ñëåâà, òîãäà îïòèìàëüíàÿ

ñòðàòåãèÿ γ̂(t) èìååò ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ïåðåêëþ÷åíèé âáëèçè

0. Åñëè æå ψ(x) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè õîòÿ áû îäíîé èç

òî÷åê −R0 èëè R0, òîãäà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ γ̂(t) èìååò

êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïåðåêëþ÷åíèé â îêðåñòíîñòè 0.

Òàêæå â ãëàâå 4 ïîëó÷åí äðóãîé íåîæèäàííûé ôåíîìåí ïîâå-
äåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïðè t → +∞, â êàêîì-òî ñìûñëå
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äâîéñòâåííûé âèõðåâîé îñîáåííîñòè ïðè t → 0: åñëè ôóíêöèÿ
ïëîòíîñòè ψ(x) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà êîíöàõ îòðåçêà [−A;B], òî
èãðîê P ñ÷åòíîå ÷èñëî ðàç ìåíÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïðè
ïðèáëèæåíèè ê êîíöàì îòðåçêà. À èìåííî, êîãäà âåðîÿòíîñòü
íàéòè èãðîêà E îêîëî äàííîãî êîíöà îòðåçêà ñòàíîâèòñÿ äîñòà-
òî÷íî ìàëîé ïðåñëåäîâàòåëü P áåæèò ê äðóãîì êîíöó îòðåçêà è
òàì, â ñâîþ î÷åðåäü, íå äîáåæàâ äî ñàìîãî êîíöà, ïîâîðà÷èâàåò
îáðàòíî, è òàê ïðîèñõîäèò ñ÷åòíîå ÷èñëî ðàç. Ïðè ýòîì, ïîèñê
ìîæåò â ïðèíöèïå çàíÿòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîå âðåìÿ, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî îáçîð âñåãî îòðåçêà òðåáóåò ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî
âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ïîèñêà
îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

Ðåçóëüòàòîì �4.1 ïîìèìî òåîðåìû 4.4, êîòîðàÿ áûëà îïèñà-
íà âûøå, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î õàðàêòåðå îñîáåííîñòåé
îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â çàäà÷å ïîèñêà íà îòðåçêå M = [−A;B]

(ñì. [2]):

Òåîðåìà (4.3). Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(x) íåïðåðûâíà íà îáúåäèíåíèè

[−A;−R0) ∪ (R0;B]. Åñëè ψ(x) → 0 ïðè x → −A è x → B,

òîãäà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ γ̂(t) èìååò ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî

ïåðåêëþ÷åíèé âáëèçè êîíöîâ èíòåðâàëà (−A+R0;B−R0). Åñëè

æå ψ(x) îòäåëåíà îò 0 â îêðåñòíîñòè õîòÿ áû îäíîé èç òî÷åê

−A èëè B, òîãäà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ γ̂(t) èìååò êîíå÷-

íîå êîëè÷åñòâî ïåðåêëþ÷åíèé â îêðåñòíîñòè êîíöîâ èíòåðâàëà

(−A + R0;B −R0).

Òàêæå â ãëàâå 4 íàéäåíû ôîðìóëû äëÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ
(ñì. [3]) è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ âû-
÷èñëåíà àñèìïòîòèêà òî÷åê ïîâîðîòà êàê âáëèçè òî÷êè 0, òàê è
âáëèçè êîíöîâ èíòåðâàëà (−A + R0;B − R0). Åñëè âáëèçè R0 è
−R0 ôóíêöèÿ ψ(x) âåäåò ñåáÿ êàê ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ:
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ψ(x) ∼ cα
|x−R0|α

, ïðè x > R0,

ψ(x) ∼ cβ
|x+R0|β

, ïðè x < −R0,

ãäå α è β èç èíòåðâàëà (0; 1), òîãäà òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ îïòè-
ìàëüíîé ñòðàòåãèè . . . , x−n, x−n+1, . . . , x−1, x0, . . . (ïî òåîðåìå 4.4
íóìåðàöèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ èäåò îò −∞) óñòðîåíû ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

|xn−2| ∼ cα
1
αβ cβ

1
β |xn|

1
αβ , ïðè xn > R0

|xn−2| ∼ cα
1
αcβ

1
αβ |xn|

1
αβ , ïðè xn < R0

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòðîåíà àñèìïòîòèêà òî÷åê ïåðåêëþ-
÷åíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê êîíöàì èíòåðâàëà (−A+R0;B −R0),
åñëè ψ(x)→ 0 ïðè x→ −A è x→ B êàê ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ:

ψ(x) ∼ ca(x + A)α, ïðè x→ −A + 0,

ψ(x) ∼ cb(B − x)β, ïðè x→ B − 0,

ãäå α è β ïîëîæèòåëüíû, òîãäà ïîëó÷àåì (äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ
è îòðèöàòåëüíûõ ŝnn−l ñîîòâåòñòâåííî):

A−R0 − |ŝnn−l+1| ∼
(
cb
ca

1
(A+B)(1+β)

) 1
α (
B −R0 − |ŝnn−l|

)1+β
α ,

B −R0 − |ŝnn−l+1| ∼
(
ca
cb

1
(A+B)(1+α)

) 1
β (
A−R0 − |ŝnn−l|

)1+α
β .

Ïîêàçàòåëüíûì ïðèìåðîì ìîäåò ñëóæèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è
ïîèñêà íà îòðåçêå [−2; 2] (ðàäèóñ âèäèìîñòè R = 1):

1. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ψ(x) óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ(x) =

{
2− |x|, åñëè 1 ≤ |x| ≤ 2,

0, åñëè |x| < 1.
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Â ýòîì ñëó÷àå ïî òåîðåìå 4.3 â îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïðè
t→ +∞ òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ íàêàïëèâàþòñÿ ê êîíöàì
îòðåçêà. Àñèìïòîòèêà ñëåäóþùàÿ: x0 ' 1, 66, x1 ' −1, 972,
x2 ' 1, 999798, . . ., |xn| ' 2− 4 · 12−2n . . .

2. Â ýòîì ïðèìåðå çàäà÷à ïîèñêà òîæå ïðîèñõîäèò íà îòðåçêå
[−2; 2], òîëüêî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ψ(x) óñòðîåíà ïîäðóãîìó:

ψ(x) =

{
1

4
√
|x|−1

, åñëè 1 < |x| ≤ 2,

0, åñëè |x| ≤ 1,

Òîãäà ïî òåîðåìå 4.4 èãðîê P ïðè îïòèìàëüíîì ïîèñêå äåëà-
åò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ: x0 '
1
3, x−1 ' −0, 00694, x−2 ' 0, 00000301, ..., |x−n| ' 16·48−2−n...
(íóìåðàöèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ ïî òåîðåìå 4.4, åñòåñòâåííî,
èäåò îò −∞).

Òàêèì îáðàçîì â îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé òî÷êè ïåðåêëþ÷å-
íèÿ ïðèáëèæàþòñÿ ê òî÷êàì ñãóùåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñî ñêîðî-
ñòüþ 2 â ñòåïåíè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, òî åñòü, íàïðèìåð,
êàê 2(−2n). Òàêîå ïîâåäåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè êîðåííûì
îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò òèïè÷íîãî ïîâåäåíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåê-
òîðèé ïðè ÷åòòåðèíã ðåæèìå (â çàäà÷å Ôóëëåðà, íàïðèìåð, òî÷êè
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðèáëèæàþòñÿ ê 0 ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè).

Àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Ì.È. Çåëèêèíà çà ïðåäëîæåí-
íóþ òåìó, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, öåííûå çàìå÷àíèÿ è
ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ, Ð.À. Óñà÷åâà çà îáñóæäåíèÿ è öåí-
íûå çàìå÷àíèÿ.

14



Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

[1] Ëîêóöèåâñêèé Ë.Â., �Âèõðåâûå îñîáåííîñòè îïòèìàëüíûõ
ñòðàòåãèé ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ â çàäà÷àõ ïîèñêà íà n-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ�, Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê, òîì 417,
N 3, íîÿáðü 2007, Ñ. 316-318.

[2] Ëîêóöèåâñêèé Ë. Â., �Íàêîïëåíèå ïåðåêëþ÷åíèé â çàäà-
÷àõ ïîèñêà�, Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà, Ôóíäàìåíòàëüíûå íà-
ïðàâëåíèÿ, 2006 ã., 19, 70�77

[3] Ëîêóöèåâñêèé Ë. Â., Çåëèêèí Ì.È, Óñà÷åâ Ð.À., �Âèõðåâûå
îñîáåííîcòè îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïðè íà÷àëå äâèæåíèå â
çàäà÷àõ ïîèñêà íà n-ìåðíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ�, Ñî-
âðåìåííàÿ ìàòåìåòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ, ÐÓÄÍ, òîì 58, 2008
ã., ñòð 56-78
Â ðàáîòå Çåëèêèíó Ì.È. ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, Ëîêóöèåâñêîìó Ë.Â.

ïðèíàæëåæàò äîêàçàòåëüñòâà, çà èñêëþ÷åíèåì òåîðåìû 10.3, Óñà÷åâó Ð.À. ïðè-

íàäëåæèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.3.

[4] Lokutsievskii L.V., Zelikin M.I., �Vortex Singularity in search
game problems at the beginning and ending of search�, Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è
òîïîëîãèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Ñ.
Ïîíòðÿãèíà, Ìîñêâà, 2008 ã., 265�266
Â ðàáîòå Çåëèêèíó Ì.È. ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, Ëîêóöèåâñêîìó Ë.Â.

ïðèíàæëåæàò äîêàçàòåëüñòâà.

15


