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ïâýáñ èáòáëôåòéóôéëá òáâïôù
áËÔÕÁÌØÎÏÓÔØ ÔÅÍÙ. äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ |
ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÎÔÅÚÁ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×-
ËÉ ÚÁÄÁÞ É ÎÁÈÏÄÑÝÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ É ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÅ.

ðÒÏÂÌÅÍÕ ÓÉÎÔÅÚÁ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÒÁÔËÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÄÁÎ ÚÁÐÁÓ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÂÁÚÉÓ), ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. úÁÄÁÎÙ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ
ÏÂßÅËÔÏ× | ÓÈÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÎ ÓÐÏÓÏÂ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ
(×ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÊ) ÅÀ ÆÕÎËÃÉÉ; ÓÈÅÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÔÒÏÅÎÉÅ, Á ÆÕÎËÃÉÑ | ÐÏ-
×ÅÄÅÎÉÅ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÌÉ ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ×
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÈÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÁÌÉ-
ÚÕÅÔ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÙÞÎÏ ×ÁÖÎÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ÎÏ
É ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ.
ëÁÞÅÓÔ×Ï ÓÈÅÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÍÅÒ ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ1), ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,
ÓÔÏÉÍÏÓÔØ, ÚÁÎÉÍÁÅÍÙÅ ÏÂßÅÍ ÉÌÉ ÐÌÏÝÁÄØ, ÇÌÕÂÉÎÁ, ÚÁÄÅÒÖËÁ, ÍÏÝÎÏÓÔØ
É ÄÒ.

åÓÌÉ ÂÁÚÉÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÂÏÒ-
ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ïÄÎÁËÏ ÒÅÁÌØÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÍ
ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË Ó ÒÏÓÔÏÍ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓÈÅÍÁÈ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÈÅÍ ÒÁÓÔÅÔ ÏÞÅÎØ ÂÙÓÔÒÏ É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ
ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÙÍ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÏÌØÛÁÑ ÔÒÕÄÏ-
ÅÍËÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÉÎÔÅÚÁ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÐÒÉÓÕÝÁ ×ÓÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ,
ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, | Ë ÜÔÏÍÕ ×Ù×ÏÄÕ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÐÒÉ-
ÛÅÌ ó. ÷. ñÂÌÏÎÓËÉÊ2). ó ÔÅÈ ÐÏÒ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÓÔÁÌÁ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÏÊ,

1) óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ: ìÕÐÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÐÒÁ×ÌÑÀ-
ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, 1984; ëÏÒÛÕÎÏ× á. ä. ïÂ
ÏÃÅÎËÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÏÂßÅÍÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉ-
ÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×ÙÐ. 19. | í.: îÁÕËÁ, 1967. | C. 275{284; ëÒÁ×ÃÏ× ó. ó. ï ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ
ÆÕÎËÃÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×ÙÐ. 19. | í.: îÁÕËÁ, 1967. | C. 285{292; Mc-
Coll W. F., Paterson M. S. The depth of all Boolean functions // SIAM J. Comput. |
1977. | V. 6, � 2. | P. 373{380; ìÕÐÁÎÏ× ï. â. ï ÓÈÅÍÁÈ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
Ó ÚÁÄÅÒÖËÁÍÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×ÙÐ. 23. | í.: îÁÕËÁ, 1970. | C. 43{81; ÷ÁÊÎ-
Ã×ÁÊÇ í. î. ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // äÏËÌÁÄÙ áî óóóò. |
1961. | ô. 139, � 2. | ó. 320{323; ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ï. í. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÍÅÒÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×ÙÐ. 38. | í.: îÁÕËÁ, 1981. |
C. 117{179.

2) ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ïÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÈ ÓÉÎÔÅÚÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ËÏÎÔÁËÔ-
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ÐÏÌÕÞÉ× ÍÎÏÇÏ ËÏÓ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ó×ÏÅÊ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ. ÷ ÓÉÌÕ
ÜÔÏÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁ-
ÄÁÞÉ. ïÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÊ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ
ÚÁÄÁÞÉ, Ô. Å. × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ, Á �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜËÏ-
ÎÏÍÎÙÈ� ÓÈÅÍ. îÏ É ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÉ ÐÏÉÓËÅ �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÏÇÏ� ÒÅÛÅÎÉÑ,
×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ
ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÜÔÏÊ
ÚÁÄÁÞÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
ÔÁËÏ×Á. ëÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÅ S ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
L(S) | ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ S, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÈÅÍÙ. óÞÉÔÁÅÔÓÑ,
ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ L(S). þÅÒÅÚ L(f) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ f É ÉÍÅÅÔ ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ÷×ÏÄÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ L(n) = maxL(f), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ
ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ôÒÅÂÕÅÔ-
ÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÅÔÏÄ ÓÉÎÔÅÚÁ ÓÈÅÍ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ f É ÉÍÅ-
ÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÕÀ ÉÌÉ ÍÁÌÏ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ L(n).
ôÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÂÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ K. ûÅÎÎÏÎÏÍ3) × 1949 Ç. ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ
ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ
ÓÉÓÔÅÍ. æÕÎËÃÉÀ L(n) ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÅÊ ûÅÎÎÏÎÁ.

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÏÓÎÏ×Ù ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÎÔÅÚÁ É ÓÌÏÖÎÏ-
ÓÔÉ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÙÌÉ ÚÁÌÏÖÅÎÙ ï. â. ìÕÐÁÎÏ×ÙÍ. éÍ ÂÙÌÉ ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÙ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÓÉÎÔÅÚÁ É ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÕÐÒÁ×ÌÑÀ-
ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ | ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ ÇÌÕÂÉÎÙ 2, ËÏÎÔÁËÔÎÏ-×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ,
ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎËÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÅÚ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÈÏÄÏ× (ÆÏÒÍÕÌ) É Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ
×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ (ÆÏÒÍÕÌ Ó ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÐÁÍÑÔØÀ), ÆÏÒÍÕÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÌÕÂÉ-
ÎÙ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ-ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÒÅÌÅÊÎÏ-ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ
ÓÈÅÍ É ÄÒ. ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ
ï. â. ìÕÐÁÎÏ×ÙÍ ÂÙÌÉ ×ÙÑ×ÌÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ É ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ, × ÞÉ-
ÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌÏ Ñ×ÌÅÎÉÅ, ÎÁÚ×ÁÎÎÏÅ ÜÆÆÅËÔÏÍ ûÅÎÎÏÎÁ: ÐÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ
× ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÍ ËÌÁÓÓÏ× ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ
ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ÐÏÞÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÕÀ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ë ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÎÔÅÚÁ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ
ÎÙÈ ÓÈÅÍ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×ÙÐ. 2. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1959. | C. 75{121.

3) Shannon C. E. The synthesis of two-terminal switching circuits // Bell Syst.
Techn. J. | 1949. | V. 28, � 1. | P. 59{98.
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ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ É ×ÏÐÒÏÓÙ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÅ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÁÓÔØ ÉÚÕ-
ÞÁÅÍÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ
ÍÅÔÏÄÏ× ÓÉÎÔÅÚÁ (ÒÁÓÞÉÔÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ),
Á ÄÒÕÇÕÀ | Ë ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÉÎÔÅÚÁ ÓÈÅÍ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ (ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ)
ÆÕÎËÃÉÊ (ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ).

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ
ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÍÏÄÅÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ | ËÌÁÓÓÕ ÓÈÅÍ ÉÚ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÕÞÁÅÍÙÅ ÓÈÅÍÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÁËÖÅ
ÍÎÏÇÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÐÒÉÓÕÝÉÍÉ ×ÅÎÔÉÌØÎÙÍ ÓÈÅÍÁÍ | ËÌÁÓÓÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ
ÐÒÏÓÔÙÈ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÎÅÓÕÝÅÍÕ ÂÏÌØÛÕÀ �ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ� ÎÁ-
ÇÒÕÚËÕ É ÕÄÏÂÎÏÍÕ ÄÌÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÏÂÝÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÓÉÎÔÅÚÁ, ËÏÔÏÒÙÅ, ËÁË
ÐÒÁ×ÉÌÏ, × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÙ × ÄÒÕÇÉÈ
ËÌÁÓÓÁÈ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.

÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ
Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ, Ô. Å. ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ
l(xn) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÄÌÑ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ×ÅÌÉÞÉÎÙ xn. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ (Á ÔÁËÖÅ ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ)
ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ | ÜÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ
ÏÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÃÅÐÏÞËÁÈ, ËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ4).
áÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ

a0 = 1; a1; : : : ; am = n;

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, 1 ≤ k ≤ m; ÎÁÊ-
ÄÅÔÓÑ Ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) i É j, 0 ≤ i; j ≤ k − 1;
ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ak = ai + aj. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ m ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÄÌÑ
n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ l(n). ïÞÅ-
×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ l(n) É l(xn) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ l(n) ÐÏÓÔÁ×ÉÌ × 1894 Ç.
è. äÅÌÌÁË, ÈÏÔÑ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÅÝÅ × ÄÒÅ×ÎÅÊ éÎÄÉÉ ÂÙÌ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ �ÂÉÎÁÒ-
ÎÙÊ� ÍÅÔÏÄ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ. ÷ 1937 Ç. á. ûÏÌØÃ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ××ÅÌ
ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ.

÷ 1939 á. âÒÁÕÜÒÏÍ5) ÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ l(n) ÐÒÉ n→∞ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ
4) ëÎÕÔ ä. å. éÓËÕÓÓÔ×Ï ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Ô. 2. 3-Å ÉÚÄÁÎÉÅ. | í.: éÚÄÁÔÅÌØÓËÉÊ

ÄÏÍ �÷ÉÌØÑÍÓ�, 2000.
5) Brauer A. On addition chains // Bull. Amer. Math. Soc. | 1939. | V. 45. | P. 736{

739.
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ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ6)

l(n) ∼ log n;

ÐÒÉÞÅÍ ÉÍ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ

l(n) ≤ log n+ log n
log log n +O

( log n log log log n
(log log n)2

)
:

÷ 1960 Ç. ð. üÒÄ�ÅÛ7) ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ n ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

l(n) = log n+ log n
log log n + o

( log n
log log n

)
;

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÒÁÚÎÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ log n Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÞÉÓÌÁ n É ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÉ-
ÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n, Á �ÍÏÝÎÏÓÔÎÏÅ� ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n, Ë ÐÏ×ÔÏÒÎÏÍÕ ÌÏÇÁÒÉÆ-
ÍÕ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÓÔÒÏÅÎÉÑ� ÞÉÓÌÁ n É ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ �ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ� n.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ (ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÎÁ ÑÚÙËÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÃÅÐÏÞÅË)
ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÎÁÉÓËÏÒÅÊÛÅÍ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ ×
ÓÔÅÐÅÎØ8).

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÉÌÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁÉÓËÏÒÅÊÛÅÍ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ × ÓÔÅÐÅÎØ). üÔÉ
ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ, ÐÏ-ÓÕÝÅÓÔ×Õ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ
ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ.

ðÕÓÔØ A = (aij) | ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ p × q Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁ-
ÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË.

áÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ9) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
6) úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ log x ÏÚÎÁÞÁÅÔ log2 x, Á ÚÁÐÉÓØ f(n) ∼ g(n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ n→∞

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f(n)=g(n) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1.
7) Erdos P. Remarks on number theory, III: On addition chains // Acta Arith. | 1960. |

V. 6. | P. 77{81.
8) óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÚÏÒÙ: Subbarao M. V. Addition chains | some results and prob-

lems // Number Theory and Applications. Editor R. A. Mollin. NATO Advanced Science
Institutes Series: Series C. | Kluwer Academic Publisher Group, 1989. | V. 265. |
P. 555{574; Bos J., Coster M. Addition chain heuristics // Proceedings of Crypto'89. |
Springer-Verlag, 1990. | V. 435. | P. 400{407; Gordon D. M. A survey of fast exponenti-
ation methods // Journal of Algorithms. | 1998. | V. 27. | P. 129{146.

9) Knuth D. E., Papadimitriou C. H. Duality in addition chains // Bulletin of the European
association for Theoretical Computer Science. | 1981. | V. 13. | P. 2{4.
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ÎÏÓÔØ q-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÎÁÂÏÒÏ×) ×ÉÄÁ

v1 = (1; 0; : : : ; 0);v2 = (0; 1; : : : ; 0); : : : ;vq = (0; 0; : : : ; 1);
vq+1;vq+2; : : : ;vq+r;

ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó q ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:
1) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, q + 1 ≤ k ≤ q + r; ÎÁÊÄÅÔÓÑ Ä×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ

(ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) i É j, 1 ≤ i ≤ k − 1; 1 ≤ j ≤ k − 1; ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
vk = vi + vj (ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÅ);

2) {(a11; a12; : : : a1q); (a21; a22; : : : a2q); : : : ; (ap1; ap2; : : : apq)} ⊆
⊆ {v1;v2; : : : ;vq+r}.

þÉÓÌÏ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÃÅ-
ÐÏÞËÉ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ (×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ, ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ) ÍÁÔÒÉÃÙ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ l(A).

úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏ-ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÚ-
×ÅÓÔÎÏÊ10) ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× (ÓÉÓÔÅÍ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×) | ×ÅÌÉÞÉÎÁ l(A) ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ
×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÕ ÄÌÑ (ÓÈÅÍÎÏÇÏ) ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x1; x2; : : : ; xq ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄ-
ÎÏÞÌÅÎÏ×

f1 = xa11
1 xa12

2 : : : xa1q
q ; f2 = xa21

1 xa22
2 : : : xa2q

q ; : : : ; fp = xap11 xap22 : : : xapqq ;

(ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÏ×).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A = (aij) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁ-
ÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ É ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË) ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ïÐÒÅ-
ÄÅÌÉÍ ÅÝÅ Ä×Å ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.

þÅÒÅÚ l2(A) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ
ÃÅÐÏÞÅË ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÍÉÍÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (vk =
vi + vj) ÒÁÚÒÅÛÅÎÁ É ÏÐÅÒÁÃÉÑ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ (vk = vi − vj). ÷ÅÌÉÞÉÎÁ
l2(A) ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅ-
ÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÕ ÄÌÑ (ÓÈÅÍÎÏÇÏ) ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ
x1; x2; : : : ; xq ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ fi = xai11 xai22 : : : xaiqq ;

10) óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ: Pippenger N. On evaluation of powers and monomials // SIAM J.
Comput. | 1980. | V. 9, N 2. | P. 230{250; Vassiliev N. N. Complexity of monomial eval-
uations and duality // Computer algebra in scienti�c computing | CASC'99 (Munich). |
Berlin: Springer, 1999. | P. 479{484; Bernstein D. J. Pippenger's exponentiation algo-
rithm // Available at: http://cr.yp.to/papers/pippenger.pdf. | 2002.
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i = 1; 2; : : : ; p, Á ÔÁËÖÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅ-
ÎÉÑ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÕ ÄÌÑ (ÓÈÅÍÎÏÇÏ) ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÍ x1; x2; : : : ; xq ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A ÓÉÓÔÅÍÙ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÆÏÒÍ gi = ai1x1 +ai2x2 + : : :+aiqxq; i = 1; 2; : : : ; p. ÷ ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞÁ
Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ l2(A) ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, á. æ. óÉÄÏÒÅÎËÏ11).

üÔÁ ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÂÙÓÔÒÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÜÌÌÉ-
ÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ12) É ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÍÁÌÏÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÁ | ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ13) ÏÐÅÒÁÃÉÉ ×ÉÄÁ vk = −vi−vj É ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ14)
ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ.

þÅÒÅÚ lF (A) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÔÁËÉÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÃÅÐÏ-
ÞÅË ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ
(vk = vi + vj), ÎÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÅ Ó q ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅË-
ÔÏÒÏ×, Á Ó 2q ×ÅËÔÏÒÏ× | ÐÏÍÉÍÏ ×ÅËÔÏÒÏ× v1;v2; : : : ;vq ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ Ë ÎÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ −v1;−v2; : : : ;−vq. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ
lF (A) ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ,
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÕ ÄÌÑ (ÓÈÅÍÎÏÇÏ) ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ x1; x2; : : : ; xq Ó×Ï-
ÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ x−1

1 ; x−1
2 ; : : : ; x−1

q ÚÁ-
ÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A ÓÉÓÔÅÍÙ fi = xai11 xai22 : : : xaiqq ; i = 1; 2; : : : ; p, ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ÷ÐÅÒ×ÙÅ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÔÁËÁÑ ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÁÓØ
æ. ûÔÒÁÓÓÅÎÏÍ15) (ÐÒÉÞÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ).

÷ÅÌÉÞÉÎÙ l(A), l2(A) É lF (A) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ
×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ×16), ÎÁ ×ÈÏÄÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1; x2; : : : ; xq (Á ÔÁËÖÅ

11) óÉÄÏÒÅÎËÏ á. æ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ // úÁÐÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ× ìïíé. | ì.: îÁÕËÁ, 1981. | ô. 105. |
ó. 53{61.

12) Morain F., Olivos J. Speeding up the computation on an eliptic curve using addition-
subsraction chains // Informatique Th�eorique et Applications. | 1990. | V. 24. | P. 531{
544.

13) óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ: Volger H. Some results on addition/subtraction chains // Information
Processing Letters. | 1985. | V. 20. | P. 155{160; Goundar R. R., Shiota K., Toyonaga M.
New strategy for doubling-free short addition-subtraction chain // International Journal of
Applied Mathematics. | 2007. | V. 2, � 3.

14) óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ: Kunihiro N., Yamamoto H. Window and extended window methods
for addition chain and addition-subtraction chain // IEICE Transactions on Fundamentals
of Electronics, Communications and Computer Sciences. | 1998. | V. E81-A, � 1. |
P. 72{81; Kweon K., Hong S.-M., Oh S.-Y., Yoon H. Finding shorter addition/subtraction-
chains // CCCT'05 (International Conference on Computing, Communications and Control
Technologies). | http://hdl.handle.net/10203/447

15) Strassen V. Berechnungen in partiellen Algebren endlichen Typs // Computing. |
1973. | V. 11. | P. 181{196.

16) óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ: ìÕÐÁÎÏ× ï. â. ï ÓÉÎÔÅÚÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-
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ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÎÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x−1
1 ; x−1

2 ; : : : ; x−1
q , ÅÓÌÉ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÍÅÒÅ ÓÌÏÖÎÏ-

ÓÔÉ lF ), ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÓÈÅÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ f1; f2; : : : ; fp, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ
ÍÁÔÒÉÃÅÊ A, Á ÓÁÍÁ ÓÈÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-
ÝÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÌÉ ÞÁÓÔÎÏÅ, ÅÓÌÉ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÍÅÒÅ ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÉ l2) ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

÷ 1963 Ç. ò. âÅÌÌÍÁÎ17), Á ÚÁÔÅÍ × 1964 Ç. å. óÔÒÁÕÓ18) ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×Á-
ÌÉ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ÏÔ q ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (× ÎÁÛÉÈ
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ | ÓÌÕÞÁÊ p = 1, ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | l), Ô. Å. ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ
×ÅÌÉÞÉÎÙ l(xa1

1 xa2
2 : : : xaqq ).

÷ 1969 Ç. ä. ëÎÕÔ19) ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ p ÓÔÅ-
ÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (× ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ | ÓÌÕÞÁÊ q = 1, ÍÅÒÁ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | l), Ô. Å. ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ l(xa1 ; xa2 ; : : : ; xap).

å. óÔÒÁÕÓ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ q ÐÒÉ ∑ ai →∞
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

l(xa1
1 xa2

2 : : : xaqq ) ∼ log(max ai):

á. ñÏ20) ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ
p ÐÒÉ ∑ ai →∞:

l(xa1 ; xa2 ; : : : ; xap) ∼ log(max ai):
÷ 1981 Ç. ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ á. æ. óÉÄÏÒÅÎËÏ, äÖ. ïÌÉ×ÏÓÏÍ21), Á ÔÁËÖÅ

ä. ëÎÕÔÏÍ É K. ðÁÐÁÄÉÍÉÔÒÉÕ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÎÁÂÏÒÁ m
ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ
ÎÉÈ). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅ-
ÎÏ× {f1; f2; : : : ; fp} ÏÔ q ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A = (aij) ÒÁÚÍÅÒÁ
p × q É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× {f̂1; f̂2; : : : ; f̂q} ÏÔ p
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ AT = (aji) ÒÁÚÍÅÒÁ
ÓÔÅÍ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×ÙÐ. 10. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1963. | C. 63{97;
óÜ×ÉÄÖ ä. å. óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. | í.: éÚÄ.-×Ï �æÁËÔÏÒÉÁÌ�. | 1998.

17) Bellman R. E. Addition chains of vectors (Advanced problem 5125) // Amer. Math.
Monthly. | 1963. | V. 70. | P. 765.

18) Straus E. G. Addition chains of vectors // Amer. Math. Monthly. | 1964. | V. 71. |
P. 806{808.

19) ëÎÕÔ ä. å. éÓËÕÓÓÔ×Ï ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ü÷í, Ô. 2. 1-Å ÉÚÄÁÎÉÅ. | í.: íÉÒ,
1977. | òÁÚÄ. 4.6.3, ÕÐÒ. 32.

20) Yao A. C.-C. On the evaluation of powers // SIAM J. Comput. | 1976. | V. 5. |
P. 100{103.

21) Olivos J. On vectorial addition chains // J. Algorithms. | 1981. | V. 2, N 1. |
P. 13{21.

7



q × p, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏ× Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÅÍ

l(f1; f2; : : : ; fp) + p = l(f̂1; f̂2; : : : ; f̂q) + q;
Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
ÒÁÚÍÅÒÁ p× q ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏ× ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

l(A) + p = l
(
AT

)
+ q:

ðÏÈÏÖÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ
ÐÕÔÅÍ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l2.

ôÁËÖÅ × 1981 Ç. ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ22), ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (n1; n2; : : : ; np; l) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ,
ÉÍÅÀÝÅÊ ÄÌÉÎÕ l É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÞÉÓÌÁ n1; n2; : : : ; np, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP -ÐÏÌÎÏÊ.
÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ×ÅÓ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÔÁ-
ÎÏ×ËÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A
ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÔÉÐÁ), ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ × ÔÏÍ ÉÌÉ
ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÂÌÉÚËÁ Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ l(A), l2(A) ÉÌÉ lF (A) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÊ ÍÅÔÏÄ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÄÌÑ
ÍÁÔÒÉÃÙ A = (aij) Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ
ÓÔÒÅÍÉÌÏÓØ Ë 1 ÐÒÉ ∑ |aij| → ∞ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÉÌÉ �ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ� ÍÁÔÒÉÃ.

óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅÍ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÔÁÌÁ ÒÁÂÏÔÁ
î. ðÉÐÐÅÎÄÖÅÒÁ23). ÷ ÎÅÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÓÁÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ� ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÒÅ-
ÄÉ ÍÁÔÒÉÃ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ ÚÁÄÁÎÎÏ-
ÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ K − 1, É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÐÒÉ K ≥ 2 ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ L(p; q;K) =
max l(A); ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÍÁÔÒÉÃÁÍ A =
(aij) Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË ÒÁÚÍÅÒÁ p × q,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ aij ≤ K−1, i = 1; : : : ; p, j = 1; : : : ; q. ó ÉÓÐÏÌØ-
ÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ó×ÏÅÇÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ×ÅÓØÍÁ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÇÏ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÉÒÁÀ-
ÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ï. â. ìÕÐÁÎÏ×Á24) É ü. é. îÅÞÉÐÏÒÕËÁ25) ÓÐÏÓÏÂÁ26)
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ,

22) Downey P., Leong B., Sethi R. Computing sequences with addition chains // SIAM
Journal on Computing. | V. 10. | 1981. | P. 638{646.

23) Pippenger N. On evaluation of powers and monomials // SIAM J. Comput. | 1980. |
V. 9, N 2. | P. 230{250.

24) ìÕÐÁÎÏ× ï. â. ï ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ É ËÏÎÔÁËÔÎÏ-×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ // äÏËÌÁÄÙ áî
óóóò. | 1956. | ô. 111, � 6. | ó. 1171{1174.

25) îÅÞÉÐÏÒÕË ü. é. ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÎÃÉÐÁÈ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ // ðÒÏÂÌÅÍÙ
ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×ÙÐ. 21. | í.: îÁÕËÁ, 1969. | C. 5{102.

26) Pippenger N. The mimimum number of edges in graphs with prescribed paths // Math.
Systems Theory. | 1979. | V. 12, � 4. | P. 325{346.
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ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ,
ðÉÐÐÅÎÄÖÅÒ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ pq logK → ∞ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ-
ÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

L(p; q;K) = min(p; q) logK+

+ pq logK
log(pq logK)

(
1 +O

(( log log(pq logK)
log(pq logK)

)1=2
))

+O(max(p; q)):

ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ (ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ) ÍÁÔÒÉÃ (ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÅÊ ÍÁÔÒÉÃ) ÎÉËÁËÉÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÈ ÏÃÅÎÏË
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÑ p = 1 ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ q ÉÌÉ q = 1 ÐÒÉ ÆÉËÓÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÏÍ p, ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÚÄÅÓØ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,
ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÎÅ ÂÙÌÏ.

ãÅÌØ ÒÁÂÏÔÙ. ãÅÌØÀ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÏÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-
ÎÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ l(A), l2(A) É
lF (A) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÙ É ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÃÅÌÏ-
ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ A, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ÓÉÓÔÅÍ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ É
ÓÉÓÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÉÓË É ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÎÏ×ÙÈ ÜÆ-
ÆÅËÔÏ× É ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.

íÅÔÏÄÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÍÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒ-
ÎÅÔÉËÉ.

îÁÕÞÎÁÑ ÎÏ×ÉÚÎÁ. ÷ÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÎÏ×ÙÍÉ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ×ÙÎÏÓÉÍÙÅ ÎÁ ÚÁÝÉÔÕ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:

• äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ (ÚÁÄÁÞÁ âÅÌÌÍÁÎÁ) É ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ-
ÂÏÒÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÚÁÄÁÞÁ ëÎÕÔÁ) ÐÒÉ ÓÌÁÂÙÈ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÉÑÈ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ
ÔÏÞÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.

• õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÏÂÝÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄ-
ÎÏÞÌÅÎÏ×, ÓÉÓÔÅÍ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ É ÓÉÓÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ.

• ðÒÅÄÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏ-
ÞÌÅÎÏ×, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÕÓÉÌÅÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ
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Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÅÄÅÎÉÅÍ ÂÅÚ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏ-
ÓÔÉ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-
ÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÞÌÅ-
ÎÏ× ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ
Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

• äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ (ÉÌÉ ÓÌÁÂÏÒÁÓÔÕÝÉÈ) ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ p É q
ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ
p ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ q ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

• ðÏÌÕÞÅÎÙ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ: ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ; ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ ÉÚ ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÝÉÍÉ.

• ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÂÏ-
ÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÉÌÉ ÄÏÌÅÊ) ÅÄÉÎÉÃ ÓÈÅÍÁÍÉ ËÏÎ-
ËÁÔÅÎÁÃÉÉ.

• ÷ÙÑ×ÌÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ × ÚÁÄÁÞÁÈ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ
ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ÓÉÓÔÅÍ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ É ÓÉÓÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÐÒÉÎÃÉ-
ÐÉÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÌÉÞÉÑ × ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÔÒÅÈ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÈ
ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÁÑ ÃÅÎÎÏÓÔØ. òÁÂÏÔÁ ÎÏÓÉÔ ÔÅÏÒÅÔÉ-
ÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. åÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ-
×ÁÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÄÉÓÓÅÒ-
ÔÁÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ËÕÒÓÁÈ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× É
ÁÓÐÉÒÁÎÔÏ×, ÏÂÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ.

áÐÒÏÂÁÃÉÑ ÒÁÂÏÔÙ. îÁÕÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÉÓÓÅÒÔÁ-
ÃÉÏÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÄÏËÌÁÄÙ×ÁÌÉÓØ É ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ
ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÑÈ, ÓÅÍÉÎÁÒÁÈ É ÛËÏÌÁÈ-ÓÅÍÉÎÁÒÁÈ: ÓÅÒÉÉ ×ÓÅÓÏÀÚÎÙÈ (ÚÁÔÅÍ
ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ) ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÊ �ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� |
÷ÏÌÇÏÇÒÁÄ (1990), óÁÒÁÔÏ× (1993), õÌØÑÎÏ×ÓË (1996), îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ
(1999), ëÁÚÁÎØ (2002), ðÅÎÚÁ (2005), ëÁÚÁÎØ (2008, ÐÌÅÎÁÒÎÙÊ ÄÏËÌÁÄ); ÓÅ-
ÒÉÉ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ× �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ ÐÒÉÌÏÖÅ-
ÎÉÑ� | íÏÓË×Á, íçõ (1993, 1995, 1998, 2004, 2007); ÓÅÒÉÉ ×ÓÅÓÏÀÚÎÙÈ (×ÐÏ-
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ) ÛËÏÌ-ÓÅÍÉÎÁÒÏ× �óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÐÒÁ-
×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ� | ôÁÛËÅÎÔ (1990), îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ (1992, 1994, 1996,
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1998, 2000), íÉÎÓË (1993, 1995, 1999), óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ (2006, ÐÌÅÎÁÒÎÙÊ
ÄÏËÌÁÄ); ÓÅÒÉÉ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÊ �äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏ-
ÒÉÉ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ� (1997, 1998, 2000, 2006); Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÍ
ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏ-ÒÏÓÓÉÊÓËÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ �Combinatorial and algorithmical proper-
ties of discrete structures� (1999), ÎÁ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÅ-ÓÅÍÉÎÁÒÅ �óÌÏÖ-
ÎÏÓÔØ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ� (ëÁÚÁÎØ, 1999). âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÏËÌÁÄÏ×
ÎÁÛÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ÔÒÕÄÁÈ, ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÈ, ÔÅÚÉÓÁÈ ÉÌÉ ÁÎÎÏÔÁÃÉÑÈ ÄÏËÌÁ-
ÄÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÊ É ÓÅÍÉÎÁÒÏ×. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ
ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÄÏËÌÁÄÙ×ÁÌÉÓØ × íçõ ÉÍÅÎÉ í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á
ÎÁ ÎÁÕÞÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÈ ÓÅÍÉÎÁÒÁÈ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ËÉÂÅÒ-
ÎÅÔÉËÉ� (ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÉ | ó. ÷. ñÂÌÏÎÓËÉÊ; ï. â. ìÕÐÁÎÏ×; ï. í. ëÁÓÉÍ-
úÁÄÅ), �óÉÎÔÅÚ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ� (ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÉ | ï. â. ìÕÐÁÎÏ×;
ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ), �óÉÎÔÅÚ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ É ÓÍÅÖÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ� (ÒÕ-
ËÏ×ÏÄÉÔÅÌÉ | ï. â. ìÕÐÁÎÏ× É ÷. í. èÒÁÐÞÅÎËÏ) É ÄÒÕÇÉÈ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ
ìÏÍÏÎÏÓÏ×ÓËÉÈ ÞÔÅÎÉÑÈ × íçõ.

ðÕÂÌÉËÁÃÉÉ. ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × 24
ÒÁÂÏÔÁÈ Á×ÔÏÒÁ, ÓÐÉÓÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ×ÅÄÅÎ × ËÏÎÃÅ Á×ÔÏÒÅÆÅÒÁÔÁ [1{24].

óÔÒÕËÔÕÒÁ É ÏÂßÅÍ ÒÁÂÏÔÙ. äÉÓÓÅÒÔÁÃÉÏÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
××ÅÄÅÎÉÑ, ÐÑÔÉ ÇÌÁ× É ÓÐÉÓËÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ ÉÚ 151 ÎÁÉÍÅÎÏ-
×ÁÎÉÑ. ðÏÌÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 344 ÓÔÒÁÎÉÃÙ. òÁÂÏÔÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
21 ÒÉÓÕÎÏË. îÕÍÅÒÁÃÉÑ ÔÅÏÒÅÍ, ÌÅÍÍ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ
É ÆÏÒÍÕÌ | Ä×ÏÊÎÁÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÎÏÍÅÒÁ ÇÌÁ×Ù É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÏÍÅÒÁ
×ÎÕÔÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×Ù.

ïóîï÷îïå óïäåòöáîéå òáâïôù
÷Ï ××ÅÄÅÎÉÉ ÄÁÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÒÁÂÏÔÙ É ËÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁ-

ÎÉÅ ÇÌÁ× ÒÁÂÏÔÙ.
÷ ÇÌÁ×Å 1 ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ÏÔ

ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÚÁÄÁÞÁ âÅÌÌÍÁÎÁ) É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÚÁÄÁÞÁ ëÎÕÔÁ).

÷ § 1.1 ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÁÀÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÍÓÑ ×Ù-
ÛÅ ÔÒÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ,
Ó ÅÄÉÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÊ ××ÏÄÑÔÓÑ ÔÒÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÅ ÉÍ ÔÒÉ ÍÅÒÙ ÁÄÄÉÔ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ (l, l2 É lF ).
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÍÏÄÅÌÑÍ É ÍÅÒÁÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁ-
ÄÁÞÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÅÄÉÎÕÀ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ, × ÓÉÌÕ ÒÑÄÁ ÆÁËÔÏÒÏ× ÐÏÌÕ-
ÞÉÌÉ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ �÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×�, �÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ� É �÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ�.
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÷ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÏÎÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {A(n) = (aij(n))} ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁ-
ÔÒÉÃ (ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ É ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË) ÒÁÚÍÅÒÁ p(n) × q(n), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ
ÐÒÉ n→∞ ÕÓÌÏ×ÉÀ ∑

aij∈A(n) |aij| → ∞: úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÒÉ
n → ∞ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÒÏÓÔÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l(A(n)), l2(A(n)) ÉÌÉ
lF (A(n)) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

äÁÌÅÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÍÅÒ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ âÅÌÌÍÁÎÁ É ëÎÕÔÁ, ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÅ ÕÓÉÌÉÑ-
ÍÉ E. óÔÒÁÕÓÁ É á. ñÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÓÔÅÐÅÎÅÊ)
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÅ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ
× ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÔÕÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÓÔÅÐÅÎÅÊ) ÏÓÔÁ×ÁÌÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.

éÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÏÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ, ÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÔÅ-
ÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ) ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÌÉÑÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÒÅÄÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÏÂÝÅÅ
ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÉÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ), Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÏÂÝÉÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÏÂßÅËÔÏ× ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, É ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÉÚÕÞÁÅÍÙÈ
ÚÁÄÁÞ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ëÁ-
ÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÁÚÎÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ, ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍ. éÚÕÞÅÎÉÀ ×ÌÉÑÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ
ÜÔÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÐÒÉ ÓÌÁÂÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÁ-
ÒÁÍÅÔÒÏ× ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

÷ § 1.2 ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ âÅÌÌÍÁÎÁ É ëÎÕÔÁ.
÷ ÓÉÌÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ.
ëÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÉÇÒÁÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅ-
ÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ × ÓÌÕÞÁÅ,
ËÏÇÄÁ ÄÏÍÉÎÉÒÕÀÝÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÍÏÝÎÏÓÔÎÁÑ� ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ.

÷ ÏÓÎÏ×Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÌÅÖÉÔ Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ âÅÌÌÍÁÎÁ
Ë ÚÁÄÁÞÅ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ×ÅÎÔÉÌØÎÙÍÉ ÓÈÅ-
ÍÁÍÉ | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ ÂÅÚ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ× Ó Ä×Õ-
ÍÑ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÈÏÄÁÍÉ É
×ÙÈÏÄÁÍÉ ÓÈÅÍÙ, ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÕÔÉ ÏÔ ×ÈÏÄÁ Ë ×ÈÏÄÕ, ÏÔ
×ÙÈÏÄÁ Ë ×ÙÈÏÄÕ É ÏÔ ×ÙÈÏÄÁ Ë ×ÈÏÄÕ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ, Á ÞÉÓÌÏ ÐÕÔÅÊ ÏÔ i-ÇÏ
×ÈÏÄÁ Ë j-ÍÕ ×ÙÈÏÄÕ ÒÁ×ÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÔÏÑÝÅÍÕ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ
i-Ê ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍÏÍÕ ÏÄÎÏÞÌÅÎÕ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÕ-
ÌÅ×Á ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ
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ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÏÐÏÌÎÑÅÍÙÅ ÎÕÌÑÍÉ × ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ ÄÌÑ ×ÙÒÁ×-
ÎÉ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔÙ. ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÅÎÔÉÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ27) Á×ÔÏÒÁ (ÎÅ
×ÏÛÅÄÛÅÊ × ÄÁÎÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ), ÏÐÉÒÁÀÝÅÊÓÑ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
ï. â. ìÕÐÁÎÏ×Á, ü. é. îÅÞÉÐÏÒÕËÁ É î. ðÉÐÐÅÎÄÖÅÒÁ É ÄÁÀÝÅÊ ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÉÞÅÓËÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÞÅÒÅÚ �ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ� ÍÁÔÒÉÃÙ,
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ ~n(s) =
(
n1(k); n2(s); : : : ; nm(s)(s)

)
, s = 1; 2; : : : ; |

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ-
×ÉÀ ∑m(s)

i=1 ni(s) →∞: ôÏÇÄÁ

l(xn1
1 xn2

2 : : : xnmm ) ≤ logN
log logN

(
1 +O

(( log log logN
log logN

)1=2
))

+

+O(m+ log maxni);

ÇÄÅ N = n1n2 : : : nm.
üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÓÉÌÉ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ Á×ÔÏÒÏÍ

ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó ó. â. çÁÛËÏ×ÙÍ28) (ÎÁ ÚÁÝÉÔÕ ÎÅ ×ÙÎÏÓÉÔÓÑ É ×ËÌÀÞÅÎÁ ×
ÒÁÂÏÔÕ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ):

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ ~n(s) =

(
n1(s); n2(s); : : : ; nm(s)(s)

)
, s = 1; 2; : : : ; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ

ÕÓÌÏ×ÉÀ ∑m(s)
i=1 ni(s) →∞; ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

l(xn1
1 xn2

2 : : : xnmm ) ≤ log maxni+

+ logN
log logN

(
1 +O

(( log log logN
log logN

)1=2
))

+O(m);

ÇÄÅ N = n1n2 : : : nm.
úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-

ÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÐÒÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ (ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÇÒÕÂÌÅÎÉÅ ÏÃÅÎÏË ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×), Á ÔÁËÖÅ ÄÁÅÔ
ÈÏÒÏÛÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ
×ÅÌÉËÏ. ïÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ âÅÌÌÍÁÎÁ É ëÎÕÔÁ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÜÔÉÈ
ÚÁÄÁÞ ÕÖÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ.

27) ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ // íÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×ÙÐ. 4. | í.: îÁÕËÁ, 1992. | ó. 178{217.

28) çÁÛËÏ× ó. â., ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ïÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÃÅÐÏÞËÁÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ
ÓÈÅÍÁÈ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ // íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÔÅÏÒÉÉ
ÇÒÁÆÏ× É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË, 1992. | ÷ÙÐ. 52. | ó. 22{40.
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ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÒÉ x→∞ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×É-
ÑÍ f(x) →∞; log f(x) = o(log x): ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÎÁÂÏÒÏ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ~n(s) =

(
n1(s); n2(s); : : : ; nm(s)(s)

)
, s = 1; 2; : : : ;

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ∑m(s)
i=1 ni(s) →∞; ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

l(xn1
1 xn2

2 : : : xnmm ) ≤ log(maxni)(1 + o(1)) + logN
log logN (1 + o(1))+

+
m∑
i=1

(⌈
log(m=(f(m))2) ni

⌉− log(m=(f(m))2) ni
)
;

l(xn1 ; xn2 ; : : : ; xnm) ≤ log(maxni)(1 + o(1)) + logN
log logN (1 + o(1))+

+
m∑
i=1

(⌈
log(m=(f(m))2) ni

⌉− log(m=(f(m))2) ni
)−m;

ÇÄÅ N = n1n2 : : : nm.
÷ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á dxe − x ≤ 1 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÅÏÒÅ-

ÍÙ 1.3 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á29)

l(xn1
1 xn2

2 : : : xnmm ) . log(maxni) + logN
log logN +m;

l(xn1 ; xn2 ; : : : ; xnm) . log(maxni) + logN
log logN :

÷ § 1.3 ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ âÅÌÌÍÁÎÁ É ëÎÕÔÁ,
ÐÒÉÞÅÍ × ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÊ ×ÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÊ ÎÅ
ÏÄÎÕ, Á Ä×Å ÏÐÅÒÁÃÉÉ. îÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l2 Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍÉ ÏÃÅÎËÁÍÉ ÄÌÑ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l.

äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ �ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ� × ÏÄÎÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ
ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ×ÉÄÁ l(xn1

1 xn2
2 : : : xnmm ) ≥ log(maxni)+m−1 É

ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÏÝÎÏÓÔÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÊ30). ÷ÐÅÒ×ÙÅ �ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ� ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ É �ÍÏÝÎÏÓÔÎÕÀ� ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎ-
ËÉ ÕÄÁÌÏÓØ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ð. üÒÄÅÛÕ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÄÌÉÎÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÃÅ-
ÐÏÞËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ n. òÁÚ×ÉÔÉÅ ÜÔÉ ÍÅÔÏÄÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ × ÒÁÂÏÔÅ î. ðÉÐÐÅÎ-
ÄÖÅÒÁ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ÓÎÉÚÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÓÁÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ� ÓÉÓÔÅÍÙ

29) úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÚÁÐÉÓØ g(x) . h(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(x) ≤ h(x)(1 + o(1)).
30) ìÕÐÁÎÏ× ï. â. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ Ë ÓÉÎÔÅÚÕ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ | ÐÒÉÎÃÉÐÅ

ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×ÙÐ. 14. | í.: îÁÕËÁ, 1965. |
C. 31{110.
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ÉÚ p ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ q ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. úÄÅÓØ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎ-
ËÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÄÅÉ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ
ÒÁÂÏÔ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ~n = (n1; n2; : : : ; nm) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ ÞÅÒÅÚ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÀÝÕÀ ÎÁÂÏÒ ~n ÐÏ ×ÏÚ-
ÒÁÓÔÁÎÉÀ: n�(1) < n�(2) < : : : < n�(m). ðÏÌÏÖÉÍ

M (~n) =
{

(k1; k2; : : : ; km) |
k1 < k2 < : : : < km; ki ∈ N; 1 ≤ ki ≤ n�(i); i = 1; 2; : : : ;m

}
:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.6. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÏ×
~n(s) =

(
n1(s); n2(s); : : : ; nm(s)(s)

)
; s = 1; 2; : : :

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ N(s) =∏m(s)
i=1 ni(s) → ∞ ÐÒÉ s → ∞: ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c, c2 É ÆÕÎËÃÉÉ f(x) É f2(x), ÓÔÒÅÍÑÝÉÅÓÑ Ë 0 ÐÒÉ
x → ∞, ÞÔÏ ÄÏÌÉ ÎÁÂÏÒÏ× (k1; k2; : : : ; km) ÉÚ M (~n(s)), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

∣∣∣∣l
(
xk1 ; xk2 ; : : : ; xkm

)−
(

log maxni + logN
log logN

)∣∣∣∣ ≤ f(N) logN
log logN + cm;

∣∣∣∣l2
(
xk1 ; xk2 ; : : : ; xkm

)−
(

log maxni + logN
log logN

)∣∣∣∣ ≤ f2(N) logN
log logN + c2m;

ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÒÉ s→∞.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.6 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ

ÄÏÌÉ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M (~n(s)), Á ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N (~n(s)), ÇÄÅ
N (~n) = {(k1; k2; : : : ; km) | ki ∈ N; 1 ≤ ki ≤ ni; i = 1; 2; : : : ;m} : ôÁËÏÊ ÐÏÄ-
ÈÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÌÏÇÉÞÎÙÍ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ âÅÌÌÍÁÎÁ. ïÔÌÉÞÉÑ ×
ÐÏÄÈÏÄÁÈ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÓÌÅÄÕÝÅÇÏ ÔÏÌËÁ | ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ
ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ xn1

1 xn2
2 É xn2

1 xn1
2 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ, Á ÎÁÂÏÒÙ ÓÔÅÐÅ-

ÎÅÊ (xn1 ; xn2) É (xn2 ; xn1) | ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ. óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÉÚÎÁÞÁÌØ-
ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.6 ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÍ.

óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.6 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ, ÓËÁ-
ÖÅÍ, ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É, ËÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÕÓÌÏ×ÉÑ m = o

(
log (maxi ni) + logN

log logN

)
; ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ

M (~n) (ÉÌÉ ÉÚ N (~n)) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

l
(
xk1 ; xk2 ; : : : ; xkm

) ∼ log
(

max
i
ni

)
+ logN

log logN ;
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ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.3 ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ
×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× É ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

l
(
xk1 ; xk2 ; : : : ; xkm

) ∼ log
(

max
i
ki

)
+ logK

log logK ;

ÇÄÅ K = k1k2 : : : km.
ðÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ m ≥ min

(
log (maxni) ; logN

log logN

)
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ

ÔÅÏÒÅÍ 1.3, 1.4 É 1.6 ÄÁÀÔ ×ÅÒÈÎÉÅ É ÎÉÖÎÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÃÅÎËÉ
ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ âÅÌÌÍÁÎÁ É ëÎÕÔÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑ-
ÝÕÀ m, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÑ ÄÁÀÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÏÃÅÎËÉ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅ-
ÒÏÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ ÏÃÅÎÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ,
ÓËÁÖÅÍ, ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ xn1

1 xn2
2 : : : xnmm , ÇÄÅ ni = o(m2), i = 1; 2; : : : ;m, É ×ÓÅ

ni ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: l (xn1

1 xn2
2 : : : xnmm ) ∼ 2m:

÷ § 1.4 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÏÃÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ
ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ëÎÕÔÁ, ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÏËÏÎÞÁ-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ × ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÑ-
ÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÃÅÐÏÞËÁÈ.

ëÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÅÊ ÓÌÏ× ~� É ~� ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÁÌÆÁ×É-
ÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï ~� ~�, ÐÏÌÕÞÅÎÎÎÏÅ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ Ë ÓÌÏ×Õ ~� ÓÐÒÁ×Á
ÓÌÏ×Á ~�.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S ÓÌÏ× (ÎÁÂÏÒÏ×) ~�1; ~�2; : : : ; ~�r = ~� ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ31), ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ (×ÙÞÉÓÌÑ-
ÀÝÅÊ) ÓÌÏ×Ï (ÎÁÂÏÒ) ~�, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i; i = 1; 2; : : : ; r; ÓÌÏ×Ï ~�i ÍÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ~�i = ~�i1 ~�i2 , ÇÄÅ ÄÌÑ j = 1; 2 ÌÉÂÏ �ij | ÂÕË×Á ÉÚ ÁÌ-
ÆÁ×ÉÔÁ A, ÌÉÂÏ �ij = �m ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ
m ≤ i − 1. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ lc(S) ÓÈÅÍÙ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ r.
ðÏÌÏÖÉÍ lc(~�) = min lc(S), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÓÈÅÍÁÍ ËÏÎËÁ-
ÔÅÎÁÃÉÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÓÌÏ×Ï ~� × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ lc(~�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á

(
ÄÒÕÇÉÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ

ÓÌÏÖÎÏÓÔØ32), ÄÌÉÎÁ ÃÅÐÏÞÅË ÓÌÏ×33)
)
. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÓÈÅÍÙ ËÏÎËÁ-

ÔÅÎÁÃÉÉ × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ, Ô. Å. A = {0; 1}:
31) íÅÒÅËÉÎ à. ÷. îÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÈÅÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ ÓÌÏ× // äÉÓ-

ËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. | 1996. | ô. 3, � 1. | ó. 52{56.
32) óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ: ðÏÔÁÐÏ× ÷. î. áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ× Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ

ÓÏÓÔÁ× ÐÏÄÓÌÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. óÅÒ. 1. | 2004. | ô. 11,
� 1. | ó. 52{78; íÅÒÅËÉÎ à. ÷. ïÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ
ÓÌÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. óÅÒ. 1. | 2005. | ô. 12, � 4. |
ó. 40{50.

33) óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ: Alth�ofer I. Tight lower bounds on the length of word chains // Inform.
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ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Akn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× (ÓÌÏ×) ÄÌÉÎÙ n,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ k ÅÄÉÎÉÃ. ðÏÌÏÖÉÍ

lc(k; n) = max
~�∈Akn

lc(~�); k = 0; 1; : : : ; n:

äÏÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ logCk
n= log logCk

n ÐÒÉ k = 0 É k = n ÎÕÌÅÍ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1.7. ðÕÓÔØ {(km; nm)};m = 1; 2; : : : ; | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÐÁÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: nm →∞ ÐÒÉ m→∞; 0 ≤
km ≤ nm: ôÏÇÄÁ ÐÒÉ m→∞ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

lc(km; nm) ∼ log nm + logCkm
nm

log logCkmnm
:

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
log k = o(log n) ÉÌÉ log(n− k) = o(log n) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ-
×ÁÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÎÕÔÁ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ log k ∼ log(n−k) ∼
log n ÕÄÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÍÅÔÏÄ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÊ ü. é. îÅ-
ÞÉÐÏÒÕËÏÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÏÌÅÊ ÅÄÉÎÉÃ
(ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÇÕÓÔÏÔÙ) ×ÅÎÔÉÌØÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÇÌÕÂÉÎÙ 2. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁ-
ÑÈ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ
ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ.

÷ § 1.5 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ËÏ-
ÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ, ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÏÃÅÎËÉ,
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ âÅÌÌÍÁÎÁ.

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (ÇÒÕÐÐÏ×ÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ), Á MG | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.
äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÇÒÕÐÐÙ G ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ-
ÃÉÉ ÎÁÄ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ MG, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ ÞÅÒÅÚ l(g;MG),
ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á MG

(
ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ

ÕÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ | É ×
Process. Lett. | 1990. | V. 34, � 5. | P. 275{276; Berstel J., Brlek S. On the lenght of
word chains // Inform. Process. Lett. | 1987. | V. 26, � 1. | P. 23{28; Red'kin N. P.
Complexity of concatenation schemes for words from some classes // Proceedings of two joint
French-Russian seminars on combinatorial and algorithmical properties of discrete structures
(April 1998, Moscow | February 1999, Nansy, France). Project No 8/97. | French-Russian
A. M. Liapunov Institute, 2001. | P. 107{114.
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ÜÔÏÍ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× × ÇÒÕÐÐÁÈ34)

)
.

óÌÏÖÎÏÓÔØ L(G;MG) ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ MG ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: L(G;MG) = maxg∈G l(g;MG):

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Kn ÇÒÕÐÐ ÐÏÒÑÄËÁ n ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ L(Kn) = maxG∈Kn (maxMG L(G;MG)) :

äÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÕÓÔÁÎÏ-
×ÌÅÎÁ ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ �ÍÏÝ-
ÎÏÓÔÎÏÊ� ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐ-
ÐÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ An ×ÓÅÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏÒÑÄËÁ n ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.10. ðÒÉ n→∞

L(An) = log n+ log n
log log n + o

( log n
log log n

)
:

çÌÁ×Á 2 ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÔÅÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l, l2 É lF ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÉÚÕÞÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ Ä×ÕÈ) ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ.

÷ § 2.1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁÑ ÄÌÑ
×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÉÚÕÞÁÅÍÙÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. ÷ ÅÅ ÏÓÎÏ×Å
ÌÅÖÁÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂ ÏÃÅÎËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ ÞÅÒÅÚ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÊ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÓÈÅÍÙ ÆÕÎËÃÉ-
ÑÍÉ. ÷ÐÅÒ×ÙÅ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÄÌÑ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎÏË
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ö. íÏÒÇÅÎÓÔÅÒÎÏÍ35).

ðÕÓÔØ A = (aij) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ p × q, Á ÞÉÓÌÏ k
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 1 ≤ k ≤ min(p; q). äÌÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÎÄÅËÓÏ×
(i1; i2; : : : ; ik) É (j1; j2; : : : ; jk), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 1 ≤ i1 < i2 < : : : < ik ≤ p,
1 ≤ j1 < j2 < : : : < jk ≤ q, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(i1; i2; : : : ; ik; j1; j2; : : : ; jk) Ë×Á-
ÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏË Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i1; i2; : : : ; ik É ÓÔÏÌÂÃÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ j1; j2; : : : ; jk.

ðÏÌÏÖÉÍ

D(A) = max
k : 1≤k≤min(p;q)

(
max

(i1;:::;ik; j1;:::;jk)
|detA(i1; i2; : : : ; ik; j1; j2; : : : ; jk)|

)
:

34) óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ: çÌÕÈÏ× í. í., úÕÂÏ× á. à. ï ÄÌÉÎÁÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ÚÎÁËÏÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ
×ÏÐÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×ÙÐ. 8. | í.: îÁÕËÁ, 1999. | ó. 5{32.

35) Morgenstern J. Note on a lower bound of the linear complexity of the fast Fourier
transform // J. Assoc. Comput. Mach. | 1973. | V. 20. | P. 305{306.
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, D(A) | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÍÉÎÏÒÏ×
ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÍÉÎÏÒÁÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÐÒÁ-
×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

l(A) ≥ logD(A); l2(A) ≥ logD(A); lF (A) ≥ logD(A)

(× ÐÅÒ×ÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÍÁÔÒÉÃÅ A ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ
ÓÔÒÏË É ×ÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ).

âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏ-
ÓÔÉ ÄÌÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÁÔÒÉÃ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÌÉÂÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1, ÌÉÂÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ.

÷ § 2.2 ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÏÔËÒÙ×Á×ÛÉÊÓÑ É ÐÅÒÅÏÔ-
ËÒÙ×Á×ÛÉÊÓÑ (ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, × ÒÁÚÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ) ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ
�ÐÒÉÎÃÉÐ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ�36), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÉÚÕÞÁÅÍÙÍ ÚÁ-
ÄÁÞÁÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁ-
ÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ p × q Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ
ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏ× ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï l

(
AT

) − l(A) = p − q; ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ p × q ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
−q ≤ l2

(
AT

)− l2(A) ≤ p.
ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÐÏ-

ÓÔÁÎÏ×ËÅ ÐÏÍÉÍÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ x + y É x − y ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÅÝÅ É
ÏÐÅÒÁÃÉÉ −x−y, ÔÏ ÄÌÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏ-
ÓÔÉ l′2 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ p× q ÂÅÚ
ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏ× ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï l′2

(
AT

)− l′2(A) = p− q:
÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l É l2, ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ lF ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÏÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÔÒÅÔØÅÊ
ÍÏÄÅÌÉ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 1×2 É 2×1, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ
ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ×
Ä×Á ÒÁÚÁ:

lF
((

2k;−2k
))

= k + 1; lF
((

2k;−2k
)T)

= 2k:

ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ
×ÅÌÉÞÉÎ l(A), l2(A) É lF (A) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÉÎÄÉ×ÉÄÕ-
ÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÁÔÒÉÃ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÌÁÂÏÒÁÓÔÕÝÅÇÏ

36) Bernstein D. J. The transposition principle // Available at: http://cr.yp.to/
transposition.html. | 2004.
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ÒÁÚÍÅÒÁ), ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l
î. ðÉÐÐÅÎÄÖÅÒÏÍ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ ÍÅÒ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l2 É lF .

ðÒÉ K ≥ 2 ÐÏÌÏÖÉÍ L2(p; q;K) = max l2(A); LF (p; q;K) = max lF (A);
ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÍÁÔÒÉÃÁÍ A = (aij) ÒÁÚÍÅÒÁ
p× q, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ |aij| ≤ K − 1, i = 1; : : : ; p, j = 1; : : : ; q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ä×ÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔ î. ðÉÐÐÅÎÄÖÅÒÁ, ÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÀÔ. âÏÌÅÅ
ÔÏÇÏ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÏÂÝÅÅ ÓÈÏÄÓÔ×Ï ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ÅÓÔØ É ÓÅÒØÅÚ-
ÎÙÅ ÏÔÌÉÞÉÑ, ÄÅÌÁÀÝÉÅ ÐÏÐÙÔËÕ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ ÉÈ × ÏÄÎÏ ÎÅÏÐÒÁ×ÄÁÎÎÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ pq logK →∞ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

L2(p; q;K) = min(p; q) logK+

+ pq log(2K − 1)
log(pq logK)

(
1 +O

(( log log(pq logK)
log(pq logK)

)1=2
))

+O(max(p; q));

óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 2.2 ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÆÏÒÍ, ÄÁÀÝÉÊ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ É ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÔÏÌØËÏ
ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ pq logK →∞ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

LF (p; q;K) ≤ min(p; q + 1) logK+

+ pq log(2K − 1)
log(pq logK)

(
1 +O

(( log log(pq logK)
log(pq logK)

)1=2
))

+O(max(p; q));

LF (p; q;K) ≥ max
(

min(p; q + 1) logK; pq log(2K − 1)
log(pq logK)

)
+O(max(p; q)):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÐÒÉ ÓÌÁÂÙÈ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÒÏÓÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ
ûÅÎÎÏÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÜÆÆÅËÔ ûÅÎÎÏÎÁ (ÐÒÉ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ). ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ (ÔÁË ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ × ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÓÉÎÔÅÚÁ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ), ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÛÉÒÏËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÁÔÒÉÃ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÕÞÛÉÅ ÏÃÅÎËÉ.

÷ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ËÌÁÓÓÙ ÍÁÔÒÉÃ, ÄÌÑ ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ
(ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ) ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÁÑ ÍÏÄÅÌØ | × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ.
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ðÕÓÔØ K = (k1; k2; : : : ; kq) | ÎÁÂÏÒ ÉÚ q ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Â�ÏÌØÛÉÈ 1.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L(K; p) ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x1; x2; : : : ; xq ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄ-
ÎÏÞÌÅÎÏ× xr11

1 xr12
2 : : : xr1qq ; xr21

1 xr22
2 : : : xr2qq ; : : : ; xrp11 xrp22 : : : xrpqq ; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-

ÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ rij ≤ kj − 1; i = 1; : : : ; p; j = 1; : : : ; q:
âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k1 ≥ k2 ≥ : : : ≥ kq

É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ p ≤ NK, ÇÄÅ NK = k1k2 : : : km (Ô. Å.
ÞÉÓÌÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ p logNK →∞. ôÏÇÄÁ37)

L(K; p) ³
min(p;q)∑
i=1

log ki + p logNK
log(p logNK) + p+ q;

ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ
min(p;q)∑
i=1

log ki + p+ q = o
( p logNK

log(p logNK)

)
; q = o(logNK);

ÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

L(K; p) ∼ p logNK
log(p logNK) :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ, Á ÎÅ ÐÏ ÓÔÏÌÂ-
ÃÁÍ.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÇÌÁ×ÁÈ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÌÉ-
ÞÉÎ l(A), l2(A) É lF (A) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÅÊ ÍÁÔÒÉÃ. ðÒÉ ÜÔÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×ËÌÁÄ �ÍÏÝÎÏÓÔ-
ÎÏÊ� ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÉÒÕÀÝÉÍ. üÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÅÔ ×ÁÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ (ÉÌÉ ÓÌÁÂÏ
ÒÁÓÔÕÔ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÐÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÐÏÍÉÍÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÈÎÉÈ ÏÃÅ-
ÎÏË, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÏÃÅÎÏË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ûÅÎÎÏÎÁ, Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÃÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ ÞÅÒÅÚ ×Å-
ÌÉÞÉÎÕ logD(A). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ

37) úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÚÁÐÉÓØ f(x) ³ g(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÊ f(x) = O(g(x)) É g(x) = O(f(x))
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ÍÏÄÅÌÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÕÇÕÂÏ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÁ. äÌÑ ÎÁÉ-
ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÊ ×ÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-
ÞÅÓËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÌÉ ÓÌÁÂÏ-
ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÍÁÔÒÉÃ), ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÝÅÊ ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÍÁÌÏÊ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÉ, Á ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ÕÖÅ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 2× 1 ÕËÁÚÁÎÎÁÑ
ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÌÕÞÛÅÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅ-
ÓËÉ ×Ä×ÏÅ.

çÌÁ×Á 3 ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×.

÷ § 3.1 ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊ | ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ
Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁ-
ÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ
ÍÁÔÒÉÃ A(n) = (aij(n)) ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÍÉ É ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÐÒÉ n → ∞ ÕÓÌÏ×ÉÀ
maxaij∈A(n) aij(n) →∞; ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÏÃÅÎËÉ

logD(A(n)) ≤ l (A(n)) ≤ logD(A(n)) +O
( log max aij(n)

log log max aij(n)

)
:

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÜÆÆÅËÔÁ
ûÅÎÎÏÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ,
ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ n, ÉÍÅÀÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ
2 log n+o(log n). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÏÉÔ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÜÆÆÅËÔ ûÅÎ-
ÎÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÚÁÄÁÞÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÎÅÍÏÝÎÏÓÔÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ.

õÖÅ × ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ 2×2, ÐÒÉ ×ÓÅÊ
ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÉÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ, ÓÁÍÏ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ
ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ×ÙÄÅÌÉ× × ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÕÀ
ÞÁÓÔØ É ÐÒÏ×ÅÄÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ÏÄÉÎ ÒÁÚ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, × § 3.1
××ÏÄÉÔÓÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ, Ó ÏÄÎÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏÝÅ, É ËÏÔÏÒÁÑ, Ó ÄÒÕ-
ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÅÒÅÈÏÄ
Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ × ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÂÅÚ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.
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÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅ-
ÒÅ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ××ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ,
× ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÐÏ ÐÏÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÎÁ ×ÈÏÄ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÅÅ ÓÔÅ-
ÐÅÎØ f r, ÇÄÅ r | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ 0 ≤ r ≤ 2
(ÚÎÁÞÅÎÉÅ r, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ó×ÏÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ). ðÒÉ ÔÁ-
ËÏÍ ÕÓÉÌÅÎÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ É ËÌÁÓÓ
×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÍÁ-
ÔÒÉÃÕ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.

ðÕÓÔØ A = (aij) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ p × q Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÒÁÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. þÅÒÅÚ �(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ
ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-
ÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎËÃÉÊ xa11

1 xa12
2 : : : xa1q

q ; xa21
1 xa22

2 : : : xa2q
q ; : : : ; xap11 xap22 : : : xapqq .

ëÌÀÞÅ×ÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÓÈÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ-
ÎÏÓÔØ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅÐÅÎØ: ÐÒÉ 0 ≤ � < 1 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(x�) = 1, Á ÐÒÉ � ≥ 1 | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(x�) = dlog�e.

óÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÅÒÈÎÉÈ ÏÃÅÎÏË, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÏÃÅÎËÁÈ ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÓÈÅÍ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ ÃÅÌÏÞÉ-
ÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÕÖÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ logD(A) + O(1)), ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÐÏÍÉ-
ÍÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÉÍ ×ÁÖÎÙÍ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÏÍ | ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ (ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ) ÉÌÉ ÓÌÁÂÏÒÁÓÔÕÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄÓÈÅÍ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ
ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ×ÈÏÄ, ÏÄÉÎ ×ÙÈÏÄ, É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÎÁ ×ÈÏÄ ÐÏÄÓÈÅÍÙ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÏÄÓÈÅÍÙ ÜÔÉÈ
Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎ-
ÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÐÅÒÅÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×
ÏÂÙÞÎÕÀ ÓÈÅÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÔÕ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÕ A. ÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÐÅ-
ÒÅÓÔÒÏÅÎÉÑ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ
ÍÁÔÒÉÃ A(n) = (aij(n)) ÒÁÚÍÅÒÁ p(n)× q(n) Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÍÉ É ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË, n = 1; 2; : : : ; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÛÅÊ ÐÒÉ n → ∞
ÕÓÌÏ×ÉÀ max

aij∈A(n)
aij(n) →∞; ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ Ŝ(n), ÓÏ-

ÓÔÏÑÝÉÍÉ ÉÚ k(n) ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÐÏÄÓÈÅÍ, ÐÒÉÞÅÍ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
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ÓÔ×Á

k(n) ≤
(

log log log max
aij∈A(n)

aij(n)
)1=2

;

q(n) ≤ 1
8

(
log log log max

aij∈A(n)
aij(n)

)1=2
:

ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

l (A(n)) ≤ �
(
Ŝ(n)

)
+ o




log max
aij∈A(n)

aij(n)

log log log max
aij∈A(n)

aij(n)


 :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ
×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.

äÁÌÅÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ôÅÏÒÅÍÁ 3.3. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ

ÍÁÔÒÉÃ A(n) = (aij(n)) É B(n) = (bij(n)) ÒÁÚÍÅÒÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
p(n)×2 É 2× q(n) Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ É ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÐÒÉ n→∞ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

p(n) = o
((

log log log max
aij∈A(n)

aij(n)
)1=2

)
;

q(n) = o
((

log log log max
bij∈B(n)

bij(n)
)1=2

)
;

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÏÃÅÎËÉ

logD(A(n)) ≤ l (A(n)) ≤ logD(A(n)) + o
( log max aij(n)

log log log max aij(n)

)
;

logD(B(n)) ≤ l (B(n)) ≤ logD(B(n)) + o
( log max bij(n)

log log log max bij(n)

)
:

÷ § 3.3 ÔÁËÖÅ ÐÕÔÅÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ë ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ
ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 3.4. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ
ÍÁÔÒÉÃ A(n) = (aij(n)) ÒÁÚÍÅÒÁ 3 × 3 Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÍÉ É ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÐÒÉ n → ∞ ÕÓÌÏ×ÉÀ
maxaij∈A(n) aij(n) →∞; ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

logD(A(n)) ≤ l (xa11ya12za13 ; xa21ya22za23 ; xa31ya32za33) ≤
≤ logD(A(n)) + o (logD(A(n))) :

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ ÓÌÕÞÁÅ×, ÞÁÓÔØ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÁ, ÏÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÓÌÕÞÁÅ× ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÅÒØÅÚÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ.

þÁÓÔÉÞÎÏÅ ÒÁÚßÑÓÎÅÎÉÅ ÐÒÉÒÏÄÙ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÐÒÉ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.4 ÄÁÀÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ § 3.4. ìÏÇÉÞÎÏ
×ÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 3.1, 3.3 É 3.4 ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ,
ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ p É q ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ p×q ×ÅÌÉÞÉ-
ÎÁ l(A) ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÔÅÔ ËÁË logD(A) (ËÏÓ×ÅÎÎÙÍ ÄÏ×ÏÄÏÍ × ÐÏÌØ-
ÚÕ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ × ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ
ÆÏÒÍÕÌÙ l2(A) ∼ logD(A) | ÏÂ ÜÔÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ÇÌÁ×Å), ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ ÕÖÅ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ 4.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(t; n) Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏÒÑÄËÁ 2t, t ≥ 2, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÍÕÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A(t; n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ
ÄÌÉÎÙ 2t, ÐÅÒ×ÁÑ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ ÒÁÚÒÑÄÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ n, Á ×ÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏ×É-
ÎÁ | 0. ïÓÔÁÌØÎÙÅ 2t − 1 ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A(t; n) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ
ÓÔÒÏËÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ÏÄÉÎ ÒÁÚÒÑÄ ×ÐÒÁ×Ï.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.5. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ t = o (log n) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

l(A(t; n)) ∼ 2t log n:

óÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ
t ≤ log n= log log n ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

l(A(t; n)) ∼ 2t
t+ 1 logD(A(t; n)):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÍÉÍÏ ÐÒÏÞÅÇÏ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁ-
ÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 2t×2t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÕÀ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2.1 ÎÉÖÎÀÀ
ÏÃÅÎËÕ × ÒÁÍËÁÈ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÁÓÉÍÐÔÏ-
ÔÉÞÅÓËÉ × 2t=(t+ 1) ÒÁÚ.
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çÌÁ×Á 4 ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÃÅÌÏ-
ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. äÌÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÌÕÞÅÎ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ
(Á ÉÍÅÎÎÏ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ) ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ
A(n) =

(
aij(n)

)
ÒÁÚÍÅÒÁ p(n)× q(n) ÐÒÉ n→∞ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ

p(n) + q(n)
(log logD(A(n)))1=2 → 0:

ôÏÇÄÁ

logD(A(n)) ≤ l2 (A(n)) ≤ logD(A(n)) + o
(

logD(A(n))
)
:

÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-
ÎÉÑ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÇÏ ×ÉÄÁ), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ×ÅÒÈÎÑÑ
ÏÃÅÎËÁ ×ÉÄÁ logD(A) + o

(
logD(A)

)
. ïÄÎÁËÏ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÙÍ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 4.1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ (É ÄÁÖÅ ÓÌÁÂÏÒÁÓÔÕÝÉÈ) ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÚÁÄÁ-
ÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÖÎÅÊ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍ 3.4 É 4.1 ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ, Ô. Å. ÐÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËÒÏÍÅ
ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ (×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÉÌÉ ÄÅÌÅÎÉÅ
× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÚÎÁÞÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ.

çÌÁ×Á 5 ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ. íÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ lF ÚÎÁÞÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÐÏ Ó×ÏÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÏÔ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l É l2. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÎÅÊ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÀÔ (ÉÌÉ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÎÅ
× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÍÅÒÅ) ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ:

lF
((

2k;−2k
))

= k + 1; lF
((

2k;−2k
)T)

= 2k:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

lF
((

2k;−2k
)T)

= 2 logD(
((

2k;−2k
)T)

;

ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ ÄÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ, ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ ÄÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅ-
ÍÏÊ 2.1 | ÄÌÑ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l2 ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÁÈ ÍÁÔÒÉÃ
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× ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 ÔÁËÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÁ (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ) ÂÙÔØ
ÎÅ ÍÏÖÅÔ, Á ÄÌÑ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l | ÔÁËÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÌÑ
ÍÁÔÒÉÃ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.

÷ § 5.1 ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÓÁÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÌÕÞÁÉ | ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÍÅÀÔ
ÒÁÚÍÅÒÙ 1 × q, p × 1 É 2 × q. é ÅÓÌÉ × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÏÓÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÔÒÅÔØÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÔÏ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ× ÍÁÔÒÉÃ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ
ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÒÏÓÔÁ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÊ ÜÆÆÅËÔ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ p× q ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ T (A)
ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

T (A) = max
j : 1≤j≤q

{max{a1j; a2j; : : : ; apj; 0} |min{a1j; a2j; : : : ; apj; 0}|} :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, T (A) | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÁÒÁÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ | ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁ-
ÈÏÄÉÔØÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ É ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ ÎÅÔ, ÔÏ
T (A) = 0).

ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.1 × ÒÁÂÏÔÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÅÄ-
ÌÉ×ÏÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á lF (A) ≥
log max{T (A); 1}. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ log T (A), ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÅÔ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ
×ÅÌÉÞÉÎÕ logD(A), ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × 2 ÒÁÚÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.3. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ
ÍÁÔÒÉÃ A(n) = (aij(n)) ÒÁÚÍÅÒÁ 2× q(n), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ

q(n)
log log max

i; j
|aij(n)| → 0

ÐÒÉ n→∞, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

lF (A(n)) ∼ log max{D(A(n)); T (A(n))}:

åÝÅ ÂÏÌÅÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × ÉÚÕÞÁÅÍÏÍ × § 5.2 ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 3 × 2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ
ÒÏÓÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ lF .

ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ A = (aij) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÙ 3 × 2. ðÏÄ ÚÁÐÉÓØÀ ast ÐÒÉ
s > 3 ÉÌÉ t > 2 ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ aij, ÇÄÅ i É j ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ
ÕÓÌÏ×ÉÊ 1 ≤ i ≤ 3, i ≡ s (mod 3); 1 ≤ j ≤ 2, j ≡ t (mod 2).

27



üÌÅÍÅÎÔ aij ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ 3× 2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

aij 6= 0; aijai+1;j ≤ 0; aijai+2;j ≤ 0; |ai+1;j|+ |ai+2;j| 6= 0:

þÅÒÅÚ A(s; t) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ 2× 2, × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔ as1, Á ×ÔÏÒÏÊ | ÓÔÒÏËÁ
ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔ at1.

ðÕÓÔØ aij | ÏÓÏÂÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ 3 × 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
×ÅÌÉÞÉÎÕ r(aij) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÁÚÏÍ:

1) ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á detA(i + 1; i + 2) detA(i + 2; i) ≥ 0 É
detA(i+ 1; i+ 2) detA(i; i+ 1) ≥ 0, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

r(aij) = |aij detA(i+ 1; i+ 2)| ;
2) ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï detA(i+ 1; i+ 2) detA(i+ 2; i) < 0, ÔÏ

ÐÏÌÁÇÁÅÍ

r(aij) = |aij detA(i+ 1; i+ 2)| max{|ai1|; |ai2|; |ai+2;1|; |ai+2;2|}
D(A(i+ 2; i)) ;

3) ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï detA(i+ 1; i+ 2) detA(i; i+ 1) < 0, ÔÏ
ÐÏÌÁÇÁÅÍ

r(aij) = |aij detA(i+ 1; i+ 2)| max{|ai1|; |ai2|; |ai+1;1|; |ai+1;2|}
D(A(i; i+ 1)) :

äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× aij, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÓÏÂÙÍÉ × ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ
A ÒÁÚÍÅÒÁ 3 × 2, ÐÏÌÏÖÉÍ r(aij) = 0. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ
×ÅÌÉÞÉÎÕ R(A) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

R(A) = max
aij∈A

r(aij):

ôÅÏÒÅÍÁ 5.4. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ
ÍÁÔÒÉÃ A(n) = (aij(n)) ÒÁÚÍÅÒÁ 3 × 2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÐÒÉ n → ∞
ÕÓÌÏ×ÉÀ

max
aij∈A(n)

|aij(n)| → 0;

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

lF (A(n)) ∼ log max{D(A(n)); T (A(n)); R(A(n))}:

28



÷ÅÌÉÞÉÎÁ R(A) × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ |
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ

A =



−n 0
n 0
0 n




×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á D(A) = T (A) = n2; R(A) = n3.
÷ § 5.3 ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ A(t; n), ××ÅÄÅÎÎÙÈ × § 3.4, ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×Ù-

ÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÔÒÅÔØÅÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÒÏÓÔÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÏÊ,
ÞÔÏ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ × ÔÅÏÒÅÍÅ 3.4
ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ × ÐÅÒ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.5. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ t = o
(

logn
log logn

)
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅ-

ÓËÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

lF (A(t; n)) ∼ (t+ 1) log n ∼ logD(A):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ë ÔÒÅÔØÅÊ,
Ô. Å. ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÊ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ-
×ÁÎÉÑ ÐÏÍÉÍÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÍÅÎÑÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÐÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.6. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ t = o(log n) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

l(A(t; n))
lF (A(t; n)) ∼

2t
t+ 1 :

òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A(t; n) ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ | ÐÒÉ ÒÁÚÍÅÒÅ
2t × 2t ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÎÇ t + 1. ïÄÎÁËÏ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ �ÐÏÄ-
ÐÒÁ×ÉÔØ�, Õ×ÅÌÉÞÉ× ÎÁ 1 ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ at+2;t+2; at+3;t+3; : : : ; a2t;2t.
ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A′(t; n), Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ É ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ D (A′(t; n)) = detA′(t; n) = nt+1 = D(A(t; n)), Á Ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÎÉÈ ×ÓÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ
ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.

ðÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ïÌÅÇÁ âÏÒÉÓÏ×ÉÞÁ
ìÕÐÁÎÏ×Á. á×ÔÏÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÜÔÕ ÒÁÂÏÔÕ ËÁË ÓËÒÏÍÎÕÀ ÄÁÎØ ÐÁÍÑÔÉ
Ó×ÏÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ.
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